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P❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢

❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡∗

❈❤r✐st✐❛♥ ❍❡♣❡♥str✐❝❦† ❆❧❡①❛♥❞❡r ❚❛r❛s♦✈‡

◆♦✈❡♠❜❡r ✶✷✱ ✷✵✶✷

❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❡r✬s ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧

tr❛❞❡✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❣❡♥ts ❡①♣❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣♦♦❞s

t❤❡② ❝♦♥s✉♠❡ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ✐♠♣♦rt ❞❡♠❛♥❞

❛♥❞ t❤❡r❡✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❜✐♥❞✐♥❣ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦ ❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛♥❞❛r❞

❘✐❝❛r❞✐❛♥ ♠✉❧t✐✲❝♦✉♥tr② ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ❯❙ ❝♦♥s✉♠❡r

❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢

t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦

t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚✇♦ ♣♦♣✉❧❛r ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✕ ❧♦✇❡r tr❛❞❡ ❝♦sts ❛♥❞ t❤❡

r✐s❡ ♦❢ ❈❤✐♥❛ ❛♥❞ ■♥❞✐❛ ✕ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ✐♥❞❡❡❞

q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ◆♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✱ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ tr❛❞❡

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❋✶✵✱ ❋✶✶✱ ❋✶✾

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚r❛❞❡ ✢♦✇s ✈❛r② ❣r❡❛t❧② ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦♦❞s t❤❛t ❛r❡ tr❛❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❚❤✐s ✏❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡✑ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❤❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♣❧❛②

∗❲❡ t❤❛♥❦ ❆♥❛ ❈❡❝í❧✐❛ ❋✐❡❧❡r✱ ❑❡✈✐♥ ❙t❛✉❜✱ ●✐♥♦ ●❛♥❝✐❛✱ ❆♥❞r❡❛s ❑♦❤❧❡r✱ P❡❞r♦ ▼✐r❛✱ ❏♦s❡❢ ❩✇❡✐♠ü❧❧❡r✱
❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❇❛r❛tt✐❡r✐✱ ▼❛r❝ ▼❡❧✐t③✱ P♦❧ ❆♥tràs✱ ❚♦♠❛s③ ❙✇✐❡❝❦✐✱ ❊❧❤❛♥❛♥ ❍❡❧♣♠❛♥✱ ❙❛♠✉❡❧ ❑♦rt✉♠ ❛♥❞ s❡♠✲
✐♥❛r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❩✉r✐❝❤✱ t❤❡ ❱✐❡♥♥❛ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ❍❛r✈❛r❞
❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❛♥❞ ❊❝♦♥❈♦♥ ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❍❡♣❡♥str✐❝❦ ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s
✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❜② t❤❡ ❱❡r❡✐♥ ③✉r ❋ör❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❆❦❛❞❡♠✐s❝❤❡♥ ◆❛❝❤✇✉❝❤❡s✱ t❤❡ ❊❝♦s❝✐❡♥❝✐❛ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤❡ ❙✇✐ss ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✳

†❙✇✐ss ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇❛♥❦✱ ❇örs❡♥str❛ss❡ ✶✺✱ ❈❍✲✽✵✷✷ ❩✉r✐❝❤✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ❡♠❛✐❧✿ ❝❤r✐st✐❛♥✳❤❡♣❡♥str✐❝❦❅s♥❜✳❝❤✳
‡❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✉♥✐❝❤✱ ▲✉❞✇✐❣str❛ss❡ ✷✽✱ ✽✵✺✸✾ ▼✉♥✐❝❤✱ ●❡r♠❛♥②✱ ♣❤♦♥❡✿ ✰✹✾

✽✾ ✷✶✽✵ ✺✼ ✺✹✱ ❡♠❛✐❧✿ ❛❧❡①❛♥❞❡r✳t❛r❛s♦✈❅❧r③✳✉♥✐✲♠✉❡♥❝❤❡♥✳❞❡✳

✶



♦❢ t❤❡ ❡①♣♦rt❡r✬s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❡r✬s ❞❡♠❛♥❞ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡

❝♦sts ✲ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ tr❛❞❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣♦♦❞ ✐❢ t❤❡ ❡①♣♦rt❡r ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② str♦♥❣

✐♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤✐s ❣♦♦❞✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❡r ❤❛s ❛♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤❛t ❣♦♦❞✱ ♦r ❜✐❧❛t❡r❛❧

tr❛❞❡ ❜❛rr✐❡rs ❛r❡ ❧♦✇✳ ▼♦st ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❢♦❝✉s

♦♥ t❤❡ ❡①♣♦rt❡r✬s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❝♦sts✳✶ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❜② ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✬s ❞❡♠❛♥❞ str✉❝t✉r❡✳

❙❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❤❛t r✐❝❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ❜♦t❤ ✐♠♣♦rt ❛♥❞ ❡①♣♦rt ♠♦r❡ ✈❛r✐❡t✐❡s

✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❍✉♠♠❡❧s ❛♥❞ ❑❧❡♥♦✇ ✭✷✵✵✷✮✱ ❇❛❧❞✇✐♥ ❛♥❞ ❍❛rr✐❣❛♥ ✭✷✵✶✶✮✱ ♦r ❙❛✉ré ✭✷✵✶✷✮✮✳ ❚❛❜❧❡ ✶

s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❜② r❡❣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❣♦♦❞s✷ ✭✐♥ ❧♦❣s✮ ♦♥ t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡s ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡s ✭❜♦t❤ ✐♥ ❧♦❣s✮ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐♥❣

♣❛rt♥❡rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r ❜✐❧❛t❡r❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡✳

❚❛❜❧❡ ✶

❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❡①♣♦rt❡r ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ❘✐❝❛r✲

❞✐❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✿ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❤✐❣❤ ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❇❡✐♥❣

t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤✐s ❝♦✉♥tr② ✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✐♥ ♠❛♥② ✐♥❞✉str✐❡s

❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❡♥❞s t♦ ❡①♣♦rt ❛ ❜r♦❛❞ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ✭✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣♦rt❡r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✮✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t

❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✐♠♣♦rts ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ s✐♥❝❡ ✐t

✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦st ✈❛r✐❡t✐❡s ❧♦❝❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛

st❛♥❞❛r❞ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭✇✐t❤ ❈❊❙ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✮ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①✲

t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♠♣♦rt❡r ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤

t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦♥s✉♠❡rs ❡①♣❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣♦♦❞s t❤❡②

♣✉r❝❤❛s❡ ✕ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✑ ✕ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛

❝♦✉♥t❡r✈❛✐❧✐♥❣ ❢♦r❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✳✸

❚♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ♠✉❧t✐✲❝♦✉♥tr② ♠♦❞❡❧ ❜② ❊❛t♦♥ ❛♥❞

❑♦rt✉♠ ✭✷✵✵✷✮ ✭❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❊❑✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡ ❊❑ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❝♦✉♥tr②✲

✈❛r✐❡t② s♣❡❝✐✜❝✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ tr❛❞❡ ❝♦sts t❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ s✉♣♣❧②✐♥❣

❝♦✉♥tr② ❝❛♥ ♦✛❡r ❛ ✈❛r✐❡t② ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡t✳ ■♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡t

t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ❝♦✉♥tr② ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s♦❧❡ s✉♣♣❧✐❡r ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❡t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✇❤❡t❤❡r t❤✐s tr❛❞❡ ✢♦✇ t❤❡♥ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡s ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s✉♣♣❧✐❡r ❝♦✉♥tr②✬s

❣♦♦❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❧♦✇ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❝♦sts✱ ❜✉t ❝r✉❝✐❛❧❧② ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✬s

✶❙❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❈❤❛♥❡② ✭✷✵✵✽✮✳
✷❲❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s✱ ❛s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢

✜♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ♦♥❧②✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✻✳
✸❏❛❝❦s♦♥ ✭✶✾✽✹✮ ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✏❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✑ ✉s✐♥❣ ❯❙

❝♦♥s✉♠❡r ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❞❛t❛✳ ❋❛❧❦✐♥❣❡r ❛♥❞ ❩✇❡✐♠ü❧❧❡r ✭✶✾✾✻✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t r✐❝❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ❝♦♥s✉♠❡
❛ ❜r♦❛❞❡r s❡t ♦❢ ❣♦♦❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✬s ■❈P✲❞❛t❛✳ ❖t❤❡r st✉❞✐❡s ❞♦❝✉♠❡♥t✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❏❡❦❛♥♦✇s❦✐ ❛♥❞ ❇✐♥❦❧❡② ✭✷✵✵✵✮✱ ▼♦♦♥✱ ❋❧♦r❦♦✇s❦✐✱ ❇❡✉❝❤❛t✱ ❘❡s✉rr❡❝❝✐♦♥✱
P❛r❛s❦♦✈❛✱ ❏♦r❞❛♥♦✈✱ ❛♥❞ ❈❤✐♥♥❛♥ ✭✷✵✵✷✮✱ ❛♥❞ ❚❤✐❡❧❡ ❛♥❞ ❲❡✐ss ✭✷✵✵✸✮ ❢♦r ❢♦♦❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ●r♦♥❛✉ ❛♥❞
❍❛♠❡r♠❡s❤ ✭✷✵✵✽✮ ❞♦❝✉♠❡♥t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝ts ✐♥ t✐♠❡ ✉s❡ ❞❛t❛✳

✷



❞❡♠❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✲ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤✐s ✈❛r✐❡t② ❛t t❤❡

♣r✐❝❡ ♦✛❡r❡❞✳ ❲✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈❊❙ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛s ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t②

✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ ✇❡ r❡❧❛① t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❛❣❡♥ts t♦ ❛❞❥✉st

t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠❡✳ ■♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❜✉♥❞❧❡ ❛❣❡♥ts ♦r❞❡r t❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡ ✉♣ t♦ ✇❤✐❝❤ ♣r✐❝❡

❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐❝❡ ♦✛❡r❡❞

❜② t❤❡ s✉♣♣❧✐❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛r✐❡t② ✐s st✐❧❧ t♦♦ ❤✐❣❤✱ s♦ t❤❛t ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt✐♥❣

❝♦✉♥tr② ✜♥❞ ✐t ♦♣t✐♠❛❧ ♥♦t t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ✭❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦t t♦ ✐♠♣♦rt✮ t❤✐s ✈❛r✐❡t②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞♦♠✲

✐♥❛t❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣♣❧② s✐❞❡ ✇❡ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

✇❡ ✉s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ tr❛❞❡

❝♦sts ❛♥❞ ♠✐❝r♦❞❛t❛ ♦♥ ❯❙ ❝♦♥s✉♠❡r ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ t♦ ♣✐♥ ❞♦✇♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ♦♥ ❯❙ ❝♦♥s✉♠❡r ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐s t❤❛t t❤✐s ❞❛t❛ s❡t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠

t❤❡ tr❛❞❡ ❞❛t❛✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠

t❤❡ tr❛❞❡ ❞❛t❛ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ✇❡ t❤❡♥ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

♠♦❞❡❧✬s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t♦ ❛♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ✐♠♣♦rts✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ♦❢

t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t s✐❣♥ ❛♥❞

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳

❲❤❛t ✐s t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧❄ ❚♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s

q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t✇♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✲

❧♦✇❡r✐♥❣ tr❛❞❡ ❝♦sts ❛♥❞ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ ❈❤✐♥❛ ❛♥❞ ■♥❞✐❛✳ ❆ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡

❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ❧♦✇❡r tr❛❞❡ ❝♦sts ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡ s✐♥❝❡

tr❛❞❡ ❜❡❝♦♠❡s ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ ❢♦r ♠♦r❡ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ r❡✐♥❢♦r❝❡s t❤✐s ❡✛❡❝t✿ ❧♦✇❡r

tr❛❞❡ ❝♦sts ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❜②✱ ✐♥❞✉❝❡ ❛❣❡♥ts t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐✈❡

♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❞❡❞ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱

✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❛r❡ ❛t

❧❡❛st t✇✐❝❡ ❛s ❤✐❣❤ ✇❤❡♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t♦ ❛❞❥✉st✳ ■♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ❈❤✐♥❛ ❛♥❞ ■♥❞✐❛✳ ❇❡tt❡r

❧♦❝❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ❧♦❝❛❧❧② s✐♥❝❡

t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ r✐s❡ ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ ❝♦♥s✉♠❡rs t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡

♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s t❤❛t t❤❡② ❝♦♥s✉♠❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❞♦♠✐♥❛t❡s✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ✐♠♣♦rts ✇✐❧❧ r✐s❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ✇♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t ❢❛❧❧✐♥❣ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ t✇♦

❝♦✉♥tr✐❡s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣♦rt ❢❡✇❡r ✈❛r✐❡t✐❡s ❛s t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ r✐❝❤❡r✮✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t✇♦ str❛♥❞s ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋✐rst✱ ❜② ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡

✸



r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❡r✬s ❞❡♠❛♥❞ str✉❝t✉r❡✱ ✐t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❜r♦❛❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡

❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♦♥ ❛ ♠♦r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ✐t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣

❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t r❡❝♦❣♥✐③❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❝♦♥s✉♠❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ tr❛❞❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❛s ♦♥

❤♦✇ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❝♦♥s✉♠❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❡❧♣s ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛❧✲

✉❡s ♦❢ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✉♥✐t ♣r✐❝❡s✹✱ ✇❤❡r❡❛s t❤✐s st✉❞② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡

♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ tr❛❞❡ ✢♦✇s✱ ❋✐❡❧❡r ✭✷✵✶✶✮ ❛r❣✉❡s t❤❛t ♥♦♥✲

❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❤❡❧♣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r tr❛❞❡ s❤❛r❡ ♦❢ r✐❝❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❙❤❡ ❡①t❡♥❞s t❤❡

❊❑ ♠♦❞❡❧ t♦ t✇♦ ✐♥❞✉str✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳ ❘✐❝❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❡♥ r❡❧❛t✐✈❡❧②

❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ t❤❡✐r ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥❞✉str✐❡s✳ ■❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♣r♦❞✉❝✲

t✐✈✐t✐❡s ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✐♥ t❤❡s❡ ✐♥❞✉str✐❡s✱ t❤❡✐r s❤❛r❡ ♦❢ tr❛❞❡❞ ♦✉t♣✉t ✇✐❧❧

❜❡ ❤✐❣❤✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♣❛tt❡r♥✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t r✐❝❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ tr❛❞❡ s❤❛r❡s ❛r❡

❤✐❣❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❣❡♥ts ✐♥ ❤❡r ♠♦❞❡❧ ❞♦ ♥♦t ❛❞❥✉st t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❊❑✿

✐✳❡✳✱ ❛ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ✐♠✲

♣♦rts✳ ❆♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t ♦❢ tr❛❞❡ ♣❛tt❡r♥s ✇❤❡r❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t② ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐s t❤❡

✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✉♥✐t✲♣r✐❝❡s ❛❝r♦ss ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❙✐♠♦♥♦✈s❦❛ ✭✷✵✶✵✮ ❛r❣✉❡s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✐♥ ✉♥✐t ♣r✐❝❡s r❡✢❡❝t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♠❛r❦✉♣s ❛r✐s✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤

✐♥❝♦♠❡✳ ❈❤♦✐✱ ❍✉♠♠❡❧s✱ ❛♥❞ ❳✐❛♥❣ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❋❛❥❣❡❧❜❛✉♠✱ ●r♦ss♠❛♥✱ ❛♥❞ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✷✵✶✶✮✱

♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✉♥✐t✲♣r✐❝❡s ❛s r❡✢❡❝t✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❞✉❡ t♦

❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❛st❡ ❢♦r q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ r✐s✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✱ ❙❛✉ré ✭✷✵✶✷✮ ❛r❣✉❡s t❤❛t r✐❝❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡

♠♦r❡ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs ✭t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❧❡✈❡❧ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✮ ❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

❛♥❞ ❋♦❡❧❧♠✐✱ ❍❡♣❡♥str✐❝❦✱ ❛♥❞ ❩✇❡✐♠ü❧❧❡r ✭✷✵✶✵✮ s❤♦✇ t❤❛t ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥

❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ tr❛❞❡ ❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡ ✈✐❛ t❤✐s ❝❤❛♥✲

♥❡❧✳ ▼❛ts✉②❛♠❛ ✭✷✵✵✵✮ s❤♦✇s ❤♦✇ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣✐✈❡ ❛ r✐s❡ t♦ ♣r♦❞✉❝t ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ❡✛❡❝ts r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ t❤❡ Pr❡❜✐s❝❤✲

❙✐♥❣❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠✉❧t✐✲❝♦✉♥tr② ♠♦❞❡❧

♦❢ tr❛❞❡ ✇❤❡r❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ✐♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥✲

s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣♦rt❡rs✬ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡

str✉❝t✉r❡ ♦❢ tr❛❞❡ ❝♦sts✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❞❡✈❡❧♦♣s t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸

t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❊❑ ❢r❛♠❡✇♦r❦

s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✲ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦✉r ❛r❣✉♠❡♥t

✐♥ ❛ ✈❡r② ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✇❛②✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✉s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧

❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t

❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss

✹❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ tr❛❞❡ s❡❡ ▼❛r❦✉s❡♥
✭✷✵✶✵✮✳
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❤♦✇ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ✇♦✉❧❞ ♣❧❛② ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

✜r♠s ❛♥❞ ✇❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛② ❛r✐s❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❞✐s❝✉ss❡s ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❝❤❛♥❣❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢

❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ✇✐t❤✐♥✲❝♦✉♥tr② ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ✇♦r❧❞ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥s✐sts ♦❢ N ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❈♦✉♥tr② i✬s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

Li✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛❜♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❡❧❛st✐❝❛❧❧② s✉♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝

♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ✐♥❞✉str② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢

✈❛r✐❡t✐❡s ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✉♥✐t②✳

✷✳✶ ❈♦♥s✉♠❡r ❜❡❤❛✈✐♦r

❆❣❡♥ts ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s❛♠❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

U =

ˆ 1

0

v (x (j)) dj

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡✐r ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts E ≥
´ 1

0
p (j) x (j) dj ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts

x (j) ≥ 0 ∀ j. E ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡ s✉❜✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ v (x) ✐s ❝♦♥❝❛✈❡✱ v′ (x) > 0

❛♥❞ v′′ (x) < 0✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ v′ (0) < ∞. ❲✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞

♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t②✱ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s♦♠❡ ✈❛r✐❡t② j ❛r❡

v′ (x (j)) = λp (j) ❢♦r x (j) > 0

v′ (0) < λp (j) ❢♦r x (j) = 0
✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❛r✐❡t② j✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝♦♠♣❛r❡s

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ st❛rt✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ t❤✐s ✈❛r✐❡t② v′ (0) ✇✐t❤ ❤❡r ✉t✐❧✐t② ❝♦sts λp (j)

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜✉②✐♥❣ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉♥✐t ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❡t②✳ ■❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t② ✐s ③❡r♦ ✲ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❜✐♥❞s✳ ❚❤❡

♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ✈❛r✐❡t✐❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

r❛t❡s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡q✉❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

✺



✈❛r✐❡t② j✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♣r✐❝❡ v′ (0) /λ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t② ✐s ③❡r♦✳

❋✐❣✉r❡ ✶

❆s t❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ❡♥t❡r t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ❛❣❡♥ts s✐♠♣❧② ♦r❞❡r t❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♣r✐❝❡s ✭t❤✐♥❦ ♦❢ r❡✐♥❞❡①✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡s r✐s❡ ✐♥ t❤❡

✐♥❞❡① j✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡ ✉♣ t♦ ✇❤✐❝❤ ♣r✐❝❡ t❤❡② st✐❧❧ ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❲❡

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤✐s ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❡t② ❜② M ✳ ■ts ♣r✐❝❡ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✜rst

♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❥✉st ❜✐♥❞s✱ p (M) = v′ (0) /λ✳ ❆s t❤❡

✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ♣r✐❝❡s✱ M ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡

q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ t❤✉s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❇❡❝❛✉s❡

t❤❡ ❣♦♦❞s s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ♦♥❡✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❞❢ G (p) ✲ t❤✐s

✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✲ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡❞ ✈❛r✐❡t✐❡s ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦

t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮ ✐s

M = G (v′ (0) /λ) . ✭✷✳✷✮

❋♦r ✈❛r✐❡t✐❡s j < M ✱ t❤❡ ▼❛rs❤❛❧❧✐❛♥ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ x (λp) = v′−1 (λp)✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ▼❛rs❤❛❧❧✐❛♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t

❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ p = G−1 (j) ②✐❡❧❞s

E =

ˆ v′(0)/λ

0

px (λp) dG (p) ✭✷✳✸✮

✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ λ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ G (p) ❛♥❞

✐♥❝♦♠❡ E✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❦♥♦✇ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤✉s

❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r λ✳ ❯s✐♥❣ ✭✷✳✷✮✱ ♦♥❡ t❤❡♥ s♦❧✈❡s ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✭✷✳✶✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r ✈❛r✐❡t✐❡s j < M ✳

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜✐♥❞✐♥❣ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ❊❑ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❊❑ ❛♥❞ ❋✐❡❧❡r✱ ✷✵✶✶✮ t❤❛t ❛ss✉♠❡ ❈❊❙ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳✺ ❚❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧

✉t✐❧✐t② ♦❢ ❈❊❙ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✉♠❡ ❛❧❧ ✈❛r✐❡t✐❡s✱

M = 1✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡✳

✺❋✐❡❧❡r ✭✷✵✶✶✮ ♠♦❞❡❧s t✇♦ ✐♥❞✉str✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❆❣❡♥ts t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❞❥✉st t❤❡✐r
r❡❧❛t✐✈❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛❝r♦ss ✐♥❞✉str✐❡s ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤✉s ❡①❤✐❜✐t ❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❛❞❥✉st t❤❡ s❡ts ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝♦♥s✉♠❡✱
✐✳❡✳ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✉♠❡ ❛❧❧ ✈❛r✐❡t✐❡s ✐♥ ❜♦t❤ ✐♥❞✉str✐❡s✳

✻



✷✳✷ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡

❚❤❡ s✉♣♣❧② s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❊❑ ❢r❛♠❡✇♦r❦✿ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

❡①❤✐❜✐ts ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ✉s❡s ♦♥❡ ✐♥♣✉t✻✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❧❛❜♦r✳ ▲❛❜♦r ✐s ❛ss✉♠❡❞

t♦ ❜❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠♦❜✐❧❡ ✇✐t❤✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❜✉t ✐♠♠♦❜✐❧❡ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✱ s♦ t❤❛t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ wi ♣❡r ❝♦✉♥tr②✳ zi (j) ❞❡♥♦t❡s ❝♦✉♥tr② i✬s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣

✈❛r✐❡t② j✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❝❡❜❡r❣ tr❛❞❡ ❝♦sts✼ ✲ dni ≥ 1 ✉♥✐ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡

s❤✐♣♣❡❞ ✐♥ i ❢♦r ♦♥❡ ✉♥✐t t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ n ✲ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥tr② i

♦✛❡rs ✈❛r✐❡t② j ✐♥ ❝♦✉♥tr② n ✐s

pni (j) =
widni
zi (j)

. ✭✷✳✹✮

❚❤❡ ❝♦✉♥tr②✲✈❛r✐❡t② s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② zi (j) ✐s t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❋ré❝❤❡t ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡ Zi (j)✿

Pr [Zi (j) ≤ z] = exp
{
−Tiz

−θ
}
,

✇❤❡r❡ Ti ✐s ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❢❡r

t♦ Ti ❛s ❝♦✉♥tr② i✬s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❤✐❣❤❡r Ti ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ ❝♦✉♥tr② i✮✳ θ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧s

t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✭t❤❡ ❧♦✇❡r θ✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❞r❛✇s✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❧❛t❡r t❤❛t θ ❛❧s♦ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

tr❛❞❡ ❝♦sts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ✇❡ s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡r t♦ θ ❛s t❤❡ tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✳

✷✳✸ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❆❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s i ❛r❡ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❡t② j✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥s✉♠❡rs ✇✐❧❧ ♣✉r✲

❝❤❛s❡ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❡t② ❢r♦♠ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ✲ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐❝❡✳

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ t❤✉s ❡♠❡r❣❡s ✐❢ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐❝❡ ✐s ❛ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr②✳ ■♥

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❝♦✉♥tr② n ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❞❢✿

Gn (p) = 1− exp
{
−Φnp

θ
}
, ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡

Φn =
N∑

i=1

Ti (widni)
−θ .

■✳❡✳✱ Gn (p) ✐s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ✐♥ ❝♦✉♥tr② n ✇✐t❤ ❛ ♣r✐❝❡ ✭✇❡❛❦❧②✮ ❜❡❧♦✇ p✳ ❆s ❛❧❧ ❛❣❡♥ts

❛r❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛❜♦r✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ ❝♦✉♥tr② n ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ✇❛❣❡

✻❋♦r ♣❛rs✐♠♦♥②✱ ✇❡ ❛❜st❛✐♥ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡①❡r❝✐s❡✱
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✭❡✳❣✳ ❤✉♠❛♥ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛♣✐t❛❧✮ ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ❢♦r tr❛❞❛❜❧❡ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡s ❛r❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤✐s ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢♦r ♥♦♥✲tr❛❞❛❜❧❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧s✳ ❋♦r tr❛❞❛❜❧❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❤❛♥❣❡
✇❤❡♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡♠✳

✼❲❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ tr❛❞❡ ❝♦sts ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦✉♥tr② t♦ ✉♥✐t②✿ dnn = 1 ❢♦r ❛❧❧ n❀ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡
✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ dni ≤ dkidnk✱ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ i✱ k✱ ❛♥❞ n✳

✼



r❛t❡✱ wn ✭t♦ ❜❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛❣❡ r❛t❡✱ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✭✷✳✸✮

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ✐♥ ❝♦✉♥tr② n✱ λn✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ n ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱

Mn = 1− exp
{
−Φn (v

′ (0) /λn)
θ
}
. ✭✷✳✻✮

■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ πni✱ t❤❛t ❝♦✉♥tr② i ✐s t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st s✉♣♣❧✐❡r ♦❢ ❛

❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❡t② ✐♥ ❝♦✉♥tr② n✱

πni =
Ti (widni)

−θ

Φn

.

◆♦t❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❣♦♦❞s✱ πni ✐s ❛❧s♦ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥tr②

i ✐s t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st s✉♣♣❧✐❡r ✐♥ n✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❣♦♦❞s✱

πni ✐s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❣♦♦❞s s♣❡❝tr✉♠✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ s❤❛r❡ ❢♦r ❛♥② s✉❜✲s♣❡❝tr✉♠❀

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧s♦ ❢♦r ❛♥ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✬s ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇ ❢r♦♠ i t♦ n✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②

mni✱ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✬s ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ Mn✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡

s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣♦rt❡r i ✐s t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ♣r♦❞✉❝❡r✱ πni✱

mni = πniMn. ✭✷✳✼✮

❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✇♦rt❤ ❞✐s❝✉ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❑ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❡♥t❡r✐♥❣ ♠❛r❦❡t n✱ ♣r✐❝❡s ❤❛✈❡

t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝r♦ss s✉♣♣❧✐❡r ❝♦✉♥tr✐❡s✳✽ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞s t❤❛t t❤❡

✐♠♣♦rt❡r n ❛❝t✉❛❧❧② ❜✉②s ❜❡❛r ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧✐❦❡❧② s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❣♦♦❞s✱ s♦ t❤❛t πni

✐s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢ ❛♥② s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❡t② s♣❛❝❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉♣♣❧✐❡r i ♦✛❡rs t❤❡

❝❤❡❛♣❡st ♣r✐❝❡ ✐♥ n ✲ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r t❤❡ s✉❜✐♥t❡r✈❛❧ Mn r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ Mn ♣❡r❝❡♥t ❝❤❡❛♣❡st

✈❛r✐❡t✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ✭✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✮✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❣♦♦❞s t❤❛t ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② s♦❧❞ ✐♥ n ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛❝r♦ss s✉♣♣❧✐❡r

❝♦✉♥tr✐❡s i✱ ❛✈❡r❛❣❡ s❛❧❡s ✭♣❡r ♣r♦❞✉❝t✮ ❞♦ ♥♦t ✈❛r② ❜② s♦✉r❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛✈❡r❛❣❡ s❛❧❡s ✐♥

n ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ wnLn✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱

wnLn/Mn✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇ ❢r♦♠ i t♦ n✱ Xni✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ s❛❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ i ✐s t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st s✉♣♣❧✐❡r ✐♥ n

❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✲ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✱ mni ✲

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s

Xni = mni(wnLn/Mn) = πniwnLn. ✭✷✳✽✮

◆♦t❡ t❤❛t✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ tr❛❞❡ ❝♦sts✱

✽❊❛t♦♥ ❛♥❞ ❑♦rt✉♠ ✭✷✵✵✺✮ ❝❛❧❧ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✏♥❡✉tr❛❧✐t②✑✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♥❡✉tr❛❧✐t② ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡ t♦ t❤❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥
❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❛♥❞ ♠❛r❦❡t ❡♥tr② ❝♦sts✱ ♥❡✉tr❛❧✐t②
❢♦❧❧♦✇s ✐❢ ♠❛r❦❡t ❡♥tr② ❝♦sts ❛r❡ ♦♥❧② ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❈♦st✐♥♦t ❛♥❞ ❑♦♠✉♥❥❡r ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ♠✉❧t✐✲
❝♦✉♥tr② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✽



②✐❡❧❞s θ ✭♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② θ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s

❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✳

❚♦ ❝❧♦s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❛❣❡ ✈❡❝t♦r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t

❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✾

wiLi =
N∑

n=1

Ti (widni)
−θ

∑N
k=1 Tk (wkdnk)

−θ
wnLn ❢♦r i = 1✱ ✳✳✳✱ N. ✭✷✳✾✮

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ t❡❝❤♥♦❧♦✲

❣✐❡s✱ Ti✱ ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ Li✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❝♦sts✱ dni✱ t❤❡ tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ θ✱ ❛♥❞

t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ v (·)✳ ■♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ♣r♦❞✉❝❡rs ♣r✐❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✹✮

❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ✭✷✳✻✮ ❛s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ✭✷✳✶✮✳

▼❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ✭✷✳✾✮ ♣✐♥s ❞♦✇♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❛❣❡ r❛t❡s ❛♥❞ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ♣❛tt❡r♥s

❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✭✷✳✽✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✭✷✳✼✮✳✶✵

✷✳✹ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ❛✛❡❝ts tr❛❞❡ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st t❤❡ r❡s✉❧ts

✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳✶✶ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ r♦❧❡

♦❢ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s t♦ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷

✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ❜② ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷

❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❡t② ✐s v′ (0) /λn✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

Gn (p)✱ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ✇✐t❤ ♣r✐❝❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤✐s ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤✉s

t❤❡ s❤❛r❡ ✭❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡✮ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✲ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥

♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ❧♦✇❡rs t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ λn

❛♥❞ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✲ r✐❝❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ❝♦♥s✉♠❡ ❛ ❜r♦❛❞❡r

s❡t ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❆ ✜rst ♦r❞❡r st♦❝❤❛st✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s

✾❚❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❜❛❧❛♥❝❡❞ tr❛❞❡✱
∑

k 6=i Xik =
∑

n 6=i Xni✱ ❛♥❞

❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝❛❧❧② s♦✉r❝❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ Xii✱ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s t♦ ❣❡t
∑N

k=1
Xik =

∑N

n=1
Xni✳ ❚♦t❛❧ ❡①♣❡♥✲

❞✐t✉r❡s ✐♥ i ❛r❡ wiLi =
∑N

k=1
Xik✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❢♦r Xni ❛♥❞ πni ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤❡♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❧❛❜♦r

♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳
✶✵❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥

❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❡①❝❡ss ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❧❛❜♦r✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❡①❝❡ss ❞❡♠❛♥❞
❢✉♥❝t✐♦♥s s❛t✐s✜❡s t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✼✳❇✳✷
❛♥❞ ✶✼✳❋✳✸ ✐♥ ▼❛s✲❈♦❧❡❧❧✱ ❲❤✐♥st♦♥✱ ❛♥❞ ●r❡❡♥ ✭✶✾✾✺✮✮✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡
✉♥✐q✉❡✱ ❛s t❤❡② ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ♦❜❥❡❝t ♦✈❡r ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❆s ✇❛❣❡s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡
♠❛r❣✐♥s ❢✉❧❧② s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✉♥✐q✉❡✳

✶✶❲✐t❤ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s❤❛r❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❈❊❙✲♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t ❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t② ✭❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✮ r❡q✉✐r❡s v′ (0) = ∞✱ ❛s s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣♦♦r ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ♦t❤❡r✇✐s❡
♥♦t ❜✉② ❛♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✈❛r✐❡t②✱ ✐✳❡✳ t❤❡✐r ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s❤❛r❡ ✐s ③❡r♦✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s❤❛r❡ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t❧②
r✐❝❤ ❛❣❡♥ts ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts ❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t②✳

✾



t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ✲ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❜❡tt❡r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❛t✱

t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ♣r✐❝❡s ❝♦♥s✉♠❡ ❛ ❜r♦❛❞❡r s❡t ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t ❢♦r v′ (0) → ∞✱

t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥❡ ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛❞❥✉st t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ✇✐t❤

✐♥❝♦♠❡✳

■♥ t❤❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❛t ❝♦✉♥tr②✬s t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣② ✲ t❤❡ ❜❡tt❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ❛♥❞ t❤✉s ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤✉s✱ ✐♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❤♦✇ ❛♥ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr② n✬s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛✛❡❝ts

t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s✉♣♣❧② s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆ ❜❡tt❡r

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♠♣❧✐❡s ❜❡tt❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇s ❢♦r ♠♦r❡ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s

πnn ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❞✉❝❡rs ♦✛❡r t❤❡ ❜❡st ♣r✐❝❡s r✐s❡s✳ ❇✉t t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐✲

❡t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣♦rt❡❞✱ (1− πnn)✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ t❡♥❞s t♦ ❢❛❧❧✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❇❡tt❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣②

❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❡r ✇❛❣❡s ❛♥❞ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①t❡♥❞ t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

♠♦❞❡❧✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❡✛❡❝t ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧

tr❛❞❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✮✳ ■♥ t❤❡

❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ❡✛❡❝t ✐s ♣r❡s❡♥t ✭❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❡①t❡♥s✐✈❡

♠❛r❣✐♥s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢

tr❛❞❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❡r ✐♥❝♦♠❡ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ●❉P ✐♥t♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ❛♥❞ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ♠❛tt❡rs ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝

♠♦❞❡❧ ✲ ❛ r✐❝❤ ❜✉t s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦

t❡♥❞s t♦ ✐♠♣♦rt ❛ ❜r♦❛❞ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛ ♣♦♦r ❜✉t ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥✲

tr②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ●❉P✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤

t❤❡ ❞❛t❛ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✮✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡

❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡✱ t❤❡② ❡①❤✐❜✐t t❤❡ s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡s✳

❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ t❤❡

❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡s✱ ♥❡✐t❤❡r ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛

s❡♣❛r❛t❡ r♦❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳✶✷

✸ ◗✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ss❡ss ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r② ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥

t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✳ ❲❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣

❞❛t❛ ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❛♥❞ ❯❙ ❝♦♥s✉♠❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ t❤❡♥ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞

✶✷■♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ r✐❝❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s t❡♥❞ t♦ tr❛❞❡ ♠♦r❡✳ ❖♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❜r♦✉❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ❜② ❲❛✉❣❤
✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❚❛r❛s♦✈ ✭✷✵✶✷❛✮✱ ✇❤♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t r✐❝❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❧♦✇❡r tr❛❞❡ ❝♦sts ✭s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
❲❛✉❣❤ ✭✷✵✶✵✮ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛❞❡ ❝♦sts✱ ✇❤✐❧❡ ❚❛r❛s♦✈ ✭✷✵✶✷❛✮ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡
r♦❧❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦sts ♦❢ tr❛❞❡ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡✮✳ ❲❡ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❲❛✉❣❤
✭✷✵✶✵✮✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛❞❡ ❝♦sts✳

✶✵



♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐ts ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡

❞❛t❛ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✻✳

✸✳✶ P❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡♠❡r❣❡ ❢♦r ❛ ❜r♦❛❞ ❝❧❛ss ♦❢ s✉❜✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s

v (x)✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t②✱ v′ (x) < ∞✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱

✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢♦r♠ ❢♦r v (x) . ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ❢♦r♠

v (x) = log (x̄+ x) ,

✇❤❡r❡ x̄ ≥ 0✱ ❛s t❤❡ t❤✉s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ♥❡sts t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ x̄ = 0✳✶✸

❚❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r x̄ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s

♣❛♣❡r✱ ✐t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t ✐t ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ st❛rt✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✉♠❡

❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❡t②✱ v′ (0) = 1/x̄✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r x̄ ❣❡ts t♦ ③❡r♦✱

t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♥❡✇ ✈❛r✐❡t✐❡s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✇❡❛❦❡r t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡

❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✳ ❋♦r x̄ = 0✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✜♥✐t②

❛♥❞ ❛❣❡♥ts ✜♥❞ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦♣t✐♠❛❧✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❡② ❛r❡✳

■♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② s✉❝❤ ❛s q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❈❆❘❆

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

✸✳✷ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣②

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✬s ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ✲ t❤❡ ❡①t❡♥✲

s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❱♦❧✉♠❡s ❛r❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜②

Xni = πniwnLn,

❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ❛r❡

mni = πniMn.

❚❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ wiLi =
∑N

n=1 Xni✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❛❣❡ r❛t❡s

❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉❞❣❡t r❡str✐❝t✐♦♥

✭✷✳✸✮✮✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❜✉❞❣❡t r❡str✐❝t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

wn = x̄ (Φn)
− 1

θ

(
Mn (− log (1−Mn))

1

θ − γ

(
1

θ
+ 1;− log (1−Mn)

))
, ✭✸✳✶✮

✶✸❋♦r x̄ = 0✱ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡❝♦♠❡ ❈❊❙ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆❧✈❛r❡③ ❛♥❞
▲✉❝❛s ✭✷✵✵✼✮✮✱ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❈❊❙ ♠♦❞❡❧✳

✶✶



✇❤❡r❡ γ (z, t̄) =
´ t̄

0
tz−1e−tdt ✐s t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s Ti ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s Li✱ t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧

tr❛❞❡ ❝♦sts dni✱ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r x̄✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t② θ✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✻✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛s t❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦st ♥♦✈❡❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss t❤❡ tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ tr❛❞❡ ❝♦sts✱ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥ t✉r♥✳

✸✳✷✳✶ ◆♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r

❚♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❯❙ ❈♦♥s✉♠❡r ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡

❙✉r✈❡② ✭❈❊❳✮ ❢♦r t❤❡ ②❡❛r ✷✵✵✸✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤✐s s♦✉r❝❡ ✐s ✐ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠

t❤❡ tr❛❞❡ ❞❛t❛✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✵✵✵

❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢♦r ✶✵✼ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ tr❛❞❛❜❧❡ ❣♦♦❞s s✉❝❤ ❛s ✏❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ❛♥❞ ♦t❤❡r s❡ts ♦❢

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜♦♦❦s✑✱ ✏❲✐❣s✱ ❤❛✐r♣✐❡❝❡s✱ ♦r t♦✉♣❡❡s✑✱ ❛♥❞ ✏❲✐♥t❡r s♣♦rts ❡q✉✐♣♠❡♥t✑✳ ❉❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✻✳ ❈♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❣✐✈❡s ✉s ❛ ♠❡❛s✉r❡

❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❚❛❜❧❡ ✷ r❡♣♦rts t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤✐s

♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝

✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s✐③❡✱ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❡rs♦♥✱ ❛♥❞ ❣❡♦❣r❛♣❤②✱ ✐✳❡✳ r✉r❛❧✴✉r❜❛♥

❛♥❞ r❡❣✐♦♥ ✭◆♦rt❤❡❛st✱ ▼✐❞✇❡st✱ ❙♦✉t❤✱ ❲❡st✮✳

❚❛❜❧❡ ✷

❚❛❜❧❡ ✷ ❛❧s♦ r❡♣♦rts t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❧✐❜❡r❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♣r✐s❡s

✶✽✻ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳✶✹ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s r♦❜✉st ❛❝r♦ss s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❧②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

✵✳✹ ❛♥❞ ✵✳✺✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✇❡ t❛r❣❡t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s✱ ✵✳✹✶✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✜rst ♥♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

♠❛tt❡r ❢♦r tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣✐❡s ✉s✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡s✳ ■♥ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✭✸✳✶✮✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡

❛❜s♦❧✉t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐s r❡❧❡✈❛♥t s✐♥❝❡ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ Φn✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t❡

t❤❛t s❝❛❧✐♥❣ ❛❧❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ❛s s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t②

♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♦r t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠✲

❡t❡r✳ ■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❯❙ ❛❣❣r❡❣❛t♦r✱

✶✹❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣✲ ❛♥❞ ❣❡♥❞❡r✲r❡❧❛t❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧✐❜❡r❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♦✈❡r ❝❛t❡❣♦r✐❡s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ s❛♠❡ ✐t❡♠ ❜✉t ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❜② r❡♥t❡r✴♦✇♥❡r ♦r ✇♦♠❡♥✴♠❡♥✴❣✐r❧s✴❜♦②s✳

✶✷



ΦUS✱ ❡q✉❛❧s ♦♥❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❛ ❯❙✲❛❣❡♥t h ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠❡ wUS,h ✐s

wUS,h = x̄

(
MUS,h (− log (1−MUS,h))

1

θ − γ

(
1

θ
+ 1;− log (1−MUS,h)

))
.

❲❡ s❡tθ = 4.5 ✭s❡❡ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r x✱ ✇❡ ❝❛♥

❢❡❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ❈❊❳ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❈❊❳

❡❧❛st✐❝✐t②✳✶✺,✶✻

✸✳✷✳✷ ❚r❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t②

❋♦r t❤❡ tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❙✐♠♦♥♦✈s❦❛ ❛♥❞ ❲❛✉❣❤ ✭✷✵✶✷✮✱ θ = 4.5✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ❝♦sts s❡♣❛r❛t❡❧②

❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛ ❣r❛✈✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✲ t❤❡ tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠❛② ❜❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ tr❛❞❡ ❝♦sts ❧♦✇ ♦r✱

❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❧♦✇ ❛♥❞ tr❛❞❡ ❝♦sts ❤✐❣❤✳ ❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❊❑ ❛r❣✉❡ t❤❛t

♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♣r✐❝❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✬s ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ Pr♦❥❡❝t

✭■❈P✮ ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✭♦r s❡❝♦♥❞ ❤✐❣❤❡st✮ ✇✐t❤✐♥ ❣♦♦❞ ♣r✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r

❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❝♦sts✳ ❆s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❢♦r tr❛❞❡ ❝♦sts ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②

❢r♦♠ tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡s✱ ♦♥❡ t❤❡♥ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❣r❛✈✐t②

t②♣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❙✐♠♦♥♦✈s❦❛ ❛♥❞ ❲❛✉❣❤ ✭✷✵✶✷✮ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡

❡❧❛❜♦r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❜✐❛s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

✐t ✐s ✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ tr❛❞❡ ❝♦sts ❞✉❡ t♦

t❤❡ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣♦♦❞s ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐♥ t❤❡ ■❈P ✭❛r♦✉♥❞ ✽✵✮✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ✉s❡ ❛ ❜r♦❛❞❡r s❡t

♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭✶✷✸✮ ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t② s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✈❛r✐❡s ✇✐t❤

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✜♥❞ ♥♦t t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡✐r

❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❊❑ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ❊❑ ♠♦❞❡❧

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈♦❧✉♠❡s ❛♥❞ ♣r✐❝❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❛❞❛♣t t❤❡ ❙✐♠♦♥♦✈s❦❛ ❛♥❞ ❲❛✉❣❤ ✭✷✵✶✷✮

❜❛s❡❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ θ = 4.5✳

✶✺❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ✐s x = 3.14✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❊❙ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ st❛♥❞❛❧♦♥❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✭❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ③❡r♦✮✱ s✐♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ x ✐s
♦♥❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✇❤❡♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ♦r✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❤❡r❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡
t♦ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♣r✐❝❡s ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞✳

✶✻❆t ✜rst s✐❣❤t✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✇✐t❤✐♥ ❝♦✉♥tr② ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡
♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥ts ♠❛② s❡❡♠ s✉r♣r✐s✐♥❣✳ ❲❡ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss s❡❝t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r♦❧❡ ♦❢ ✇✐t❤✐♥✲❝♦✉♥tr② ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♣r❛❝t✐❝❡
✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✉s✐♥❣ ♠✐❝r♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ♠❛❝r♦ ♠♦❞❡❧s ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜②
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥ts✳

✶✸



✸✳✷✳✸ ❚r❛❞❡ ❝♦sts

❲❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ tr❛❞❡ ❝♦sts ✉s✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✵✸✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❲❛✉❣❤ ✭✷✵✶✵✮ ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ tr❛❞❡ ❝♦sts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞

♣r♦①✐❡s ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦rt❡r ✜①❡❞ ❡✛❡❝t✿

dni = exp {δk + b+ l + exi + εni} ,

✇❤❡r❡ ✇❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❡①♣♦s✐t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ δk ✭k = 1, ..., 6✮

✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s i ❛♥❞ n ❧②✐♥❣ ✐♥ ✐♥ t❤❡ kt❤ ❞✐st❛♥❝❡

✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ✭✐♥ ♠✐❧❡s✮✿ [0, 375)✱ [375, 750)✱ [750, 1500)✱ [1500, 3000)✱ [3000, 6000)✱

❛♥❞ [6000,∞)✳ b ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❤❛r✐♥❣ ❛ ❜♦r❞❡r✱ ❛♥❞ l t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

exi ✐s ❛♥ ❡①♣♦rt❡r ✜①❡❞ ❡✛❡❝t t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❝♦sts ❛♥❞ εni ❝❛♣t✉r❡s

❛❧❧ ♦t❤❡r tr❛❞❡ ❜❛rr✐❡rs ❛♥❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♣♦rt❡r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✱ ❞✐st❛♥❝❡✱

❜♦r❞❡r✱ ❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

◆♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇ ❢r♦♠ i t♦ n ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮✮ ✇✐t❤ t❤❡

✐♠♣♦rt❡r✬s ❤♦♠❡ s❛❧❡s Xnn ②✐❡❧❞s
Xni

Xnn

= (dni)
−θ Si

Sn

, ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ Si = Ti (wi)
−θ ✐s ❛ ❝♦✉♥tr② ✜①❡❞ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇ Xni ✐s

♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✲ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✲ Xnn ✐s s✐♠♣❧② ❛ ❝♦✉♥tr②✬s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ●❉P ❧❡ss

✐ts t♦t❛❧ ✐♠♣♦rts✳✶✼ ■♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ tr❛❞❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛ ●r❛✈✐t②✲t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣s❡✉❞♦✲♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙✐❧✈❛

❛♥❞ ❚❡♥r❡②r♦ ✭✷✵✵✻✮✳✶✽ ❚❛❜❧❡ ✸ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ tr❛❞❡ ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡rs

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❡✛❡❝ts ♦♥ tr❛❞❡ ❝♦sts ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ✇✐t❤

❛ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✸✼✺ ♠✐❧❡s ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜♦r❞❡r ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ s❤❛r❡❞

❧❛♥❣✉❛❣❡✮ ❛♥❞ s♦♠❡ s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❛❞❡ ❝♦sts✳

❚❛❜❧❡ ✸

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ♠❡❞✐❛♥ tr❛❞❡ ❝♦sts ❛♠♦♥❣ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ✷✳✵✶ ❛♥❞ ✶✳✽✾ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

✇❤✐❝❤ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦❢t❡♥ ❝✐t❡❞ ✶✳✼ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ❱❛♥ ❲✐♥❝♦♦♣ ✭✷✵✵✹✮

❛♥❞ ✈❡r② ♠✉❝❤ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❲❛✉❣❤ ✭✷✵✶✵✮✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ tr❛❞❡

❝♦sts ❛♠♦♥❣ ♥♦♥✲❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❤✐❣❤❡r✳

✶✼■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛✈❡❛ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋✐rst✱
✇❡ ✉s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧s♦ ♥♦♥✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱
✇❤❡r❡❛s tr❛❞❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❣r♦ss ✈❛❧✉❡s✱ ●❉P ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ♠❛② ❜❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❲❡ ❛❞❞r❡ss ❜♦t❤ ❝❛✈❡❛ts ✐♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥
❢♦r t❤✐s ♠❛② ❜❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ✐♥ tr❛❞❡ ✢♦✇s ✐s ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ●❉P ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡
●❉P✱ s♦ t❤❛t ♥♦ s②st❡♠❛t✐❝ ❜✐❛s ❡♠❡r❣❡s✳

✶✽❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ PP▼▲ ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ③❡r♦ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳

✶✹



✸✳✷✳✹ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

❚❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❋✐❡❧❡r ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ t❛❦❡

♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡s✶✾ ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ✇❛❣❡s ✲ ✐♥❞❡❡❞✱ ✇❛❣❡s ❛♥❞ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥

t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✱ Ŝi✱ ♦♥❡ t❤❡♥ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② s♦❧✈❡ ❢♦r

t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ T̂i = Ŝi (wi)
θ✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐sr❡❣❛r❞s t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✜①❡❞

❡✛❡❝ts ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✾✮ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

♣❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❛❞❡ ❝♦sts✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥t♦ t❤❡

♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s❡t ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧

♠❛r❦❡ts ❝❧❡❛r✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ♣❧♦ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇ ✐♥ ❛ ❝♦✉♥tr②✱ Ei [z] = T
1/θ
i ✱ ❛❣❛✐♥st

✐ts ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸

❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ②✐❡❧❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱

t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝♦♠❡s✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✱ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤

t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢❛❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥❝♦♠❡s✳

❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳✷✵

✸✳✸ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

●✐✈❡♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢

✐ts ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈♦❧✉♠❡s✱ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝

♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❆s ✇❡ ✉s❡❞ ✈♦❧✉♠❡s t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❡❝❤♥♦❧♦✲

❣✐❡s ❛♥❞ tr❛❞❡ ❝♦sts✱ t❤❡s❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛❧s♦ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✬s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s✐♠♣❧② ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r

t♦ ③❡r♦✱ x = 0✳

❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❛♥❞

t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✮✳ ❚❛❜❧❡ ✹ r❡♣♦rts

t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❝✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❛❜❧❡ ✹

❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①♣♦rt❡r ✐♥❝♦♠❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡

❡❧❛st✐❝✐t② ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r t❤❡ ✐♠♣♦rt❡r ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✱

♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✬s s✐❣♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲

❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✬s ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ✇✐t❤ ✵✳✻✸ s♦♠❡✇❤❛t ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❛t❛✬s ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t②

✶✾■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡s ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛s ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ PPP ❛r❡ ❡♥❞♦❣❡✲
♥♦✉s ✐♥ t❤❡ ❊❑ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✷✵❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❧②✐♥❣
✇✐t❤✐♥ ✶✲✷✪✳

✶✺



♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✺✱ ❜✉t st✐❧❧ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝❧♦s❡✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣r❡❞✐❝ts

❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❡r ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ✲✵✳✶✷✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

✐s ✐ts ♥❡❣❧✐❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦✉♥tr② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦r❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ❧♦❝❛❧❧② ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ♥♦♥✲

❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞

s✐❞❡ ✲ t❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ ♣❧♦ts t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡

♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡♠♦t❡♥❡ss✳ ❙♣❛✐♥ ❛♥❞ ◆❡✇

❩❡❛❧❛♥❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❛❞ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ✷✵✵✸✱ ❜✉t ❙♣❛✐♥✬s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞

❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ✶✵✪ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ◆❡✇ ❩❡❛❧❛♥❞ ❛s ❙♣❛✐♥✬s

❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♣r✐❝❡s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❧♦✇❡r ✐♥ ❙♣❛✐♥✱

s♦ t❤❛t ✐ts r❡❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ✜♥❞ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛ ❜r♦❛❞❡r s❡t ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦♣t✐♠❛❧✳

✸✳✹ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t✇♦ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①❡r❝✐s❡s ✐s t♦

❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ❡①❛♠✐♥✲

✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ tr❛❞❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥

❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❡❝♦♥♦♠② ❛s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✳

✸✳✹✳✶ ❚❤❡ r✐s❡ ♦❢ ❈❤✐♥❛ ❛♥❞ ■♥❞✐❛

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t tr❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ✐s t❤❡ r✐s❡ ♦❢ ❈❤✐♥❛ ❛♥❞ ■♥❞✐❛✳ ❚❤❡s❡

t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ s♣❡❝t❛❝✉❧❛r ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ✲ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❲♦r❧❞

❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♥❞✐❝❛t♦rs ✭❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ✭✷✵✶✵✮✮✱ ❈❤✐♥❛✬s ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ❛❧♠♦st ❞♦✉❜❧❡❞ ✭✾✺✪✮

r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✾✸ ❛♥❞ ✷✵✵✸✱ ❛♥❞ ■♥❞✐❛✬s ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡

❣r❡✇ ❜② ✸✶✪ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✇♦r❧❞ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞

✷✵✵✸ ✇♦r❧❞ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ❛s❦ ❤♦✇ tr❛❞❡ ♣❛tt❡r♥s ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ ❈❤✐♥❛✬s ❛♥❞ ■♥❞✐❛✬s t❡❝❤♥♦❧♦✲

❣✐❡s ✇❡r❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡s r♦s❡ ❛❣❛✐♥ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡

✇♦r❧❞ ✐♥❝♦♠❡✳

❚❤❡ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t✱ ❛s ❈❤✐♥❛✬s ❛♥❞ ■♥❞✐❛✬s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♠♣r♦✈❡✱ t❤❡s❡ t✇♦

❝♦✉♥tr✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✐♥ ♠♦r❡ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣♦rt ❛ ❜r♦❛❞❡r

s❡t ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s t♦ t❤❡✐r tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs ✭t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ✻✹✪ ❢♦r ❈❤✐♥❛ ❛♥❞ ✶✾✪ ❢♦r

■♥❞✐❛✮✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♠♣❧✐❡s ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐❧❧ ✐♠♣♦rt

❛ ♥❛rr♦✇❡r s❡t ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ✲ ❈❤✐♥❛ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ s♦✉r❝❡ ✹✹✪ ♠♦r❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ❧♦❝❛❧❧②✱ ✇❤❡r❡❛s

■♥❞✐❛✬s ❤♦♠❡ s❤❛r❡ ❡①t❡♥❞s ❜② ✺✪✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ♠❡❞✐❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡

✶✻



♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ✐♠♣♦rt ✢♦✇s ♦❢ ✶✾✪ ❛♥❞ ✶✹✪ ❢♦r ❈❤✐♥❛ ❛♥❞ ■♥❞✐❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❝♦♥s✉♠❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ t❤❡

♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❈❤✐♥❛ ❛♥❞ ■♥❞✐❛ ❡①t❡♥❞ t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛s t❤❡✐r

✐♥❝♦♠❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✭✽✸✪ ✐♥ ❈❤✐♥❛ ❛♥❞ ✸✹✪ ✐♥ ■♥❞✐❛✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✐♠♣♦rt❡❞ ✈❛r✐❡t✐❡s

❛❝t✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ✹✼✪ ❛♥❞ ✷✾✪✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ♠❡❞✐❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡

♠❛r❣✐♥s ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ✐♠♣♦rt ✢♦✇s ♦❢ ✹✾✪ ❢♦r ❈❤✐♥❛ ❛♥❞ ✶✺✪ ❢♦r ■♥❞✐❛✳

✸✳✹✳✷ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ tr❛❞❡ ❝♦sts

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ tr❛❞❡ ❝♦sts✳ ▲♦✇❡r tr❛❞❡ ❝♦sts

❛✛❡❝t t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞

s✉♣♣❧② s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✲ ❧♦✇❡r tr❛❞❡ ❝♦sts ✐♠♣❧② t❤❛t tr❛❞❡ ❜❡❝♦♠❡s ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ ❢♦r ♠♦r❡ ✈❛r✐❡t✐❡s✱

✐✳❡✳ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❛♥❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦♣❡r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡

❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ✲ ❧♦✇❡r tr❛❞❡ ❝♦sts ❧❡❛❞ t♦ ❧♦✇❡r ♣r✐❝❡s✱✷✶ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s r❡❛❧ ✐♥❝♦♠❡s✳ ❲✐t❤

❤✐❣❤❡r ✐♥❝♦♠❡s✱ ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ✜♥❞ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛ ❜r♦❛❞❡r s❡t ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦♣t✐♠❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✇✐❧❧

t❡♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ tr❛❞❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡s❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✷✵✵✸ ✇♦r❧❞ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞❡❝r❡❛s❡

tr❛❞❡ ❝♦sts ❜② ✶✵✱ ✷✺✱ ❛♥❞ ✺✵ ♣❡r❝❡♥t✳

❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺ r❡♣♦rt✐♥❣ s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ♦♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡

♠❛r❣✐♥s ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡✱ t❤❡ st❛r❦❧② ❞✐✛❡r✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲

❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛♣♣❛r❡♥t✳

❚❛❜❧❡ ✺

❚❤❡ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐rs ❛❝t✉❛❧❧②

❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ 25%✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ tr❛❞❡

❝♦sts✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❧♦✇✲t❡❝❤ s✉♣♣❧✐❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✐♥ ♥❡❛r❜② ♠❛r❦❡ts ✐♥ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ tr❛❞❡ ❝♦sts✱ ❜✉t ❧♦✇❡r tr❛❞❡ ❝♦sts ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦✇ ❞♦♠✐♥❛t❡❞

❜② ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ❜❡tt❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ❡①♣♦rt ♠❛r❣✐♥s t❡♥❞ t♦ ❢❛❧❧✳ ■♥ t❤❡ ♥♦♥✲

❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s s✉♣♣❧②✲s✐❞❡ ❡✛❡❝t ✐s ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♠❛♥❞✲s✐❞❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r✐s✐♥❣

❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺ ❛❣❛✐♥st ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺

❲❤✐❧❡ ♣♦♦r ❝♦✉♥tr✐❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ♠✐❞❞❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❜s♦❧✉t❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s✉♣♣❧② s✐❞❡ ❡✛❡❝t✱ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ s♦ ❧❛r❣❡✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✉♥tr② ♣❛✐rs ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ❢❛❧❧s t♦

✶✺✪ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♠❡❞✐❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✷✷✪ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ✶✪ ✐♥ t❤❡

❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡

✷✶■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❯❙ ✇❛❣❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠ér❛✐r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t
✈✐❛ ❧♦✇❡r ♣r✐❝❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❣♦♦❞s ♣r✐❝❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠ér❛✐r❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✇♦✉❧❞
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧♦✇❡r tr❛❞❡ ❝♦sts ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❛❣❡s✳

✶✼



❡✛❡❝ts ✐s ✐♥❞❡❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ t❤✐♥❦✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧

tr❛❞❡✳

✹ ❍♦✇ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧❄

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❛❞❥✉st t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝ts ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥

♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤✐s ♥♦✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❡ ❦❡♣t t❤❡ s✉♣♣❧② s✐❞❡

✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ ✇❤❡♥

❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❝♦♥s✉♠❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡ ❊❑ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡

♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✳ ❚❤❡

♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡ ♠❛② ❜❡ str♦♥❣❧② ❞r✐✈❡♥ t❤r♦✉❣❤

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧

❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t♦ r✐❝❤❡r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✇❤② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❆ r✐❝❤❡r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✇♦✉❧❞ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✜r♠ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r

♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ❛s ✐♥ ❑r✉❣♠❛♥ ✭✶✾✽✵✮ ❛♥❞ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮✳ ❋✐①❡❞ ♠❛r❦❡t ❡♥tr② ❝♦sts ✐♠♣❧② t❤❛t ♥♦t

❛❧❧ ✜r♠s ✜♥❞ ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❡♥t❡r ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♥tr② ❝♦sts✱ ❡♥t❡r✐♥❣ ❜✐❣❣❡r ♠❛r❦❡ts ✐s ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡✱ s✐♥❝❡

t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥ ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛r❦❡ts ✐s ❧❛r❣❡r✳ ❲✐t❤ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥

♦❢ ❛ ✏❜✐❣ ♠❛r❦❡t✑ ✐s ♣✉r❡❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛❣❣r❡❣❛t❡ ●❉P ✲ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡

❛♥❞ ♣♦♦r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦r ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❞ r✐❝❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥st❛♥t ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s❤❛r❡s✳ ❲✐t❤

♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ●❉P ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❡✈❛♥t

❛s ♣♦♦r ❛❣❡♥ts ❛❞❥✉st t❤❡✐r ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s❤❛r❡s ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s❤❛r❡ ❣♦❡s ❢r♦♠ ③❡r♦ ✭✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t②

❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❜✐♥❞✐♥❣✮ t♦ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s❤❛r❡ ✲ t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

t❤❡♥ ❞r✐✈❡s t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛r❦❡t ❡♥tr② ❝♦sts✱

♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ✐s r❡❧❡✈❛♥t✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣♦♦r ❛❣❡♥ts ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡

t❤❡✐r ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♦♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❤❡❛♣ ❣♦♦❞s✳ ❚❤✉s✱ ❛ s♠❛❧❧ ❜✉t r✐❝❤ ♠❛r❦❡t ♠❛② ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧②

✏❜✐❣✑✱ ✇❤❡r❡❛s ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ ❛ ♣♦♦r ❜✉t ♣♦♣✉❧♦✉s ♠❛r❦❡t ✭✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ●❉P✮ ♠❛②

❜❡ t♦♦ ❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣r♦✜ts t♦ ❝♦✈❡r ♠❛r❦❡t ❡♥tr② ❝♦sts ✲ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❜✉t

r✐❝❤ ♠❛r❦❡t✬s ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡

❜✉t ♣♦♦r ♠❛r❦❡t✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ♥♦t ♦♥❧② ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❛ ✜r♠✬s ❡♥tr② ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■❣♥♦r✐♥❣ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝

❞❡♠❛♥❞ t❤✉s ❧❡❛❞s ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ ✐♠♣♦rt ✢♦✇s

❡♥t✐r❡❧② t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♠❛r❦❡t ❡♥tr② ❝♦sts✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♠❛② ❜❡

❞r✐✈❡♥ ❜② ❛s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❢❛❝t s✉♣♣♦rt❡❞

❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜♥❞✐♥❣s✮✳

✶✽



✺ ❘♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s

✺✳✶ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ♦♥❧②✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ t♦ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ ❛ ♠♦❞❡❧

✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ✲ ❜♦t❤ tr❛❞❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s

t✇♦❢♦❧❞✿ ❋✐rst✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ss❡ss ✐❢ ❛❜str❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s

✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✉s❡❞ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ❞❛t❛ t♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ♣❛♣❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊❑ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❛r❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❣r♦ss ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦✉t♣✉t ✐s ✉s❡❞

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ●❉P ❞❛t❛✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ ❣r♦ss ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t

✇❛②s ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛❞❡ ✢♦✇s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♥❞✉str✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ι = I, F ✳ I ♣r♦❞✉❝❡s tr❛❞❛❜❧❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

❣♦♦❞s ❛♥❞ F ♣r♦❞✉❝❡s tr❛❞❛❜❧❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s✳✷✷ ❇♦t❤ ✐♥❞✉str✐❡s ❜✉♥❞❧❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❛ ❈❊❙✲❛❣❣r❡❣❛t❡

♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❧❛❜♦r s❤❛r❡ β✳ ❈♦st ♠✐♥✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥tr② i ❝❛♥ ♦✛❡r ❛ ✐♥❞✉str② ι✲✈❛r✐❡t② jι ✐♥ ♠❛r❦❡t n

✐s

pni (jι) =
dni

zi (jι)
wβ

i P
1−β
i ,

✇❤❡r❡ Pi =
(
´ 1

0
pi (jI)

1−σ djI

)1/(1−σ)

✐s t❤❡ ❈❊❙ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ✭pi(jI) ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t② jI ✐♥

❝♦✉♥tr② i✮✳✷✸ ❆ss✉♠✐♥❣ ❋ré❝❤❡t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝r♦ss t❤❡

✐♥❞✉str✐❡s ②✐❡❧❞s ❛ ❣r❛✈✐t②✲❧✐❦❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ❧♦♦❦s ✐♥ ✐ts r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ❞❡r✐✈❡❞

❛❜♦✈❡
Xni

Xnn

= (dni)
−θ Si

Sn

.

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ Xn✱ ❛r❡ ♥♦✇ t❤❡ t♦t❛❧

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ XI
n✱ ♣❧✉s t❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♦♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s✱ XF

n ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡

❤♦♠❡ s✉♣♣❧② ♠✉st ♥♦✇ ❜❡ ✐♠♣✉t❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✬s t♦t❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❡①♣♦rts ❢r♦♠

✐ts ❣r♦ss ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠♦st❧② ❣❡t ❢r♦♠ ❯◆■❉❖ ✭✷✵✵✸✮ ✭❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✻✮✳ ❉❛t❛ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ✼✶ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ♥♦✇

✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s✿ Si = Ti

(
wβ

i P
1−β
i

)−θ

. ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s Pi ✇❡r❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s

❛♥❞ ✇❛❣❡s ❡♥t❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❡♥❞❡❞ t♦ ♦✈❡rst❛t❡

t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐s ✷✳✼

✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ✈s✳ ✼✳✺ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s✮✳ ❊①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ♠❛②

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♠❛tt❡r ❢♦r ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡ ❝♦sts✱ ❛s t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

✷✷◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ❛r❡ ♥♦♥✲tr❛❞❡❞ ✐♥ ❊❑ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ ✉♣ ♣❛♣❡rs✳
✷✸❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ tr❛❞❡ ❝♦sts ❛♥❞ ❧❛❜♦r s❤❛r❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝r♦ss t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✉str✐❡s✳

✶✾



♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s✳

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t ✭❜✉t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r Xn✮✱ ✇❡ ❝❛♥

❡st✐♠❛t❡ t❤❡ tr❛❞❡ ❝♦sts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ r❡✲

❝♦✈❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦✉♥tr② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✱ Ŝi ❛♥❞

tr❛❞❡ ❝♦sts✱ d̂ni✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ P̂n =

(∑N
i=1 Ti

(
wβ

i P
1−β
i dni

)−θ
)−1/θ

=

(∑N
i=1 Ŝi

(
d̂ni

)−θ
)−1/θ

✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡s t❤❡s❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥✲

❝♦♠❡s✱ wi✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r β ❛♥❞ θ t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ T̂i =

Ŝi

(
wβ

i P̂
1−β
i

)θ
✳✷✹ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❛❞❡ ❝♦sts ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛

✐♥❝♦♠❡s ❛♥❞ s♦❧✈❡ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s❡t ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts ❝❧❡❛r✳✷✺

❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❧♦❣s✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤✉s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ ❛t ✵✳✾✻✳ ■♥ t❤❡

❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♠♣♦s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣✳

❚❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ✐♥ ❝♦✉♥tr② n ✐s

Gn (p) = 1− exp

{
−pθ

N∑

i=1

Ti

(
wβ

i P
1−β
i dni

)−θ
}
.

◆♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s s✉❝❤ t❤❛t
∑N

i=1 Ti

(
wβ

i P
1−β
i dUSi

)−θ

= 1✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡

❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤✉s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ②✐❡❧❞s t❤❡

✐♠♣♦rt❡r ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ♦❢ ✵✳✺✽ ✭t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ✐s ✵✳✺✼❀ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ✵✳✺✵ ✐♥ t❤❡

r❡str✐❝t❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✼✶ ❝♦✉♥tr✐❡s✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢❡❛t✉r❡s ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① r❡❛❝ts

t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ tr❛❞❡ ❝♦sts ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s✱ ❛♥❞ ❛❣❡♥ts t❤✉s t❡♥❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦r❡

str♦♥❣❧②✳

✺✳✷ ■♥❡q✉❛❧✐t②

❯♣ t♦ ♥♦✇✱ ✇❡ ❛❜str❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✇✐t❤✐♥✲❝♦✉♥tr② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❤❛❞ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜②

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡s✱ ✇✐t❤✐♥✲❝♦✉♥tr② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❢♦r t❤❡

❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡✱

❜✉t ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr②

✷✹■♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ β ✐s s❡t t♦ ✶✴✸✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❛❜♦r s❤❛r❡ ✐♥ ❯◆■❉❖
✭✷✵✵✸✮✳

✷✺❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✈❡❝t♦r✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ ❛♥❞ ✉s❡
t❤❡s❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss t♦ ❝♦♠♣✉t❡ πni ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❜❛❧❛♥❝❡s ♦❢ ♣❛②♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛❞❥✉st
t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❣✉❡ss ✉s✐♥❣ ❛ tât♦♥♥❡♠❡♥t✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts ❝❧❡❛r✳

✷✵



✇✐t❤ r✐❝❤❡r ❛❣❡♥ts ❤❛s ❛ ❜r♦❛❞❡r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s t❡♥❞s t♦ ✐♠♣♦rt

♠♦r❡ ✈❛r✐❡t✐❡s✳✷✻

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ ❧✐t❡r❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐❢ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❢❡❛t✉r❡s ♦♥❡ ✈❡r② r✐❝❤ ❛❣❡♥t✱

t❤❡♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❡r❡ ♦♥❡ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts

❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r t❛✐❧ ♦❢ t❤❡

✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤② t❤✐s ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✜①❡❞ ♠❛r❦❡t ❡♥tr② ❝♦sts ✭❜❡❛❝❤❤❡❛❞ ❝♦sts✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦sts ✐♥t♦

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ s❡tt✐♥❣ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡

♠❛r❦✉♣s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❜❡❛❝❤❤❡❛❞ ❝♦sts✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ✇♦✉❧❞ ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧②

❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳✷✼

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ❢❡❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐t❤✐♥✲❝♦✉♥tr②

✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❡r❝✐s❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st❛② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❘✐❝❛r❞✐❛♥

❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣ q✉✐♥t✐❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❡♥t❡r✐♥❣ ♠❛r❦❡t n✱ t❤❡

♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛❝r♦ss s✉♣♣❧✐❡r ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢

❝♦♥s✉♠❡r ✐♥❝♦♠❡ s♣❡♥t ♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② i ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s t♦

πni✳
✷✽ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❢r♦♠ i t♦ n ✐s st✐❧❧ Xni = πniwnLn✱ ✐✳❡✳

❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡

❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛s ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r x ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❊❳ ❞❛t❛ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇✐t❤✐♥✲❝♦✉♥tr② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡

❛♠♦♥❣ t❤❡ t♦♣ q✉✐♥t✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✭✸✳✶✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❧✐t❡r❛❧❧②✱ t❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣ q✉✐♥t✐❧❡✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡♥s❡✱ ✇❡ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡

❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ✐♥❝♦♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✷✻■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❝✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❡r✬s t♦♣ q✉✐♥t✐❧❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡t ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ t♦♣ q✉✐♥t✐❧❡✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❣♦♦❞s ♦♥❧② ✐s ✵✳✷✸ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶✪ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❢♦r ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ❣♦♦❞s ✐s ❧♦✇❡r ❛t ✵✳✶✺
❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥❧② ❛t t❤❡ ✶✵✪ ❧❡✈❡❧✳

✷✼▼❛r❦✉♣s ❜❡❝♦♠❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✳ ❲✐t❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ st✐❧❧
♣r❡s❡r✈❡s s♦♠❡ tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ✭s❡❡ ❙✐♠♦♥♦✈s❦❛ ✭✷✵✶✵✮✮✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❝✉t♦✛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣❡r ♠❛r❦❡t ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤
✜r♠s ❡♥t❡r t❤✐s ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ✜r♠s ❛❜st❛✐♥ ❢r♦♠ ❡♥t❡r✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✇✐t❤✐♥✲❝♦✉♥tr②
✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✜r♠s ♥♦t ♦♥❧② ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❡♥t❡r ❛ ♠❛r❦❡t ♦r ♥♦t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇❤♦♠ t♦ s✉♣♣❧② ✐♥ t❤✐s ♠❛r❦❡t✳
❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡
♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✱ ✇❤♦ ❝♦♥s✉♠❡s t❤✐s ✜r♠✬s ✈❛r✐❡t② ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ③❡r♦✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐♠♣❧❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✭s❡❡ ❚❛r❛s♦✈ ✭✷✵✶✷❜✮ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ t✇♦
✐♥❝♦♠❡ ❝❧❛ss❡s✮✳

✷✽❈♦♥s✐❞❡r ❝♦♥s✉♠❡r h ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠❡ wh
n ✐♥ ❝♦✉♥tr② n✳ ❉❡✜♥❡ ❤❡r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜② Mh

n ✳
❚❤❡♥✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥tr② i t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❜✉②s
✐s πniM

h
n ✭t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t✮✳ ❆s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥

❡♥t❡r✐♥❣ ♠❛r❦❡t n✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛❝r♦ss s✉♣♣❧✐❡r ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♣❡r ♣r♦❞✉❝t ♦❢
❝♦♥s✉♠❡r h ❛r❡ wh

n/M
h
n ✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦✉♥tr② i ❛r❡ πniM

h
n ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞

❜② wh
n/M

h
n ✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✱ ❝♦♥s✉♠❡rs s♣❡♥❞ ❡q✉❛❧ s❤❛r❡s ♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②

❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s✳

✷✶



❲❡ ✉s❡ q✉✐♥t✐❧❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❯◆❯✲❲■❉❊❘ ✭✷✵✵✽✮ t❤❛t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶✳ ❆s t❤❡ q✉✐♥t✐❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♠❛❧❧❡r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✶✶✷

❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤✐s s♠❛❧❧❡r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✳✷✾ ❲❡

✜♥❞ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✇✐t❤✐♥✲❝♦✉♥tr② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜② ✉s✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡s ✐♥ t❤❡ t♦♣ q✉✐♥t✐❧❡s

✐♥ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ②✐❡❧❞s ❛ ❧♦✇❡r ✐♠♣♦rt❡r ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ✵✳✺✷ ✭✈s✳ ✵✳✹✻ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✮✳

✺✳✸ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s

■♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♣❛rt✱ ✇❡ ✇♦r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❛

❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t②✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛❞ t♦ ❛ss✉♠❡ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❙t♦♥❡✲●❡❛r②✮ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st

t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆s ♦✉r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡

❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ t❛r❣❡ts ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ✉t✐❧✐t②

vquadr (x) = x−
1

2
aquadrx2,

✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦♣✉❧❛r ❢♦r ✐ts ❧✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛❜s♦❧✉t❡ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐t②

✭❈❆❘❆✮

vcara (x) = − exp {−acarax} .

❆ r❡❛❞❡r ♠✐❣❤t ♥♦t❡ t❤❛t ♦❢t❡♥ t❤❡s❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳✸✵

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♣✉r❡❧② ♦r❞✐♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ st❛t✐❝

tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ U =
´

v (x (j)) dj✱

②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳✸✶ ❚❤❡ ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡rs✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ❛r❡ s✐♠♣❧② ❧✐♥❡❛r tr❛♥s✲

❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡rs✐♦♥s ♦❢t❡♥ s❡❡♥✳

❆s ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✉♣♣❧② s✐❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ tr❛❞❡ ❝♦sts✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✮

st✐❧❧ ❛♣♣❧②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ r❡❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✺✱

✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡s t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ✉t✐❧✐t②

♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② t❛r❣❡t✐♥❣ ❯❙ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳✸✷

❲❡ t❤❡♥ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡

♠❛r❣✐♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①♣♦rt❡r ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛❜♦✈❡✱ ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❡r ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝r✉❝✐❛❧❧②

✷✾❋♦r t❤✐s s♠❛❧❧❡r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♠♣♦rt❡r ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛❣❡♥t
♠♦❞❡❧ ❜❛r❡❧② ❝❤❛♥❣❡s ✭✵✳✻✷ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✵✳✻✸✮✳

✸✵vcara (x) = Bcara − Ccara exp {−acarax} ❛♥❞ vquadr (x) = Bquadr + Cquadrx− 1/2aquadrx2✳
✸✶■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ U ✱ ❛♥❞ ♥♦t

❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ s✉❜✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✸✷❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ aquadr = 0.28 ❛♥❞ acara = 0.33✳

✷✷



❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ✉t✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❡r ✐♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❝❤❛♥❣❡ ♦♥❧② ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✭✵✳✻✶✽ ❢♦r ❈❆❘❆ ❛♥❞ ✵✳✻✷✸

❢♦r q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✵✳✻✸ ❢♦r ❙t♦♥❡✲●❡❛r②✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts

✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t

t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ✈❡r② ♠✉❝❤ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛♥ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✬s ❞❡♠❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡

❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡✳ ❲❡ ❞r❛✇ ♦♥ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ st✉❞✐❡s t❤❛t

s❤♦✇ t❤❛t r✐❝❤❡r ❛❣❡♥ts ❝♦♥s✉♠❡ ♠♦r❡ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❆❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r s✉❝❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛♥❞❛r❞ ❘✐❝❛r❞✐❛♥ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧ ♦✛❡rs ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❡r✬s ♣❡r ❝❛♣✐t❛

✐♥❝♦♠❡✳ ❲❡ t❤❡♥ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❛♥❞ ❯❙ ❝♦♥s✉♠❡r

❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈❡s s✐♠✐❧❛r❧②

t♦ ✇❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚✇♦ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤✐s ♥♦✈❡❧

❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❲❡ ♠❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦

❞✐s❝✉ss ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ s✉❝❤ ❛s ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛❞❡ ✈♦❧✉♠❡s

❛♥❞ q✉❛❧✐t②✳ ❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❢r✉✐t❢✉❧ ❛✈❡♥✉❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❛s♣❡❝ts

❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❖♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡✱ s✉❝❤

❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❢❡❛t✉r❡ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛❞❥✉st t❤❡✐r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡✱ t❤❡

❡①t❡♥s✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♠❛r❣✐♥✳ ❖♥ t❤❡ s✉♣♣❧② s✐❞❡✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ❛❜✐❧✐t✐❡s t♦

♣r♦❞✉❝❡ q✉❛❧✐t② ❣♦♦❞s ✇♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚r❛❞❡ ♣❛tt❡r♥ ✕ ✈♦❧✉♠❡s✱

❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✱ ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ✕ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

❡①♣♦rt❡r ❝♦✉♥tr②✬s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❡r ❝♦✉♥tr②✬s ❞❡♠❛♥❞ ♣❛tt❡r♥✳

✷✸



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❧✈❛r❡③✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❘✳ ▲✉❝❛s ✭✷✵✵✼✮✿ ✏●❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❊❛t♦♥✲❑♦rt✉♠

♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✹✭✻✮✱ ✶✼✷✻✕✶✼✻✽✳

❆♥❞❡rs♦♥✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❊✳ ❱❛♥ ❲✐♥❝♦♦♣ ✭✷✵✵✹✮✿ ✏❚r❛❞❡ ❝♦sts✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐t❡r❛t✉r❡✱

✹✷✭✸✮✱ ✻✾✶✕✼✺✶✳

❇❛❧❞✇✐♥✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ❍❛rr✐❣❛♥ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❩❡r♦s✱ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s♣❛❝❡✿ tr❛❞❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ tr❛❞❡

❡✈✐❞❡♥❝❡✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿ ▼✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✭✷✮✱ ✻✵✕✽✽✳

❇▲❙ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏✷✵✵✸ ❝♦♥s✉♠❡r ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐♥t❡r✈✐❡✇ s✉r✈❡②✱ ♣✉❜❧✐❝ ✉s❡ ♠✐❝r♦❞❛t❛✱ ❞♦❝✉♠❡♥t❛✲

t✐♦♥✱✑ ❯✳❙✳ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▲❛❜♦r✱ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ▲❛❜♦r ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❉✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥s✉♠❡r ❊①♣❡♥✲

❞✐t✉r❡ ❙✉r✈❡②s✳

❇r♦❞❛✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❉✳ ❲❡✐♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✻✮✿ ✏●❧♦❜❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ✈❛r✐❡t②✱✑ ◗✉❛rt❡r❧②

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✷✶✭✷✮✱ ✺✹✶✕✺✽✺✳

❈❤❛♥❡②✱ ❚✳ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏❉✐st♦rt❡❞ ❣r❛✈✐t②✿ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

tr❛❞❡✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✽✭✹✮✱ ✶✼✵✼✕✶✼✷✶✳

❈❤♦✐✱ ❨✳✱ ❉✳ ❍✉♠♠❡❧s✱ ❛♥❞ ❈✳ ❳✐❛♥❣ ✭✷✵✵✾✮✿ ✏❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✐♠♣♦rt q✉❛❧✐t②✿ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡

✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✼✽✭✷✮✱ ✷✾✸✕✸✵✸✳

❈♦st✐♥♦t✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ■✳ ❑♦♠✉♥❥❡r ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❲❤❛t ❣♦♦❞s ❞♦ ❝♦✉♥tr✐❡s tr❛❞❡❄ ◆❡✇ ❘✐❝❛r❞✐❛♥

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱✑ ◆❇❊❘ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ◆♦✳ ✶✸✻✾✶✳

❉♦❧❧❛r✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❆✳ ❑r❛❛② ✭✷✵✵✷✮✿ ✏●r♦✇t❤ ✐s ❣♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦♦r✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❣r♦✇t❤✱ ✼✭✸✮✱ ✶✾✺✕✷✷✺✳
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♠❛♥②✱✑ ❋♦♦❞ P♦❧✐❝②✱ ✷✽✭✷✮✱ ✾✾✕✶✶✺✳

❯◆■❉❖ ✭✷✵✵✸✮✿ ■♥❞✉str✐❛❧ st❛t✐st✐❝s ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❯♥✐t❡❞ ◆❛t✐♦♥s ■♥❞✉str✐❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❖r❣❛♥✐✲

③❛t✐♦♥✳

❯◆❯✲❲■❉❊❘ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏❲♦r❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✵❝✱✑ ❲♦r❧❞ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r

❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ◆❛t✐♦♥s ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

❲❛✉❣❤✱ ▼✳ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱

✶✵✵✭✺✮✱ ✷✵✾✸✕✷✶✷✹✳

❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ✭✷✵✶✵✮✿ ❲♦r❧❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✳

✷✻



❆ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉♥tr② ❙♣❡❝✐✜❝ Pr✐❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ Gn (p)

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦✉♥tr② i

s✉♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛r✐❡t② j ❛t ❛ ♣r✐❝❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ p ✐♥ ♠❛r❦❡t n ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Gni (p) = Pr [Pni ≤ p] = Pr

[
widni
Zi (j)

≤ p

]
= Pr

[
widni
p

≤ Zi (j)

]

= 1− exp
{
−Ti (widni)

−θ pθ
}
.

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐❝❡ ♦♥ ♦✛❡r ✐♥ ♠❛r❦❡t n ✐s ❜❡❧♦✇ p ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛❧❧ ♦✛❡r❡❞ ♣r✐❝❡s ❧✐❡ ❛❜♦✈❡ p

Gn (p) = Pr
[
min {Pni (j)}

N
i=1 ≤ p

]
= 1− Pr

[
min {Pni (j)}

N
i=1 > p

]
.

❆s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇s ❛r❡ ✐✐❞ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✿

Gn (p) = 1−
N∏

i=1

Pr [Pni (j) > p] = 1− exp

{
−pθ

N∑

i=1

Ti (widni)
−θ

}
.

❆✳✷ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛❞❡ ❙❤❛r❡ πni

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❝♦✉♥tr② i ✐s t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st s✉♣♣❧✐❡r ❢♦r ✈❛r✐❡t② j ✐♥ ♠❛r❦❡t n ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

πni (j) = Pr
[
Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i

]
=

ˆ ∞

0

Pr
[
p < min {Pnk (j)}k 6=i

]
dGni (p) .

❆❣❛✐♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r✐❝❡ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

ˆ ∞

0

Pr
[
p < min {Pnk (j)}k 6=i

]
dGni (p) =

ˆ ∞

0

∏

k 6=i

Pr [p < Pnk (j)] dGni (p)

=

ˆ ∞

0

∏

k 6=i

[1−Gnk (p)] dGni (p) .

■♥s❡rt✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ②✐❡❧❞s

πni (j) =

ˆ ∞

0

∏

k 6=i

[1−Gnk (p)] dGni (p) =
Ti (widni)

−θ

∑N
k=1 Tk (wkdnk)

−θ
.

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞❡① j✱ s♦ t❤❛t ✐t ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

✷✼



s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥tr② i ✐s t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st s✉♣♣❧✐❡r ✐♥ n

πni (j) = πni =
Ti (widni)

−θ

Φn

.

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥tr② i ✐s t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st s✉♣♣❧✐❡r ✐♥ n ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
´ 1

0
I
(
Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i

)
dj✱ ✇❤❡r❡ I(.) ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❧❛r❣❡

♥✉♠❜❡rs✱

ˆ 1

0

I
(
Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i

)
dj = E

{
I
(
Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i

)}

= Pr
{
Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i

}
= πni.

❆✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❊♥tr②✱ Pr✐❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❙❛♠❡ ❆❝r♦ss

❙♦✉r❝❡s

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡s ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② i ✐♥ ♠❛r❦❡t n ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st s✉♣♣❧✐❡r

✐s

Pr
[
Pni (j) ≤ p|Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i

]
=

Pr
[
Pni (j) ≤ p, Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i

]

Pr
[
Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i

] .

❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s πni✳ ❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Pr
[
Pni (j) ≤ p, Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i

]
=

ˆ p

0

Pr
[
x < min {Pnk (j)}k 6=i

]
dGni (x) .

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t

Pr
[
x < min {Pnk (j)}k 6=i

]
=
∏

k 6=i

[1−Gnk (p)] .

❚❤✉s✱

Pr
[
Pni (j) ≤ p, Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i

]
=

ˆ p

0

∏

k 6=i

[1−Gnk (x)] dGni (x) = πniGn (p) .

❘❡✐♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✿

Pr
[
Pni (j) ≤ p|Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i

]
= Gn (p) = Pr

[
min {Pnk (j)}

N
k=1 ≤ p

]
.

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ❡①♣♦rt❡❞ ❜② ❝♦✉♥tr② i t♦ ❝♦✉♥tr② n ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ˆ 1

0

I
(
Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i , Pni (j) < v′(0)/λn

)
dj.

✷✽



❯s✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Pr
[
Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i , Pni (j) < v′(0)/λn

]
.

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t

Pr
[
Pni (j) < min {Pnk (j)}k 6=i , Pni (j) < v′(0)/λn

]
= πniGn (v

′(0)/λn) = πniMn.

❆✳✹ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✉❞❣❡t ❈♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❙t♦♥❡✲●❡❛r② Pr❡❢❡r❡♥❝❡s

❋✐rst ♥♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ❙t♦♥❡✲●❡❛r② ✉t✐❧✐t②✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✶✮ ❜❡❝♦♠❡

1

x (j) + x̄
= λp (j) ❢♦r x (j) > 0

1

x̄
< λp (j) ❢♦r x (j) = 0.

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❡t②

p (M) =
v′ (0)

λ
=

1

x̄λ

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

1

λ
= x̄p (M) .

❖♣t✐♠❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❢♦r ✈❛r✐❡t✐❡s j < M ❛r❡

p (j) x (j) =
1

λ
− x̄p (j) = x̄ (p (M)− p (j)) .

■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❛ ❝♦✉♥tr② n ❛❣❡♥t✬s ❜✉❞❣❡t r❡str✐❝t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ②✐❡❧❞s

wn = x̄

(
p (Mn)Mn −

ˆ p(Mn)

0

pdGn (p)

)
.

❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Gn (p)✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

p (Mn) = G−1
n (Mn) =

(
−
log (1−Mn)

Φn

) 1

θ

❛♥❞

dGn (p) = θpθ−1Φn exp
{
−pθΦn

}
dp.

✷✾



❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ②✐❡❧❞s

wn = x̄

((
−
log (1−Mn)

Φn

) 1

θ

Mn −

ˆ p(Mn)

0

pθpθ−1Φn exp
{
−pθΦn

}
dp

)
.

❈❤❛♥❣✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱ t = pθΦn✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t

wn = x̄

((
−
log (1−Mn)

Φn

) 1

θ

Mn −

ˆ p(Mn)
θΦn

0

(
t

Φn

) 1

θ

exp {−t} dt

)
,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛❧s t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

wn = x̄

((
−
log (1−Mn)

Φn

) 1

θ

Mn −

(
1

Φn

) 1

θ

γ

(
1

θ
+ 1, p (Mn)

θ Φn

))
.

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ✜♥❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✳

❆✳✺ ❚❤❡ ❇✉❞❣❡t ❈♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❯t✐❧✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥s

❚❤❡ st❡♣s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✹✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❝♦♠❡✱ E✱ ❛♥❞ ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

G (p) = 1− exp
{
−Φpθ

}
✱ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ q✉❛❞r❛t✐❝ ✉t✐❧✐t② ✐s

E =
(Φ)−

1

θ

aquadr
γ

(
1

θ
+ 1;− log (1−M)

)

−
(Φ)−

1

θ

aquadr
(− log (1−M))−

1

θ γ

(
2

θ
+ 1;− log (1−M)

)
.

❲✐t❤ ❈❆❘❆ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t s♣❡❧❧s

E = −
θΦ

acara

ˆ (− log(1−M)/Φ)
1

θ

0

log

((
−
log (1−M)

Φ

)− 1

θ

p

)
pθ exp

(
−Φpθ

)
dp.

❆✳✻ ❉❛t❛

❲❡ ✉s❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ②❡❛r ✷✵✵✸✳ ■♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✻✹ ❝♦✉♥tr✐❡s✱

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ 26732 = 164 ∗ 163 ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

✸✵



❆✳✻✳✶ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❈❖▼❚❘❆❉❊ tr❛❞❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✵✸ ❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❊P■■ ✭●❛✉❧✐❡r✱ ❩✐❣♥❛❣♦✱

❙♦♥❞❥♦✱ ❙✐ss♦❦♦✱ ❛♥❞ P❛✐❧❧❛❝❛r✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞♦❧❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧

tr❛❞❡ ✢♦✇s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✸✾ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥t✐t✐❡s ✭♠♦st❧② ❝♦✉♥tr✐❡s✮ ♦♥ t❤❡ ❍❙✻ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

Xni (j)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✺✶✶✶ ❣♦♦❞s ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ❍❙✻ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✇❡ ❣❡t

t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇ ❢r♦♠ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr② i t♦ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr② n✱

Xni =
∑5111

j=1 Xni (j) .

❆✳✻✳✷ ❊①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡

❲❡ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥ts

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❍❙✻ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡s

mni =
∑

j

I (Xni (j) > 0) ,

✇❤❡r❡ I (Xni (j) > 0) ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇

❢r♦♠ i t♦ n ✐♥ t❤❡ ❍❙✻✲❝❛t❡❣♦r② j ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t t❤❡ ❍❙✻ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❝✉st♦♠s ♣✉r♣♦s❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❤❡❛✈✐❧② r❡❣✉❧❛t❡❞ ❣♦♦❞s

t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❡rr♦r

t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛r❡ ✉♥❜✐❛s❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡❞ ❍❙✻✲❝❛t❡❣♦r✐❡s

✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❡❣r❡ss♦rs✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✐s ❜r♦✉❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ❜② ❇r♦❞❛ ❛♥❞ ❲❡✐♥st❡✐♥

✭✷✵✵✻✮

mBW
ni =

∑
j Xn (j) I (Xni (j) > 0)

∑
j Xn (j)

,

✇❤❡r❡ Xn (j) =
∑

k 6=n Xnk (j) ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦✉♥tr② n✬s t♦t❛❧ ✐♠♣♦rts ✐♥ ❝❛t❡❣♦r② j✳ ❖♥❡ ♦❢

t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛❧❧❡✈✐❛t❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡

♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t✱ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♠❛② ❜❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳

❋✐rst✱ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❈❊❙ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠ ✭❋❡❡♥str❛✱ ✶✾✾✹✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦♥✲❈❊❙✳ ❙❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐♥ t❤❡

❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❢r♦♠ i t♦ n✱ Xni✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s t❤❡ n✬s t♦t❛❧ ✐♠♣♦rts ✐♥ ❛❧❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱
∑

k 6=n Xnk✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t mBW
ni = πni/ (1− πnn)✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧

❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ✲ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✲ ❝❛♥❝❡❧s✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❇r♦❞❛

❛♥❞ ❲❡✐♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✻✮ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❡✛❡❝ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲

❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❝♦♥s✉♠❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✳

✸✶



❆✳✻✳✸ P❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡s ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡s

❚❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✬s ❲♦r❧❞

❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ■♥❞✐❝❛t♦r✳ ❚❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ✭②❡❛r ✷✵✵✸✮ ❯❙✲

❞♦❧❧❛rs✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊❑✱ ✇❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ❛❜st❛✐♥ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥❝♦♠❡s

❛s ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ PPP ❛r✐s❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ❊❑ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❆✳✻✳✹ ❇✐❧❛t❡r❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s✱ s❤❛r❡❞ ❜♦r❞❡r✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❆❧❧ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦st ♣r♦①✐❡s ❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❊P■■✳ ❚❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❞✐st❛♥❝❡

✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ♠♦st ♣♦♣✉❧♦✉s ❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡

✐♥❞✐❝❛t♦r t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥❡ ✐❢ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦✣❝✐❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✸✸ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥

❜♦r❞❡r ❞✉♠♠② t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥❡ ✐❢ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❞ ❜♦r❞❡r✳

❆✳✻✳✺ ❈❊❳

❚❤❡ ❯❙ ❝♦♥s✉♠❡r ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s✉r✈❡② ✭❈❊❳✮ ✐s ❛ r♦t❛t✐♥❣ ♣❛♥❡❧ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❇✉r❡❛✉ ♦❢

▲❛❜♦r ❙t❛t✐st✐❝s ✭❇▲❙✮✳ ■ts ✏✐♥t❡r✈✐❡✇ s✉r✈❡②✑ ♣❛rt ♣r♦✈✐❞❡s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ✐s ✐ts ✉s❡ ✐♥ ❞❡t❡r✲

♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ r❡✈✐s✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❦❡ts t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❈❊❳ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r✲❯♥✐✈❡rs✐t② ❈♦♥s♦rt✐✉♠ ❢♦r P♦❧✐t✐❝❛❧ ❛♥❞

❙♦❝✐❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ✭■❈P❙❘✮✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❇▲❙ ✭✷✵✵✸✮✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❤♦✇ ✇❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ✉♥✐t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈❊❳ ✐s ❛ ✏❝♦♥s✉♠❡r ✉♥✐t✑✱ ❈❯✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣r✐s❡s

❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡ t♦ ♠❛❦❡ ❥♦✐♥t ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✳✸✹ ❊❛❝❤ ❈❯ ✐s ✐♥

t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❢♦r ✺ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ q✉❛rt❡rs ✇✐t❤ ♦♥❡ ✐♥t❡r✈✐❡✇ ♣❡r q✉❛rt❡r✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t❡r✈✐❡✇ ♦♥❧②

❝♦❧❧❡❝ts ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ✐♥t❡r✈✐❡✇s ❝♦❧❧❡❝t ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s

❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤r❡❡ ♠♦♥t❤s✳ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❛r♦✉♥❞ ✻✵✵ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✭r❡♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ❜② ✏✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s✑✱ ❯❈❈✮✳ ❖❢ t❤❡s❡ ✻✵✵ ❯❈❈s✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ❯❈❈s t❤❛t

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ tr❛❞❛❜❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ❝❧❡❛r❧② ✐♥✈♦❧✈❡s s♦♠❡ ❛❞ ❤♦❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t✇♦ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ✲ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞✐sr❡❣❛r❞ ❛❧❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥

❯❈❈s✱ ❛♥❞ ❛ ❧✐❜❡r❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠♦r❡ ❯❈❈s✳

❍♦✉s✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ ✐t❡♠s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✐✣❝✉❧t✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② r❡♥t❡r✱

♦✇♥❡❞ ❤♦♠❡✱ ❛♥❞ ♦✇♥❡❞ ✈❛❝❛t✐♦♥ ❤♦♠❡✳ ❲❡ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡s❡ ❯❈❈s ❛❧t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛✲

t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧✐❜❡r❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❧✉♠♣ t❤❡ r❡♥t❡r ❛♥❞ ♦✇♥❡r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❢♦r t❤❡

s❛♠❡ ❡①♣❡♥s❡ t♦❣❡t❤❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✏■♥st❛❧❧❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥st❛❧❧❡❞

r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇❛❧❧ t♦ ✇❛❧❧ ❝❛r♣❡t✐♥❣ ❢♦r ♦✇♥❡❞ ❤♦♠❡s✑ ❛♥❞ ✏■♥st❛❧❧❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥st❛❧❧❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧

✇❛❧❧ t♦ ✇❛❧❧ ❝❛r♣❡t✐♥❣ ❢♦r r❡♥t❛❧ ❤♦♠❡s✑ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❛♥❞ ✐❣♥♦r❡ ❯❈❈s t❤❛t ❛r❡ ♦♥❧②

✸✸❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠❛❥♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦✣❝✐❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳
✸✹❯♥❞❡r t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ ❢❛♠✐❧② ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❈❯✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❜♦❛r❞❡r ❧✐✈✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ✇♦✉❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡

❤✐s ♦✇♥ ❈❯ ❛s ❤❡ ✐s ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

✸✷



❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡✐t❤❡r r❡♥t❡r ♦r ♦✇♥❡r s✉❝❤ ❛s ✏■♥st❛❧❧❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥st❛❧❧❡❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇❛❧❧ t♦ ✇❛❧❧

❝❛r♣❡t✐♥❣ ❢♦r ♦✇♥❡❞ ❤♦♠❡s✑✳

❆♥♦t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t ❝❧❛ss ♦❢ ❯❈❈s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝❧♦t❤✐♥❣ ✲ ❛ ❈❯ ❜✉②✐♥❣ ✏♠❡♥✬s ❢♦♦t✇❡❛r✑ ❞❡✲

♣❡♥❞s ✈❡r② ♠✉❝❤ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❈❯ ❝♦♠♣r✐s❡s ❛♥ ❛❞✉❧t ♠❛❧❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✉♠♣ ❯❈❈s t♦❣❡t❤❡r

❛❝r♦ss ❣❡♥❞❡r ❛♥❞ ❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐❜❡r❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ✇❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✏♠❡♥✬s ❢♦♦t✇❡❛r✑✱ ✏✇♦♠❡♥✬s

❢♦♦t✇❡❛r✑✱ ✏❇♦②s✬ ❢♦♦t✇❡❛r✑✱ ❛♥❞ ✏●✐r❧s✬ ❢♦♦t✇❡❛r✑ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ❞✐sr❡❣❛r❞s t❤❡s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ❧✐❜❡r❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✽✻ ❞✐st✐♥❝t

❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡s ✶✵✼ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

❆✳✻✳✻ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

❲❡ ✉s❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ◆❛t✐♦♥s ■♥❞✉str✐❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✭❯◆■❉❖✱ ✷✵✵✸✮ ♦♥

❣r♦ss ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦✉t♣✉t✳ ❋♦r t❤❡ ②❡❛r ✷✵✵✸✱ t❤✐s ❞❛t❛❜❛s❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❣r♦ss ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

♦✉t♣✉t ❢♦r ✼✹ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❣r♦ss ♦✉t♣✉t ❢♦r s❡✈❡r❛❧

❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ♠♦st ♥♦t❛❜❧② ❈❤✐♥❛✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✐♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r♦ss ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

♦✉t♣✉t ❢♦r ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣❡❞ t♦ t❤❡ ✷✵ ❧❛r❣❡st ❡❝♦♥♦♠✐❡s ✐♥ ✷✵✵✸ ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡

♥♦ ❣r♦ss ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦✉t♣✉t✳ ❲❡ ❞♦ t❤✐s ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊❛t♦♥✱ ❑♦rt✉♠✱ ❛♥❞ ❑r❛♠❛r③ ✭✷✵✵✹✮

❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❣r♦ss ♦✉t♣✉t ❛♥❞

✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❈❤✐♥❛✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❛♥❞ ▼❡①✐❝♦✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r s❡✈❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦ss ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t❤❡

t♦t❛❧ ❡①♣♦rts✱ Xnn✱ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✼✶ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❆✳✻✳✼ ❚♦♣ q✉✐♥t✐❧❡s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❲❡ ❣❡t ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ t♦♣ q✉✐♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❯◆❯✲❲■❉❊❘ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆ ✇❡❧❧✲

❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❞❛t❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❞❛t❛ r❡❢❡rs t♦✱ ✈❛r✐❡s

❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s♦♠❡ q✉✐♥t✐❧❡s r❡❢❡r t♦ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs t♦ ✐♥❝♦♠❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥❝♦♠❡ ♠❛② ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❣r♦ss ♦r ♥❡t t❡r♠s✳ ❚♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤✐s✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❉♦❧❧❛r

❛♥❞ ❑r❛❛② ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ r❡❣r❡ss t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ q✉✐♥t✐❧❡s ♦♥ ❞✉♠♠✐❡s ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡✳

❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥❡t ✐♥❝♦♠❡ q✉✐♥t✐❧❡s✳

✸✸



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✲ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ❡①♣♦rt❡r 0.66∗∗∗

✐♠♣♦rt❡r 0.47∗∗∗

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ❡①♣♦rt❡r 0.65∗∗∗

✐♠♣♦rt❡r 0.30∗∗∗

❜✐❧❛t❡r❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ [375, 750) −0.78∗∗∗

[750, 1500) −1.49∗∗∗

[1500, 3000) −2.26∗∗∗

[3000, 6000) −2.50∗∗∗

[6000,∞) −2.88∗∗∗

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧s s❤❛r❡❞ ❜♦r❞❡r 0.45∗∗∗

s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ 0.74∗∗∗

N = 16053✱ R2 = 0.63✱ ∗∗∗ ✐♠♣❧✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❛t t❤❡ 1%✲❧❡✈❡❧

✸✹
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s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ■ ■■ ■■■ ■❱

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✳ ❧✐❜❡r❛❧ ❝♦♥s✳ ❧✐❜❡r❛❧ ❝♦♥s✳ ❧✐❜❡r❛❧ ❝♦♥s✳ ❧✐❜❡r❛❧

❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s 0.48∗∗∗ 0.52∗∗∗ 0.43∗∗∗ 0.48∗∗∗ 0.42∗∗∗ 0.46∗∗∗ 0.41∗∗∗ 0.46∗∗∗

❛❣❡ ❞✉♠♠✐❡s ♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s

❍❍ ♠❡♠❜❡rs ♥♦ ♥♦ ♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s

❣❡♦❣r❛♣❤② ♥♦ ♥♦ ♥♦ ♥♦ ♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s

◆ ✷✾✽✶ ✷✾✽✶ ✷✾✽✶ ✷✾✽✶ ✷✽✹✻ ✷✽✹✻ ✷✽✹✻ ✷✽✹✻

R2 ✵✳✸✸ ✵✳✸✾ ✵✳✸✺ ✵✳✹✷ ✵✳✸✻ ✵✳✹✸ ✵✳✸✽ ✵✳✹✹

✸✺



❚❛❜❧❡ ✸✿ ❊st✐♠❛t❡❞ tr❛❞❡ ❝♦sts

❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✪✲❡✛❡❝t

[375, 750) −0.53∗∗∗ ✶✸✪

[750, 1500) −1.52∗∗∗ ✹✵✪

[1500, 3000) −1.97∗∗∗ ✺✺✪

[3000, 6000) −2.84∗∗∗ ✽✽✪

[6000,∞) −3.33∗∗∗ ✶✶✵✪

s❤❛r❡❞ ❜♦r❞❡r 0.77∗∗∗ ✲✶✻✪

s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ 0.82∗∗∗ ✲✶✼✪

❡st✐♠❛t❡❞ tr❛❞❡ ❝♦sts ✭dni✮

❝♦✉♥tr✐❡s ♠❡❛♥∗∗∗ ♠❡❞✐❛♥

❖❊❈❉ 2.01∗∗∗ ✶✳✽✾

♥♦♥✲❖❊❈❉ 4.27∗∗∗ ✸✳✺✸

❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s 3.91∗∗∗ ✸✳✶✹

❚❛❜❧❡ ✹✿ ✿ ■♥❝♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡

❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ✐♥ ♠♦❞❡❧s

❞❛t❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝

❡①♣♦rt❡r ✐♥❝♦♠❡ 0.66 0.86 0.86

✐♠♣♦rt❡r ✐♥❝♦♠❡ 0.47 0.63 −0.12

❚❛❜❧❡ ✺✿ ✿ ❙✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ tr❛❞❡ ❝♦sts

✶✵✪✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✷✺✪✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✺✵✪✲r❡❞✉❝t✐♦♥

♥❡✇ ❊❑ ♥❡✇ ❊❑ ♥❡✇ ❊❑

♠❡❛♥ 9% 2% 27% 5% 103% 37%

♠❡❞✐❛♥ 8% 0% 22% −1% 85% 18%

t♦♣✶✵✪ 22% 16% 65% 43% 207% 118%

❜♦tt♦♠✶✵✪ −2% −11% −3% −25% 16% −31%

✪ ♥❡❣❛t✐✈❡ 15% 49% 15% 51% 6% 35%

✸✻



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❊①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

✸✼



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✈s✳ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝♦♠❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈❛❧✐❜r❛t❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈s✳ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝♦♠❡s

✸✽



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

✸✾


