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K A S C H , F . 

M a t h . Z e i t s c h r . B d . 7<>. S. 2 6 . 3 - 2 7 0 (195«S) 

Über eine metrische Eigenschaft der S-Zahlen 
V o n 

F R I E D R I C H K A S C H 

1. Fragestellung, Voraussetzungen 

Eine Z a h l f heißt bei der Mahlerschen Klasseneinteilung der transzendenten 
Zahlen 1 ) eine S-Zahl, wenn es positive Zahlen g, clt c2, cz, ... so g ibt , daß 
für jedes ganzzahlige Polynom F(x) = 2 a%x% v o m Grad u n d der Höhe 

i 
/ * = M a x {\a{\) die folgende Ungleichung g i l t : 

i 
(1) \F(S)\^cHh-»\ 

A u f G r u n d des Schubfachschlusses ergibt sich bekanntl ich, daß bei einer 
reellen bzw. komplexen S -Zah l f notwendig o ^ l bzw. g^\ sein muß. 

I n mehreren Arbei ten ist die Frage nach dem Maß der Menge der S -Zahlen 
in Abhängigkeit von g untersucht worden. Hierzu besagt zunächst ein Ergebnis 
von A . J . C H I N T S C H I N [ i ] , daß das Maß der Menge der reellen S -Zahlen m i t 
£, = 1 gleich N u l l ist. Andererseits zeigte K . M A H L E R [6], daß fast alle reellen 
oder komplexen Zahlen S -Zahlen sind, u n d zwar bewies er dies für die reellen 
Zahlen m i t g = 4 und für die komplexen Zahlen m i t g — f . Richtungweisend 
für die weitere E n t w i c k l u n g dieser Frage war die V e r m u t u n g von K . M A H 
L E R [ 6 ] , daß fast alle reellen Zahlen S -Zahlen m i t g = \+e u n d fast alle 
komplexen Zahlen S -Zahlen m i t Q = -| + s zu beliebig vorgegebenem e > 0 
seien. 

Das Resultat von K . M A H L E R wurde zunächst von J . F . K O K S M A [3] ver
bessert, der zeigte, daß man die Werte g = 4 bzw. g — | durch 3 bzw. f ersetzen 
kann. Schließlich konnte W . J . L E V E Q U E [5] beweisen, daß es auch für die 
Werte 2 bzw. f gültig i s t 2 ) . 

W i r bezeichnen m i t 9Jtr(g) die Menge der reellen S -Zahlen zu vorgege
benem g i n (1) und m i t $lk(g) die entsprechende Menge der komplexen S -
Zahlen. Sei ferner Tlr(g, n) die Menge der reellen Zahlen |, die für feste 
Werte n u n d g [und für geeignetes ctt = c M ( f ) ] der Ungleichung (1) genügen, 
und sei Wlk(g, n) die entsprechende Menge komplexer Lösungen von (1). Dann 
gi l t offenbar 

CO CO 

mr(Q) = n i f ( ? , n ) , SN*(e) = n 3«,(&,«). 
n = l n = l 

!) S iehe d a z u z . B . [ 8 ] , K a p . I I I . 
2 ) E i n z w e i t e r B e w e i s für dieses R e s u l t a t f i n d e t s i c h i n [ 8 ] , K a p . I I I . 

18* 
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Sei fi(dJl) das Maß von W, dann ist aus maßtheoretischen Gründer 
^(aKy(ß)) = l äquivalent m i t JLI(d)l(gr) » ) ) = 1 für n = 1, 2, 3, . . . . Die Mahler 
sche Vermutung besagt dann 

(2) p(m,(i+e,n)) =i 
bzw. 

(3) ^(3R* (* + * « ) ) = * 
für jedes £ > 0 u n d w = 1, 2, 3,... . 

Bei dieser Formul ierung erhebt sich sofort die Frage, ob m a n (2) u n d (3 

wenigstens für spezielle Werte von n beweisen könne. Für n — 1 ist du 
Gültigkeit von (2) wohlbekannt u n d für (3) läßt sie sich sofort verifizieren 
sogar für den W e r t 0 an Stelle -| + e. Von J . K U B I L Y U S [4] wurdt 
(2) auch für n — 2 bewiesen. E r benutzte dabei wesentlich einen Hilfssat/ 
von J . M . V I N O G R A D O V über trigonometrische Summen, also ein verhältnis
mäßig tiefliegendes H i l f s m i t t e l . T H . S C H N E I D E R schreibt i n seinem Bucl. 
„Einführung i n die transzendenten Zah len" 3 ) über das Resultat von J . K U B I 
L Y U S Einen Anfang zum Beweis dieser (Mahlerschen) V e r m u t u n g hat viel
leicht J . K U B I L Y U S gemacht 

Es dürfte daher von Interesse sein, für das Resultat von J . K U B I L Y U S 
einen ganz einfachen Beweis zu besitzen. E i n solcher Beweis w i r d i m folgender, 
mitgete i l t . Wesentlich scheint m i r dabei zu sein, daß sich dieser Beweis auch 
auf den komplexen F a l l ausdehnen läßt*). E r liefert dort das Resultat : 
fi{^Rk(\ + e}2))=\ für jedes £ > 0 , also ein besseres Ergebnis, als es die 
Mahlersche V e r m u t u n g für beliebiges n besagt. 

2. Hilfssätze 
H I L F S S A T Z 1. Sei F(x) = a0 -\-a1x-\~a2x2 ein Polynom mit ganzrationalen 

Koeffizienten und verschiedenen Nullstellen a x , oc2. Mit D = D(F) werde die 
Diskriminante von F(x) bezeichnet. Dann gilt für jede komplexe Zahl £; 

M i n ( | ! - a i | , H - o . D S - ^ — | F ( * ) | . 

B E W E I S . Sei etwa Min(|£ — ax|, |£ — <x2|) =|£ — ax|, dann g i l t 

] / 1 D (F)\ = \a2(Ä1 - a 2)| < \ a2| (| Ä 1 - £ | + 1£ - oc21) <; 2 | a 2 ( f - a 2)|. 

Daraus folgt 

| f - 0 ^ | ^ ) ; , 2 , : | a 2 ( f - a,) (£ - a 2)| = 4 , , , . \F(£)\. 
y\D{F)\ }/\D(F)\ 

H I L F S S A T Z 2. Die folgende Summation erstrecke sich über alle Polynome F(x) 
vom Grad 2, der festen Höhe h und mit verschiedenen Nullslellen. Dann gilt mit 
einer von h unabhängigen Konstanten y 0 : 

(4) V , 1 <*y0h. 
^ y\D(F)\ 

3 ) [ 8 ] , S. 83 . 
*) Zusatz bei der Korr.: D e r B e w e i s l äß t s i c h a u c h a u f d e n / j - a d i s c h e n F a l l ü b e r t r a g e n 

u n d l i e f e r t a u c h d o r t das b e s t m ö g l i c h e R e s u l t a t . 
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B E W E I S . Wegen =|a? — 4a 0 a 2 1 und da mindestens ein Koeffizient 
gleich ±h sein muß, g i l t 

(5) £ -, 1 <j 2% 1 , + 4 Z — - 1 ; 

die erste Summe besitzt den F a k t o r 2, da Ä X = ± Ä sein kann u n d die zweite 
den F a k t o r 4, da a0 = ±h u n d a2 = ±h sein können. Der Strich am Summen
zeichen soll hier wie i m folgenden h2 — 4 a 0 a 2 4 = 0 bzw. a\ — 4ha^0 bedeuten. 
Betrachten w i r je tzt die erste Summe auf der rechten Seite von (5) bei festem 
a0^0. Der Ausdruck | h2-— 4a0a2\ durchläuft für — h^a2^h höchstens 2 h + 1 
v o n N u l l verschiedene Zahlen, v o n denen je zwei aufeinanderfolgende bis auf 
höchstens eine Ausnahme alle den Abstand 4|« 0| voneinander haben. Die 
eine Ausnahme kann auftreten, wenn der Ausdruck h2— 4a0a2 das Vorzeichen 
wechselt. Daher g i l t 

(6) X - r ^ 2 2 1

 r ^ 2 + _ i ^ £ j L < £ 4 J £ = - . 
-h^a2^h \h2 — 4a0a2\* a=o ( 1 + 4 | a 0 \ a ) - ] / | a 0 | a = i }'a }l\ao\ 

D a m i t fo lgt 

(7) Z 1
 K^4Vh Z + 2 Ä 7 1 ^ h . 

-h£atgh | Ä 2 ~ 4 « 0 « 2 r -h£a.£h }'\ao\ k 

Aus (6) e n t n i m m t m a n ferner für die zweite Summe i n (5) bei festem ax: 

y 1 ,<<. 

Daher erhält man 

(8) Z' T 2 ; ^ 4 ( 2 Ä + 1 ) S 1 2 Ä . 

Die Abschätzungen (5), (7) u n d (8) zusammen liefern die Behauptung (4). 
Diese beiden Hilfssätze reichen aus, u m das Resultat von J . K U B I L Y U S 

zu beweisen. Die nächsten Hilfssätze werden für den komplexen F a l l ge
braucht . 

H I L F S S A T Z 3. Sei A(q,m) die Anzahl der mod q inkongruenten Lösungen 
von 
(9) x2 == m (mod q), 

und sei r2 der größte gemeinsame quadratische Teiler von q und m. Dann gilt 
mit einer von q und m unabhängigen Konstanten y 2 

2 

A (q, m) ^y2rq l Q g « 4 ) . 

4 ) F ü r q — 1 i s t ( / l o g I o g ^ g l e i c h 1 z u s e t z e n ; e n t s p r e c h e n d i m f o l g e n d e n . 
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B E W E I S . Setzt man ra' = ^ u n d q' = -?2--, dann erhält man aus jeder 

Lösung x von (9) eine Lösung x' — y von 

(10) x'2 == m' (mod <?'). 

Umgekehrt liefert jede Lösung x' von (10) eine Lösung x=rx' von (9). Da 
aus 0^x<q ferner 0 ^ J * ' < q =rq' folgt, hat man die Beziehung A (q, m) = 

V 
rA(q', m'). I s t q' = \t also q—r2

y dann g i l t A(q, m) = r u n d die Behauptung 
ist erfüllt. I m folgenden kann daher q'> 1 vorausgesetzt werden. I s t q' = 
Pi'-Pt1 ^ e Primzahlpotenzzerlegung von q', dann g i l t bekanntl ich 

A(q',tn') =IJA(p?,m'). 
i=i 

I s t (pif m') = 1, dann hat man i m Falle p^l'. A(p\i
) m') = 2 u n d i m Falle 

p{=2: A(pf, m')4. Sei nun (pitm')^\t dann muß zunächst (pf}mf)=pi 

gelten, da kein quadratischer F a k t o r auftreten kann. I s t (10) überhaupt 
lösbar, dann folgt ferner ei = \. Daraus ergibt sich aber A(pft m') —A(pit m') 
= 1. Insgesamt folgt A(q'} m') 2t+1

1 wobei also t die Anzah l der verschie
denen Primtei ler von q' ist . Sei d(q') die Anzahl aller posit iven Teiler von q'} 

dann g i l t 2t^d(q'). Andererseits besteht die Abschätzung 5 ) 
2 

d(q') ^ ^ / i ö g T o i y ^ 

m i t einer von q' unabhängigen Konstanten yx. Daher erhält m a n schließlich 

A(q,m) ==rA(q',m')^iiy1rq'lozloz«' <^y2rq « > 

wobei y2 von q und m unabhängig i s t 6 ) . 

H I L F S S A T Z 4 7 ) . Voraussetzungen wie in Hilfssatz 2. Dann gilt mit von h 
unabhängigen Konstanten y3 und r: 

( H ) 2 | D
1

( F ) | ^ y 3 h ^ " . 

B E W E I S . W i r haben die Lösungszahl der diophantischen Gleichung 

h2 —4a0a? = m 
bzw. 

h2 — m 
^ — a0 a2 

5 ) Siehe z . B . [ 7 ] , S. 24 , S a t z 5-2. 
2 

6 ) D i e F u n k t i o n x l o g l o g x i s t für x^eß m o n o t o n w a c h s e n d . D a h e r g i l t d i e l e t z t e 
U n g l e i c h u n g für q'^.ee. F ü r d i e e n d l i c h v i e l e n W e r t e 1 < q < ee k a n n d i e U n g l e i c h u n g d u r c h 
V e r g r ö ß e r u n g d e r K o n s t a n t e n erfül lt w e r d e n . T 

7 ) A u f d e m h i e r e i n g e s c h l a g e n e n W e g k a n n a u c h ^ j 7 = = " = " = 7 ^ log log// | 3 e _ 

w i e s e n w e r d e n , w a s a n S t e l l e v o n H i l f s s a t z 2 e b e n f a l l s z u m B e w e i s d e r e n d g ü l t i g e n B e 
h a u p t u n g i m r e e l l e n F a l l a u s r e i c h t . 
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zu vorgegebenen ganzen Zahlen und m m i t — 3 Ä 2 ^ ? « ^ 5 Ä 2 i n ganzen 
\ 

falls ~ w - eine von 0 und ± 1 verschiedene ganze Zahl ist , d . h . falls m=J= A 2 

^ \ h2 — m | 
bzw. w ^ A 2 ± 4 . Setzt man noch j — | =M, dann g i l t zufolge der schon 
oben benutzten Abschätzung 

2 2 4 

d ( ^ i
m ) = (M) ^ n M 1 ^ 1 ^ M ^ y 2 h . 

Daraus folgt 

— A g a0 A 1 u & 1 w — 1 

w # A 2 ± 4 

wobei y 4 wie auch die noch folgenden Konstanten y 5 , y 6 , . . . von Ä unabhängig 
sind. 

Sodann haben w i r die Lösungszahl der Gleichung 

(13) a\ — Aha = m 

unter entsprechenden Voraussetzungen wie oben zu bestimmen. Aus H i l f s 
satz 3 f o lg t : Die Anzahl der Lösungen von (13) m i t — hf^a^h ist kleiner 
oder gleich 

2 

A(4h,m) <: . 

Daraus fo lgt , wenn noch r—r{m) gesetzt w i r d 
2 5Aa 

(u) y 1 _ < ? v Ä logiogÄ v '>') 
— Jt-^a^h ' 1 1 w 1 
- A ^ a <h 

Es bleibt noch die rechts stehende Summe abzuschätzen. Z u vorgegebenem 
t[m) ~k kommen darin höchstens die folgenden Glieder vor : 

5/1* 

2 - * v ^ y . l o g ( * + l ) . 

Daraus folgt 
5A2 3 

2 ^^(4A)y«log(Ä +1) ^y7h.^rogh 

u n d damit erhält man aus (14) 

(15) V ' _ 1 <yJi W"« ' ' 

- Ä g « gA 

Die Abschätzungen (12) und (15) zusammen liefern die Behauptung (11). 
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3. Beweise 
3.1. W i r behandeln zuerst den reellen F a l l und zeigen: 
Zu beliebig vorgegebenem e > 0 hat die Komplementärmenge von 9)^(1-f-e, 2) 

das Maß Null. 
Diese Komplementärmenge ist enthalten i n der Menge 91 der reellen 

Zahlen f , für die die Ungleichung 

(16) \F($)\<h-^1^) ' 

unendlich viele Lösungen i n Polynomen F(x) v o m Grad 2 hat , und es genügt 
daher juffi) =0 zu zeigen. H a t (16) unendlich viele Lösungen, so gibt es auch 
entweder unendlich viele Lösungen F(x) m i t verschiedenen Nullstellen oder 
unendlich viele Lösungen F(x) m i t gleichen Nullstel len. Die Menge der |, für 
die (16) unendlich viele Lösungen m i t verschiedenen Nullstel len besitzt, nennen 
w i r U , die Menge der £, für die (16) unendlich viele Lösungen m i t gleichen 
Nullstellen besitzt, sei SB. D a n n g i l t 9 J = U w * B . 

B E H A U P T U N G . ^ ( U ) = 0 . 

Nach der Bezeichnung von Hilfssatz 1 sei M i n (| | — |, j f — a2|) =-1 f — a A |, 
dann folgt aus Hilfssatz 1 u n d (16): 

(17) | f - « 1 | < y |
2 i | - A - « 1 + " . 

Bezeichnet m a n zu festem h m i t ]Xk die Menge der reellen Zahlen £, zu denen 
es ein OL^CL^ m i t (17) g ib t , so g i l t wegen Hilfssatz 2 

(18) ,«(11,) < Sh 2 " V ^ < y > / j „ 

Der Faktor 8 ergibt sich, weil jedes Polynom zwei Nullstel len hat und die 
Intervallänge aus (17) zweimal genommen werden muß. Für jedes natürliche r 
g i l t offenbar 

CO 

I K u U / , . 
// = /-

CO 

Da die Reihe 2 h~ ( 1 1 2 i ) konvergiert , folgt / . « ( l l j=0 . 
h = l 

B E H A U P T U N G . /X (4S )=O. 

Es mögen jetzt unendlich viele Lösungen F(x) von (16) m i t ocj — a 2 ex i 
stieren. D a n n kann F(x) i n der Form F(x) = a (bx — c)2 geschrieben werden u n d 
für die Höhen h von F(x) u n d hx von bx — c g i l t h^h\. Daher folgt aus (16) 

(19) \!>$-c\ < K ; (i 

Die Menge der reellen Zahlen £, die bei festem hx und (sonst) beliebigem b 
und c diese Gleichung lösen, sei s4>Ai. Dann g i l t offenbar 

(20) /r(* ;„) g 4(2/»! f 1) / / f 2 " 1 « ^ y 1 0 A f " a'>. 
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besitzt (16) unendlich viele Lösungen F(x) = a(bx — c)2, so besitzt auch (19) 
unendlich viele Lösungen bx — c. Wie i m ersten F a l l folgt jetzt ^ ( i 8 ) = o . 
Damit haben w i r ^(äR r ( l + e, 2)) = 1 für jedes e>0 vollständig bewiesen. 

3.2. Der Beweis für fi(d)lk + e, 2)) = 1 für jedes £ > 0 w i r d analog geführt, 
i l und S mögen die analoge Bedeutung wie i m reellen F a l l besitzen. A n Stelle 
von (17) t r i t t j e tz t 2 , _ 9 „ ^ 

Zufolge von Hilfssatz 4 erhält man daraus 

,«(U„) ^ Sn A - * <* + «> 2 ™ F l F ^ y u *" ( 1 + 3 " -
wobei jetzt an Stelle der Interval le bei der Abschätzung von jn(l\h) i n ( 1 8 ) 

2 

Kreise m i t dem Radius y = jt~~z(\ + e) getreten sind. Daraus folgt wieder 

^ ( U ) = 0 . Analog zu ( 1 9 ) g i l t j e tz t 

\b£-c\<Af2 + 
Diese Ungleichung hat aber bei nichtreellem f = f 1 + fcf2 wegen — 
|6f 2 |^|£ 2 | n u r endlich viele Lösungen i n linearen Polynomen bx — c, woraus 
sofort f.i(ty=0 folgt. 

4. Schlußbemerkung 
Es soll hier auf zwei Fragen aufmerksam gemacht werden, die sich i m 

Anschluß an unsere Überlegungen stellen. Zunächst w i r d man fragen, ob sich 
die hier mitgete i l ten Überlegungen auch auf den F a l l n>2 ausdehnen lassen. 
Für Hilfssatz 1 ist das möglich, u n d m a n erhält das folgende Resultat, welches 
eine Verbesserung der entsprechenden Hilfssätze bei I . N . F E L D M A N N 8 ) und 
T H . S C H N E I D E R 9 ) darste l l t : 

Sei F(x) ein ganzzahliges Po lynom v o n einem Grade n^z2 ohne mehrfache 
Nullstellen a l f . . . , a n . D a n n g i l t für jede Zahl f 

Min ( I f - a . D ^ y ^ j - F K « ! , 
m i t 

n (3n - 5) 
y = (n + l ) » - ~ 2 2 " 2 # 

Die Möglichkeit, damit zu einer Verbesserung des i m allgemeinen Falle 
bisher besten Resultates von W . J . L E V E Q U E ZU gelangen, hängt davon ab, 

die Summe V , 1 bzw. V . M ! ,^ , für festen Grad n und feste Höhe h 
^ \\D(F)\ ^ \D(^)\ 

n i c h t t r i v i a l abzuschätzen 1 0 ) . 
Die zweite Frage, die sich hier erhebt, besteht dar in , ob ein zu dem anfangs 

erwähnten Resultat von A . C H I N T S C H I N [1] analoges Resultat auch i m komplexen 
8) [2], L e m m a 5. 
9) [H], S. 78, H i l f s s a t z 18 . 

Zusatz bei der Korr.: Stehe d a z u d i e d e m n ä c h s t i n d e n M a t h . A n n . e r s c h e i n e n d e 
A r b e i t v o n B . V O L K M A N N u n d d e m V e r f . : Z u r M a h l e r s c h e n V e r m u t u n g ü b e r S - Z a h l e n . 
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Falle g i l t . I n dieser Hins icht ist 

n n = 2 ,3,. . . 

zu vermuten . 
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