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Y = β0 + f1(X1) + · · · + fp(Xp) + ε . � ñ��
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{(yi,xi) = (yi, xi1, . . . , xip) , i = 1, . . . , n}
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. . .
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. . .
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n ,
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PêEäÙà/ç�ê���è�äËß � ë�ç��räËì©é%â¡þ ÿPß%ìoêEãÙè7ß¡æ ÿ/þ
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� äÙç��@êEírç�ç��@ß�ìoîbâHãÙäÙàrÞ�ê���ç��@ß
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Φj(x) = (B1j(x), . . . , BKj(x))T .

?



e-þh
PßJá&�¤êEáÍé�äÙàrÞ�ìÍí@î'� â©çÍátâHà@ì&�¤êEáÍé%âHçÍäËêEàÕêEà3ßbâEî��3ê��*ç��@ß
èCâHáÍä£âHÿrãËß¡ì
X1, . . . , Xp

ë�ç��@ßuêEÿ@ìtßJáÍèEâHçÍäËêEà
è7ß¡îJçoêEá

xi

çÍíráÍà@ì�äÙà/çoê�âÒè7ß¡îJçoêEá

zi = (B11(xi1), . . . , Bm1(xi1), . . . , B1p(xip), . . . , Bmp(xip))
T � !%�

= Φ(xi)

ê��&ãËßJàrÞCç��
pK
� � ßJáoß Φ

äËìÔç��@ß*�¤írà@îJçÍäËêEàÕærß��@à@ß¡æ3ÿ�þ=ç��@ß[e�ð¨ì�
rãÙäÙà@ß¡ì"� � �@ßuáoß¡ìÍírãÙçÍäÙàrÞÁæ@âHçtâ�é%âHçÍáÍä
�
êEÿrçtâHäÙà@ß¡æØÿ/þÁç��@ß¸çÍátâHà@ì&�¤êEáÍé%âHçÍäËêEàÕê��

X
�{âEìÅæKäÙé�ßJà@ìÍäËêEà@ì

n× pK
âHà@æ � äÙãÙã¶ÿPß
ærßJà@êEçoß¡æØÿ/þ Z

äÙà
ç��@ß�áoß¡ìÍçuê���ç��@ß9
{â�
PßJá"�U(dà ç��@ß�ß��râHéR
rãËß¡ì�äÙàp1�ß¡îJçÍäËêEà@ì L âHà@æ ? ë � ß�î¡êEà@ìoäËærßJáuç��@ß�é�êCìÍç � äËærßJãÙþ
í@ìoß¡æ=îJírÿräËî[e�ð¨ì�
rãÙäÙà@ß¡ìbë@äN� ß#� � ßÂî'�@ê�êCìtß d = 3

�
� �@ßuß¡ìÍçÍäÙé%âHçÍäËêEà ê�� � ñ�� äËìÃçÍátâHà@ì&�RêEáÍé�ß¡æØäÙà/çoê�ç��@ßuß¡ìÍçÍäÙé%âHçÍäËêEà3ê���ç��@ß pK

ð¨æKäÙé�ßJà@ìÍäËêEà{âHãlè7ß¡îJçoêEá
ç��{âHçÔî¡êEà@ìÍäËìÍçoìÔê���ç��@ßuî¡ê�ß�:%îJäËßJà/çoì

βjk

Ý

βT = (β11, . . . , βK1, . . . β12, . . . , βKp) =
(
βT

(1), . . . ,β
T
(p)

)
.

�¬ìÅß���
rã£âHäÙà@ß¡æÕâHÿPêbè7ßCë@ç��@ß
è7ß¡îJçoêEá
β
ærßJçoßJáÍé�äÙà@ß¡ì¸â�à@êEàrãÙäÙà@ßbâHábë9âEæræKäÙçÍäÙè7ß*�5írà@îJçÍäËêEà

f(x) = β0 +

p∑

j=1

fj(xj) = β0 +

p∑

j=1

K∑

k=1

βkjBkj(xj) = β0 + Φ(x)T β .

�¬ì
Z
äËìÅí@ìÍí{âHãÙãÙþ��räÙÞ#�Kð¨æKäÙé�ßJà@ìÍäËêEà{âHãZë{ç��@ßÂß¡ìÍçÍäÙé%âHçÍäËêEà ê��

β
ÿ�þÁé�äÙàräÙé�äÙå¡äÙàrÞ�ç��@ß�ì�B�í{âHáoß¡æ=ßJáÍáoêEá

1

n

n∑

i=1

(yi − f(xi))
2 =

1

n
‖y − β0 − Zβ‖2

í@ìÍí{âHãÙãÙþÒãËßbâEærì�çoêuêbè7ßJá&�@çÍçÍäÙàrÞ��ba@êEãÙãËê � äÙàrÞ < äÙãËßJáoì � = âHá&� � ñ"!#!#?%� ë � ßÅí@ìoß��RêEá�ßbâEî��%èCâHáÍä£âHÿrãËßÅé%âHà�þÿ{âEìÍäËìV�5írà@îJçÍäËêEà@ìbë&ì_â¡þ
K ≈ 20

ë�âHà@æ ß¡ìÍçÍäÙé%âHçoßÁÿ�þo
jßJà{âHãÙäÙå
âHçÍäËêEà5� � �@ß�äËærßbâ3äËì©çoê2
jßJà{âHãÙäÙåbß�ç��@ß
ìoß¡î¡êEà@æÒærßJáÍäÙèEâHçÍäÙè7ß-ê��{ç��@ßb�5írà@îJçÍäËêEà

f
� < äÙãËßJáoì �A= âHá&� � ñ"!#!#?%� ì��@ê � ç��{âHç�ç��@ßb�¤êEãÙãËê � äÙàrÞ
æKä~ý¶ßJáoßJà@î¡ß
jßJà{âHãÙçdþØçoßJáÍé äËì�â�Þ7ê�ê�æ3â�
�
ráoê"��äÙé%âHçÍäËêEà�ê���ç��@ß*
PßJà{âHãÙç¨þ=êEà3ç��@ßuìtß¡î¡êEà@æ3ærßJáÍäÙèEâHçÍäÙè7ßÂê��

f
ë

P (β) =

p∑

j=1

m∑

k=3

λj(∆
2βkj)

2 .

� �@ß¡ìoß�âHáoß�âHãËìoê�îbâHãÙãËß¡æ ç��@ß�ìoß¡î¡êEà@æ�ð¨êEáoærßJá�æKä~ý¶ßJáoßJà@î¡ß¡ìuê��-âEæHïoâEî¡ßJà/ç*
{âHátâHé�ßJçoßJáoì"� � �@ß�æKä~ýPßJáoßJà@î¡ß
êM
jßJátâHçoêEá

∆2βkj

�{âEìÅç��@ß/�RêEáÍé

∆2βkj = (βkj − βk−1,j) − (βk−1,j − βk−2,j)

= βkj − 2βk−1,j + βk−2,j.

� �@ß=î¡ê�ß�:%îJäËßJà�çoì
λj ≥ 0

î¡êEà/çÍáoêEã¬ç��@ß âHé�êEírà/çÁê��/
PßJà{âHãÙäÙå
âHçÍäËêEà5� � �räËìh
jßJà{âHãÙçdþ çoßJáÍé îbâHà�ÿjß

K



ß��7
ráoß¡ìtìoß¡æØäÙà=çoßJáÍé�ìÔê���âF
jßJà{âHãÙçdþØé%âHçÍáÍä
�
P
� I ßuærßJà@êEçoßÂÿ/þ DK

ç��@ß
(K − 1) × K

é%âHçÍáÍä
�

DK =




1 −1 . . .

. 1 −1 . .

. . . . .

. . . 1 −1




ç��{âHçÔærß��@à@ß¡ìÅç��@ß��@áoìoç�êEáoærßJáÔæKä~ýPßJáoßJà@î¡ß©êM
jßJátâHçoêEá"��1�ßJçÍçÍäÙàrÞ

K2 = (DK−1DK)T DK−1DK ,

� ß�î¡êEà@îJãÙí@ærß�ç��{âHç�ç��@ß*
PßJà{âHãÙç¨þØçoßJáÍé ßiB�í{âHãËì

P (β) =

p∑

j=1

λjβ
T
(j)K2β(j) = βT (∆λ ⊗ K2)β .

� ßJáoß ∆λ
äËì¸ç��@ß

p × p
æKä£âHÞ7êEà{âHã&é%âHçÍáÍä
� î¡êEà/çtâHäÙàräÙàrÞ

λ1, . . . , λp

êEà äÙçoì
æKä£âHÞ7êEà{âHã]âHà@æ
⊗
äËì¸ç��@ß

� áoêEà@ß¡î�_7ßJáF
ráoê�æKí@îJç"� � �@ß%Þ7ßJà@ßJátâHãÙäÙå
âHçÍäËêEà ê��Åç��räËì�é�ßJç��@ê�æ!çoê��räÙÞ#�@ßJá}ð¨êEáoærßJá�æKä~ý¶ßJáoßJà@î¡ß¡ìÒê��-ç��@ß
î¡ê�ß�:%îJäËßJà�çoìÔê���âEæHïÍâEî¡ßJà�çje�ð¨ì�
rãÙäÙà@ß¡ìÅäËìÔìÍçÍátâHäÙÞ#�/ç&�RêEá � âHáoæq� I ß�ìÍäÙéR
rãÙþÁáoß�
rã£âEî¡ß K2

ÿ/þ

Kq = (DK−q+1 . . . DK)T (DK−q+1 . . . DK) .

� ê�ìoíré�é%âHáÍäÙåbßCërç��@ß*
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æ=ãËßbâEìÍçÔì�B�í{âHáoß¡ì�îJáÍäÙçoßJáÍäËêEà��{âEìÔç��@ß/�¤êEáÍé

R̂P (β) =
1

n
‖y − β0 − Zβ‖2 + βT Pβ � ñ"$%�

� äÙç��3ç��@ß�
PßJà{âHãÙç¨þØé%âHçÍáÍä
� P
ærß��@à@ß¡æ�âEì

P = ∆λ ⊗ Kq . � ñCñ��
� �räËìÅäËìÔâ�ìÍþ�é�é�ßJçÍáÍäËîué%âHçÍáÍä
�=ç��{âHç�äËì	
PêCìÍäÙçÍäÙè7ßuìoßJé�äËærß��@àräÙçoß#�

¡ sow&ôFt)uoû'�Hw&ø�sotÅö9õ9û�t)u;v�wXt6xrõ>y�z
ùFtÅö^wXx|{�wX~�ökwXx�x{ûo÷�ô

I ß à@ê � äÙà/çÍáoê�æKí@î¡ß â�Þ7ßJà@ßJátâHã/�5átâHé�ß � êEá�_�çoê î¡êEéÂÿräÙà@ß�DGEH1 � äÙç�� 
PßJà{âHãÙäÙå
âHçÍäËêEà çoßJáÍé�ì�� I ßáoßJé%âHá�_ ç��{âHçuç��räËìuäËì¸à@êEçuãÙäÙé�äÙçoß¡æ çoê=ì�
rãÙäÙà@ßÒçÍátâHà@ì&�RêEáÍé�ß¡æ èCâHáÍä£âHÿrãËß¡ìuêEáuçoêÁç��@ß�ì�
jß¡îJä£âHã&ì��{â�
Pß�ê��
ç��@ß�
jßJà{âHãÙçdþØé%âHçÍáÍä
�

P
ç��{âHçÅäËì�ærß��@à@ß¡æ3äÙà � ñCñ�� �Xa@êEá�ç��räËìÅáoßbâEìtêEàlë � ß*
ráoß¡ìtßJà/ç�ç��@ßuà@ß � é�ßJç��@ê�æäÙà!çoßJáÍé�ìÂê��Ãç��@ß�êEáÍäÙÞCäÙà{âHã-æ@âHçtâØé%âHçÍáÍä
�

X
âHà@æ!êEàrãÙþ ærßJé%âHà@æ�ç��{âHç

P
äËìÂâ=ìoþ�é�é�ßJçÍáÍäËî�é%âHçÍáÍä
�

ìÍí@î�� ç��{âHç
Ip + P

äËì	
PêCìÍäÙçÍäÙè7ß�ærß��@àräÙçoß#�
�¬Þ/âHäÙàlë � ßÂáoß¡ìÍçÍáÍäËîJç¬êEíráoìoßJãÙè7ß¡ìÔçoê�íràräÙèCâHáÍä£âHçoß�áoß¡ì�
PêEà@ìoß¡ì y

�bD�ßJà{âHãÙäÙåbß¡æ2DGE�1��RêEá�éÂírãÙçÍäÙèCâHáÍä£âHçoß
áoß¡ì�
PêEà@ìoß¡ìÒäËì©ÿráÍäËß � þ æKäËìoîJí@ìoìoß¡æ äÙàm1�ß¡îJçÍäËêEà K � I ß�é�ê�æKä
�¤þ�ç��@ßØêM
rçÍäÙé�äÙå
âHçÍäËêEà îJáÍäÙçoßJáÍäËêEà � L%� ê��DGEH1%äÙàÁç��@ß)�RêEãÙãËê � äÙàrÞ � âbþ%� � �@ß6�@áoìÍçÃî¡êEéR
jêEà@ßJà�ç t1 = Xw1

äËìÃærß��@à@ß¡æÁÿ/þ%ç��@ß¬ìoêEãÙírçÍäËêEà=ê��lç��@ß

O




ráoêEÿrãËßJé

âHáÍÞ
max

w

wTXT yyT Xw

wTw + wTPw
. � ñ - �

�¬ìoäÙàrÞ�E²âHÞCátâHàrÞCä£âHà é©írãÙçÍäW
rãÙäËßJáoìbë � ß�êEÿrçtâHäÙà ç��@ßuìoêEãÙírçÍäËêEà

w1 = MXT y � ñ 3 �

� äÙç�� M = (Ip + P )−1 ��1�írÿ@ìoßiB�í@ßJà/ç � ßJäÙÞ#�/çØè7ß¡îJçoêEáoì=âHà@æ�î¡êEéR
PêEà@ßJà/çoì3âHáoß�î¡êEéR
rírçoß¡æ±ÿ�þ
ærß � âHçÍäÙàrÞ

X
âEì�ærß¡ìoîJáÍäÙÿPß¡æ äÙà � K#� âHà@æ ç��@ßJà é%â���äÙé�äÙå¡äÙàrÞ � ñ - � � äÙç�� X

áoß�
rã£âEî¡ß¡æ ÿ�þ
Xi

�](¨à

{âHáÍçÍäËîJírã£âHábë � ß�îbâHà�î¡êEéR
rírçoßÅç��@ß � ßJäÙÞ#��ç]è7ß¡îJçoêEáoì]âHà@æ�î¡êEéR
PêEà@ßJà/çoì�ê���
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æ�DGEH1�ÿ/þ�ìÍäÙéR
rãÙþ
áoß�
rã£âEîJäÙàrÞ

wi = XT
i y
ÿ/þ � ñ 3 � äÙàÕâHãÙÞ7êEáÍäÙç��ré ñ �

I ß�à@ê � 
ráoß¡ìoßJà/ç�áoß¡ìÍírãÙçoì�êEàU
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æFDGEH1Âç��{âHç�âHãÙãËê � í@ì�çoê¬î¡êEéR
rírçoß�äÙçoì*áoßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEàÒè7ß¡îJçoêEáoìß�:%îJäËßJà/çÍãÙþ%�-ü¬êEçoß
ç��{âHç¸âHãÙãláoß¡ìÍírãÙçoìÔêEà+
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æ;DbEH1=âHãËìoêR�@êEãËæ+�¤êEá�êEáoæKäÙà{âHáÍþ+DGEH1=ä
� � ß�î��@ê�êCìoß
P = 0

�GElßJç
T = (t1, . . . , tm) , W = (w1, . . . ,wm) ,

ærßJà@êEçoßuç��@ßué%âHçÍáÍäËî¡ß¡ì¬ê���î¡êEéR
PêEà@ßJà/çoì¸âHà@æ � ßJäÙÞ#��çÔè7ß¡îJçoêEáoì�áoß¡ì�
jß¡îJçÍäÙè7ßJãÙþ%�
��:�?�?!�\��¢8£Y¤�¥[¦R§%¨�©«ªW¬

R = T TX W ∈ R
m×m

ª®­�¯�°%°�¥�©R±�ª�²#ª�§"³T´Mµ�§M¶¸·`¨J¤7§#¨bª®­
rij = tT

i Xwj = 0

ª ¹
i < j

´#©
i + 1 > j º £Y¤�¥V¦�§#¨�©�ª
¬ R

ª®­[ªJµ�»�¥�©�¨�ªN±�¶W¥ ºj¼ ¯Q©�¨J¤�¥�©�¦�´M©�¥�·,¨J¤�¥9½'´M¶¸¯7¦9µ�­F´&¹ T
§#µ�²�¨J¤�¥

½�´M¶¾¯Q¦9µ�­U´�¹
XW

­�°�§Mµ0¨J¤�¥*­�§M¦h¥[­N°�§T½'¥ º
� �räËì�äËì�âHà ß���çoßJà@ìoäËêEà ê��
âÕáoß¡ìÍírãÙç9�RêEá�êEáoæKäÙà{âHáÍþ\DGEH1 ç��{âHç�îbâHà ÿPß8�¤êEírà@æ ß#� Þ�� äÙà = âHàrà@ß

� ñ"!#O%K#� � � �@ß�
ráoê�ê���îbâHà!ÿPßF�¤êEírà@æ�äÙà!ç��@ß%â�
�
PßJà@æKä
�^� I ß�îbâHà�à@ê � ærßJçoßJáÍé�äÙà@ß%ç��@ß�áoßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEàî¡ê�ß�:%îJäËßJà�çoì	�RêEá	
jßJà{âHãÙäÙåbß¡æ2DGEH1k�
¿�<H6�À�69�
2Ð 
2Ð6 �nÁ ¢8£Y¤�¥/Â6¥�µ�§M¶¾ªWÃ�¥�²RÂGÄ�Å�©�¥.³M©�¥«­'­�ª�´Mµ0»M¥�½i¨N´M©9´T±�¨N§MªJµk¥�²S§&¹�¨�¥�©

m
­�¨�¥�°�­[ª�­

β̂
(m)

PPLS = W
(
W TXT XW

)−1
W T XT y . � ñ�PQ�

Æ«µ8°�§M©�¨�ª�½�¯7¶W§M©'·,¨J¤�¥)°�¥�µk§M¶¸ªCÃ�¥�²hÂGÄ�Åp¥«­�¨�ª�¦�§#¨N´#©[ª®­V¨J¤�¥V­�´M¶¾¯7¨�ª.´Mµo´&¹F¨J¤�¥9½�´Mµ�­�¨�©&§#ª�µk¥�²�¦FªJµ�ªJ¦9ªWÃ�§#¨�ª�´#µ
°�©�´T±�¶C¥�¦

min
β

‖y − Xβ‖2

­«¯�±JÇ"¥�½i¨,¨N´
β ∈
­N°�§Mµ

{w1, . . . ,wm} . � ñ"L%�
Â�©�´"´&¹ º)I ß=ærß¡æKí@î¡ß+�5áoêEé ãËßJé�é%â ñ ç��{âHç�ç��@ß=î¡êEãÙíré�à@ì�ê�� Xw

ì�
{âHà ç��@ß ìtâHé�ß=ì�
{âEî¡ß3âEì�ç��@ß
î¡êEãÙíré�à@ìuê��

T
���¸ìjDGE�1ÕäËì¬êEáoæKäÙà{âHáÍþÕãËßbâEìÍçuì�B/í{âHáoß¡ì¸áoßJÞCáoß¡ìoìoäËêEà � äÙç���
ráoß¡æKäËîJçoêEáoì t1, . . . , tm

ë � ß
!



�{â¡è7ß
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�¬ì
AM

äËìuç��@ß9
ráoê�æKí@îJçÂê���ç � ê3ìÍþ�é�é�ßJçÍáÍäËî�é%âHçÍáÍäËî¡ß¡ìÂâHà@æ M
äËì�
PêCìÍäÙçÍäÙè7ß�ærß��@àräÙçoßCë

AM

�{âEìÂâ
áoßbâHãlßJäÙÞ7ßJà@ærß¡î¡êEéR
jêCìoäÙçÍäËêEàlë

AM = UΓU−1 .

I ßuærß��@à@ßuç��@ß*
PêEãÙþ�à@êEé�ä£âHã π è�ä£â�ç��@ß�âHç�é�êCìoç p
ßiB/í{âHçÍäËêEà@ì

π(γi) =
1

γi

.

(¨ç,�RêEãÙãËê � ì�äÙé�é�ß¡æKä£âHçoßJãÙþ=ç��{âHç π(AM ) = A−1
M

� � �räËìÔî¡êEà@îJãÙí@ærß¡ìÔç��@ß*
ráoê�ê��&�

ÑGÒ�ú âfÛ�ÖTàGÛ�ÙjÔ9Û�àGÕqÙ�ØNû�Û�á�Ô9ÕkÖ%×#Ø�ÕqÙjÚ6Û�ÕqÜ�×fÝ�Þ�ßGÕ^Ö%Û�Ü
� �@ßÕî¡êEéR
rírçtâHçÍäËêEà ê��©ç��@ß2
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æ DGEH1±ß¡ìÍçÍäÙé%âHçoêEá3âEì�
ráoß¡ìoßJà/çoß¡æ äÙà âHãÙÞ7êEáÍäÙç��ré - äÙà/è7êEãÙè7ß¡ìé%âHçÍáÍäËî¡ß¡ì¸âHà@æ è7ß¡îJçoêEáoìÔê���æKäÙé�ßJà@ìÍäËêEà

p × p
âHà@æ

p
áoß¡ì�
Pß¡îJçÍäÙè7ßJãÙþ%�	(N��ç��@ß�à�íréÂÿPßJá¸ê��X
ráoß¡æKäËîJçoêEáoì

päËì�è7ßJáÍþ=ã£âHáÍÞ7ßCëjç��räËì¬ãËßbâEærìÔçoêh�räÙÞ#��î¡êEéR
rírçtâHçÍäËêEà{âHã&î¡êCìÍçoì"�6(¨àÕç��räËì¬ìÍírÿ@ìtß¡îJçÍäËêEàlë � ß©ì��@ê � ç��{âHç � ß
îbâHà!áoß�
ráoß¡ìoßJà�çÂç��räËì©âHãÙÞ7êEáÍäÙç��ré äÙà!çoßJáÍé�ìÂê��Åé%âHçÍáÍäËî¡ß¡ìÒâHà@æ è7ß¡îJçoêEáoì©ê��ÅæKäÙé�ßJà@ìÍäËêEà

n × n
âHà@æ

náoß¡ì�
Pß¡îJçÍäÙè7ßJãÙþ%�GElßJç�í@ì�ærß��@à@ß�ç��@ß
n × n

é%âHçÍáÍä
�
KM

è�ä£â

KM = (〈xi,xj〉M ) = XMXT .
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〈x, z〉M = xT Mz .
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