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Y = β0 + f1(X1) + · · · + fp(Xp) + ε . � ñ��
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rãÙäÙà@ß¡ì�çÍátâHà@ì&�RêEáÍé�ß¡æ�æ@âHçtâKë{ç��@ß*
ráoêM
PêCìoß¡æ
â�
�
ráoê7âEî��=äËì�è7ßJáÍþ�Þ7ßJà@ßJátâHãlâHà@æØîbâHà�ÿPß¸âEæ@â�
rçoß¡æÁçoê�êEç��@ßJá�
jßJà{âHãÙçdþ%çoßJáÍé�ìÃêEáÃçoê©êEç��@ßJáÅæKäÙé�ßJà@ìÍäËêEà
áoß¡æKí@îJçÍäËêEà�çoß¡î'�ràräCB/í@ß¡ì©ìÍí@î�� âEì[D&áÍäÙà@îJäW
{âHã,l-êEéR
PêEà@ßJà/çoìF�¬à{âHãÙþ�ìÍäËì��R(¨ç�çÍíráÍà@ìÂêEírç�ç��{âHç�ç��@ß�à@ß �
é�ßJç��@ê�æ�ì��{âHáoß¡ì©âÁãËêEçÂê��	
ráoêM
PßJáÍçÍäËß¡ìÂê��	DGEH1�âHà@æ ç��{âHç�äÙçoìÂî¡êEéR
rírçtâHçÍäËêEà áoßiB�íräÙáoß¡ì�è�äÙáÍçÍí{âHãÙãÙþ�à@ê
ß���çÍátâÃî¡êCìoçoì"� I ßX�räÙÞ#�rãÙäÙÞ#��çoßJà©ç��@ß]îJãËêCìoß&î¡êEàrà@ß¡îJçÍäËêEàÂÿPßJç � ß¡ßJàU
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æ[DGEH1�âHà@æ*
ráoß¡î¡êEà@æKäÙçÍäËêEà@ß¡æãÙäÙà@ßbâHá*ìÍþKìÍçoßJé�ì"�H(¨ç²äËì*âHãÙáoßbâEæKþ[_�à@ê � à©ç��{âHç�DGE�1äËì²ßiB�íräÙèCâHãËßJà/ç�çoê�ç��@ß]î¡êEàEï}írÞ/âHçoß�ÞCátâEæKäËßJà/ç�é�ßJç��@ê�æ
��� ß¡ìoçoßJà@ß¡ì � 1�çÍäËß��¤ßJã ñ"!#L - � â�
�
rãÙäËß¡æ çoê ç��@ß3ìoßJç�ê��¸à@êEáÍé%âHã¬ßiB�í{âHçÍäËêEà@ì%âEìoìoê�îJä£âHçoß¡æ çoê�â�ãÙäÙà@ßbâHááoßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEàm
ráoêEÿrãËßJé�� I ßS
ráoêbè7ß ç��{âHç�
jßJà{âHãÙäÙåbß¡ænDGEH1 î¡êEáÍáoß¡ì�
jêEà@ærì%çoê!â î¡êEàEïqírÞ/âHçoß3ÞCátâEæKäËßJà/çé�ßJç��@ê�æo�¤êEá�â+
ráoß¡î¡êEà@æKäÙçÍäËêEà@ß¡æ ìoßJçÒê��Ãà@êEáÍé%âHãÃßiB�í{âHçÍäËêEà@ìbë � �@ßJáoß%ç��@ßh
ráoß¡î¡êEà@æKäÙçÍäËêEà@ßJá�ærß�
jßJà@ærì
êEà ç��@ßU
PßJà{âHãÙç¨þÕçoßJáÍé��[aríráÍç��@ßJáÍé�êEáoßCë � ß�ì��@ê � ç��{âHçç��räËìà@ß � çoß¡î��ràräCB�í@ß�äËìîJãËêCìoßJãÙþ áoßJã£âHçoß¡æ çoê
ç��@ß�ìtêHð¨îbâHãÙãËß¡æp_7ßJáÍà@ßJãÃçÍáÍäËî'_k� = êEáoßh
ráoß¡îJäËìoßJãÙþ7ë � ß8
ráoêbè7ßØç��{âHçF
jßJà{âHãÙäÙåbß¡æ\DGEH1�äËì�ßiB�íräÙèEâHãËßJà�çÒçoê
êEáoæKäÙà{âHáÍþoDGEH1 í@ìÍäÙàrÞÕâ=Þ7ßJà@ßJátâHãÙäÙåbß¡æ äÙàrà@ßJáV
ráoê�æKí@îJç�ç��{âHç©äËìÂærß��@à@ß¡æ!ÿ�þ ç��@ßR
PßJà{âHãÙç¨þ çoßJáÍé��S(¨à
1�ß¡îJçÍäËêEà@ì L âHà@æ ? ë � ßuäÙãÙãÙí@ìÍçÍátâHçoß©êEíráÅé�ßJç��@ê�æ3êEàÕæKä~ýPßJáoßJà�çÔæ@âHçtâ�ìoßJçoì"�
(dà ç��@ß�áoß¡ìÍç�ê��-ç��@ß9
{â�
PßJábë � ß�áoß¡ìÍçÍáÍäËîJç�êEíráoìoßJãÙè7ß¡ìÂçoê3âÁíràräÙèEâHáÍä£âHçoß�áoß¡ì�
jêEà@ìtß#�R(¨àf1�ß¡îJçÍäËêEà K ë

� ß�ìoçÍáoß¡ìoìÃç��{âHç�ç��@ß�ß��KçoßJà@ìÍäËêEà ê��&êEíráÅé�ßJç��@ê�æ3çoê%âÒéÂírãÙçÍäÙèCâHáÍä£âHçoß�áoß¡ì�
PêEà@ìoßuäËìÅìoçÍátâHäÙÞ#�/ç&�RêEá � âHáoæq�

r sot�ö{õ9û't)u�vSwXt)xrõ>y*zùUtÅö^wXx|{}wX~Åö^wXx�x{ût÷�ô
ElßJç�í@ì�î¡êEà@ìÍäËærßJá�ç��@ßÁÞ7ßJà@ßJátâHãÅãÙäÙà@ßbâHá�áoßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEà\
ráoêEÿrãËßJé�� I ß � âHà/ç�çoê4
ráoß¡æKäËîJç%âÕíràräÙèEâHáÍä£âHçoßáoß¡ì�
PêEà@ìoßèEâHáÍä£âHÿrãËß

Y
í@ìÍäÙàrÞ

p

ráoß¡æKäËîJçoêEá¬èEâHáÍä£âHÿrãËß¡ì

X1, . . . , Xp

ÿ{âEìtß¡æ=êEàÕâU�@àräÙçoß�ìoßJç

{(yi,xi) = (yi, xi1, . . . , xip) , i = 1, . . . , n}

ê���êEÿ@ìtßJáÍèEâHçÍäËêEà@ì"� I ßuìoßJç

X =




xT
1

. . .

xT
n


 ∈ R

n×p, y =




y1

. . .

yn


 ∈ R

n ,

âHà@æ áoßiB�íräÙáoß��RêEá�ìoäÙéR
rãÙäËîJäÙç¨þ�ê���à@êEçtâHçÍäËêEà×ç��{âHçÁÿjêEç��
X
âHà@æ

y
âHáoß î¡ßJà�çoßJáoß¡æq��(�� � ß âEìoìÍíré�ß

ç��{âHç©ç��@ß�áoßJã£âHçÍäËêEà@ì��räW
 ÿPßJç � ß¡ßJàd
ráoß¡æKäËîJçoêEáoì�âHà@æ áoß¡ì�
PêEà@ìoß�äËìÂãÙäÙà@ßbâHábë&ç��räËìÒáoßJã£âHçÍäËêEà@ì��räW
 îbâHà ÿjß
áoß�
ráoß¡ìoßJà/çoß¡æ äÙà3î¡êEéR
{âEîJç)�RêEáÍéÖÿ/þ

y = Xβ + ε .

� ßJáoßCë β äËì*ç��@ß p
ð¨æKäÙé�ßJà@ìoäËêEà{âHãrè7ß¡îJçoêEá�ê��{áoßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEà�î¡ê�ß�:%îJäËßJà/çoì]âHà@æ

ε
äËì*ç��@ß-è7ß¡îJçoêEá�ê��{áoß¡ìoäËæKí{âHãËì"�

I �@ßJà n < p
ë7ç��@ßÔí@ìÍí{âHã{áoßJÞCáoß¡ìtìÍäËêEà%çoê�êEãËì]ìÍí@î'�ÁâEì-êEáoæKäÙà{âHáÍþ�ãËßbâEìÍç�ì'B/í{âHáoß¡ì � g/EH1 � áoßJÞCáoß¡ìtìÍäËêEà
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îbâHàrà@êEçÅÿjß�â�
�
rãÙäËß¡æØçoê�ß¡ìoçÍäÙé%âHçoß
β
ìÍäÙà@î¡ßç��@ß

p × p
î¡êbèCâHáÍä£âHà@î¡ß�é%âHçÍáÍä�

(1/n)XT X � � �räËî'���{âEìátâHà�_�âHçÂé�êCìÍç
n − 1

� äËì©ìoäÙàrÞCírã£âHá"��aráoêEé â=çoß¡î��ràräËîbâHã,
PêEäÙà/ç�ê���è�äËß � ë�ç��räËì©é%â¡þ ÿPß%ìoêEãÙè7ß¡æ ÿ/þ
áoß�
rã£âEîJäÙàrÞ�ç��@ßÃäÙà/è7ßJáoìtßÔê��9ç��@ßÔî¡êbèCâHáÍä£âHà@î¡ßÅé%âHçÍáÍä��ÿ/þ�â¸Þ7ßJà@ßJátâHãÙäÙåbß¡æ�äÙà/è7ßJáoìtß#� � ê � ßJè7ßJábë#�RêEá n < p

ë
g/EH1�í@ìÍí{âHãÙãÙþ��@çoì�ç��@ß¸çÍátâHäÙàräÙàrÞ�æ@âHçtâU
PßJá&�¤ß¡îJçÍãÙþÁâHà@æ�êEà@ß¸îbâHàrà@êEçÅß��7
Pß¡îJç�ç��@ß¸é�ßJç��@ê�æ%çoêF
PßJá&�¤êEáÍé
� ßJãÙã�êEà�âÕà@ß � æ@âHçtâ ìoßJç"�]D�âHáÍçÍä£âHãjElßbâEìÍç817B�í{âHáoß¡ì � DGEH1 � �JI êEãËæ ñ"!%KML ë I êEãËæ ßJç�âHãN� ñ"!#O�PQ� äËìâHà âHãÙçoßJáÍà{âHçÍäÙè7ßÁáoßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEà çoê�êEã � �räËî'� äËìÂé�êEáoßÁâ�
�
ráoêM
ráÍä£âHçoß�äÙà�ç��@ß�îbâEìoß�ê��	�räÙÞ#�rãÙþ!î¡êEáÍáoßJã£âHçoß¡æ

ráoß¡æKäËîJçoêEáoìÔâHà@æ+�räÙÞ#�Kð¨æKäÙé�ßJà@ìÍäËêEà{âHã�æ@âHçtâ��XDGEH1ÁäËì�â�ìoçtâHà@æ@âHáoæ=çoê�êEãk�RêEáÔâHà{âHãÙþ�å¡äÙàrÞ�î��@ßJé�äËîbâHã²æ@âHçtâ
� = âHáÍçoßJà@ì � üâEß¡ì ñ"!#O#!%� ëKâHà@æ�äÙà%áoß¡î¡ßJà�ç�þ7ßbâHáoì
ë�ç��@ß¬ìÍí@î¡î¡ß¡ìoì-ê��YDGEH1��{âEì]ãËßbâEæ�çoê©â�
�
rãÙäËîbâHçÍäËêEà@ìÃäÙàêEç��@ßJá-ìtîJäËßJà/çÍä�{îj�{ßJãËærì�ìoí@î��=âEì`
���þ�ìoäËêEãËêEÞCþ ��� êCìÍäW
{âHãjßJçÃâHãN� - $#$ 3 � êEá]ÿräËêEäÙà��RêEáÍé%âHçÍäËî¡ì � e-êEírãËß¡ìoçoßJä�� 1�çÍáÍäÙé�é�ßJá - $#$#?%� �� �@ß©é%âHäÙà�äËærßbâÁê��`DbEH1 äËì¬çoê�ÿríräÙãËæ êEáÍç��@êEÞ7êEà{âHã�î¡êEéR
jêEà@ßJà�çoì

t1, . . . , tm

�¤áoêEé)ç��@ß�êEáÍäÙÞCäÙà{âHã

ráoß¡æKäËîJçoêEáoì

X
âHà@æÂçoêÔí@ìoß�ç��@ßJé�âEìH
ráoß¡æKäËîJçoêEáoì*äÙà�âÅãËßbâEìoç�ì�B�í{âHáoß¡ì*áoßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEà5� � �@ßJáoßÃâHáoß�æKä~ýPßJáoßJà�ç

DGEH1�çoß¡î��ràräCB�í@ß¡ì�çoê�ß���çÍátâEîJç�ç��@ß¡ìoßØî¡êEéR
PêEà@ßJà/çoìbë-âHà@æ ßbâEî�� ê��Ôç��@ßJé ÞCäÙè7ß¡ì�áÍäËìoß�çoê âÕæKä~ý¶ßJáoßJà/ç
èEâHáÍä£âHà�ç�ê���DbEH1k�X(¨ç�äËì�à@êEç�êEírá%âHäÙé çoê ß���
rã£âHäÙà±âHãÙãÃèEâHáÍä£âHà�çoì�âHà@æ � ß��¤ê�îJí@ì�êEà ç � ê!ê��¬ç��@ßJé��
�Ôà êbè7ßJáÍè�äËß � êEà×æKä~ý¶ßJáoßJà/ç��¤êEáÍé�ìÁê��VDGEH1�îbâHà ÿjß��¤êEírà@æ�äÙà � êCìÍäW
{âHã ��� á'�Hé�ßJá �.- $#$#?%� ���î¡êEéR
jêEà@ßJà�ç%äËì�â ãÙäÙà@ßbâHá�î¡êEéÂÿräÙà{âHçÍäËêEà±ê��ç��@ß3êEáÍäÙÞCäÙà{âHã)
ráoß¡æKäËîJçoêEáoì�ç��{âHçR�@êM
Pß��5írãÙãÙþ áoß � ß¡îJçoì�ç��@ß
áoßJãËßJèEâHà�çÅìÍçÍáÍí@îJçÍíráoß¬ê��lç��@ß¸æ@âHçtâ��GDGE�1�äËì-ìÍäÙé�äÙã£âHáÃçoêVD&áÍäÙà@îJäW
{âHãHl-êEéR
PêEà@ßJà/çoì � ßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEà � D`l � � �� �@ß¬æKä~ý¶ßJáoßJà@î¡ß¬äËì]ç��{âHç,D`l � ß��KçÍátâEîJçoì-î¡êEéR
PêEà@ßJà/çoìÃç��{âHçÃß���
rã£âHäÙà�ç��@ß¬èEâHáÍä£âHà@î¡ß¬äÙà%ç��@ßj
ráoß¡æKäËîJçoêEáèEâHáÍä£âHÿrãËß¡ì � �@ßJáoßbâEì6DGE�1=ß��KçÍátâEîJçoìÔî¡êEéR
PêEà@ßJà/çoì¬ç��{âHç)�{â¡è7ßÒâ�ã£âHáÍÞ7ß�î¡êbèCâHáÍä£âHà@î¡ß � äÙç�� y

� I ß�à@ê ��¤êEáÍé%âHãÙäÙåbß ç��räËì%î¡êEà@î¡ß�
rç"��� ã£âHçoßJà/çØî¡êEéR
PêEà@ßJà/ç
t
äËìÁâ ãÙäÙà@ßbâHá�î¡êEé©ÿräÙà{âHçÍäËêEà

t = Xw
ê��uç��@ß


ráoß¡æKäËîJçoêEá�èEâHáÍä£âHÿrãËß¡ì"� � �@ßÁè7ß¡îJçoêEá
w
äËìÂí@ìoí{âHãÙãÙþ�îbâHãÙãËß¡æ ç��@ß � ßJäÙÞ#�/ç�è7ß¡îJçoêEá"� I ß � âHà/ç�çoê;�@à@æâ3î¡êEéR
PêEà@ßJà/ç � äÙç�� é%â���äÙé%âHãÃî¡êbèCâHáÍä£âHà@î¡ß%çoê y

ë�ç��{âHçÒäËì � ß � âHà�ç�çoê é%â��KäÙé�äÙåbß%ç��@ß�ßJéR
räÙáÍäËîbâHã
ì�B�í{âHáoß¡æ=î¡êbèCâHáÍä£âHà@î¡ß

î¡êbè 2 (Xw,y) = wTXT yyT Xw .

I ß��{â¡è7ßÂçoê�î¡êEà@ìÍçÍátâHäÙà w
äÙà3êEáoærßJá�çoê�êEÿrçtâHäÙà3äËærßJà�çÍä�9âHÿräÙãÙäÙç¨þ7ëPî��@ê�êCìÍäÙàrÞ

max wTXT yyT Xw , � 3 �
ìÍírÿKïÍß¡îJç�çoê

‖w‖ = 1 . � PQ�
�¬ìoäÙàrÞ9E*âHÞCátâHàrÞCä£âHà éÂírãÙçÍäW
rãÙäËßJáoì
ë � ß�î¡êEà@îJãÙí@ærßç��{âHçÔç��@ßuìoêEãÙírçÍäËêEà w1

äËì`�%í�
=çoê�â©ìtîbâHãÙäÙàrÞ9�RâEîJçoêEá
��ßiB/í{âHã²çoê

XT y
�

ElßJç�í@ì�áoßJé%âHá�_Áç��{âHç � 3 � âHà@æ � PQ� âHáoßußiB�íräÙèEâHãËßJà�çÔçoê

max
wTXT yyT Xw

wTw
. � L%�

� �@ßuìoêEãÙírçÍäËêEà ê�� � L%� äËì�êEàrãÙþÁíràräCB/í@ßí�
=çoê%â�ìtîbâHã£âHá"� � �@ßuà@êEáÍé%âHãÙäÙå
âHçÍäËêEàÕê���ç��@ß � ßJäÙÞ#��çÔè7ß¡îJçoêEáoì
w
çoê�ãËßJàrÞCç��

1
äËìÃà@êEç�ß¡ìoìoßJà�çÍä£âHãq�RêEá-ç��@ß*DbEH1=âHãÙÞ7êEáÍäÙç��ré)âHà@æ+DGE�1=âHãÙÞ7êEáÍäÙç��ré�ì�æKä~ý¶ßJáÅäÙà=ç��@ß � â¡þ

ç��@ßJþ!ìoîbâHãËß�ç��@ß � ßJäÙÞ#��ç�è7ß¡îJçoêEáoì�âHà@æ�î¡êEéR
PêEà@ßJà/çoì"�4(¨à ç��räËìF
{â�
jßJábë � ß�
ráoß¡ìoßJà�ç�âHãÙãÅâHãÙÞ7êEáÍäÙç��ré�ì
� äÙç��@êEírç�ç��@ß�ìoîbâHãÙäÙàrÞ�ê���ç��@ßè7ß¡îJçoêEáoìbë@äÙà êEáoærßJá�çoê9_7ß¡ß�
3ç��@ßuà@êEçtâHçÍäËêEà âEì�ìÍäÙéR
rãËß�âEì	
PêCìoìÍäÙÿrãËß#�

P



1�írÿ@ìoßiB�í@ßJà/çÔî¡êEéR
PêEà@ßJà/çoì
t2, t3, . . .

âHáoß�î��@êCìoßJà3ìoí@î��3ç��{âHçÅç��@ßJþØé%â��KäÙé�äÙåbß � 3 � âHà@æØç��{âHç¬âHãÙãî¡êEéR
jêEà@ßJà�çoì
ti

âHáoßÂéÂírçÍí{âHãÙãÙþ êEáÍç��@êEÞ7êEà{âHãN�/(¨à2DGEH1jëjç��@ßJáoß©âHáoßÒæKä~ýPßJáoßJà�ç¬çoß¡î'�ràräCB/í@ß¡ì¸çoê�ß���çÍátâEîJç
ìÍírÿ@ìoßiB�í@ßJà/çØî¡êEéR
jêEà@ßJà�çoìbë¬âHà@æ ßbâEî�� çoß¡î��ràräCB�í@ß�ÞCäÙè7ß¡ìÁáÍäËìoß3çoê â èCâHáÍä£âHà/ç=ê��VDGEH1k� I ß ÿráÍäËß � þäÙà/çÍáoê�æKí@î¡ß�ç � ê3ê���ç��@ßJé��F(¨à ç��@ßÒé�ßJç��@ê�æ îbâHãÙãËß¡æf17( = DGEH1 � ærßR�7êEàrÞ ñ"!#! 3 � ë²êEà@ß�î¡êEéR
rírçoß¡ì��¤êEáç��@ß

i
ç�� î¡êEéR
PêEà@ßJà/çbë

max wTXT yyT Xw ,
ìÍírÿKï}ß¡îJçÅçoê

‖w‖ = 1
âHà@æ

Xw ⊥ tj, j < i .

�ÔãÙçoßJáÍà{âHçÍäÙè7ßJãÙþ7ëKêEà@ß¬îbâHà�ærß � âHçoß¬ç��@ßÔêEáÍäÙÞCäÙà{âHãk
ráoß¡æKäËîJçoêEá�èCâHáÍä£âHÿrãËß¡ì
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ráoê
è7ßJà%è�ä£âäÙà@æKí@îJçÍäËêEà5�
ZßJçtâHäÙãËìÔâHáoßuÞCäÙè7ßJà3äÙà=ç��@ßÂâ�
�
PßJà@æKä�q� I ß�ærßJà@êEçoßuÿ�þ

K(m) = K(m) (AM , bM )

ç��@ßÅì�
{âEî¡ßÅç��{âHç&äËì�ì�
{âHàrà@ß¡æ�ÿ/þÒç��@ß � áÍþ�ãËêbè�ìoßiB/í@ßJà@î¡ß �.- ñ�� � � �räËì]ì�
{âEî¡ßÅäËì�îbâHãÙãËß¡æ%â � áÍþ�ãËêbè�ì�
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PêCìÍäÙçÍäËêEà - âHà@æ ç��@ßF�ZâEîJçuç��{âHçuç��@ß � ßJäÙÞ#��çÂè7ß¡îJçoêEáoìì�
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ñ�P



(¨ç,�RêEãÙãËê � ì	�5áoêEé ç��@ßÂærß��@àräÙçÍäËêEà ê���ç��@ßÂærß � âHçÍäËêEàÕìÍçoß�
=ç��{âHç

XT
my = XT

(
In −Pt1,...,tm−1

)
y = Xt

(
y − ŷ(m−1)
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ŷ(m+1) = ŷ(m) + Pti
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I ßáoß¡îbâHãÙãlç��{âHç	�RêEá k < i

Xi =
i−1∏

j=k

(
In −Ptj

)
Xk =

(
In −Ptk,...,ti−1

)
Xk �.- PQ�

� �@ß�ã£âEìÍç�ßiB/í{âHãÙäÙçdþR�¤êEãÙãËê � ìG�¤áoêEé�ç��@ß)�RâEîJç�ç��{âHç]ç��@ßÔî¡êEéR
PêEà@ßJà/çoì ti

âHáoß�éÂírçÍí{âHãÙãÙþ�êEáÍç��@êEÞ7êEà{âHãN�G(¨à

{âHáÍçÍäËîJírã£âHábë � ß�êEÿrçtâHäÙà

Xi =
(
In −Pt1,...,ti−1

)
X . �.- L%�

Â�©�´"´&¹U´&¹*¶C¥�¦9¦�§�Í º a�äÙáoìÍçÅà@êEçoßç��{âHç �.- L%� äËìÅßiB�íräÙèEâHãËßJà�ç�çoê X = Xj +Pt1,...,tj−1X
�X(dç��¤êEãÙãËê � ì

ç��{âHç

Xwj = Xjwj + Pt1,...,tj−1X wj = tj +

j−1∑

i=1

tT
i Xwj

tT
i ti

ti . �.- ?%�

�¬ì�âHãÙã*î¡êEéR
jêEà@ßJà�çoì
ti

âHáoßé©írçÍí{âHãÙãÙþ3êEáÍç��@êEÞ7êEà{âHãZë

tT
i Xwj =





tT
i ti 6= 0 , i = j

0 , i > j

∗ ,
êEç��@ßJá � äËìoß

.

I ßÃî¡êEà@îJãÙí@ærßÅç��{âHç R äËì�âHà�í�
�
PßJá&çÍáÍä£âHàrÞCírã£âHá�é%âHçÍáÍä� � äÙç��%âHãÙã@æKä£âHÞ7êEà{âHã{ßJãËßJé�ßJà/çoì 6= 0
��a@íráÍç��@ßJá}ð

é�êEáoßCë/äÙç`�RêEãÙãËê � ì`�5áoêEé �.- ?%� ç��{âHçÅâHãÙã{è7ß¡îJçoêEáoì Xwj

âHáoß�ãÙäÙà@ßbâHáÃî¡êEéÂÿräÙà{âHçÍäËêEà@ì�ê��lç��@ß¬î¡êEéR
jêEà@ßJà�çoì
t1, . . . , tj

� � �räËìläÙéR
rãÙäËß¡ì²ç��{âHçlç��@ß&î¡êEãÙíré�à@ì*ê��
XW

âHà@æuç��@ß]î¡êEãÙíré�à@ì²ê��
T
ì�
{âHà�ç��@ß�ì_âHé�ß&ì�
{âEî¡ß#�

a�äÙà{âHãÙãÙþ7ë � ß8�{â¡è7ßÁçoê ì��@ê � ç��{âHç R
äËìÒÿräËæKä£âHÞ7êEà{âHãN� � ê2
ráoêbè7ßÁç��räËìbë � ßØì��@ê � ç��{âHç Xiwj = 0�¤êEá

j < i
� � �@ßØî¡êEà@æKäÙçÍäËêEà

i > j
äÙéR
rãÙäËß¡ì � áoß¡îbâHãÙã �.- PQ��� ç��{âHç Xi = Xj − Ptj ,...,ti−1Xj

âHà@æ
î¡êEà@ìoßiB�í@ßJà/çÍãÙþ

Xiwj = Xjwj −Pt1,...,ti−1Xjwj = tj −Pt1,...,ti−1tj
j≤i−1

= tj − tj = 0 .

� �räËìÅäÙéR
rãÙäËß¡ì�ç��{âHç)�¤êEá
i − 1 > j

tT
i Xwj = tT

i

(
Xi + Pt1,...,ti−1X

)
wj

= tT
i

(
Xiwj + Pt1,...,ti−1Xwj

)

= tT
i

(
Pt1,...,ti−1Xwj

)
= 0 .

Â�©�´"´&¹U´&¹�°k©&´«°�´�«ª�¨�ª�´#µu� º a@êEá i = 1
ë � ß*�{âbè7ß w̃1 = w1

âEì
X1 = X

�Ga@êEá¬âÒÞ7ßJà@ßJátâHã
i
ë � ß*�{âbè7ß

ti+1 = Xi+1wi+1 = (X −Pt1,...,ti
X) wi+1 = Xwi+1 −Pti

Xwi+1 .
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� �@ßÅã£âEìÍç�ßiB�í{âHãÙäÙç¨þR�@êEãËærì]âEì
R = T TXW

äËì&ÿräËæKä£âHÞ7êEà{âHãN�X�¸ìÍäÙàrÞ*�RêEáÍéÂírã£â � ?%� �RêEá�ç��@ß	
ráoêHïÍß¡îJçÍäËêEàêM
jßJátâHçoêEábë@äÙç,�¤êEãÙãËê � ì�ç��{âHç

ti+1 = Xwi+1 − X
w̃iw̃

T
i

w̃T
i XT Xw̃i

XtXwi+1 .

I ßuî¡êEà@îJãÙí@ærß�ç��{âHç

w̃i+1 = wi+1 −
w̃T

i XT Xwi+1

w̃T
i XT Xw̃i

w̃i .

� �@ßáoßJÞCáoß¡ìoìÍäËêEà ß¡ìoçÍäÙé%âHçoßÂâ��5çoßJá
i + 1

ìÍçoß�
@ìÅäËì

Xβ̂
(i+1)

= Pt1,...,ti+1Y

= Xβ̂
(i)

+ Pti+1Y

= Xβ̂
(i)

+ X
w̃i+1w̃

T
i+1

w̃T
i+1X

T Xw̃i+1
XT Y .

� �räËì�î¡êEà@îJãÙí@ærß¡ì�ç��@ß[
ráoê�ê����
Â�©�´"´&¹U´&¹*¶C¥�¦9¦�§z� º	I ßÁí@ìoß�äÙà@æKí@îJçÍäËêEà5�0a@êEá m = 1 � ßh_�à@ê � ç��{âHç w1 = bM

�2a@êEá�â����Kß¡æ
m > 1

ë � ßÂî¡êEà@îJãÙí@ærßU�5áoêEé)ç��@ß�äÙà@æKí@îJçÍäËêEà4�/þ7
jêEç��@ß¡ìoäËìâHà@æ ãËßJé�é%â ñ ç��{âHç¬ßJè7ßJáÍþ=è7ß¡îJçoêEá s
ç��{âHç

ãÙäËß¡ìÅäÙà=ç��@ß�ì�
{âHà3ê��
t1, . . . , tm

äËì�ê���ç��@ß��¤êEáÍé

s = Xv , v ∈
ì�
{âHà

{w1, . . . ,wm} = K(m) . �.- K#�

I ßuî¡êEà@îJãÙí@ærß�ç��{âHç

XT
m+1y = (X −Pt1,...,tmX)T

y = XT y − XTPt1,...,tmy
(27)
= b − XT Xs

âHà@æØç��{âHç
wm+1 = MXT

m+1y = Mb − MAs = bM − AMs ∈ K(m+1) .

(dà�ç��@ß¬áoß¡ìÍçÃê��²ç��@ßuâ�
�
jßJà@æKä�¶ë � ßì��@ê � ç��@ß¸ßiB/íräÙèCâHãËßJà@î¡ßê��Y
PßJà{âHãÙäÙåbß¡æ�DbEH1ÁâHà@æ�ç��@ß/
ráoß¡î¡êEàKð
æKäÙçÍäËêEà@ß¡æ3î¡êEàEï}írÞ/âHçoß�ÞCátâEæKäËßJà/ç¬é�ßJç��@ê�æq�
��:�?�?!��Q5¢��9¥[¤7§#»�¥

N°�§Mµ
{d0, . . . ,dm−1} =

N°�§Mµ
{r0, . . . , rm−1} =

�°�§Mµ
{x1, . . . ,xm} = K(m) .

� �räËì�îbâHà3ÿPß�
ráoêbè7ßJàÕè�ä£âÒäÙà@æKí@îJçÍäËêEà5�
��:�?�?!��+5¢��9¥[¤7§#»�¥

βm =

m−1∑

i=0

〈di, bM 〉M−1

〈di,AMdi〉M−1

di
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Â�©�´"´&¹ º � �räËìÔî¡êEáÍáoß¡ì�
jêEà@ærìÔçoê�ç��@ßuäÙçoßJátâHçÍäÙè7ßÂærß��@àräÙçÍäËêEàÕê�� βm+1

� I ß�êEàrãÙþ��{â¡è7ßÂçoê�ì��@ê � ç��{âHç

〈di, ri〉M−1 = 〈di, bM 〉M−1 .

ü¬êEçoßç��{âHç
ri = b −

i−1∑

j=0

ajAMdj .

�¬ì
di

äËì
AM

ð¨êEáÍç��@êEÞ7êEà{âHã�êEà/çoêÁâHãÙãlæKäÙáoß¡îJçÍäËêEà@ì
dj , j < i

ërç��@ß[
ráoê�ê���äËì�î¡êEéR
rãËßJçoß#�
ü¸ê � � ßuâHáoßuâHÿrãËßçoêF
ráoê�ê��²ç��@ßßiB�íräÙèEâHãËßJà@î¡ßuê��H
jßJà{âHãÙäÙåbß¡æSDGEH1ØâHà@æÁç��@ßî¡êEàEï}írÞ/âHçoßÞCátâEæKäËßJà/ç

é�ßJç��@ê�æq�
Â�©�´"´&¹U´&¹[¨J¤�¥�´M©�¥�¦ðÎ º �¸ì�ç��@ß�ìoßbâHáoî'��æKäÙáoß¡îJçÍäËêEà@ì di

ì�
{âHà�ç��@ß � áÍþ�ãËê
è©ì�
{âEî¡ß
K(m) ë � ß-îbâHà�áoß�
rã£âEî¡ß

ç��@ß�é%âHçÍáÍä�
W
äÙà � ñ�PQ� ÿ�þ!ç��@ß�é%âHçÍáÍä� D = (d0, . . . ,dm−1)

���¸ì�ç��@ßÁìoßbâHáoî'� æKäÙáoß¡îJçÍäËêEà@ì�âHáoß
AM

ð¨êEáÍç��@êEÞ7êEà{âHãZë � ß*�{â¡è7ß

β̂PPLS = D
(
DT AD

)−1
DT b

= D
(
DT M−1AMD

)−1
DT M−1bM

=

m−1∑

i=0

〈di, bM 〉M−1

〈di,AMdi〉M−1

di

âHà@æØç��räËìÔßiB�í{âHãËìÅç��@ß��RêEáÍéÂírã£â�äÙà ãËßJé�é%â ! �
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