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❆❜str❛❝t

❉✉❡ t♦ s❝❛r❝✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ❣r❛❞✉❛t❡s s❤♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡
♣r❡♠✐✉♠ ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t s❡❡♠s q✉✐t❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② t❤❛t ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s
❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❯❙❆ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② r✐s✐♥❣ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭♦✈❡r❛❧❧ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥
❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s✮✳ ❆ s❡❝♦♥❞ s❡❡♠✐♥❣❧② ♣❛r❛❞♦① ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✐s
t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❢❛❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r❛❣❡ ✲
t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣❛r❛❞♦①✳

❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦✛❡rs ❛ s✐♠♣❧❡ ✉♥✐✜❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣✉③③❧❡s ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡
❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✿ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❡❞
♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss r❛✐s❡s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇♦r❦s ✐♥
❢❛✈♦r ♦❢ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✜rst❧② ❣♦❡s
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❜s❡♥❝❡
❢r♦♠ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♦❢ s♦♠❡ ♠♦r❡ ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣❡r q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❤❛r❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❧❡ss ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ tr❛♥s✐t♦r②
s❧♦✇❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ❛ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✐♥❞✉str✐❛❧✐③❡❞
❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❡s s✐♥❝❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❞❡❝❛❞❡s✳ ■♥ t❤❡ ❯❙❆ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡
❣r❛❞✉❛t❡s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦♥t✐♥♦✉s❧② ❛t ❧❡❛st s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✹✵✐❡s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❆✉t♦r✱ ❑❛t③ ❛♥❞
❑r✉❡❣❡r✱ ✶✾✾✽✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t s✉❝❤ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ ♣r❡♠✐✉♠ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs✳ ❇✉t ❛❢t❡r ❛
❞❡❝❛❞❡ ♦❢ ✇❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✶✾✹✵✐❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❯❙❆ ❢♦r ♠❡♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r
✇♦♠❡♥ ❜❡❣❛♥ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ✉♥❡q✉❛❧ ✲ ❛❧❜❡✐t s❧♦✇❧② ❛t ✜rst✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst✱ ✜❢t❤ ❛♥❞
♥✐♥t❤ ❞❡❝❡♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❢✉❧❧t✐♠❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♠❡♥ ✐♥ t❤❡ ❯❙❆✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡
♣r❡♠✐✉♠ ❜❡❤❛✈❡❞ ♠♦r❡ ❝②❝❧✐❝❛❧❧② t❤❛♥ ❡✳❣✳ t❤❡ ❉✾✲❉✶✲❘❛t✐♦✱ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧ ✉♣✇❛r❞ s❧♦♣✐♥❣ tr❡♥❞ ✐s ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✶✳

∗ ❊✲▼❛✐❧✿ ❖❧✐✈❡r◆✐❦✉t♦✇s❦✐❅❧♠✉✳❞❡✳ ■ t❤❛♥❦ ❇❡r♥❤❛r❞ ●✐❧❧✱ ❲♦❧❢❣❛♥❣ P❢❡✉✛❡r✱ ❊❦❦❡❤❛rt ❙❝❤❧✐❝❤t ❛♥❞ ❋❧♦r✐❛♥
❙❝❤✇✐♠♠❡r ❢♦r ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦rs ❛r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s
r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t②✳

✶ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐❝❡✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❜②
❏✉❤♥✱ ▼✉r♣❤② ❛♥❞ P✐❡r❝❡ ✭✶✾✾✸✮✳ ❙♦♠❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s st❡♠ ❢r♦♠ ❉✐◆❛r❞♦✱ ❋♦rt✐♥ ❛♥❞ ▲❡♠✐❡✉① ✭✶✾✾✻✮✱
▼❛❝❤❛❞♦ ❛♥❞ ▼❛t❛ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❆✉t♦r✱ ❑❛t③ ❛♥❞ ❑❡❛r♥❡② ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♣r❡♠✐✉♠ ❛r❡
t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r✐❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
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❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❢✉❧❧t✐♠❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♠❡♥ s✐♥❝❡ ✶✾✻✾❀ ❙♦✉r❝❡✿ ❯✳❙✳ ❈❡♥s✉s ❇✉r❡❛✉✱ ❈✉rr❡♥t P♦♣✉❧❛t✐♦♥
❙✉r✈❡②✱ ❆♥♥✉❛❧ ❙♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥ts ✭♦✇♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❛❜❧❡ P✲✸✽ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡
■❊✲✷✮

▼❛♥② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❯✳❙✳ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❋♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐✲
♥❡♥t ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛r❡ ✐✮ t❤❡ r❡❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✻✵✐❡s✱ ✐✐✮ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞
✉♥✐♦♥ ❞❡♥s✐t② s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s✱ ✐✐✐✮ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠❛r❦❡t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ q✉❛❧✐✜❡❞
❡❝♦♥♦♠✐❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s ❛♥❞ ✐✈✮ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡ss q✉❛❧✐✜❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡
✶✾✽✵✐❡s✷✳ ■♥ s❤❛r♣ ❝♦♥tr❛st t♦ ✇❤❛t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❜❛t❡ ♦❢t❡♥ s✉❣❣❡sts✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝
❢♦r❝❡s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♦❢ ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧✐③❛t✐♦♥✸✳ ❆♥②✇❛②✱
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ❛❧❧ ❢♦✉r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s t❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r ❧❡❛✈❡ ❛ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ r✐s❡ ✐♥ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞✹✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉❡
t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❜❡❝❛♠❡ t❤❡ ♣r✐♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤✐s r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❤❛r❡✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛❥♦r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❛
❝♦♥t✐♥♦✉s s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❢❛✈♦r✐♥❣
❤✐❣❤❡r s❦✐❧❧s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ♥❡❛r❧② ❛❧❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✐t s❡❡♠s q✉✐t❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦♣t ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞s ✭✐❢ ❛t ❛❧❧✮✳ ❇✉t ❛t ❧❡❛st t❤❡r❡ ✐s
s♦♠❡ s✉❣❣❡st✐✈❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛t t❤❡ ✇♦r❦♣❧❛❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s✱ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ♣r❡♠✐✉♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r
s❦✐❧❧s ❢r♦♠ t❤❛t t✐♠❡ ♦♥ ❛♥❞ ❛ s✉♣❡r✐♦r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❤✐❣❤ s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r✐③❡❞
✐♥❞✉str✐❡s ✐♥ t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s ❛♥❞ ✶✾✽✵✐❡s ✲ ❛ t✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✐♥❞✉str✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡✐r s❦✐❧❧
✐♥t❡♥s✐t② ✲ s❡❡♠ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s♣❡❡❞ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s✳
P❡r❤❛♣s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❡❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛r❡ st✉❞✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❡q✉✐♣♠❡♥t
❝❛♣✐t❛❧ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣❡r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② t♦ ❤✐❣❤❡r s❦✐❧❧s ❛♥❞ t❤❛t ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣

✷ ❚❤✐s t✐♠✐♥❣ ✐s ❛ r♦✉❣❤ ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❡❡ ❡✳❣✳ ◆✐❦✉t♦✇s❦✐ ✭✷✵✵✼✮✳
✸ ❙❡❡ ❡✳❣✳ ❑r✉❣♠❛♥ ❛♥❞ ▲❛✇r❡♥❝❡ ✭✶✾✾✸✮ ♦r ❚♦♣❡❧ ✭✶✾✾✼✮✳
✹ ❋♦r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ s❡❡ ❡✳❣✳ ❇❧❛❝❦❜✉r♥✱ ❇❧♦♦♠ ❛♥❞ ❋r❡❡♠❛♥ ✭✶✾✾✵✮✱

❍♦rr✐❣❛♥ ❛♥❞ ▼✐♥❝② ✭✶✾✾✸✮✱ ▼✐s❤❡❧ ❛♥❞ ❇❡r♥st❡✐♥ ✭✶✾✾✹✮✱ ❈❛r❞ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r ✭✶✾✾✺✮✱ ❉✐◆❛r❞♦✱ ❋♦rt✐♥ ❛♥❞
▲❡♠✐❡✉① ✭✶✾✾✻✮✱ ♦r ❚❡✉❧✐♥❣ ✭✷✵✵✸✮✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✉♥✐♦♥ ❞❡♥s✐t② s❡❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❈❛r❞✱ ▲❡♠✐❡✉①
❛♥❞ ❘✐❞❞❡❧❧ ✭✷✵✵✸✮✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ s❡❡ ❡✳❣✳ ●r♦ss♠❛♥ ✭✶✾✽✷✮✱ ❈❛r❞ ✭✶✾✾✵✮✱ ❆❧t♦♥❥✐ ❛♥❞ ❈❛r❞
✭✶✾✾✶✮✱ ▲❛▲♦♥❞❡ ❛♥❞ ❚♦♣❡❧ ✭✶✾✾✶✮✱ ❇♦r❥❛s✱ ❋r❡❡♠❛♥ ❛♥❞ ❑❛t③ ✭✶✾✾✼✮✱ ♦r ❇♦r❥❛s ✭✶✾✾✾✮✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
❣❧♦❜❛❧✐③❛t✐♦♥ s❡❡ ❡✳❣✳ ❇♦r❥❛s✱ ❋r❡❡♠❛♥ ❛♥❞ ❑❛t③ ✭✶✾✾✷✮✱ ❑❛t③ ❛♥❞ ▼✉r♣❤② ✭✶✾✾✷✮✱ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✱
❑r✉❣♠❛♥ ❛♥❞ ▲❛✇r❡♥❝❡ ✭✶✾✾✸✮✱ ❋❡❡♥str❛ ❛♥❞ ❍❛♥s♦♥ ✭✶✾✾✺✮✱ ♦r ❙❧❛✉❣❤t❡r ✭✷✵✵✵✮✳

✷



❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ s❦✐❧❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❛ss✉♠❡❞ ♦♥❡ s❡❝t♦r
❈❊❙✲t②♣❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛ s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❤❛❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐♥❝❡ ✶✾✼✵✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♦r ✇✐t❤✐♥ ❣r♦✉♣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② s✐♥❝❡ t❤❡
✶✾✼✵✐❡s ♠❛② ❛t ❧❡❛st ✐♥ ♣❛rt ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ s❦✐❧❧s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
♠❛② r❡✢❡❝t ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❢❛✈♦r✐♥❣ t❤❡s❡ s❦✐❧❧s✺✳

◆♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣❧② t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛② ♣♦✐♥t t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱
❛♥♦t❤❡r st②❧✐③❡❞ ❢❛❝t ❛♣♣❡❛rs ❤✐❣❤❧② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐✈❡ ✲ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇❞♦✇♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✻✵✐❡s✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❆❣❤✐♦♥ ❛♥❞ ❍♦✇✐tt ✭✷✵✵✺✮ t❤❡ ✭❤♦❞r✐❝❦✲♣r❡s❝♦tt✲✜❧t❡r❡❞✮ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❢❛❝t♦r
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✢✉❝t✉❛t❡s ❛r♦✉♥❞ t✇♦ ♣❡r ❝❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✺✵✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❞ ✶✾✻✵✐❡s✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r
✐t ❜❡❣❛♥ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ❝❛♠❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞ ✶✾✼✵✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥ ✐t ❤❛s r✐s❡♥ ✲ s❧♦✇❧② ❜✉t
st❡❛❞✐❧② ✲ ❜✉t ❤❛s ♦♥❧② r❡❛❝❤❡❞ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t✇♦ ♣❡r ❝❡♥t ❛t t❤❡ t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❧❧❡♥♥✐✉♠✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❧♦ts ♦❢ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝ts✱ s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇❞♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣❛r❛❞♦① ✻✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❡①♣❧❛✐♥s
✇❤② t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ♦❝❝✉r❡❞✱ ✇❤② ✐t ✇❡♥t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❤♦✇ ❛ tr❛♥s✐t♦r② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇❞♦✇♥ ✜ts ✐♥t♦ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠ ❜❡❛rs ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤✐❣❤❡r ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✿ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
♦❢ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞s✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣❡ss ✇♦r❦s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣
q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✲ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❛❜s❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♦❢ s♦♠❡ ♠♦r❡ ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❞✉❡ t♦ ❧♦♥❣❡r ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❤❛r❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❧❡ss ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
♣❛r❛❞♦①✳

❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐ts ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st❛t✐❝s ♦❢ ❛❝✲
❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥ ♦✛❡rs s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❯❙
❡①♣❡r✐❡♥❝❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s ✐♥ s❤♦rt s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ ❛ ✜♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

●❡♥❡r❛t✐♦♥s✱ ❆❜✐❧✐t② ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❊❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❈❤♦✐❝❡

❚♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛ t✇♦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❖▲● ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞✳
❚❤❛t ✐s✱ ✐♥ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞ t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ♦♥❡ ②♦✉♥❣ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❧❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✲ ✐♥ ❡✈❡r②
♣❡r✐♦❞ ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❡♠❡r❣❡s✱ t❤❡ ♦❧❞ ❧❡❛✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ②♦✉♥❣ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♦❧❞✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t
❛❧❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐♥ t❤❡✐r ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡✐r s✐③❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡① ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐❢ ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ❊✈❡r② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts
♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ♠❛ss ♦♥❡✱ ✇❤♦ ♦♥❧② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ✐♥♥❛t❡ ❛❜✐❧✐t②✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❜✐❧✐t② ai > 0 ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a; a] ✐♥ ❡✈❡r②
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s t♦ ♠❛❦❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ ✐ts ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡
❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ei ∈ {H;L}✿ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝♦❧❧❡❣❡ ❣r❛❞✉❛t❡✱ ei = H✱ ♦r ♦♥❡
❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡r✱ ei = L✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r ♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❝♦st✲❜❡♥❡✜t✲str✉❝t✉r❡ ❡♥s✉r❡s✱ t❤❛t t❤❡
♠♦r❡ ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦❧❧❡❣❡ ❛✣♥✐t②✳ ❚❤❛t ✐s✱ ♦♥❧② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❜✐❧✐t② ❛❜♦✈❡ ❛
❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ a⋆ ∈ [a; a]❞❡❝✐❞❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦❧❧❡❣❡ ❣r❛❞✉❛t❡s✿

e∗i =

{

H, ❢ür ai ≥ a∗

L, ❢ür ai < a∗
. ✭✶✮

✺ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ ❧✐♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s❡❡
❆❝❡♠♦❣❧✉ ✭✷✵✵✷✮✳

✻ ❆ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ tr❛❝❡s ❜❛❝❦ t♦ ❘♦❜❡rt ❙♦❧♦✇✬s ❢❛♠♦✉s ❞✐❝t✉♠ ✭◆❡✇ ❨♦r❦ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❇♦♦❦s✱ ❏✉❧② ✶✷✱ ✶✾✽✼✮
✧❨♦✉ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❣❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② st❛t✐st✐❝s✳✧

✸



❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡✱ α✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

α =
a − a∗

a − a
. ✭✷✮

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ❢♦❧❧♦✇ ❛s

aL = 0, 5 · (a + a) − 0, 5 · α · (a − a) ✭✸✮

aH = a − 0, 5 · α · (a − a) . ✭✹✮

Pr♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❲❛❣❡s ❛♥❞ ❊❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❙✐❣♥❛❧✐♥❣

❆s ❑❛t③ ❛♥❞ ❆✉t♦r ✭✶✾✾✾✱ ♣✳ ✶✹✻✺✮ ♣✉t ✐t✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② t✐♠❡❧❡ss q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢
t❤❡ ✇❛❣❡ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ st❡❡♣❡r ✇❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ❣r❛❞✉❛t❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡
✇♦r❦❡rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ❛ st❡❡♣❡r ✇❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ st②❧✐③❡❞
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧② ✜❣✉r❡ ✷ r❡✢❡❝ts✱
t❤❛t ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❜✐❣❣❡r s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ✐s ❡❛r♥❡❞ ✐♥ ❧❛t❡r ♣❡r✐♦❞s ❛s r❡s✉❧t ♦❢
❛ ❢♦r♠❡r ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳ ❚♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s r❡❣✉❧❛r✐t② ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❛t
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡✐r s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❧❡
♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❜♦t❤ ♣❡r✐♦❞s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡
❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♦✛✲t❤❡✲❥♦❜ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛s
♦♥✲t❤❡✲❥♦❜ tr❛✐♥✐♥❣✮✳ ❋✉rt❤❡r ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ❣♦♦❞ y ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❤✐❝❤ ♣r✐❝❡
✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② yi,e,p,t r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤✐s s✐♥❣❧❡
❣♦♦❞ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥♥❛t❡ ❛❜✐❧✐t② ai ∈ [a; a]✱ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ei ∈ {H;L}✱ t❤❡ s❡♥✐♦r✐t②
p ∈ {1; 2} ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt τ ❛t t✐♠❡ t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞

yi,L,1,t = τt · ai ✭✺✮

yi,L,2,t+1 = τt+1 · l · ai ✭✻✮

yi,H,1,t = 0 ✭✼✮

yi,H,2,t+1 = τt+1 · h · ai, ✭✽✮

✇❤❡r❡ l, h > 1 r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✉❡ t♦ ♦♥✲t❤❡✲❥♦❜ ❛♥❞ ♦✛✲
t❤❡✲❥♦❜ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❛❜✐❧✐t② ai ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t ❝♦❧❧❡❣❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❜s♦❧✉t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦r❡
❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❧❡❛✈❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛❞✈❛♥❝❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡❝✐❞❡
✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
s❡❡♠s ❧❡ss ❛❞❡q✉❛t❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❡q✉❛❧✐③✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ♣❡r s❡ ✭s❡❡
❡✳❣✳ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❇♦♦t❤ ❛♥❞ ❩♦❡❣❛✱ ✷✵✵✵✮✳ ❆♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r τt✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦✲
❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ τ ✿

τt+1 = st+1 · τt, ✭✾✮

✇❤❡r❡ st+1 r❡✢❡❝ts t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣❡ss ✭s♦ t❤❛t At+1 = st+1/st−1 ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✮✳

❲✐t❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② yi,e,p,t ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛✐❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r
♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❉❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ✇❡ ❛ss✉♠❡✱ t❤❛t
✜r♠s ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ st❛t✉s ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡

✹



Forgone

Income

Return on 

Educational Investment

Tuition

Fees
Age

Income

Expenditures

College

Non-College

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙t②❧✐③❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦✜❧s ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ✭❛♥ ❛❦✐♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❊❤r❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✶✾✾✹✮

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❝❤❛♥❡❧ t❤❛♥ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❛❣❡s ❛r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❣❡✱ t❤❡ q✉❛❧✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✉s q✉♦✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤✐s ✐♥tr❛♥s♣❡r❛♥❝②✱ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❦❡t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦♦❧✐♥❣ ✇❛❣❡s

wL,1,t = τt · aL ✭✶✵✮

wL,2,t+1 = τt+1 · l · aL ✭✶✶✮

wH,1,t = 0 ✭✶✷✮

wH,2,t+1 = τt+1 · h · aH , ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ aL❛♥❞ aH r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤✐♥ ❜♦t❤ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥
❣r♦✉♣s✳ ❙✉❝❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✇❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛s❦s ❢♦r s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳

❋r♦♠ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♠❛② ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♦♥❧② ✇✐t❤ ♦♥❡ ❦✐♥❞ ♦❢ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥
✇❤② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t♦ ❥✉st✐❢② ♣♦♦❧✐♥❣ ✇❛❣❡s
✇✐t❤✐♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s✱ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❤✐❣❤ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❝♦sts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❛t❤❡r str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ♦♣❡♥ ❛♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧✐♥❣

❝❤❛♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ r❡❛❧ ✇❛❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ q✉❛❧✐✜❡❞ ❛s t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ s✐♥❝❡
t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✮ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳ ❇✉t ❡✈❡♥ ✇✐t❤
♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❧❡❛❞s t♦ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞
❡♥❛❜❧❡s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ t❡♠♣♦r❛r② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇❞♦✇♥✳

❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❛❣❡s ❞❡♣❡♥❞ ✐♥ ♣❛rt
♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❢♦r❝❡✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♣♣❡❛rs ❜❛r❡❧② r❡str✐❝t✐✈❡ ❜✉t ✐s ✐♥
❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❋r❛♥❦✱ ✶✾✽✹✮ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥
❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ▼♦✉rr❡✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❧s♦ ♦✛❡rs ♠❛♥② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s
❢♦r ✇❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✿ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❣r♦✉♣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛② ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✇❛❣❡ str✉❝t✉r❡s
✇✐t❤✐♥ ✜r♠s ✐s t❤❡ ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❧♦✇❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛❝t✐✈✐t② ✭▼✐❧❣r♦♠ ❛♥❞ ❘♦❜❡rts✱ ✶✾✾✷✮
❛♥❞ s❛❜♦t❛❣❡ ✭▲❛③❡❛r✱ ✶✾✽✾✮ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
✇❛❣❡ ♦♥❡ ❣❡ts ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡❛r♥
✭❋r❡② ❛♥❞ ❇❡♥③✱ ✷✵✵✶✮✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ✇❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t

✺



✇❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠❡❡ts t❤❡ ❢❛✐r♥❡ss✲♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❢♦r❝❡✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭▲❡✈✐♥❡✱ ✶✾✾✶✮✳ P❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❡❧❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❣r♦✉♣
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛② ❛♠♦♥❣ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ✐s✱ t❤❛t t❤✐s r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥❞✉❝❡s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ♠✉t✉❛❧
♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇♦r❦❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❑❛♥❞❡❧ ❛♥❞
▲❛③❡❛r✱ ✶✾✾✷✮✳ ❆t ❧❡❛st ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♠♣❧♦②❡❡s ❤❛✈❡ ❛♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s✬ ❡✛♦rts✳

❚❤❡ ❈♦st✲❇❡♥❡✜t✲❙tr✉❝t✉r❡

▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✲ t❤❛♥ ♣♦♦❧✐♥❣ ✇❛❣❡s ✲ ✐s t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐♥
❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦♥✲t❤❡✲❥♦❜ tr❛✐♥❡❞ ✇♦r❦❡r ✇❤♦ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧t✐② t❤❛♥ ❛♥② ❝♦❧❧❡❣❡
✇♦r❦❡r✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ❛❜❧❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s ❤✐s ❝♦❧❧❡❣❡ ❛✣♥✐t②✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s q✉✐t❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿ ❋✐rst❧② ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t②
♠❛② ♥♦t ♦♥❧② r❡✢❡❝t ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❜✉t ♠❛② ❛❧s♦ ❣♦ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣t✐t✉❞❡
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r r❡t✉r♥s ♦♥ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❙❡❝♦♥❞❧② ♠♦r❡ ❛❜❧❡ ♣❡♦♣❧❡ ♠❛②
s✐♠♣❧② ♣r❡❢❡r ❤✐❣❤❡r ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ♠♦r❡ ❛❜str❛❝t t❛s❦s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡q✉✐r❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
❡❞✉❝❛t✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❡r② ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❍❡❝❦♠❛♥✱ ▲♦❝❤♥❡r ❛♥❞ ❚♦❞❞ ✭✷✵✵✺✮
t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ♠♦t✐✈❡✳ ❚❤❡② ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✭♣✳ ✶✷✶✮
t❤❛t

✏Ps②❝❤✐❝ ❝♦sts ♣❧❛② ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ▼♦r❡ ❛❜❧❡ ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ♣s②❝❤✐❝ ❝♦sts ♦❢
❛tt❡♥❞✐♥❣ ❝♦❧❧❡❣❡✳✑

❆❧s♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ s✉❜s✉♠❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ✏♣s②❝❤✐❝ ❝♦sts✑✿ ❆ ❤✐❣❤❡r t✐♠❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡ss ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦st❧② tr❛♥s❢❡r ♦❢ t♦♠♦r♦✇✬s ✐♥❝♦♠❡ ✐♥t♦
t♦❞❛②✬s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭❞✉❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦♥ ❜♦rr♦✇✐♥❣ t❤❛♥ ♦♥ ❧❡♥❞✐♥❣✮ s❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛
❤✐❣❤❡r ❝♦❧❧❡❣❡ ❛✣♥✐t② ♦❢ ♠♦r❡ ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭✜❣✉r❡ ✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜✐❧✐t✐❡s a > a✮✳

❚❤❡ ❈♦st✲❇❡♥❡✜t✲❙tr✉❝t✉r❡

▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✲ t❤❛♥ ♣♦♦❧✐♥❣ ✇❛❣❡s ✲ ✐s t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❞✐❝❛t❡❞
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦♥✲t❤❡✲❥♦❜ tr❛✐♥❡❞ ✇♦r❦❡r
✇❤♦ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧t✐② t❤❛♥ ❛♥② ❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡r✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ♠♦r❡ ❛❜❧❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s ❤✐s ❝♦❧❧❡❣❡ ❛✣♥✐t②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛t
❧❡❛st t❤r❡❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s q✉✐t❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿ ❋✐rst❧② ❛
❤✐❣❤❡r ❛❜✐❧✐t② ♠❛② ♥♦t ♦♥❧② r❡✢❡❝t ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❜✉t ♠❛② ❛❧s♦ ❣♦ ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣t✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r r❡t✉r♥s ♦♥ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✲
✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❙❡❝♦♥❞❧② ♠♦r❡ ❛❜❧❡ ♣❡♦♣❧❡ ♠❛② s✐♠♣❧② ♣r❡❢❡r ❤✐❣❤❡r ❡❞✉❝❛t✐♦♥
♦r t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ♠♦r❡ ❛❜str❛❝t t❛s❦s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡q✉✐r❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡❞✉❝❛✲
t✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❡r② ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❍❡❝❦♠❛♥✱ ▲♦❝❤♥❡r
❛♥❞ ❚♦❞❞ ✭✷✵✵✺✮ t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤✐s s❡❝♦♥❞
♠♦t✐✈❡✳ ❚❤❡② ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✭♣✳ ✶✷✶✮ t❤❛t

✏Ps②❝❤✐❝ ❝♦sts ♣❧❛② ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ▼♦r❡ ❛❜❧❡ ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡
❧♦✇❡r ♣s②❝❤✐❝ ❝♦sts ♦❢ ❛tt❡♥❞✐♥❣ ❝♦❧❧❡❣❡✳✑

❆❧s♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ s✉❜s✉♠❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ✏♣s②❝❤✐❝ ❝♦sts✑✿
❆ ❤✐❣❤❡r t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡ss ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦st❧②
tr❛♥s❢❡r ♦❢ t♦♠♦r♦✇✬s ✐♥❝♦♠❡ ✐♥t♦ t♦❞❛②✬s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭❞✉❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡r❡st
r❛t❡ ♦♥ ❜♦rr♦✇✐♥❣ t❤❛♥ ♦♥ ❧❡♥❞✐♥❣✮ s❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦❧❧❡❣❡ ❛✣♥✐t② ♦❢
♠♦r❡ ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭✜❣✉r❡ ✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❛❜✐❧✐t✐❡s ✮✳

e =Lie =Hi

ID for a =j  a

ID for a =i  a

consumption tomorrow

consumption today

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ❞✉❡ t♦ ✐✮ ✐♠♣❡r❢❡❝t
❝❛♣✐t❛❧ ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ ✐✐✮ ❤✐❣❤❡r t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡ss ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳
❚❤❡ ❦✐♥❦❡❞ ❜✉❞❣❡t ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ ♦♥✲t❤❡✲❥♦❜ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ r❡✢❡❝t ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡r❡st
r❛t❡s ♦♥ ❜♦rr♦✇✐♥❣ t❤❛♥ ♦♥ ❧❡♥❞✐♥❣✳

✽

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ❞✉❡ t♦ ✐✮ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❝❛♣✐t❛❧ ♠❛r❦❡ts ❛♥❞
✐✐✮ ❤✐❣❤❡r t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡ss ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤❡ ❦✐♥❦❡❞ ❜✉❞❣❡t ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ ♦♥✲t❤❡✲❥♦❜
tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ r❡✢❡❝t ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ♦♥ ❜♦rr♦✇✐♥❣ t❤❛♥ ♦♥ ❧❡♥❞✐♥❣✳

✻



■♥st❡❛❞ ♦❢ ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦❧❧❡❣❡ ❛✜♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❜❧❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❞✐s❝♦✉♥t❢❛❝t♦r c (α) ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛❣❡♥t✿

Ue (α) =

{

WL (α) , if e = L
c (α) · WH (α) , if e = H

, ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ WL❛♥❞ WH r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡ t✐♠❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐✜❡❞
❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❢✉♥❝t✐♦♥ c (α)

c′ (α) < 0; limα→0 c (α) = ∞; c (1) = 0

❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs✱ α✱ ♦♥❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚♦ ❦❡❡♣ t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ❡❛s② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ③❡r♦✳ ❲✐t❤ (9) − (13) t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

WL = (1 + s · l) · aL · τt ✭✶✺✮

WH = s · h · aH · τt. ✭✶✻✮

❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡ ❆♥❛❧②s✐s

❚❤❡ s❡t✉♣ ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r ❛❧r❡❛❞② ❛❧❧♦✇s ❢♦r s♦♠❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡✱ α⋆✱ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ✇❤❡♥ ❡✈❡r②❜♦❞②✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s r❛t✐♦♥❛❧ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢
❛❧❧ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛❣❡♥t ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❦✐♥❞ ♦❢ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥s✿

UH (α∗) = UL (α∗)

⇔

s · h · τt · aH (α∗) · c (α∗) = (1 + s · l) · τt · aL (α∗) . ✭✶✼✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞❡✜♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❢✉♥❝t✐♦♥ c (α)
❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥t❡r✐♦r ❛♥❞ st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ 0 < α⋆ < 1 t♦ ❡①✐st✼✳
❙t❛❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡s ∂UH

∂α
< ∂UL

∂α
✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ UH (α∗) = UL (α∗)✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ s♠❛❧❧ ❞❡✲

✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ α∗ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❉✉❡ t♦ UH (α = 1) = 0✱ limα→0 UH = ∞✱
UL (α = 1) > 0✱ UL (α = 0) < ∞ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ st❡❛❞② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ UL ❛♥❞ UH

❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ UH (α∗) = UL (α∗) ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❡①✐sts✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉rt❤❡r
❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❢✉♥❝t✐♦♥✳

❇✉t ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ c (α) ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦❧❧❡❣❡
s❤❛r❡ α∗ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤✐s ✇❡ ✜rst ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ αS ✿ ■❢
✇❛❣❡s ✇♦✉❧❞ ❡q✉❛❧ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞✐st♦rt❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐♥❝♦♠❡ ✇♦✉❧❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✿

WL = yi,L,1,t + yi,L,2,t+1 ✭✶✽✮

WH = yi,H,2,t+1. ✭✶✾✮

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✺✮ ✲ ✭✾✮✱ ✭✶✹✮✱ ✭✶✽✮ ❛♥❞ ✭✶✾✮ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ UH

(

αS
)

= UL

(

αS
)

✐♠♣❧✐❝✐t❧②
❞❡✜♥❡s t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡✿

s · h · τt · c
(

αS
)

= (1 + s · l) · τt. ✭✷✵✮

✼ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❡♥s✉r❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐❧❧✉str❛t✐♦♥s t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ❜✉t ❛❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳

✼



❋r♦♠ ✭✶✼✮ ❛♥❞ ✭✷✵✮ ✇❡ ❣❡t

c (α∗)

c (αS)
=

aL (α∗)

aH (α∗)
< 1 ✭✷✶✮

✐♠♣❧②✐♥❣

α∗ > αS . ✭✷✷✮

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s s✐♠♣❧❡✿ ❉✉❡ t♦ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛❣❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢❡r✐♦r ❛❜✐❧✐t② ✐♥
❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❡①❡rt ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ♦♥ t❤♦s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ❛ s✉♣❡r✐♦r ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ ❞❡❣r❡❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥
♦♥❡ ❞✐s♣♦s❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ❛❜❧❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤♦s❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
❛❜✐❧✐t② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛r❡ s✉❜s✐❞✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦st ❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st
❛❜✐❧✐t② ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣❛②s ❢♦r ✐ts❡❧❢✱ ❜✉t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❞✐st♦rt✐♦♥s✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❜② r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ✭✶✼✮ t♦

WH

WL

=
1

c (α)
. ✭✷✸✮

❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝♦st ❢❛❝t♦r ♦r t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❞✐s❝♦✉♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ♠♦♥❡t❛r② ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛
❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡r✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s WH

WL
≥ 1

c(α) t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛❣❡♥t ✇✐❧❧ ❢❛✈♦r ♦✛✲t❤❡✲❥♦❜ tr❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧❧②

r❡❧❡✈❛♥t r❡t✉r♥ ♦♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ yi,H,1,t+yi,H,2,t+1

yi,L,1,t+yi,L,2,t+1
✱ ❡q✉❛❧s s·h

1+s·l
❛♥❞ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ r❡t✉r♥ WH

WL
✱

✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❤✐❣❤ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✮✳ ❚✉t✐♦♥ ❢❡❡s ♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ t❛①❡s ❛♣♣❡❛r
❛s ♥❛t✉r❛❧ ❞❡✈✐❝❡s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐st♦rt✐♦♥✳

1

sh/(1+sl)

W /WH L

1/c

0 a
S

a*
a

[2 /( + )]

sh/(1+sl)

a ×a a

[ /2 ]

sh/(1+sl)

×( + )a aa

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡

❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❙t❛t✐❝s ♦❢ ❆❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ Pr♦❣r❡ss

●✐✈❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r♦❣r❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ■♠♣❧✐❝✐t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✼✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞
s♣❡❡❞ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss s ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ α✿

✽



10 a
SI

a*I
a

a
SII

a*II

Ds>0

Ds>0

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡

∂α∗

∂s
= −

∂UH

∂s
− ∂UL

∂s
∂UH

∂α∗
− ∂UL

∂α∗

. ✭✷✹✮

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡
s❤❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✿ ❋r♦♠ ✭✸✮✱ ✭✹✮✱ ❛♥❞ ✭✶✵✮ ✲ ✭✶✹✮ ❢♦❧❧♦✇s✱ t❤❛t
∂UH

∂α∗
, ∂UL

∂α∗
< 0✳ ❙t❛❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡s ∂UH

∂α
< ∂UL

∂α
✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♦♥❧② ❧❡❢t t♦ s❤♦✇✱ t❤❛t ∂UH

∂s
− ∂UL

∂s
> 0✳ ❚❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ UH (α∗) = UL (α∗) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

sA = B + sC ✭✷✺✮

✇✐t❤ A = h · τt · aH · c > 0✱ B = τt · aL > 0 ❛♥❞ C = l · τt · aL > 0✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② ✐t ❢♦❧❧♦✇s ∂UH

∂s
= A >

C = ∂UL

∂s
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ∂α∗

∂s
> 0 ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ◆♦t ♦♥❧② t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦

t❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠

∂
(

yi,H,1,t+yi,H,2,t+1

yi,L,1,t+yi,L,2,t+1

)

/∂s > 0 ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✮✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❛❣❛✐♥ ✈❡r② s✐♠♣❧❡✿ ❲❤✐❧❡ ♦♥✲t❤❡✲❥♦❜ tr❛✐♥❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡
✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❜♦t❤ ♣❡r✐♦❞s✱ ♦✛✲t❤❡✲❥♦❜ tr❛✐♥❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞s
✐t ✇♦r❦s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❝♦❧❧❡❣❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣r♦❣r❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐♥❝♦♠❡s WH

WL
✭❛s ✜❣✉r❡ ✺ ♦❜✲

✈✐♦✉s❧② r❡✢❡❝ts✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇❡ ❞❡✜♥❡
t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛s ω ≡

wH,2,t+1

wL,2,t+1
= h·aH

l·aL
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

∂ω

∂s
=

h

l
·

(

∂aL

∂α
· ∂α

∂s
· aL − ∂aH

∂α
· ∂α

∂s
· aH

(aL)
2

)

.

❉✉❡ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ∂aL

∂α
= ∂aH

∂α
< 0✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈❡s

∂ω

∂s
=

h

l
·

(

∂aL

∂α
· ∂α

∂s
· (aL − aH)

(aL)
2

)

> 0. ✭✷✻✮

✾



❆ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❡①♣❧❛✐♥s t❤✐s r❡s✉❧t✿ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r♦❣r❡ss r❡✢❡❝ts t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ♠♦st ❛❜❧❡ ♦♥✲t❤❡✲❥♦❜ tr❛✐♥❡❞ ✇♦r❦❡rs ♥♦✇ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♦✛✲t❤❡✲
❥♦❜ tr❛✐♥❡❞ ❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❞❡❝r❡❛s❡s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❜♦t❤ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✭♦r ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡✮ t❤✐s
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❜✐❧✐t② ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣s ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮
✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ ∂aL

∂α
= ∂aH

∂α
< 0 ❛♥❞ aH − aL = 1

2 (a − a) = const. ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✮✱ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
✐s ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ✲ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛❧ ❧♦✇❡r ✭❛✈❡r❛❣❡✮ ❛❜✐❧✐t② ✲ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡❛❞s t♦ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

✸ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❯❙ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s

❖✉r ♠♦❞❡❧ ♥♦t ♦♥❧② ♦✛❡rs ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ❢♦r
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❯✳❙✳ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❜✉t ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇❞♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧
✇❛❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ♣✉r❡❧②
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ tr❛♥s✐t♦r② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ r❛t❡✽✿ ❋✐rst❧② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜rst✲♣❡r✐♦❞✲
❛❜s❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜♦✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐❢
t❤❡② ❤❛❞ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ✲ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ t❤❡② ❤❛❞ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst
♣❡r✐♦❞ ❛❧r❡❛❞②✳ ❙❡❝♦♥❞❧② ♦✛✲t❤❡✲❥♦❜ tr❛✐♥✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❧❡ss ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ t❤❛♥ ♦♥✲t❤❡✲❥♦❜ tr❛✐♥✐♥❣ ✭h < l✮✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs t❡♥❞s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛❧s♦
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✳ ■❢ ♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❧❡❛❞s t♦ ❛ tr❛♥s✐t♦r② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇❞♦✇♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
✇❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ❛❧❧♦✇s ❢♦r r❡❛❧ ✇❛❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧
❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✉❡ t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✾✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♥❞ t❤❡r❡❜② r❡❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ❯❙
❡①♣❡r✐❡♥❝❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ ♥✐♥❡ ♣❡r✐♦❞s ✭t ∈ [1; 9]✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①✲
♣❡❝t❛t✐♦♥s✶✵✱ ✉s❡ a = 0, 01❀ a = 1❀ h = 1, 2 ❛♥❞ l = 1, 7 ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧②
c = 1 − 0, 635 · exp

{

1 − α−1
}

❛s ❞✐s❝♦♥t❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛❣❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛
❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ♣❡r✐♦❞s✱ st = 1, 01 ❢♦r t ∈ [1; 4]✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
t✇♦ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ✭❡①♦❣❡♥♦✉s✮ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ s5 = 1, 012 ❛♥❞ s6 = 1, 014✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❝♦♥st❛♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ t❤❡r❡❛❢t❡r✱ st = 1, 014 ❢♦r t ∈ [7; 9]✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦
sq✉❛r❡s ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺ r❡✢❡❝t t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐♠✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s t❤❡
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ ✜❢t❤ ♣❡r✐♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣❡r✐♦❞ ✭❢r♦♠ ❧❡ss t❤❛♥ ✹✶✪ t♦ ♦✈❡r ✹✷✪ ✲ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡
❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ✷ t♦ ✻✮✳
❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✐①t❤ ♣❡r✐♦❞ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ ✐♥ t❤❡
✜❢t❤ ♣❡r✐♦❞ t♦ ♦✈❡r ✹✺✪✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ st❛②s ❝♦♥st❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ st ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ st❛② ❝♦♥st❛♥t ❛❢t❡r✇❛r❞s✳

✽ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭♦❢ ❛❧❧ ❛❝t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs ♦❢ ♦♥❡
♣❡r✐♦❞✮ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳

✾ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡❛❧ ✇❛❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧❡ss q✉❛❧✐✜❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s ❛♣♣❡❛r ♣✉③③❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Y = [(l · L)ρ (h · L)ρ]
1
ρ ✱

✇❤❡r❡ H ❛♥❞ L r❡✢❡❝t t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ s❦✐❧❧❡❞ ✭♦r ❝♦❧❧❡❣❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡✮ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ✇❤❡r❡ h ❛♥❞ l r❡✢❡❝t
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ △h > 0✱ ❧❡❛❞s
t♦ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡❛❧ ✇❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡ss q✉❛❧✐✜❡❞ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ✷✵✵✷✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♦✉r
♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❜♦t❤ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣s✱ ✇❛❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡
♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥ ✳ ❇✉t t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t r❡❛❧ ✇❛❣❡ ❧♦ss❡s ♦♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦♥❡
❛t ❧❡❛st ♥❡❡❞s s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✇❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳

✶✵ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s❡❡♠s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢
❛❞❛♣t✐✈❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝✳

✶✵



-1.5%

-1.0%

-0.5%

0.0%

0.5%

1.0%

1.5%

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Speed of the Technological Progress

  GNP Growth Rate (Extensive)

Total Factor Productivity Growth Rate

College Share

0.4

0.41

0.42

0.43

0.44

0.45

0.46

2 3 4 5 6

0.925

0.95

0.975

1

1.025

1.05

4 5 6 7 8 9

0.94

0.97

1.00

1.03

2 3 4 5

 Wages depending on qualification and seniority

(normalized to 1  in t=2 (top) and in t=4  (bottom))

wH, 2

wH, 2 wL, 2 wL, 1

wL, 1wL, 2

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❯❙ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✿ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇✲
❞♦✇♥✱ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❧ ✇❛❣❡ ❧♦ss❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ q✉❛❧✐✜❡❞

■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ t❤✐s ♥♦t ♦♥❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✇❤✐t❡
❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉t ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✹ ❛♥❞ ✺
✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✮✳ ❚❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡✛❡❝ts✿ ■♥ t = 4 t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❢❡✇ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❤❛❞ t❤❡② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡
♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡✐r ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❛❧r❡❛❞②✳ ■♥ t = 5 t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇❞♦✇♥ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡
✐✮ ❛❣❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ❛❜♦✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ♦✛✲
t❤❡✲❥♦❜ ❛♥❞ ✐✐✮ ❛ ❜✐❣❣❡r s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✇ ❡❧❞❡r❧② ✐s ❧❡ss ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤❛❞ t❤❡②
❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ h < l✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❡✛❡❝t ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❦❡❡♣s r♦✉❣❤❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ t = 5 t♦ t = 6✿ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡
✇♦r❦❡rs r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ s✐①t❤ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❡✛❡❝t ✲ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❜s❡♥❝❡
❢r♦♠ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♦❢ ❛❜♦✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣❡r q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✲ ❞♦❡s
♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s✐①t❤ ♣❡r✐♦❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ②♦✉♥❣❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❜❡❝♦♠❡
❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs st❛②s ❝♦♥st❛♥t ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞ ✺ ♦♥✇❛r❞s✳ ❙♦ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✹ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ❡✛❡❝t ♦❝❝✉rs✱ ✐♥
♣❡r✐♦❞ ✺ ❜♦t❤ ❡✛❡❝ts ❛♣♣❡❛r✱ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✻ ♦♥❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t ✐s ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞ ✼ ♦♥✇❛r❞s ❜♦t❤
❡✛❡❝ts ✈❛♥✐s❤ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss
✭❛s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♣❡r✐♦❞s ✶ t♦ ✸✮✳

❇❡s✐❞❡ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ❛❧s♦ r❡✲
♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❯❙ ✇❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✮✿ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✇❛❣❡s ♦❢ ❜♦t❤
❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s r✐s❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞ ✷ t♦ ✸ t❤❡ r❡❛❧ ✇❛❣❡ ✐s
r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞ ✸ t♦ ✹✳ ❚❤✐s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛r❡ ✐❧✲
❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✱ ✇❤❡r❡ wH,2 st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✇❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❞❡r❧② ❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs✱
✇❤❡r❡ wL,2 st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✇❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❞❡r❧② ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ✇❤❡r❡ wL,1 st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✇❛❣❡

✶✶



♦❢ t❤❡ ②♦✉♥❣ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs✳ ❆❧❧ ✇❛❣❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✷✳ ❚❤❡ ✇❛❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ②♦✉♥❣ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✹ r❡✢❡❝ts ❛ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞
❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ②♦✉♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✲ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✺✳ ❚❤❡ ✇❛❣❡s
♦❢ t❤❡ ♦❧❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ st✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞ ✸ t♦ ✹ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤✐s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✺✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✭✐♥ t = 6✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ ✐♥
♣❡r✐♦❞ ✺ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ✇❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ②♦✉♥❣ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ❞❡❝❧✐♥❡ ❛❣❛✐♥✳ ❇✉t ❛❧s♦
t❤❡ ✇❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦❧❞❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs❡ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✺ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞✳ ❚❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r✱ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐♥
♣❡r✐♦❞s ✺ ❛♥❞ ✻✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ♣❡r✐♦❞s ✹ ❛♥❞ ✺✱ ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛
r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✹ t♦ ✻ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇❛❣❡
r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ ♣❡r✐♦❞s ✹ ❛♥❞ ✺✳

❋r♦♠ ♣❡r✐♦❞ ✺ t♦ ✻ t❤❡ ✇❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦❧❞❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥ ❞❡❝❧✐♥❡ ✭❛♥❞ ❞✐s♣❡rs❡✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ②♦✉♥❣ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ❜❡❣✐♥ t♦ r✐s❡ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ ✻
✭✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✲ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛♣♣❡♥s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ②♦✉♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❦❡❡♣s ❝♦♥st❛♥t ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞ ✺ t♦ ✻ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞
s♣❡❡❞ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❢r♦♠ ♣❡r✐♦❞ ✻ t♦ ✼✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛❧s♦
r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❡r✐♦❞s ❛❧❧ ✇❛❣❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❡q✉❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r♦❣r❡ss ❢r♦♠ t❤❡ ✻t❤ ♣❡r✐♦❞ ♦♥✇❛r❞s✳

✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s❤♦✇♥ ❤♦✇ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ♠❛② ❤❛✈❡ ❝♦♥✲
tr✐❜✉t❡❞ t♦ ✭♦r ❡✈❡♥ ❝❛✉s❡❞✮ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❤♦✇ t❤✐s ♠❛② ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❛❣❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s✐t♦r② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦✇❞♦✇♥✳ ❆t ❧❛st
s♦♠❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✿

• ●❡♥❡r❛❧ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ❲✐t❤✐♥ ❛ ❧❡ss ♣❛rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛♥ t❤❛t ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡✛❡❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♦♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ✭❡✳❣✳ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♦♥❡ s❡❝t♦r
❡❝♦♥♦♠② ♦❢ t❤❡ ❈❊❙ t②♣❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣
❛ t✇♦ s❡❝t♦r ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ t✉r♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥t♦ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✮✳

• ❊①♦❣❡♥♦✉s ✈s✳ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✿ ❚❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s
❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❡r❡
✐s s♦♠❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❇✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛♣♣❡❛rs ❜❛r❡❧② ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✿ ❆ ❤✐❣❤❡r ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ ♠❛② ❜❡ t❤❡
❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡ r✐s✐♥❣ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❜② ✐ts❡❧❢ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❧♦♦♣ s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ ❜✉t ♠❛② ❛♣♣❡❛r s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② t♦ t❤❡
♣✉r❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦t✐✈❡ ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ h < l✳

• ■♥❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❣r♦✉♣ ✭♦r r❡s✐❞✉❛❧✮ ✇❛❣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿ ❚❤❡ ♣❡r❤❛♣s ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ❛ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✇❛❣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❑❛t③ ❛♥❞ ▼✉r♣❤②✱ ✶✾✾✷✱ ♦r ❑❛t③✱ ▲♦✈❡♠❛♥
❛♥❞ ❇❧❛♥❝❤❢❧♦✇❡r✱ ✶✾✾✸✮✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❤r✐♥❦✐♥❣ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦❧❧❡❣❡ s❤❛r❡ s❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs✳ ❇✉t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❡✈❡♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦❧❧❡❣❡
♣r❡♠✐✉♠ ♠❛② ❣♦ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✭❛❞❞✐t✐♦♥❛❧✮ ♦✈❡r❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ s✐❣♥❛❧✐♥❣
❝❤❛♥❡❧ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t ✇❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s✳ ❲✐t❤ ❧❡ss ♣❡r❢❡❝t ✇❛❣❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣
✇✐t❤✐♥ ❣r♦✉♣ ✇❛❣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✲ t❤❛t ✐s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

✶✷



❆t ❧❡❛st t✇♦ ❛r❣✉♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❣❛✐♥st t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝r✐t✐q✉❡✳ ❋✐rst❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t ②❡t ❝❧❡❛r
✐❢ ❛ t❤❡♦r② ❢♦r ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞
✇✐t❤✐♥ ❣r♦✉♣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿ ❆s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ✇✐t❤✐♥ ❣r♦✉♣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② s❡t ✐♥ ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ t❤❡
✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s ❞✐❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❡✳❣✳ ❑❛t③✱ ▲♦✈❡♠❛♥ ❛♥❞ ❇❛♥❝❤❢❧♦✇❡r
✭✶✾✾✸✱ ♣✳ ✸✻✮ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✏t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r✐s❡ ✐♥ ✇✐t❤✐♥✲❣r♦✉♣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡
r✐s❡ ✐♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠s ♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✻✸✲✽✼ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② s♦♠❡✇❤❛t ❞✐st✐♥❝t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳✑
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛
s✐♥❣❧❡ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ r❡❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡✭s✮ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♣♣❡❛rs ❛s ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❝♦♥tr✐❜✉t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r✐s✐♥❣ ✇✐t❤✐♥✲❣r♦✉♣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ q✉❛❧✐✜❡❞✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ❞❡❝❛❞❡s t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ ♠❛♥② ❡❝♦♥♦♠✐❡s
❞✉❡ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡❞ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❝♦❧❧❡❣❡ ✇♦r❦❡rs✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❯❙❆ q✉✐t❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❤❛♣♣❡♥❡❞✿
❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✇❛❣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞
❡♥♦r♠♦✉s❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✼✵✐❡s✳ ❖♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② r❡❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡
r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❛ s❤r✐♥❦✐♥❣ ✉♥✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ q✉❛❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠❛r❦❡t ✐♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❡ss ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❙❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
❢♦r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❤❛r❡✳

❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦✛❡r❡❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢ s❦✐❧❧✲❜✐❛s❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❤✐❝❤ str❡ss❡s t❤❛t ❛❝❝❡❧✲
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