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V o r einigen Jahren blätterte ich e inmal i n einem ererbten K o n 

versat ionslexikon u n d las mich be im N a m e n Feuerbach fest. D a 

die Famil ie Feuerbach m i t der Stadt Ansbach, i n der ich zur Schule 

g i n g , eng verbunden war , wies ich - mehr aus lokalpatriotischen 

als aus sachlichen Gründen - i n einer Fußnote meiner Disserta

t ion [11] * auf sie h i n . M i t dadurch angeregt u n d - wie sich m a n 

cher v o n Ihnen vielleicht erinnert - u m m i r eine Freude z u machen, 

behandelte H e r r Bos den Feuerbachschen Kreis i n seiner A r b e i t 

»Über die Kategorien der aff inen u n d euklidischen Räume« [6]. 

Seine Darste l lung wiederum führte z u meiner W a h l des Themas 

für diese Antr i t t svor lesung . 

D a ich persönlich u n d mathematisch H e r r n Bos sehr v i e l verdanke 

u n d sein Todestag** sich übermorgen jährt, w i d m e ich diese V o r 

lesung seinem A n d e n k e n . 

* Die Zahlen in [] beziehen sich auf die Literaturangaben am Ende dieses 
Bandes. 
** 24. April 1973. 
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I Feuerbach und sein Kreis 

In einem ersten Abschnit t möchte ich n u n reden über »Feuerbach 

u n d seinen Kreis«. D a muß ich zunächst diejenigen enttäuschen, 

die i n der E r w a r t u n g hierhergekommen s ind , be im Feuerbachschen 

Kreis handle es sich u m eine junge, noch unbekannte mehr oder 

weniger l inke Gruppe des polit ischen oder hochschulpolitischen 

Lebens oder u m einen Kreis v o n Schülern des Phi losophen L u d w i g 

Feuerbach, z u denen vielleicht auch K a r l M a r x z u rechnen sei. A u c h 

die Schöngeister unter Ihnen werden enttäuscht sein, ich werde 

nicht über einen Kreis v o n Künstlern u m den idealistischen M a l e r 

A n s e l m Feuerbach sprechen, sondern über einen geometrischen 

Kre is , der nach seinem Erforscher, dem Mathemat iker K a r l W i l 

h e l m Feuerbach, benannt ist. 

D i e genannten Feuerbache stammen jedoch alle aus einer F a m i l i e ; 

ihr Z u s a m m e n h a n g ist aus Tabelle 1 ersichtlich. 

Tabelle 1 Zur Familie Feuerbach 

Vater: 

Paul Johann Anselm Ritter von Feuerbach, 1775-1833, Jurist 

Söhne: 
1) Anselm Feuerbach, 1798-1851, Archäologe 
2) Karl Wilhelm Feuerbach, 1800-1834, Mathematiker 
3) Eduard August Feuerbach, 1803-1843, Jurist 
4) Ludwig Andreas Feuerbach, 1804-1872, Philosoph 
5) Friedrich Heinrich Feuerbach, 1806-1880, Orientalist und 

Philosoph 
Sohn von 1): 
Anselm von Feuerbach, 1829-1880, Maler 

Der Vater des Mathematikers Feuerbach ist der Jurist A n s e l m 

Feuerbach, der nicht nur wegen seiner V e r w i c k l u n g i n die Kaspar -

Hauser-Affäre [19], sondern vor al lem als Schöpfer einer Straf

rechtstheorie, der sogenannten psychologischen Z w a n g s - oder A b 

schreckungstheorie, berühmt ist. 
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Das Urteil des Paris 



Das Gastmahl des Plato 



Der P h i l o s o p h L u d w i g Feuerbach, der geistesgeschichtlich zwischen 

H e g e l u n d M a r x eingeordnet w i r d , ist e in Bruder des M a t h e m a t i 

kers. Seine bekanntesten Schriften befassen sich m i t der R e l i g i o n ; 

seine Ste l lung dazu gipfelt - wie Ihnen bekannt sein dürfte - i n 

dem Satz »Der Mensch schuf Got t nach seinem Bilde«. 

D e r M a l e r A n s e l m Feuerbach schließlich ist e in Neffe v o n K a r l 

W i l h e l m Feuerbach, der S o h n seines ältesten Bruders. Sein H a u p t 

w e r k b i lden Darstel lungen v o n Szenen aus dem mythologischen 

u n d klassischen A l t e r t u m wie das »Urteil des Paris« ( A b b i l d u n g ) . 

In v ie len humanist ischen G y m n a s i e n findet m a n seine Bi lder , z u m 

Beispiel das »Gastmahl des Plato« ( A b b i l d u n g ) . 

K a r l W i l h e l m Feuerbach w a r Professor der M a t h e m a t i k am E r l a n 

ger G y m n a s i u m . Er gehört damit z u der i m vor igen Jahrhundert 

nicht geringen Z a h l v o n Gymnas ia l l ehrern , die bedeutende wissen

schaftliche Leistungen erbrachten.* Für die Entwick lung der M a t h e 

m a t i k s ind zwei seiner Schriften v o n großer Bedeutung. D i e eine, 

m i t dem T i t e l : »Eigenschaften einiger merkwürdiger Punkte des 

geradl inigen Dreiecks« [8], enthält unter anderem Sätze über den 

nach i h m benannten K r e i s ; auf die andere: »Grundriß z u a n a l y t i 

schen Untersuchungen der dreiseitigen Pyramide« [9], werde ich 

nachher i m Zusammenhang m i t dem Bosschen Kalkül noch k u r z z u 

sprechen k o m m e n . 

W a s hat es n u n mi t dem Feuerbachschen Kreis auf sich? D a z u 

möchte ich zunächst an eine einfache Tatsache aus der elementaren 

ebenen Geometrie er innern : 

S i n d drei Punkte A , B, C , gegeben, die nicht auf einer Geraden 

l iegen, so gibt es immer eine u n d nur eine Kre is l in ie , die durch die 

* Daß das heutzutage selten geworden ist, ist eine sehr bedauerliche Entwick
lung, die ihre Ursache sicherlich in der allgemeinen Überlastung der Lehrer 
an den Gymnasien hat, aber jetzt auch aus politischen Gründen vorangetrie
ben wird. Das zeigt sich deutlich an der bescheidenen Rolle, die dem Fach
studium der Lehramtsbewerber in den Entwürfen für neue Ausbildungs- und 
Prüfungsordnungen zugewiesen wird. 
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drei Punkte hindurchgeht, den U m k r e i s des v o n den Punkten A , 

B, C gebildeten Dreiecks (Figur 1). 

Figur 1 

Geht m a n dagegen v o n vier P u n k t e n A , B, C , D aus u n d fragt, ob 

es eine Kre is l in ie gibt , auf der sie alle l iegen, so w i r d das nicht 

immer der Fal l se in : Es gibt ja, w i e gesagt, höchstens eine K r e i s 

l in ie , auf der die drei Punkte A , B, C l iegen, nämlich den U m k r e i s 

des Dreiecks A B C , u n d damit k a n n es nur d a n n eine Kre is l in ie 

durch alle vier Punkte geben, w e n n D zufällig auf diesem U m k r e i s 

l iegt (Figur 2). 

Figur 2 
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Daß es z u 5 vorgegebenen P u n k t e n einen U m k r e i s gibt, das heißt 

eine Kre is l in ie , die durch diese 5 Punkte geht, ist natürlich noch 

v i e l seltener der Fa l l , u n d die Wahrscheinlichkeit der Existenz eines 

Umkreises n i m m t m i t steigender Z a h l der vorgegebenen Punkte 

rapide ab. 

U m so überraschender ist deshalb die Tatsache, daß der Feuerbach-

sche Kre is Umkre i s v o n i m allgemeinen neun i n bestimmter Weise 

vorgegebenen Punkten ist. 

D i e 9 Punkte können w i r folgendermaßen erhalten (Figur 3 ) : W i r 

gehen v o n einem beliebigen Dreieck A B C aus. D i e ersten 3 Punkte 

s ind die Mi t te lpunkte A ' , B ' , C der Dreieckseiten, dann nehmen 

w i r noch die drei Fußpunkte H A , H B / H c der Höhen h i n z u . Schließ

lich denken w i r daran, daß sich die Höhen eines Dreiecks i n einem 

P u n k t H schneiden, u n d w i r k o m m e n auf die gewünschte Z a h l v o n 

9 P u n k t e n m i t H i l f e der Mi t te lpunkte A " , B " , C " der V e r b i n d u n g s 

strecken v o m Höhenschnittpunkt z u den Ecken A , B, C . 

A H c C B 

Figur 3 
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Figur 4 

Diese neun Punkte l iegen n u n tatsächlich auf e inem Kreis . D e n 

Beweis f inden Sie z u m Beispiel i n der Bosschen A r b e i t [6]. Feuer

bach selbst bezeichnete i h n als Kreis durch die Fußpunkte der Per

pendikel , aber i n der sonstigen Literatur ist v o m Feuerbachschen 

Kreis die Rede. H e r r Bos empfand die Tatsache, daß diese 9 Punkte 

auf einem Kreis l iegen, als einen der schönsten Sätze der ebenen 

Geometrie. Feuerbach selbst hat allerdings nur formuliert , daß die 

Seitenmitten u n d die Höhenfußpunkte auf einem Kreis l iegen, 

12 



o b w o h l sein Beweis bis auf die Schlußfolgerung alle neun Punkte 

l iefert ([8], Satz 9, 6. Abschni t t ) . D i e neun Punkte auf dem Kreis 

haben schon 1821 - also ein Jahr vor Feuerbach - u n d unabhängig 

v o n i h m die französischen Mathemat iker Brianchon u n d Poncelet 

gefunden ([7], Theorem I X ) . Daß der Kreis trotzdem nach Feuer

bach benannt w i r d , beruht auf einer anderen merkwürdigen E igen

schaft, die w i r k l i c h v o n Feuerbach zuerst entdeckt w o r d e n ist ([8], 

§ 57) . Genauso selten w i e v ier Punkte auf einem Kreis l iegen, 

gibt es z u vier Kreisen einen weiteren Kreis , der diese vier Kreise 

berührt. D e r Feuerbachsche Kreis berührt den Inkreis u n d die drei 

A n k r e i s e eines Dreiecks (Figur 4). 

Diese Tatsache ist dafür verantwort l ich, daß der Mathemat iker 

Feuerbach gegenüber seinen berühmten V e r w a n d t e n nicht i n V e r 

gessenheit gerät. Im folgenden werde ich mich jedoch nur m i t der 

Neunpunkteeigenschaft beschäftigen, die ich z u m besseren V e r 

ständnis noch etwas analysieren u n d umformul ieren w i l l . 

W i e jeder Kreis ist natürlich auch der Feuerbachsche Kreis bereits 

durch drei auf i h m liegende Punkte , z u m Beispiel die Mi t te lpunkte 

der Dreiecksseiten, best immt, w i r können also sagen: 

1. D e r Feuerbachkreis eines Dreiecks ist der U m k r e i s der M i t t e l 

punkte seiner Seiten. 

Daß der Feuerbachkreis durch die Höhenfußpunkte geht, w o l l e n w i r 

als eine Aussage über seinen Durchschnitt m i t den Dreiecksseiten 

auffassen. A n h a n d v o n F igur 3 könnte m a n versucht sein z u for

m u l i e r e n : D e r Feuerbachkreis schneidet aus den Dreiecksseiten 

die Verbindungsstrecken v o n Höhenfußpunkt u n d M i t t e l p u n k t aus. 

Das ist aber nicht ganz richtig, w e n n w i r unter »Dreiecksseite« die 

Verbindungsstrecke zweier Ecken verstehen. Es k a n n ja v o r k o m 

men, daß Höhenfußpunkte außerhalb des Dreiecks l iegen (Figur 5). 

D ie folgende Aussage trifft das Richt ige: 

2. Der Feuerbachkreis schneidet aus der Verbindungsgeraden z w e i 

er Ecken die Verbindungsstrecke des auf ihr l iegenden Höhen-

fußpunktes mi t dem M i t t e l p u n k t der zugehörigen Seite aus. 
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Figur 5 

Darüber hinaus können w i r feststellen: 

D e r Feuerbachkreis trifft die Verbindungsgerade zweier Ecken 

genau dann nur i n einem P u n k t , w e n n der i n i h r liegende Hö-

henfußpunkt mi t dem M i t t e l p u n k t der zugehörigen Seite über

einst immt (Figur 6). 

In diesem Fal l ist die Gerade eine »Tangente« an den Feuerbach

kreis . 

E inen besonders wicht igen A s p e k t dieser Tatsache möchte ich noch 

hervorheben. A n g e n o m m e n , w i r halten die Punkte A u n d B fest 

u n d verschieben den P u n k t C längs der zugehörigen Höhe h c . D a n n 
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C'=HC 

Figur 6 

bleiben der Höhenfußpunkt H c u n d damit auch der Durchschnitt 

des sich verändernden Feuerbachkreises m i t der Geraden durch A 

u n d B fest, ganz gleich wie hoch hinaus w i r den P u n k t C schieben, 

bis an die Decke des Hörsaals oder bis z u m Ende der Erdatmosphäre 

u n d noch weiter. A u c h die Ecken A u n d B können w i r längs ihrer 

Verbindungsgeraden verschieben, ohne den Durchschnitt des Feu

erbachkreises m i t dieser Geraden z u verändern, w e n n w i r das für 

beide Ecken gleichmäßig tun , das heißt darauf achten, daß der M i t 

telpunkt der Verbindungsstrecke v o n A u n d B festbleibt. Das kön

nen w i r n u n i n folgendem Satz zusammenfassen: 

2'. Der Durchschnitt des Feuerbachkreises m i t der Verbindungsge

raden zweier Ecken hängt nur v o n dem i n ihr l iegenden Höhen

fußpunkt u n d dem M i t t e l p u n k t der zugehörigen Dreiecksseite 

ab. 

Dies ist natürlich i n 2. bereits enthalten, aber es ist eben der we

sentlichste Tei l davon . D e r Satz über die neun Punkte auf dem 
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Feuerbachschen Kreis beinhaltet n u n noch eine weitere Aussage, 

nämlich 

3. D i e M i t t e l p u n k t e der Verbindungsstrecken v o m Höhenschnitt

p u n k t z u den Ecken l iegen auf dem Feuerbachkreis. 

D a z u w i l l ich i m Augenbl i ck nichts weiter sagen; Sie werden später 

sehen, daß sich daraus die vielleicht interessanteste A n r e g u n g für 

weitere Überlegungen ergibt. 

Statt dessen sollte ich Ihnen n u n w o h l das Z i e l erläutern, das ich 

m i t den folgenden Ausführungen z u erreichen hoffe. D e r Satz v o m 

Feuerbachschen Kreis ist e in Satz der ebenen Geometrie . D i e ebene 

oder zweidimensionale Geometrie ist, w e i l ihre Probleme leichter 

anschaulich dargestellt werden können, weitaus besser erforscht 

als die dreidimensionale. D e r R a u m , der uns umgibt , u n d jeder 

Gegenstand, den w i r i n die H a n d nehmen können, s ind aber dre i 

dimensional . Für unser tägliches Leben ist die räumliche Geometrie 

bedeutend wichtiger als die ebene, u n d deswegen k a n n m a n sich 

bemühen, aus Sätzen der ebenen Geometrie Erkenntnisse über 

geometrische Sachverhalte i m R a u m z u gewinnen. E i n solches V o r 

gehen w i l l ich Ihnen jetzt vorführen. Ich werde gleich einige Sätze 

aus der räumlichen Geometrie darlegen, die dem Satz über die 

neun Punkte auf dem Feuerbachschen Kreis sehr ähnlich s i n d u n d 

auf die m a n m i t H i l f e v o n solchen Analogieüberlegungen k o m m t . 

U m das aber bequem tun z u können, möchte ich zunächst e in tech

nisches H i l f s m i t t e l bereitstellen, das i n Kons tanz für solche Zwecke 

entwickelt worden is t : Das ist »Der Bossche Kalkül«. 
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// Der Bossche Kalkül 

Bei diesem Kalkül (s. [6]) setzt m a n die algebraisdien Operat ionen 

A d d i t i o n u n d M u l t i p l i k a t i o n i n einer unmittelbar der p h y s i k a l i 

schen Anschauung entnommenen Weise zur Behandlung geometri

scher A u f g a b e n ein. 

Z w e i Punkte A u n d B, die i rgendwie i n der Ebene oder i m R a u m 

gegeben s ind, k a n n m a n nicht so ohne weiteres addieren, jedenfalls 

ist nicht z u sehen, wie m a n das i n vernünftiger Weise tun könnte. 

A n d e r s w i r d die S i tuat ion, w e n n m a n einen dritten P u n k t P als 

Bezugspunkt oder A u f p u n k t zur Verfügung hat. D a n n ergänzt 

m a n das Dreieck A P B i n der i n F igur 7 dargestellten Weise z u 

einem Paral le logramm. D e n so erhaltenen vierten P u n k t nennt m a n 

die Summe v o n A u n d B über P , u n d schreibt A + B. 
P 

Diese B i l d u n g v o n A + B ist offensichtlich angelehnt an den p h y s i -
P 

kaiischen Begriff des Kräfteparallelogramms. D i e V e r w e n d u n g des 

4- -Zeichens ist dadurch gerechtfertigt, daß verschiedene Regeln, 

die man v o n der A d d i t i o n v o n Z a h l e n her kennt, auch für diese 

A d d i t i o n v o n Punkten über A u f p u n k t e n gelten, z u m Beispiel 
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(1) A 4- B = B + A 
P P 

oder 

(2) ( A + B) + C = A + ( B + C ) . 

P Q P Q 

W i r w o l l e n noch vermerken, daß der A u f p u n k t die Rol le der N u l l 

übernimmt, das heißt 

(3) A + P = P + A = A . 
P P 

Es ist n u n w o h l auch klar , welchen P u n k t w i r m i t - A bezeichnen 
P 

werden (Figur 8 ) : Er ist durch die Forderung bestimmt, daß der 

A u f p u n k t P der M i t t e l p u n k t der Verbindungsstrecke v o n A u n d 
- A ist. 
P 

W i e üblich vereinbaren w i r jetzt die folgende abkürzende Schreib

weise 

(4) A - B = A + ( - B ) . 

P P P 

Zusätzlich z u dieser A d d i t i o n benötigen w i r noch eine M u l t i p l i k a 

t ion u n d die M u l t i p l i k a t i o n v o n Punkten m i t Z a h l e n . A u c h diese 

läßt sich nur s i n n v o l l erklären, w e n n ein A u f p u n k t gegeben ist. 

D a z u w o l l e n w i r erst den folgenden Fa l l betrachten: Es sei X eine 

nicht-negative Z a h l , A ein beliebiger P u n k t u n d P ein v o n A ver

schiedener A u f p u n k t . D a n n bedeute X • A den P u n k t auf der H a l b -

P 

geraden v o n P durch A , dessen A b s t a n d v o n P gleich dem X-fachen 

des Abstandes v o n A u n d P ist (Figur 9). 
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p 
Figur 9 

U n t e r V e r w e n d u n g der Bezeichnung d ( A , P) für den A b s t a n d der 

Punkte A u n d P - der Buchstabe »d« ist v o n dem W o r t »Distanz« 

entlehnt - k a n n m a n also schreiben: 

(5) d ( X - A , P ) = X - d ( A , P ) . 

P 

Insbesondere haben w i r also 

(6) 0 • A = P. 

P 

Ist X n u n negativ, das heißt 

(7) X = - | X | , 
so setzen w i r fest 
(8) X • A = - (I X I • A ) . 

P P P 

M i t der Vorschrif t 

(9) X • P = P 
P 

ist dann schließlich das S y m b o l X • A für alle möglichen Z a h l e n X, 
P 

Punkte A u n d A u f p u n k t e P erklärt. A u c h hier ist die V e r w e n d u n g 

des Malzeichens dadurch gerechtfertigt, daß viele der für die M u l t i 

p l i k a t i o n v o n Z a h l e n geltenden Regeln auch für diese M u l t i p l i 

ka t ion gelten, z u m Beispie l : 

(10) (X + J i ) - A = ( X - A ) + ( | i - A ) / 

P P P P 
(11) X • ( A + B) = (X • A ) + (X • B) 

P P P P P 
oder 
(12) X • (|i • A ) = (X • • A . 

P P P 
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Der ganze Kalkül ist i n der eingangs erwähnten A r b e i t : »Über die 

Kategorien der affinen u n d euklidischen Räume« [6] ausführlich 

beschrieben. D o r t lernte ich i h n k e n n e n ; wie das i n der M a t h e m a t i k 

aber häufig v o r k o m m t , s ind auch andere A u t o r e n , z u m T e i l aus 

anderen Beweggründen, z u einem ähnlichen A n s a t z gekommen. 

Z u nennen wären hier A r b e i t e n v o n Schmidt u n d O s t e r m a n n [17], 

[18] sowie noch unveröffentlichte Ergebnisse v o n universel len 

A l g e b r a i k e r n . Bos ist meines Wissens jedoch der einzige, der nicht 

nur den Kalkül eingeführt, sondern anhand v o n ganz konkreten 

Berechnungen z u w i r k l i c h geometrischen A u f g a b e n seine A n w e n d 

barkeit u n d Nützlichkeit aufgezeigt hat. 

Eine wichtige Regel für diese Rechnungen muß ich noch erwähnen. 

Es ist k lar , daß i m allgemeinen ein P u n k t , der v o n einem Ausdruck 

der F o r m 

(13) V A x + V A 2 + ... + V A n 

P P P P P P 

beschrieben w i r d , v o m A u f p u n k t P abhängig ist. G i l t jedoch z u 

fällig 

(14) X 1 + X 2 + . . . + X n = l / 

so liefert (13) für jeden A u f p u n k t denselben P u n k t . Welcher 

P u n k t das ist, läßt sich (zumindest für posit ive l{) phys ikal i sch 

beschreiben: Br ingt m a n i n den P u n k t e n A i , A 2 , . . . , A n die M a s s e n 

Xi/X?,. . . ,X n an, so ist (13) der Schwerpunkt des Systems. 

Unter der Voraussetzung (14) schreibt m a n statt (13) auch ab

kürzend 

(15) X 1 A 1 + X 2 A 2 + . . . + X n A n 

u n d m a n nennt die Z a h l e n Xj,X 2 , . . . , X n wegen der eben angege

benen physikal ischen Bedeutung auch die baryzentrischen K o o r d i 

naten des Punktes (15) . 1 * 

Gestatten Sie m i r hier eine historische Zwischenbemerkung. Daß 

dem ursprünglich physikal isch eingeführten Begriff des Schwer-

* Hochgestellte kleine Ziffern verweisen auf die Anmerkungen im Anhang. 
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punkts unabhängig v o n der P h y s i k eine rein mathematische Be

deutung zukommt , ist schon lange bekannt. Z w e i Mathemat iker 

machten - unabhängig voneinander - etwa zur gleichen Ze i t dar

auf aufmerksam: 

D e r eine ist K a r l W i l h e l m Feuerbach, der seine »Methode der 

coordinierten Koeffizienten« i n der schon genannten Schrift 

»Grundriß z u analytischen Untersuchungen der dreieckigen 

Pyramide« [9] darstellt. A u s dem V o r w o r t geht hervor, daß er 

- anscheinend u m seine Priorität z u wahren - hier nur einen k l e i 

nen T e i l seiner Ergebnisse zusammenstellt , w o h l i m H i n b l i c k auf 

das i m gleichen Jahre erschienene umfassende W e r k v o n A u g u s t 

Ferdinand Möbius : »Der barycentrische Kalkül« [14].* 

Tabelle 2 Zur Familie Möbius 

Vater: 

August Ferdinand Möbius, Mathematiker, 1790—1868 

Söhne: 
1) Theodor Möbius, Germanist, 1821—1890 

2) Paul Heinrich August Möbius, Schulmann, 1825—1889 

Söhne von 2): 
1) Paul Julius Möbius, Neurologe, 1853—1907 
2) Martin Möbius, Botaniker, 1859—1946 

* Kein Mathematiker, der auf August Ferdinand Möbius zu sprechen kommt, 
kann es unterlassen, auf dessen Enkel, den Neurologen Paul Julius Möbius, hin
zuweisen (Tabelle 2), dem neben einer unserem Selbstgefühl sehr wohltuenden 
Abhandlung »Über die Anlage zur Mathematik« [15] eine überaus bedeutende 
wissenschaftliche Leistung gelang: Er erbrachte den »Nachweis«, daß das nor
male Weib im Vergleich zum Mann schwachsinnig ist [16]. 
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III Die Feuerbachkugel 

N u n w i l l ich i n einem drit ten Abschni t t den Satz v o m Feuerbach

schen Kreis auf den R a u m 2 übertragen. 

Die K u g e l ist offensichtlich das dreidimensionale A n a l o g o n z u m 

zweidimensionalen Kre is . Ihre Oberfläche besteht aus allen 

Punkten , die v o n einem festen P u n k t einen festen A b s t a n d haben. 

W a s ist n u n das dreidimensionale A n a l o g o n z u m zweidimensio

nalen Dreieck? E i n Dreieck w i r d erzeugt v o n 3 Punkten , die nicht i n 

einer Geraden l iegen. Das entsprechende dreidimensionale Gebilde 

w i r d v o n 4 P u n k t e n erzeugt, die nicht i n einer Ebene l iegen. Es 

handelt sich dabei u m einen Körper, der unter dem N a m e n dre i 

seitige oded dreieckige Pyramide oder Tetraeder bekannt ist. 

Eine erste Übertragung eines ebenen Sachverhaltes auf die räum

liche Geometrie bildet der folgende Satz : 

E i n Tetraeder hat eine eindeutig bestimmte U m k u g e l , das heißt, 

z u einem Tetraeder gibt es genau eine K u g e l , deren Oberfläche die 

Ecken des Tetraeders enthält. 

Das entspricht der Tatsache, daß ein Dreieck einen eindeutig 

bestimmten U m k r e i s besitzt. 

U m n u n z u einem gegebenen Tetraeder eine Feuerbachkugel z u 

finden, er innern w i r uns daran, daß der Feuerbachkreis best immt 

war als U m k r e i s der M i t t e l p u n k t e der Dreiecksseiten. E i n Tetra

eder hat vier zweidimensionale Seiten, es s ind Dreiecke. U m eine 

K u g e l festzulegen, brauchen w i r v ier Punkte , also l iegt es nahe, 

i n jedem der Seitendreiecke einen best immten P u n k t auszuwählen, 

einen P u n k t i m zweidimensionalen Dreieck, der dem M i t t e l p u n k t 

der e indimensionalen Strecke entspricht. Dafür bieten sich an 

a) der Schwerpunkt, da der M i t t e l p u n k t einer Strecke ja i m p h y s i 

kalischen S i n n der Schwerpunkt der Strecke ist, 

ß) der U m k r e i s m i t t e l p u n k t ; es ist der Punkt , v o n dem die Ecken 

eines Dreiecks gleichen A b s t a n d haben; v o m M i t t e l p u n k t einer 

Strecke haben ihre Endpunkte auch den gleichen A b s t a n d . 
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N u n w o l l e n w i r diese vier Punkte so auswählen, daß sie eine 

U m k u g e l haben; das bedeutet: sie dürfen nicht i n einer Ebene 

l iegen. Es gibt aber Tetraeder, bei denen die Umkreismit te lpunkte 

der Seitendreiecke i n einer Ebene l i egen . 3 D a w i r jedoch ein V e r 

fahren suchen, mit dem w i r jedem Tetraeder eine Feuerbachkugel 

zuordnen können, scheiden diese Punkte aus. 

D a andrerseits die Schwerpunkte der Seitendreiecke eines Tetra

eders nie i n einer Ebene l i egen , 4 setzen w i r n u n fest: 

1. D i e Feuerbachkugel eines Tetraeders ist die U m k u g e l der 

Schwerpunkte seiner Seitendreiecke. 5 

Das ist also das A n a l o g o n z u m 1. T e i l unserer A n a l y s e des Satzes 

v o m Feuerbachschen Kreis . W i e steht es n u n m i t den beiden ande

ren Aussagen? Zunächst w o l l e n w i r die Tatsache ins A u g e fassen, 

daß der Feuerbachkreis eines Dreiecks durch die Höhenfußpunkte 

geht. M a n k a n n das - wie schon oben ausgeführt wurde - als 

Aussage über den Durchschnitt des Feuerbachkreises m i t den V e r 

bindungsgeraden v o n je z w e i Ecken, das heißt den Geraden, i n 

denen die Dreiecksseiten l iegen, auffassen. 

N u n bestimmen je drei Punkte i m R a u m , die nicht i n einer Gera

den liegen, eindeutig eine Ebene, ihre Verbindungsebene. D i e 

Verbindungsebene v o n drei Ecken unseres Tetraeders enthält n a 

türlich das durch diese drei Ecken bestimmte Seitendreieck, das 

heißt die Seite, die der vierten Ecke gegenüberliegt. Es geht n u n 

u m den Durchschnitt der Feuerbachkugel m i t diesen Ebenen. 

Pr inz ip ie l l bestehen für den Durchschnitt einer K u g e l u n d einer 

Ebene i m R a u m drei Möglichkeiten: 

a) Der Durchschnitt ist leer, das heißt K u g e l u n d Ebene haben 

keinen Punkt gemeinsam. 

ß) Der Durchschnitt besteht aus genau einem Punkt , das heißt 

die K u g e l berührt die Ebene oder die Ebene ist Tangentialebene 

der K u g e l . In diesem Fal l steht die Verbindungsgerade v o n K u 

gelmittelpunkt u n d Berührpunkt senkrecht auf der Ebene. 

y) Der Durchschnitt ist ein Kreis . Ist das der Fa l l , so ist der M i t -
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telpunkt dieses Kreises der Schnittpunkt der Ebene m i t der z u ihr 

senkrechten Geraden durch den Kugelmi t te lpunkt , das heißt der 

Fußpunkt des Lotes v o m Kuge lmi t te lpunkt auf die Ebene. 

W e n d e n w i r uns n u n unserer S i tuat ion z u . Sei a die V e r b i n d u n g s 

ebene v o n drei Ecken des Tetraeders A u n d A die gegenüberliegende 

Ecke. Der Schwerpunkt A ' des i n a l iegenden Seitendreiecks gehört 

nach D e f i n i t i o n der Feuerbachkugel z u ihr , also l iegt er i m D u r c h 

schnitt v o n a m i t der Feuerbachkugel. D a m i t tr i f f t für unsere 

Fragestellung immer ß oder y z u . Für eine genauere Aussage wer

den noch die beiden folgenden Punkte eine Rol le spielen: 

der Höhenfußpunkt H A an a, das heißt der Schnit tpunkt der 

zur Ebene a senkrechten Geraden durch A ; daß es auf diesen P u n k t 

a n k o m m e n w i r d , ist wegen der A n a l o g i e z u m zweidimensionalen 

Fal l z u erwarten, u n d dazu noch 

der U m k r e i s m i t t e l p u n k t M A des Seitendreiecks v o n A i n a. 

D a m i t läßt sich n u n der folgende Satz formulieren 

2. Ist H A + M A , so schneidet die Feuerbachkugel aus der Ebene a 

einen Kreis m i t dem M i t t e l p u n k t A ' + i - ( H A - M A ) aus, dessen 

Radius gleich einem D r i t t e l des Abstandes v o n H A u n d M A ist 

(Figur 10). 

Ist H A = M A , so berührt die Feuerbachkugel die Ebene a i m P u n k t 

A ' . 6 

W a s bedeutet dieser Satz? W i r können zunächst feststellen: 

2'. D e r Durchschnitt der Feuerbachkugel m i t der Ebene a hängt 

nur v o m Höhenfußpunkt H A sowie v o n Schwerpunkt A ' u n d 

Umkre i smi t te lpunkt M A des i n a l iegenden Seitendreiecks ab. 

W e n n w i r also ähnlich wie v o r h i n die Ecke A abändern, so daß 

der Höhenfußpunkt H A festbleibt, das heißt, w e n n w i r A längs 

einer Senkrechten z u a verschieben, d a n n bleibt der Durchschnitt 

der Feuerbachkugel m i t der Ebene a erhalten, auch w e n n w i r A 

bis i n die U m l a u f b a h n des M o n d e s oder noch weiter ins A l l hinaus 

bewegen. 
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Figur 10 

(16) M ' A = A ' + j ( H A - M A ) 

(17) r ' = | d ( H A , M A ) 

D i e A n a l o g i e z u m zweidimensionalen F a l l geht aber noch weiter. 

A ' u n d M A s ind Punkte , die nur v o n dem der Ecke A gegenüber

liegenden Seitendreieck abhängen. 

W i r haben v o r h i n festgestellt, daß w i r s o w o h l den Schwerpunkt 

als auch den Umkre i smi t te lpunkt eines Dreiecks als z w e i d i m e n 

sionale A n a l o g a z u m M i t t e l p u n k t der e indimensionalen Strecke 

auffassen können. Das läßt sich aber auch umgekehrt ausdrücken: 

Im Eindimensionalen fa l len die i m Höherdimensionalen sorgfältig 

z u trennenden Begriffe Schwerpunkt u n d Umkre i smi t te lpunkt 

immer zusammen. D e r M i t t e l p u n k t einer Strecke hat also i n diesem 

S i n n immer eine doppelte Bedeutung. Das ist der tiefere G r u n d 

dafür, daß der Durchschnitt des Feuerbachkreises m i t der V e r b i n -
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dungsgeraden zweier Ecken des Dreiecks nur v o n zwei P u n k t e n 

abhängt, während i m Fal l der Feuerbachkugel drei Punkte ins Spiel 

kommen. 

W e n n Sie jetzt noch e inmal den zweiten T e i l v o n 2. ansehen: D i e 

Feuerbachkugel trifft die Ebene a genau dann nur i n einem P u n k t , 

w e n n H A gleich M A ist, so haben Sie die völlige A n a l o g i e z u m 

zweidimensionalen F a l l : D e r Feuerbachkreis trifft genau d a n n die 

Verbindungsgerade zweier Ecken nur i n einem P u n k t , w e n n H ö 

henfußpunkt u n d M i t t e l p u n k t der Dreiecksseite zusammenfal len . 

In ähnlicher Weise k a n n m a n n u n auch noch den ersten T e i l v o n 2. 

m i t der entsprechenden Aussage über den Feuerbachkreis verg le i 

chen u n d eine nahe Verwandtschaft zwischen beiden feststel len. 7 

Das möchte ich jedoch jetzt nicht ausführen, denn ein interessantes 

Problem haben w i r noch v o r u n s : 

A u f dem Feuerbachkreis l iegen ja noch die M i t t e l p u n k t e der V e r 

bindungsstrecken des Höhenschnittpunkts m i t den Ecken des D r e i 

ecks, u n d m a n k a n n fragen, ob sich auch dazu eine entsprechende 

Aussage für die Feuerbachkugel f inden läßt. N u n ja, w e n n das 

nicht ginge, hätte ich diese Fragestel lung gar nicht erwähnt. A b e r 

die Schwierigkeit l iegt dar in , daß sich die Höhen eines Tetraeders 

nicht i n einem P u n k t z u treffen brauchen; z w e i Höhen eines Tetra 

eders brauchen sich überhaupt nicht z u schneiden! 

W e n n w i r trotzdem ein Ergebnis i n der gewünschten Richtung 

erzielen w o l l e n , müssen w i r uns nach einem andern merkwürdigen 

P u n k t H des Tetraeders umsehen, den w i r an die Stelle des nicht 

vorhandenen Höhenschnittpunktes setzen können. Welche E i g e n 

schaften müßte n u n ein solcher Feuerbachpunkt - wie ich i h n nen

nen w i l l * - haben? 

i) H sol l ein »merkwürdiger« P u n k t des Tetraeders sein. I m R a h -

* Mir ist nicht bekannt, ob der Punkt, auf den diese Überlegungen hinauslaufen, 
schon von irgend jemanden beschrieben und mit einem Namen belegt wor
den ist. 
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men dieser Vor lesung ist es nicht möglich z u präzisieren, was das 

he ißt . 8 Für die Fachleute unter Ihnen sei gesagt, daß m a n das einer

seits i m Zusammenhang m i t den symmetrischen Produkten, die 

einen interessanten Gegenstand der aktuellen mathematischen 

Forschung, insbesondere der algebraischen Topologie , b i lden, se

hen u n d andererseits Beziehungen z u den v o n Bos eingeführten 

Mi t te lwer ts t rukturen herstellen k a n n . * Eine gewisse Vors te l lung 

v o n dem, was das Eigenschaftswort »merkwürdig« hier bedeutet, 

können Sie vielleicht gewinnen, w e n n ich sage, daß es die gemein

samen Eigenschaften v o n Schwerpunkt, U m k r e i s - oder U m k u g e l -

mit te lpunkt , Inkreis- oder Innenkugelmitte lpunkt , Höhenschnitt

p u n k t (falls vorhanden) usw. subsumieren sol l . 

ii) Falls sich die Höhen des Tetraeders i n einem P u n k t schneiden, 

soll H der Höhenschnittpunkt sein. Diese Forderung ist kanonisch, 

da w i r d a v o n ausgegangen s ind , daß der Feuerbachpunkt als Ersatz 

für einen nicht vorhandenen Höhenschnittpunkt dient. 

iii) D i e Verbindungsstrecken v o n H m i t den Ecken sollen die 

Oberfläche der Feuerbachkugel i n besonderen Punkten treffen. Das 

ist ja das eigentliche Z i e l , auf das w i r h inauswol len i m Hinbl i ck 

auf die Übertragung der Eigenschaften v o m Feuerbachkreis auf die 

Feuerbachkugel. A b e r diese Forderung muß noch etwas präzisiert 

werden. D a z u erst noch einen Blick auf den Feuerbachkreis. D i e 

uns i m Augenbl ick interessierende Tatsache, daß die Mi t te lpunkte 

der Verbindungsstrecken v o m Höhenschnittpunkt z u den Ecken auf 

dem Feuerbachkreis l iegen, können w i r m i t H i l f e des Bosschen 

Kalküls so ausdrücken: Für alle Ecken A liegt der P u n k t 

(18) A " = y - A 
1 H 

* Letztere hängen mit dem Thema der Konstanzer Antrittsvorlesung von Herrn 
Bos zusammen, an die sich vielleicht mancher von Ihnen erinnern kann. Das 
Literaturverzeichnis enthält die diesbezüglichen Arbeiten, soweit sie mir be
kanntgeworden sind ([l]-[5], [12]). 
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auf dem Feuerbachkreis. W e n n w i r das n u n für die Feuerbachkugel 

formulieren, w o l l e n w i r bezüglich des Zahlenfaktors -̂ etwas vor 

sichtig sein. Es ist denkbar, daß dieser etwas m i t der D i m e n s i o n 2 

z u tun hat u n d bei dreidimensionalen Betrachtungen durch einen 

anderen Faktor z u ersetzen ist. 

Deswegen stellen w i r n u n die folgende präzise Bedingung an den 

Feuerbachpunkt H : Es soll eine posit ive Z a h l 1 geben, derart daß 

für alle Ecken A der P u n k t 

(19) A" = X-A 

H 

auf der Oberfläche der Feuerbachkugel liegt. 

Tatsache ist n u n , daß durch diese Forderung a l le in der P u n k t H 

u n d die »Feuerbachzahl« X e indeutig best immt s ind . Das ist der 

Inhalt des folgenden Satzes. 

3. Es gibt einen P u n k t H u n d eine posit ive Z a h l X, derart daß der 

P u n k t 
(20) A " = X - A 

H 

für jede Ecke A des Tetraeders auf der Oberfläche der Feuerbach

kugel l iegt. H u n d X s ind eindeutig bestimmt. 

Z u r Bes t immung v o n H u n d l k a n n m a n folgendermaßen v o r 

gehen: Ist A eine Ecke v o n A , so muß gelten 

(21) d ( A " , M ' ) = r ' , 

da auf der Oberfläche der Feuerbachkugel die Punkte l iegen, die 

v o n ihrem M i t t e l p u n k t M ' den A b s t a n d r ' haben, wobei r ' den 

Radius bezeichnet. D a ein Tetraeder vier Ecken hat, s ind das 

4 Gleichungen für die Unbekannten l u n d H u n d dieses Gleichungs

system besitzt unter Berücksichtigung der Tatsache, daß X posit iv 

sein sol l , eine eindeutig bestimmte Lösung, nämlich 

(22) 1=1 
u n d 
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(23) H = - \ - M , 
1 M ' 

wobei M den M i t t e l p u n k t der U m k u g e l bezeichnet. 9 

Die gegenseitige Lage v o n M , M ' u n d H zeigt Figur 11. 

Figur 11 

Dies Ergebnis zeigt zunächst, daß die Vorsicht hinsichtlich des 

Wertes v o n l angebracht war . 

Durch die Forderung ii i) a l le in s ind also H u n d X eindeutig be

st immt. W a s ist n u n m i t unseren Wünschen i) u n d ii) an den 

P u n k t H ? 

Die »Merkwürdigkeit« v o n H ist aus (23) direkt abzulesen, 1 0 

darauf möchte ich aber nicht weiter eingehen. 

A u c h Forderung ii) ist erfüllt, das besagt der folgende Satz : 

4. Besitzt A einen Höhenschnittpunkt, so ist dies der Feuerbach

punkt v o n A. 

A u c h diesen Beweis k a n n ich Ihnen hier nicht i m Deta i l vorführen, 

er beruht auf einem Hi l f ssa tz , der auch für sich interessant ist : 

Hilfssatz: Besitzt A einen Höhenschnittpunkt, so s ind die Höhen

fußpunkte die Höhenschnittpunkte der Seitendreiecke. 1 1 
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D a m i t möchte ich diese V o r l e s u n g beenden. Sie sollte Ihnen am 

Beispiel des Feuerbachschen Kreises zeigen, w i e m a n aus Sätzen 

der ebenen Geometrie durch Analogiebetrachtungen Erkenntnisse 

über die räumliche Geometrie gewinnen kann . 

Für Interessenten sei bemerkt, daß ich die hier nicht ausgeführten 

Beweise, i n denen sich erst die ganze Tragfähigkeit des Bosschen 

Kalküls erweist, der Veröffentlichung i n der Reihe der Konstanzer 

Universitätsreden beifügen werde (siehe hier S. 31 ff.). 

D a n k e n möchte ich z u m Abschluß H e r r n Sund für seine f reund

liche Einführung u n d al len, die m i r bei der Vorbere i tung dieser 

V o r l e s u n g geholfen haben; das g i l t insbesondere für die U n i v e r 

sitätsbibliothek, m i t der w i r Mathemat iker z w a r manchen Strauß 

ausfechten, ohne deren sol iden Bestand aber die Zusammenste l lung 

der historischen Daten nicht möglich gewesen wäre. Eine der a n 

geführten Jahreszahlen konnte ich allerdings trotz sachkundiger 

H i l f e hier nicht ermit te ln ; diese hat dankenswerterweise Herr Bos 

junior i n Frankfurt festgestellt. 
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Anmerkungen 

Im Gegensatz zum vorstehenden Text, der in Anbetracht der Öffentlichkeit 
dieser Antrittsvorlesung auch für Nichtmathematiker verständlich sein sollte, 
werden beim Leser dieser Anmerkungen einige wenige mathematische Kennt
nisse über die Allgemeinbildung hinaus vorausgesetzt. 

1 In späteren Anmerkungen wird gebraucht, daß auch das übliche Skalarpro-
dukt in den Bosschen Kalkül übertragen werden kann. Wir schreiben A • B 

P 
für das Skalarprodukt der Punkte A und B über dem Aufpunkt P. Wie üblich 
ist 
(AI) A • B = O 

P 
im Falle A H= P =1= B die Bedingung dafür, daß die Verbindungsgerade von 
A und P senkrecht auf der Verbindungsgeraden von B und P steht. Außer
dem gilt, daß ein Skalarprodukt der Form 

(A2) ( A - A ' ) - ( B - B ' ) 
P P P 

bei festen Punkten A,A',B,B' für jeden Aufpunkt P denselben Wert hat. 
2 Die folgenden Sätze und die in den Anmerkungen gegebenen Beweise lassen 

sich ohne besondere Schwierigkeiten auf den IR" übertragen. Das wird in [10] 
ausgeführt. 

3 Als Beispiel betrachte man das Tetraeder mit den Ecken A = (0,0,0), B = 
(1,0,0), C = (0,1,0) und D = (0,0,1). Die Umkreismittelpunkrc sind M , v = 
i(B + C + D), M B = !(C + D), M C = 1(B + D) / M D = i(B + C), dabei bezeichnet 
M x den Umkreismittelpunkt der der Ecke X gegenüberliegenden Seite. Diese 
Punkte liegen offensichtlich alle in der von den Ecken B, C und D aufge
spannten Ebene. 

4 ABCD sei ein Tetraeder. A',B',C',D' seien die Schwerpunkte der den Ecken 
A,B,C,D gegenüberliegenden Seiten. Dann gilt 
(A3) A' = J(B + C + D), 
und entsprechende Formeln hat man für B', C und D'. Daraus erhält man 
durch einfache Umrechnung 
(A4) A = B ' + C' + D'-2A' 
und entsprechende Formeln für B,C,D. Würden nun die Punkte A' ,B' ,C und 
D' alle in einer Ebene liegen, so würde wegen (A4) auch" A zu dieser Ebene 
gehören, ebenso B,C,D. Das ist aber nicht möglich, weil ABCD nach Voraus
setzung ein Tetraeder ist. 

5 Für spätere Beweise wollen wir gleich eine Aussage über Mittelpunkt und 
Radius der Feuerbachkugel festhalten: 
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Sei A ein Tetraeder, A' das von den Schwerpunkten der Seiten von A er
zeugte Tetraeder und S der Schwerpunkt von A. Ist nun A eine Ecke von A 
und A' die gegenüberliegende Ecke von A', so gilt bekanntlich 

(A5) A ' = - i - A . 
S 

Daraus folgt, daß sich A' aus A durch zentrische Streckung von S aus um 
den Faktor - $ ergibt. Also gilt für den Mittelpunkt M ' der Feuerbachkugel 

(A6) M ' = - i - M , 
S 

wobei M den Mittelpunkt der Umkugel von A bezeichnet. Da sich Längen 
bei zentrischen Streckungen um den Betrag des Streckungsfaktors verändern, 
haben wir außerdem 
(A7) r' = Jr, 

wenn r' den Radius der Feuerbachkugel und r den Radius der Umkugel 
von A bezeichnet. 

6 Auf Grund der allgemeinen Ausführungen über den Durchschnitt von Ebene 
und Kugel im Raum genügt es zum Beweis dieser Aussagen zu zeigen, daß 
die Senkrechte zu a durch M ' die Ebene a in dem Punkt 

(A8) M ' A = A ' + J ( H A - M A ) 

schneidet. Im Bosschen Kalkül bedeutet das (s. Anm. 1) 

(A9) ( M ' - M ' A ) - ( Y - M ' A ) = 0 

für alle Punkte Y in a. 

Rechnung mit Aufpunkt S und 

(A10) Z = Y - M ' A 

ergibt 

(All) M ' - M ' A = - J M + J A - M H A - M A ) = J ( ( A - H A ) - ( M - M A ) ) 

und 

(A12) ( M ' - M ' A ) ( Y - M ' A ) = J ( ( A - H A ) (Z + H A - H A ) - ( M - M A ) 

(Z + M A - M A ) ) = J ( A - ( Z + H ^ ) - M - ( Z + M A ) ) 

H A M A 
Z + H A und Z + M ^ sind Punkte in a. Da die Senkrechten zu a durch A und 

S S 
M A die Ebene a in H A bzw. M ^ schneiden, verschwinden die beiden Termc 
in der Klammer und daraus ergibt sich die Behauptung. 

7 Dazu muß man zunächst feststellen, daß das eindimensionale Analogon zum 
zweidimensionalen Kreis und zur dreidimensionalen Kugel eine Strecke ist: 
Ein Kreis in einer Ebene besteht aus allen Punkten der Ebene, die von einem 
festen Punkt aus einen Abstand kleinergleich einer festen positiven Zahl r 
haben. 

32 



Die gleiche Beschreibung gilt für Kugeln im Raum und für Strecken in einer 
Geraden. 
Überträgt man nun den zweiten Teil von Satz 2 auf die Situation eine 
Dimension niedriger, so erhält man die folgende Aussage (man beachte 

M A = A' O.
Ist Ĥ =1= A', so ist dieser Durchschnitt eine Strecke mit dem Mittelpunkt 

(A13) A ' + J ( H A - A ' ) = i ( H A + A'), 

deren halbe Länge gleich der Hälfte des Abstandcs von H ^ und A' ist. 
Das ist (für den Fall H V=}=A') - umständlicher ausgedrückt - genau die Tnt
sache, die wir unter 2. in der Analyse des Feuerbachschen Satzes festgehalten 
haben. 

8 »Merkwürdig« könnte z. B. folgendermaßen präzisiert werden: 
Man betrachte die Menge 

IA14) b P = | ( A 0 , A l , A 2 , A 8 ) | A ^ 3 > = R 3 j 

((AQ/ApAo/Aß) = IR3 besagt, daß die vier Punkte A 0 , . . . , A 3 nicht in einer 
Ebene liegen) und Abbildungen S P -» HR3. Solche Abbildungen ordnen also 
jedem Tetraeder einen Punkt zu; z. B. kann man die Abbildung S betrach
ten, die jedem Tetraeder seinen Schwerpunkt zuordnet. Diese hat die fol
genden Eigenschaften: 
a) Verträglichkeit mit Permutationen, das heißt für jede Permutation ,t der 
Ziffern 0,1,2,3 gilt 

(A15) S ( A 0 , A 1 , A 2 , A 3 ) = S ( A ^ A , 1 , A , : , , A , T 3 ) . 

ß) Verträglichkeit mit Bewegungen: Ist f eine Bewegung im R3, so gilt 

(A16) S(fA Q , fA 1 , fA 2 , f A 3 ) = f S ( A 0 , A 1 , A 2 , A 3 ) . 

Die gleichen Eigenschaften haben die Abbildungen, die jedem Tetraeder den 
Mittelpunkt seiner Umkugel oder den seiner Feuerbachkugel zuordnen. 
Unter einem »merkwürdigen« Punkt versteht man dann ganz allgemein eine 
Abbildung S P IR3, die die Eigenschaften a) und ß) erfüllt. 

0 A^A^Ag/Ag seien die Ecken des Tetraeders. Wir rechnen über M' . Dann 
haben wir die folgenden Gleichungen für i = 0,1,2,3 : 

(A17) (XAj + (l-X)H) 2 = r'2 

(vgl. Anm. 1); das heißt 

(A18) ? M i
2 + 2?,(l-X)A iH+ (l-X) 2 H 2 = r'2. 

Durch Gleichsetzen erhält man daraus 

(A19) ^ 2 A j 2 + 2?.(l-?0 A-H = VAQ
2 + 2/.(l->.) A 0 H . 

für i=0,1,2,3. Wir suchen ?,>0, also können wir diese Gleichungen unbe
sorgt durch V dividieren und erhalten 
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(A20) A,» + 2 ^ A i H = V + 2 X A 0 H ' 

für i =0,1,2,3- Setzen wir nun 

(A21) 
- l-l 

und ergänzen wir auf beiden Seiten der Gleichungen (A20) H 2 , so ergibt 
sich 

(A22) ( A r H ) 2 = ( A 0 - H ) * 

für i = 0,1,2,3. Das besagt aber, daß die Punkte Ai von H den gleichen Ab
stand haben, das heißt 
(A23) H = M . 
Da keine Lösung des Gleichungssystems (AI7) mit h = l möglich ist, ergibt 
sich aus (A21) und (A23): 

X 
(A24) H = 7 - 7 - M . 

X - l M ' 
Nun rechnet man aus (20) eine Darstellung von A " mit Aufpunkt M ' aus. 
Das ergibt 
(A25) A"=X • A+(1 ->0 'H = 

M ' M ' M ' 
= >„• A-f-(l-X) • / l \ • M 

M ' M ' M'\ X-l JW 
= X'A-X-M = 

M ' M ' M ' 
= X • (A-M) 

M ' M ' 
Für Abstand von A " und M ' erhalten wir jetzt 
(A26) d(A",M') = 

= d(X- (A-M),M') = 
M ' M ' 

= Xd(A-M,M') = 
M ' 

= k-d(A,M) = 
= \-r, 

A - M 

nach (A24) 

nach (12) 

nach (11) 

nach (A24) 

nach (5) 

nach Figur 12 
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wobei r den Radius der Umkugel von A bezeichnet. Nach (21) soll dieser 
Ausdruck gleich r' sein, also finden wir 

(A27) >>= 7- • 
Aus (A7) folgt nun (22), und zusammen mit (A24) ergibt sich daraus auch 
(23). 

1 0 Da M und M ' merkwürdige Punkte im Sinne der Beschreibung in Anm. 8 
sind, ist auch - \ • M ein solcher merkwürdiger Punkt. 

M ' 
1 1 Beweis des Hilfssatzes. 

Seien A,B,C,D die Ecken des Tetraeders und H sein Höhenschnittpunkt. 
H A sei der Fußpunkt der Höhe durch A. Es genügt zu zeigen, daß die Ver
bindungsgerade von B und H A * senkrecht auf der Verbindungsgeraden von 
C und D steht, das heißt (vgl. Anm. 1) 
(A28) (B-H A ) - (C-D)=0 . 

Da die Verbindungsgerade von B und H die durch B gehende Höhe des Tetra

eders ist, haben wir 

(A29) (B-H) • (C-D) = 0, 

das heißt 

(A30) ( B - H A 4- H A - H ) (C-D) = 0 

oder 

(A31) (B-HA) • (C-D) + (H A -H) (C-D) = 0. 

Daraus ergibt sich die Behauptung unmittelbar im Fall H A = H. Ist HA=t=H, 
so ist die Verbindungsgerade von A und H die Höhe durch A, und auch dann 
ist 

(A32) (H A -H)(C-D)=0, 

woraus mit (A31) die Behauptung (A28) folgt. 
Beweis von 4. 
Wir zeigen, daß der Feuerbachpunkt H auf jeder Höhe liegt. Unter Ver
wendung der im Beweis des Hilfssatzes eingeführten Bezeichnungen genügt 
dafür der Nachweis, daß H auf der Verbindungsgeraden von H ^ und A 
liegt. Nach dem Hilfssatz wissen wir, daß dabei H A der Höhenschnittpunkt 
des Dreiecks BCD ist. Wir haben nun zwei Fälle zu unterscheiden: 
1. Im Dreieck BCD fallen Schwerpunkt A' und Umkreismittelpunkt M A zu
sammen. Dann ist dieses Dreieck gleichseitig, und es gilt 
(A33) H A = A ' = M A . 

Daraus folgt aber, daß S und M und damit auch M ' und H auf der Verbin
dungsgeraden von A und H A liegen. 

* Ohne wesentliche Einschränkung können wir B=j=HA annehmen. 
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2. Es sei M ^ + A ' . Dann liegt H A auf der Eulerschen Geraden des Dreiecks 
BCD und damit auch M ' A , der Mittelpunkt des Durchschnitts der Feuerbach
kugel mit der von B, C und D aufgespannten Ebene. Die restlichen Über
legungen spielen sich nun in der von A und und der Eulerschen Geraden des 
Dreiecks BCD aufgespanntem Ebene ab (vgl. Figur 13). 

Figur 13 

Es ist zu zeigen, daß im Falle H#=HA die Verbindungsgerade von H und 
senkrecht auf der Eulerschen Geraden des Dreiecks BCD steht, d. h. 
(A34) (H-H A ) (A' -H A ) = 0. 
Dazu beweisen wir zunächst: Ist A' Aufpunkt, so gilt 

(A35) H - H A = |- ( M ' - M ' A ) - I ( M - M A ) . 

Das ergibt sich aus folgenden Beziehungen 

(A36) H = - i M < M = y M ' - y M nach (26) 

(A37) H A - 3 • A '=-2 A . M A n a c h ( 2 5 ) 

M A 

(A38) M ' A = A ' + - i ( H A - M A ) = X - M A nach (16). 

Setzt man diese Werte für H,H^ und M ' A in (A35), so erkennt man unmit-
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telbar die Gültigkeit dieser Beziehung. 
Darüber hinaus hat man aber 
(A39) ( M ' - M ' A ) (A ' -H A )=0 
und 
(A40) ( M - M A ) (A' -H A ) = 0 
zusammen mit (A35) folgt daraus die Behauptung (A34). 
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