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Wie wird der Vierfarbensatz bewiesen? 

Verfasser: Prof. Dr. Rudolf Fritsch, Mathem. Institut der Lud-
wig-Maximilians-Universität, Theresienstraße 39, 8000 Mün­
chen 2 

FRANCIS G U T H R I E (* L o n d o n 1831, | C laremont / 
Südafrika 1899, ab 1876 Professor für M a t h e m a t i k i n 
Kapstadt) hatte gerade sein juristisches E x a m e n ge­
macht , da konfrontierte er seinen noch studierenden 
B r u d e r F R E D E R I C K (* L o n d o n 1833, f L o n d o n 1886, 
1860-66 Professor für C h e m i e u n d Phys ik a m R o y a l 
Col lege auf der Insel M a u r i t i u s , ab 1881 Professor für 
Phys ik in L o n d o n ) mit einer mathematischen Aussage 
([9]), die dieser am 23. Oktober 1852 dem gemein­
samen Mathemat ik l ehrer an der Universität L o n d o n 
A U G U S T U S D E M O R G A N (* M a d u r a / I n d i e n 1806, | L o n ­
don 1871, der erste Professor für M a t h e m a t i k an der 

1 Geringfügig erweiterte Fassung des Vortrages auf der 80. Hauptver­
sammlung des Deutschen Vereins zur Förderung des mathematischen und 
naturwissenschaftlichen Unterrichts in Darmstadt 1989. 

1836 gegründeten Londoner Universität) vorlegte. 
D E M O R G A N war so beeindruckt, daß er den Sachver­
halt sofort einem der führenden englischen M a t h e m a ­
tiker der Zeit , SIR W I L L I A M R O W A N H A M I L T O N (* D u b ­
l i n 1805, t D u n s i n k 1865, Professor für Astronomie in 
D u b l i n ) , briefl ich mitteilte ([8, B a n d 3. S. 423]). D e r 
i m T r i n i t y College i n D u b l i n aufbewahrte Br ie f ent­
hält die früheste schriftliche F i x i e r u n g des Vier farben­
satzes 2, DE M O R G A N schrieb: 

Ifafigure be anyhow divided, and the compartments diffe-
rently coloured, so thatfigures with any portion of common 
boundary line are differently coloured -four colours may be 
wanted, but no more. 

2 M a n c h m a l wird das Problem auch dem deutschen Geometer A U G U S T F E R ­
D I N A N D M Ö B I U S (* Schulpforta 1790, t Leipzig 1868) zugeschrieben, aber 
dieser beschäftigte sich nur mit der entfernt verwandten Frage, ob sich ein 
Fünfeck mit allen seinen Diagonalen kreuzungsfrei i n die Ebene einbetten läßt. 
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Im deutschen Sprachgebrauch formuliert m a n 
üblicherweise das Vier farbenprob lem in folgender 
Weise: 

Kann man jede politische Landkarte so mit vier Farben fär­
ben, daß Länder mit einer gemeinsamen Grenzlinie immer 
verschieden gefärbt sind? 
W i c h t i g ist dabei natürlich die Bedingung der ge­

meinsamen Grenz l in i e ; Länder, die nur einzelne 
Grenzpunkte gemeinsam haben, dürfen durchaus 
gleich gefärbt sein. Andernfal ls käme m a n schon i m 
Falle eines Fünfländerecks nicht mehr mit vier Farben 
aus. Es kommt nicht darauf an , ob m a n sich die K a r t e 
auf dem Globus oder eben vorstellt; da m a n j a einen 
inneren Punkt eines Landes r u h i g weglassen k a n n , 
kann m a n mittels stereographischer Projektion von 
einem z u m andern übergehen. D i e Geschichte dieses 
Problems ist in der Li teratur ausführlich dargestellt 
([4], [1]). Es k a m auch i m R a h m e n unserer Hauptver ­
sammlungen schon mehrfach zur Sprache, z u m B e i ­
spiel: 
1970 i n Ber l in G E R H A R D R I N G E L : Das Heawoodsche 

Kartenfärbungsproblem. Das war noch vor der 
allgemeinen Lösung des Problems durch A P ­
P E L , H A K E N u n d K O C H i m Jahre 1976 ([2], [3]). 

1988 in K i e l R A I N E R BODENDIEK: Bemerkungen zum 
Vierfarbensatz. 

1979 in Hannover der Meis ter H E I N R I C H H E E S C H 
persönlich: Zum Vierfarbenproblem. Sein nahezu 
tragisches R i n g e n mit dem Vier farbenproblem 
hat H A N S - G Ü N T H E R B I G A L K E i n einer B iogra ­
phie ausführlich dargestellt ([6]). M i t seinen 
Methoden ([11]) erreichten A P P E L u n d H A K E N 
das Z i e l . H E E S C H selbst scheiterte an mathema­
tischen Ko l l egen , die als Gutachter der Deut ­
schen Forschungsgemeinschaft der M e i n u n g 
waren, der für die Durchführung des Beweises 
notwendige maschinelle A u f w a n d lohne sich 
nicht. Be i seinem V o r t r a g auf der Hauptver ­
sammlung 1979 stellte er einen alternativen Lö­
sungsansatz vor, dessen Durchführung wesent­
l i ch weniger aufwendig wäre; aber auch dafür 
wurde i h m die Unterstützung verweigert. 

H i e r versucht ein Mathemat iker , aber Außensei­
ter in bezug auf die spezielle Fragestellung, den durch­
geführten Lösungsweg zu erläutern. Es handelt sich j a 
u m eines der seltenen allgemeinverständlichen mathe­
matischen Probleme, nach dem man deshalb auch 
immer wieder von Nichtmathematikern gefragt w i r d . 
Für solche Diskussionen sind die folgenden Ausfüh­
rungen gedacht; sie enthalten nichts Neues für Fach ­
leute, also etwa für Ko l legen , die das schöne B u c h von 
M A R T I N AIGNER ([1]) gelesen, über das Vier farbenpro­
blem ihre Zulassungsarbeit geschrieben oder promo­
viert haben. D i e wesentliche Grundlage bildet die D a r ­
stellung der Beweisidee, die A P P E L u n d H A K E N 1986 
i m Mathemat i ca l Intelligencer gegeben haben ([5]). 

M N U 43/2 Fr i t s ch , W i e w i r d der Vier farbensatz bewiesen? 

Zunächst w i r d das P r o b l e m umformul ier t , i n die 
von H E I N R I C H H E E S C H (* K i e l 1906, Professor für 
M a t h e m a t i k i n Hannover ) angegebene duale Fas­
sung, die etwas bequemer z u handhaben ist als die 
ursprüngliche. E s sei eine ebene K a r t e gegeben, aufge­
tragen im IR 2 ( A b b . 1). D i e einzelnen, endlich vielen 
Länder werden als wegweise zusammenhängende 
Te i lmengen des I R 2 mit inneren P u n k t e n angenom­
men ; zwei Länder heißen benachbart , wenn sie eine 
gemeinsame G r e n z l i n i e besitzen. I n jedem L a n d 
wählt m a n einen P u n k t (die Hauptstadt ) u n d verb in ­
det die Hauptstädte benachbarter Länder durch eine 
L i n i e (Eisenbahnl inie ) , die ganz i n den beiden Län­
dern verläuft u n d sich selbst nicht überschneidet; ver­
schiedene von einer Hauptstadt ausgehenden E i s e n ­
bahnlinien dürfen sich auch nicht überkreuzen (Abb . 2, 
l inks) . Das so erhaltene Gebi lde ( A b b . 2, rechts) ist ein 
ebener G r a p h , d . h . ein P a a r G = (E, K) von endlichen 
M e n g e n K, deren Elemente E c k e n oder K n o t e n , be­
ziehungsweise K a n t e n des G r a p h e n heißen, mi t fol­
genden Eigenschaften ([13, § 1, De f in i t i on 3, S. 15]): 
1. Jede Ecke ist ein P u n k t i m IR 2 , jede K a n t e ist B i l d 

einer in jekt iven, stetigen A b b i l d u n g w: [0, 1] -* 

2. D i e R a n d p u n k t e der K a n t e n sind E c k e n ; Ecken 
sind nie innere Punkte von K a n t e n . 

3. D e r Durchschni t t von zwei verschiedenen K a n t e n 
ist entweder leer oder besteht aus genau einer Ecke . 

Abb. 2 
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I m Sinne der allgemeinen Graphentheorie liefert 
diese Def ini t ion einen schlichten oder einfachen G r a ­
phen, das heißt einen G r a p h e n ohne Schlingen u n d 
Mehrfachkanten ([13, S. 10], [1, S. 9]). 

Ausgehend von der Kartenvorstel lung nennt m a n 
zwei Ecken eines ebenen Graphen benachbart, wenn 
sie durch eine K a n t e verbunden sind. D e r Färbung 
einer Landkarte entspricht n u n eine Färbung der 
Eckenmenge des dualen ebenen Graphen . D i e R e l a ­
t ion »gleichgefarbt« ist dann eine Aquivalenzrelat ion 
auf der Eckenmenge; die Aquivalenzklassen können 
durch die zugehörigen Farben gekennzeichnet wer­
den. I m H i n b l i c k auf das Vierfarbenproblem definiert 
m a n n u n abstrakt: Eine Einte i lung der Eckenmenge 
eines ebenen Graphen in Aquivalenzklassen heißt Fär­
b u n g , wenn benachbarte Ecken i m m e r verschiedenen 
Klassen angehören; die Klassen selbst heißen dann 
Farben . In dieser Sprache lautet der zu beweisende 
S a t z 1 ( V i e r f a r b e n s a t z ) : Jeder ebene Graph besitzt 

eine Färbung mit vier oder weniger Farben. 
Daß dieses Ergebnis bestmöglich ist, das heißt, daß 

es G r a p h e n gibt, die mindestens vier Farben benöti­
gen, zeigt der G r a p h in A b b i l d u n g 2 (rechts). 

Das Problem läßt sich durch einige zusätzliche A n ­
nahmen vereinfachen, die die Allgemeinheit nicht e in ­
schränken. Offensichtlich lassen sich verschiedene Z u ­
sammenhangskomponenten eines ebenen Graphen ge­
trennt färben. Es genügt also zusammenhängende 
G r a p h e n zu betrachten. - E i n ebener G r a p h heißt 
m a x i m a l , wenn er nicht durch H i n z u n a h m e von K a n ­
ten allein erweitert werden kann ([13, S. 106]); jeder 
ebene G r a p h läßt sich offenbar (in mannigfacher Weise) 
zu einem maximalen ebenen Graphen erweitern. N u n 
verliert aber eine Färbung ihre definierende Eigen­
schaft nicht, wenn man K a n t e n wegläßt; also kann 
m a n sich, wenn passend, auf die Betrachtung m a x i m a ­
ler ebener Graphen zurückziehen. Für diese gilt der 
S a t z 2 ( WAGNER 3 1936 [13, S. 108]): Jeder maximale 

ebene Graph (mit mindestens 3 Ecken) ist isomorph zu 
einem Dreiecksgraphen. 
D a b e i versteht man unter einem Dreiecksgraphen 

einen maximalen ebenen Graphen mit mindestens 
drei Ecken , dessen K a n t e n Strecken sind. E i n D r e i ­
ecksgraph zerlegt die Ebene in lauter Dreiecke, auch 
das Außengebiet w i rd von einem Dreieck berandet. 
M a n kann sich also auf die Betrachtung von D r e i ­
ecksgraphen beschränken. 

N u n geht es weiter mit den Ideen des Londoner 
»Barristers« A L F R E D BRAY K E M P E (* Kensington 1849, 
t L o n d o n 1922, die Berufsangabe bezeichnet einen 
Rechtsanwalt der gehobenen Klasse) , der als H o b b y ­
mathematiker und M i t g l i e d der L o n d o n Mathemat i ca l 
Society 1879 einen Beweis des Vierfarbensatzes veröf­
fentlichte ([12]); zu seinem eignenen großen Bedauern 

3 K L A U S W A G N E R , * Köln 1910, Professor für Mathematik in Duisburg. 

entdeckte der Mathemat iker P E R C Y J O H N H E A W O O D 
(* Newport 1861, | D u r h a m 1955, Professor der 
M a t h e m a t i k i n D u r h a m ) in K E M P E S Argumentat i on 
eine Lücke, aber erst elf Jahre später ([10]). A P P E L u n d 
H A K E N würdigen die Le is tung des Amateurs mit fol ­
genden W o r t e n . »Kempes Argument war außerordentlich 
clever und, obwohl sich herausstellte, daß sein Beweis nicht 
vollständig war, so enthielt er doch die meisten grundlegenden 
Ideen, die schließlich - ein Jahrhundert später - zum korrekten 
Beweis führten.« 

K E M P E arbeitete zwar nicht mit Dreiecksgraphen; 
aber seine Überlegungen lassen sich leicht übersetzen. 
Es sei G ein Dreiecksgraph u n d F sei die M e n g e der G e ­
biete, i n die er die Ebene IR 2 zerlegt; das Außengebiet 
gehört natürlich mit dazu. D a n n kann m a n das Ganze 
auch vermöge der stereographischen Projektion als 
eine Zerlegung der Kugeloberfläche ansehen u n d den 
Eulerschen Polyedersatz anwenden: Bezeichnen e, k,f 
die A n z a h l e n der Elemente der M e n g e n E, K, F, so gilt 

« - A + / - 2 . (1) 

D a jedes Dreieck genau drei Seiten hat u n d jede 
K a n t e zu genau zwei Dreiecken gehört, hat m a n fer­
ner die Beziehung 

3-f=2k. (2) 

D i e A n z a h l der K a n t e n , die eine gegebene Ecke 
zum R a n d p u n k t haben, nennt m a n den G r a d dieser 
Ecke . Statt Ecke vom G r a d n sagt man auch rc-Ecke; 
dabei muß man n u r aufpassen, daß m a n die Begriffe 
»Dreieck« u n d »3-Ecke« nicht verwechselt. M i t v2, v3, 
. . ., vni . . . seien die A n z a h l e n der Ecken v o m G r a d 
2, 3, . . ., rc,. . . bezeichnet. D a n n erhält m a n durch A b ­
zahlung die folgenden Beziehungen: 

lvn = e (3) 
n = 2 

(Gesamtzahl der Ecken) und 

I n • vn = 2 • k (4) 
n = 2 

(zweimal Gesamtzahl der K a n t e n , da jede K a n t e zwei 
Ecken als Randpunkte hat); aus (4) u n d (2) erhält man 
noch ^ 

E*-o B = 3 - / . (5) 

D i e Gleichungen (3), (4), (5) erlauben, die Zahlen 
e, k, f durch die Zahlen v2, . . . auszudrücken. Setzt 
m a n die erhaltenen Werte i n die Eulersche Gle ichung 
(1) ein u n d mult ipl iz iert mit dem Hauptnenner durch, 
so erhält m a n ^ 

E (6 - « ) • « , . = 12. (6) 
n = 2 

A u f der l inken Seite dieser G l e i c h u n g kann es posi­
tive u n d negative Summanden geben, da aber die Ge -
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samtsumme rechts positiv ist, müssen links positive 
Summanden vorkommen. Solche gibt es aber nur bei 
den Indizes n = 2, 3, 4, 5, das heißt 
S a t z 3 ( K E M P E 1879): In jedem Dreiecksgraphen gibt es 

Ecken vom Grad 2, 3, 4 oder 5. 
V o n dieser Stelle an arbeitet K E M P E mit der M e ­

thode des »kleinsten Verbrechers«, einer A b w a n d l u n g 
des Induktionsbeweises. D e r Vierfarbensatz gilt j a 
offensichtlich für G r a p h e n mit höchstens vier Ecken. 
G ib t es Gegenbeispiele, so kann m a n diejenigen be­
trachten, die unter allen eine min imale Eckenanzahl 
besitzen; solche muß es auf G r u n d der W o h l o r d n u n g 
der natürlichen Zahlen geben, die z u m Induktions­
axiom äquivalent ist, u n d das sind die kleinsten V e r ­
brecher. D ie Aufgabe besteht n u n dar in die Existenz 
von kleinsten Verbrechern auszuschließen. 

D a z u sei ein kleinster Verbrecher G als gegeben an­
genommen. Es k a n n vorausgesetzt werden, daß G ein 
Dreiecksgraph ist u n d daß jeder ebene G r a p h mit kle i ­
nerer Eckenzahl eine Färbung mit höchstens vier F a r ­
ben besitzt. Zunächst kann m a n die Existenz von 
2- und 3-Ecken ausschließen: Gäbe es eine solche Ecke 
A, so bilde man den Te i lgraphen, der durch Heraus­
nahme von A u n d der K a n t e n mit A als Randpunkt ent­
steht. Für diesen wähle m a n eine Färbung mit vier Far ­
ben. D a A i m ganzen G r a p h e n höchstens drei N a c h ­
barn hat, ist eine geeignete Farbe für die Färbung von 
A frei. M a n hätte also i m Widerspruch zur Annahme 
eine Färbung mit vier Farben (Abb . 3 zeigt die U b e r -
legung für eine 3-Ecke). 

U m den F a l l der Existenz einer 4-Ecke darzustel­
len, ist ein auch weiterhin nützlicher Begriff bequem: 
S ind B und C verschiedene Ecken eines gefärbten G r a ­
phen, so heißt eine endliche Folge K = (F0, . . ., Fr) von 
Ecken Kempe -Ket te von B nach C} wenn die folgen­
den Eigenschaften erfüllt s ind: 
1. F0 = B, Fr=C. 
2. J e zwei aufeinanderfolgende Gl ieder sind benach­

bart. 
3. D ie Gl ieder sind paarweise verschieden. 
4. A l le Gl ieder mit geradem Index haben die gleiche 

Farbe wie B. 
5. A l l e Gl ieder mit ungeradem Index haben die glei­

che Farbe. 
A u s der Def in i t ion folgt unmittelbar , daß die 

Endpunkte der K e m p e - K e t t e bei geradem r gleich und 
bei ungeradem r verschieden gefärbt sind (Abb . 4). 

N u n sei A eine 4-Ecke ( in einem kleinsten V e r ­
brecher G), u n d es seien B, C, D, E die Nachbarn von 
A} in dieser Reihenfolge gegen den Uhrze igers inn an­
geordnet. M a n wähle wieder eine Färbung des Te i lgra ­
phen G' von G, der durch Herausnahme von A u n d der 
K a n t e n mit R a n d p u n k t A entsteht (C ist zwar kein 
Dreiecksgraph mehr, da er offensichtlich nicht max i ­
mal ist, aber das stört die Argumentat ion nicht). Sind 
die Nachbarecken von A dabei nicht alle verschieden 
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Abb. 4 

gefärbt, so hat man noch eine Farbe für die Färbung 
von A frei. Andernfalls hat man zwei Fälle zu unter­
scheiden: 

a) Es gibt keine Kempe-Ket te von B nach D 
(Abb . 5 a). D a n n betrachte m a n alle Ecken auf von B 
ausgehenden Kempe -Ket ten , die nur Ecken in den 
Farben von B und D enthalten. Diese Ecken färbe m a n 
u m , i n dem man die Farben von B und D vertauscht. 
D a D dabei seine Farbe behält und B nunmehr wie D 
gefärbt ist, steht die ursprüngliche Farbe von B für die 
Färbung von A zur Verfügung. 

b) Es sei eine Kempe-Ket te K von B nach D ge­
geben (Abb. 5b). D a n n bilden die K a n t e n , die die be­
nachbarten Ecken dieser Kempe -Ket te verbinden, z u ­
sammen mit den K a n t e n , die A mit B und D verb in ­
den, eine geschlossene J o r d a n - K u r v e , die die Ebene in 
zwei disjunkte Gebiete zerlegt und insbesondere die 
Ecken C} E trennt. E i n e Kempe -Ket te K' i n G' von C 
nach E müßte deshalb die Kempe-Ket te K treffen u n d 
damit Ecken in drei verschiedenen Farben , nämlich i n 
den Farben von C, E und B oder D, enthalten. A l so 
gibt es keine solche Kempe-Ket te K\ u n d deshalb 
kann man - wie unter a) beschrieben - so umfärben, 
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daß C die Farbe von E erhält und die ursprüngliche 
Farbe von C für die Färbung von A zur Verfügung steht. 

D a m i t ist n u n gezeigt, daß kleinste Verbrecher 
auch keine 4-Ecken enthalten können. D i e hierfür an ­
gewandte Technik , Kempe-Austausch , K e m p e - V e r -
fahren ([1]) oder Kempe-Ket ten -Sp ie l ([6, S. 173]) ge­
nannt , erweist sich auch für den weiteren Fortgang als 
sehr fruchtbar. Dafür kann m a n sich jetzt auf kleinste 
Verbrecher konzentrieren, die keine Ecken der Grade 
2, 3, 4, aber mindestens eine 5-Ecke besitzen. Be i der 
A n w e n d u n g seiner Methode auf diesen F a l l beach­
tete K E M P E nicht, daß sich bei der U m f a r b u n g auch 
K e m p e - K e t t e n ändern können, die Ecken in einer der 
z u vertauschenden Farben enthalten. H E A W O O D be­
merkte jedoch in seiner - wie er selbst sagte - destruk­
t iven A r b e i t , daß das Kempe-Kettenspie l ohne weite­
res liefert: 
S a t z 4 ( F ü n f f a r b e n s a t z , H E A W O O D 1890): Jeder 

ebene Graph besitzt eine Färbung mit fünf oder weniger 
Farben. 

B e w e i s : D e r Dreiecksgraph G sei ein kleinster 
Verbrecher (gegen den Fünffarbensatz). D i e Existenz 
von rc-Ecken mit « = 2 , 3 , 4 kann mit dem schon ver­
wendeten Argument ausgeschlossen werden: M a n 
n immt eine solche Ecke u n d die mit ihr inzidierenden 
K a n t e n zunächst heraus und erhält einen kleineren 
G r a p h e n , den m a n nach Voraussetzung mit fünf Far ­
ben färben kann. Ist das geschehen, so hat m a n für die 
herausgenommene Ecke , die j a höchstens vier N a c h ­
barn hat, eine Farbe frei. - N u n wähle m a n eine 5-Ecke 
A; eine solche muß es j a nach den vorigen Überlegun­
gen geben. Ferner seien B, C} D, E, F die Nachbarn 
von A} i n dieser Reihenfolge gegen den Uhrzeigers inn 
angeordnet (Abb . 6). M a n wähle wieder eine Färbung 
des Tei lgraphen G' von G, der durch Herausnahme 
von.4 und der K a n t e n mit Randpunkt A entsteht. Sind 
die Nachbarecken von A dabei nicht alle verschieden 
gefärbt, so hat m a n noch eine Farbe für die Färbung 
von A frei. Andernfal ls hat m a n wieder zwei Fälle zu 
unterscheiden: 
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Abb. 6 

a) Es gibt keine K e m p e - K e t t e von B nach D. D a n n 
schließt m a n wie unter a) be im Ausschluß der 
4-Ecke i m Beweis des Vierfarbensatzes. 

b) Es gibt eine K e m p e - K e t t e von B nach D. D a n n l ie­
fert der Jordansche Kurvensatz wieder, daß es 
keine Kempe -Ket te von C nach E gibt. Also kann 
m a n auch hier so umfärben, daß C die Farbe von E 
erhält u n d die ursprüngliche Farbe von C für die 
Färbung von A zur Verfügung steht. 

D a m i t kann ein kleinster Verbrecher auch 
keine 5-Ecke enthalten, was aber nicht möglich 
ist. A 

Für das weitere sind noch einige Begriffe zu klä­
ren. I m R a h m e n dieser Theorie versteht man unter 
einer Konf igurat ion zusammenhängende ebene 
G r a p h e n , die einen Randkre is besitzen, das heißt 
derart, daß gewisse K a n t e n eine geschlossene J o r ­
d a n - K u r v e bi lden und alle anderen K a n t e n und 
mindestens eine Ecke i m Innengebiet dieser K u r v e 
liegen (Abb . 7). D i e einfachsten Beispiele für K o n ­
figurationen sind die Sterne von inneren Ecken i n 
einem Dreiecksgraphen. E ine Konf igurat ion ist 
S u m m a n d eines ebenen G r a p h e n , wenn sie so als 
Te i lgraph eingebettet werden kann , daß alle Ecken 
innerhalb des eingebetteten Randkreises zur K o n f i ­
guration gehören. E ine Konf igurat i on heißt reduzi -
bel , wenn kein Dreiecksgraph mit ihr als S u m ­
m a n d ein kleinster Verbrecher sein kann . Dieser 
Begriff wurde 1913 von G E O R G E D A V I D BIRKHOFF 
(* O v e r i s e l / M i c h i g a n 1884, | C a m b r i d g e / M a s s a -
chussetts 1944, Professor für Mathemat ik an der 
H a r v a r d Univers i ty ) eingeführt [7]. K E M P E S Be ­
weis zeigt die Reduzibilität der Sterne von 3- und 
4-Ecken. E ine Menge von Konf igurat ionen heißt 
unvermeidbar, wenn jeder Dreiecksgraph minde­
stens ein Element dieser M e n g e als Summanden 
enthält. Satz 3 besagt in dieser Terminologie ge­
rade, daß die Menge bestehend aus den Sternen 
einer 3-Ecke, einer 4-Ecke u n d einer 5-Ecke, unver­
meidbar ist. N a c h den Resultaten K E M P E S liegt die 

Abb. 7. Beispiele für Konfigurationen 

Hauptschwierigkeit des Vierfarbensatzes i m N a c h ­
weis der Reduzibilität des Sternes einer Ecke mit 
der O r d n u n g 5. D i e folgenden Beweisversuche u n d 
der endgültige Beweis bestanden in der Suche nach 
einer unvermeidbaren M e n g e reduzibler K o n f i g u ­
rationen. 
H E E S C H entwickelte A lgor i thmen für den N a c h ­

weis der Reduzibilität. Dabe i muß man sich allerdings 
erst e inmal sorgfaltig klarmachen, was e in solcher 
Algor i thmus überhaupt leisten kann . N a c h dem B e ­
weis des Vierfarbensatzes ist j a jede K o n f i g u r a t i o n 
reduzibel . Das bedeutet, man sucht A l g o r i t h m e n , die 
die Reduzibilität einer bestimmten Kon f igura t i on 
schon ohne Bezug auf den Vierfarbensatz feststellen 
können. D e r einfachste A lgor i thmus , den m a n sich 
vorstellen k a n n , ist folgender: M a n schreibe alle mög­
lichen Färbungen der ganzen Konf igurat i on auf u n d 
sehe nach, ob dabei auf dem Randkre is alle möglichen 
Färbungen induziert werden. Ist das der F a l l , so liegt 
Reduzibilität vor: M a n färbe bei einem kleinsten V e r ­
brecher alles bis auf das Innere der K o n f i g u r a t i o n ; 
damit hat m a n eine Färbung des Randes , die m a n 
nach Voraussetzung ins Innere fortsetzen k a n n . A l so 
war 's doch kein kleinster Verbrecher! Dieser p r i m i -
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Abb. 8 

tive A lgor i thmus zeigt aber schon, daß für R e c h n u n ­
gen solcher A r t ein großer A u f w a n d erforderlich ist. 
Das ist natürlich noch mehr der F a l l bei A lgor i thmen, 
die mit diesem Ver fahren starten u n d bei negativem 
A u s g a n g mit Kempe-Ketten-Spie len fortsetzen. D e r 
A u f w a n d hängt wesentlich von der Ringgröße, das 
heißt, der Z a h l der Ecken i m Randkre is der Kon f igura ­
t i on , ab. A u c h maschineller Behandlung sind R i n g ­
größen über 18 heute noch schwer zugänglich. A l l e r ­
dings hat H E E S C H festgestellt und wahrscheinlich­
keitstheoretisch begründet, daß - über den D a u m e n 
gepeilt - Konf igurat ionen mit 

A n z a h l der Ecken i m Innern > 
3 • Ringgröße 

•6 (7) 

i m allgemeinen algorithmisch als reduzibel erkannt 
werden können. Außerdem hat er auch leicht erkenn­
bare Hindernisse für solche Nachweise gefunden, so 
daß m a n weiß, welchen Konf igurat ionen man bei der 
Suche nach einer unvermeidbaren Menge reduzibler 
Konf igurat ionen möglichst aus dem W e g gehen sollte. 

N u n zur Suche nach einer geeigneten unvermeid­
baren M e n g e . Hierfür erfand H E E S C H die Entladungs­
prozeduren. D ie Terminologie lehnt an den physikal i ­
schen V o r g a n g der Kondensatorentladung an ; die 
Ver fahren selbst bestehen in einer geschickten Auswer­
tung der Gle i chung (6), die man in den noch zu be­
trachtenden Fällen auch folgendermaßen schreiben 
k a n n : 

v5 - v7 - 2 vs - . . . - (s - 6) vs = 12 , 
wobei s das M a x i m u m der vorkommenden Grade von 
E c k e n bezeichnet. Z u Beginn w i r d jeder Ecke die L a ­
d u n g 60 • (6 - G r a d der Ecke) zugeordnet; der Faktor 
60 w i r d gewählt, u m Brüche möglichst zu vermeiden. 
A u s (6) folgt, daß die Gesamtladung des Systems 720 
beträgt; diese w i r d i m Laufe des Verfahrens nicht ver­

ändert. Deshalb sollte m a n eigentlich besser von » U m ­
ladung« statt von »Entladung« sprechen; dieser A u s ­
druck wi rd allerdings dadurch gerechtfertigt, daß 
m a n L a d u n g von den positiv geladenen 5-Ecken weg­
schiebt. E i n einfaches Beispiel für eine E n t l a d u n g ist 
das folgende: Jede 5-Ecke gebe an jede benachbarte 
schwere Ecke - darunter verstehe man eine Ecke mit 
einem G r a d größer-gleich 7 - die Ladungsmenge 12 
ab. D a n n kann m a n folgendes erschließen: 5-Ecke mit 
lauter schweren Ecken als Nachbarn haben keine L a ­
dung mehr. Ecken mit einem G r a d d > 8 haben höch­
stens die L a d u n g 12 • d aufgenommen; aus ihrer A n ­
fangsladung 60 (6 - d) errechnet man 

60 (6 - d) + 12d= 360 - 48af< 360 - 384 = - 2 4 , 

also negative End ladung . D a die Gesamtladung aber 
positiv ist, muß es deshalb entweder mindestens eine 
7-Ecke geben, die positiv aufgeladen wurde, oder 
eine 5-Ecke, die nicht vollständig entladen wurde. 
I m zweiten Fa l l hat m a n entweder zwei benachbarte 
5-Ecken (Abb . 7, rechts oben) oder eine zu einer 6-Ecke 
benachbarte 5-Ecke (Abb . 7, rechts unten). D e r erste 
F a l l kann nur eintreten, wenn eine 7-Ecke mindestens 
sechs benachbarte 5-Ecken hat; dann sind aber unter 
diesen auch mindestens zwei benachbart ( A b b . 8). 
Also hat man auf jeden F a l l zwei benachbarte 5-Ecken 
A und B oder eine zu einer 6-Ecke B benachbarte 
5-Ecke A. N i m m t man für beide Situationen die zu A 
und B benachbarten Ecken sowie die verbindenden 
K a n t e n h i n z u , so erhält man zwei Konf igurat ionen, 
und das ganze Vorgehen zeigt, daß die M e n g e , die aus 
diesen beiden Konf igurat ionen und den Sternen einer 
3-Ecke und einer 4-Ecke besteht, das heißt die in A b ­
b i ldung 7 gezeigte M e n g e von Konf igurat ionen, un ­
vermeidbar ist. Dies ist ein einfaches Beispiel für eine 
Entladungsprozedur, aber ke in sehr hilfreiches; die 
erhaltenen Konf igurat ionen trotzen Reduktionsver­
suchen. Das kann man auch an der Faustformel (7) 
sehen: M a n hat zwei innere Punkte , aber Ringgrößen 
6 und 7 u n d damit für die rechte Seite von (7) die 
Werte 3 beziehungsweise 4Vi , also in jedem Fal l 
größer als 2. Jedoch das P r i n z i p ist k lar ; man k a n n die 
Hemdsärmel hochkrempeln und mit der Arbe i t begin­
nen. Das haben K E N N E T H A P P E L (* 1932) u n d W O L F ­
GANG H A K E N (* Ber l in 1928) in der Zeit vom Herbst 
1972 an getan; Ende 1974 stieß der graduierte Student 

J O H N K O C H ZU ihnen, der sich vor allem u m die R e d u -
zibilitätsrechnungen kümmerte. M i t genialen Ent ­
ladungsmethoden erreichten sie das ersehnte Z i e l und 
legten Ende J u n i 1976 den in der skizzierten Weise ge­
führten Beweis des Vierfarbensatzes vor ([2], [3]). 

Häufig w i rd die Frage gestellt: H a b e n A P P E L , 
H A K E N u n d K O C H denn auf diese Weise wi rk l i ch einen 
Beweis geliefert, und wie ist er nachprüfbar? Ihre V e r ­
öffentlichung umfaßt 50 Druckseiten Text u n d Zeich­
nungen von Figuren , rund 85 Druckseiten mit fast 

86 M N U 43/2 Fr i tsch , W i e w i r d der Vier farbensatz bewiesen? 



25000 weiteren Zeichnungen und 400 Micro f i che-
Seiten mit weiteren Zeichnungen u n d Tausenden von 
Veri f ikat ionen kleinerer Zwischenbehauptungen. D e r 
Computereinsatz erfolgte hauptsächlich zum N a c h ­
weis der Reduzibilität der i m Laufe des E n t l a ­
dungsprozesses erhaltenen F iguren . Daß sich R e d u z i ­
bilität mit Hi l f e eines Computers nachweisen läßt, das 
unterliegt keinem Zweife l ; auch der Korrektheit sol­
cher Ergebnise, wenn sie von erfahrenen M a t h e m a t i ­
kern erzielt wurden , kann m a n vertrauen. D e r H a k e n 
liegt eigentlich woanders. D i e Buchführung der F i g u ­
ren, der Nachweis , daß die erhaltene Menge von 1825 
reduziblen Figuren unvermeidbar ist, das ist i m wesent­
l ichen Handarbe i t . Daß hierbei Schreibfehler und 
Rechenfehler auftreten, ist selbstverständlich. E i n Stu­
dent der Elektrotechnik der Technischen Hochschule 
A a c h e n , U L R I C H S C H M I D T , listete 1980/81 eine Reihe 
von solchen Fehlern auf. Bis auf einen waren sie leicht 
zu beheben, der übrigbleibende erforderte aber eine 
gewisse Änderung der verwendeten Entladungsproze­
dur . A P P E L und H A K E N sind der M e i n u n g , daß ihr V e r ­
fahren genügend vie l Freiheit läßt, u m alle diese schon 
gefundenen und noch zu entdeckenden Irrtümer aus­
zumerzen. E i n Unbehagen bleibt, da es eben keine 
a priori-Begründung dafür gibt, daß eine endliche u n ­
vermeidbare M e n g e existiert. A P P E L und H A K E N argu­
mentieren hierfür wahrscheinlichkeitstheoretisch, sehr 
plausibel , aber überzeugend? Das ist j a hier anders als 
bei der sensationellen Nachricht i n der Februarnum­
mer 1989 der Communicat i ons of the Association for 
C o m p u t i n g M a c h i n e r y , daß C R A Y , e in amerikani ­
scher Großrechner, die Nichtexistenz von endlichen 
Ebenen der O r d n u n g 10 bewiesen hat. H i e r geht es i m 
P r i n z i p nur d a r u m , alle möglichen 0-1-Einträge in 
eine 100 x 110 -Matr ix auf gewisse Eigenschaften zu 
überprüfen; aber die M e n g e dieser Möglichkeiten ist 
eben endlich, wenn auch mit 2 1 1 0 0 0 Elementen riesen­
groß. Sehr viel tiefe M a t h e m a t i k mußte eingesetzt wer­
den , die Z a h l der notwendigen Rechenoperationen so 
z u reduzieren, daß C R A Y das P r o g r a m m in endlicher 
Zeit - man spricht von drei bis vier J a h r e n , viel mehr 
als bisher für das Vier farbenproblem aufgewandt 
wurde - bewältigen konnte. 

A P P E L und H A K E N selbst beschäftigen sich intensiv 
m i t der Uberprüfung ihrer Arbe i t . Sie konnten i n z w i ­

schen die Größe ihrer unausweichlichen M e n g e auf 
1478 F iguren reduzieren. A u c h bitten sie u m M i t t e i ­
l u n g jedweden entdeckten Fehlers »we . . . would be 
grateful for any Information on further bookkeeping (or other) 
errors whenever such arefound.« Schließlich p lanen sie eine 
revidierte Fassung zu veröffentlichen, die dann -
vollständig gedruckt - allgemein zugänglich sein w i r d . 
Daneben wartet der seinerzeit von H E E S C H skizzierte 
andere Zugang auf V e r w i r k l i c h u n g u n d - vielleicht 
hat j emand noch eine ganz andere Idee? So hat das 
Vierfarbenproblem, obwohl als gelöst anzusehen, 
doch noch nicht seinen R e i z verloren. 
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