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Wie wird der Vierfarbensatz bewiesen?!

Verfasser: Prof. Dr. Rudolf Fritsch, Mathem. Institut der Lud-
wig-Maximilians-Universitdt, Theresienstrafe 39, 8000 Miin-
chen 2

Francis GurtHrIE (* London 1831, 1 Claremont/
Sudafrika 1899, ab 1876 Professor fiir Mathematik in
Kapstadt) hatte gerade sein juristisches Examen ge-
macht, da konfrontierte er seinen noch studierenden
Bruder Freperick (* London 1833, T London 1886,
1860-66 Professor fir Chemie und Physik am Royal
College auf der Insel Mauritius, ab 1881 Professor fur
Physik in London) mit einer mathematischen Aussage
([9]), die dieser am 23. Oktober 1852 dem gemein-
samen Mathematiklehrer an der Universitat London
AucusTus DE MORGAN (* Madura/Indien 1806, T Lon-
don 1871, der erste Professor fiir Mathematik an der

! Geringfigig erweiterte Fassung des Vortrages auf der 80. Hauptver-
sammlung des Deutschen Vereins zur Férderung des mathematischen und
naturwissenschaftlichen Unterrichts in Darmstadt 1989.

1836 gegriindeten Londoner Universitit) vorlegte.
DE MORGAN war so beeindruckt, dafl er den Sachver-
halt sofort einem der fiihrenden englischen Mathema-
tiker der Zeit, Stk WiLLiam Rowan Hamirron (* Dub-
lin 1805, { Dunsink 1865, Professor fiir Astronomie in
Dublin), brieflich mitteilte ([8, Band 3. S. 423]). Der
im Trinity College in Dublin aufbewahrte Brief ent-
halt die fritheste schriftliche Fixierung des Vierfarben-
satzes?, DE MORGAN schrieb:
If a figure be anyhow divided, and the compartments diffe-
rently coloured, so that figures with any portion of common
boundary line are differently coloured - four colours may be
wanted, but no more.

2 Manchmal wird das Problem auch dem deutschen Geometer AucusT Fer-
DINAND MOBius (* Schulpforta 1790, t Leipzig 1868) zugeschrieben, aber
dieser beschiftigte sich nur mit der entfernt verwandten Frage, ob sich ein
Fiinfeck mit allen seinen Diagonalen kreuzungsfrei in die Ebene einbetten 13ft.
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Im deutschen Sprachgebrauch formuliert man
iblicherweise das Vierfarbenproblem in folgender
Weise:

Kann man jede politische Landkarte so mit vier Farben fér-

ben, daff Lander mat einer gemeinsamen Grenzlinie immer

verschieden gefdrbt sind?

Wichtig ist dabei natiirlich die Bedingung der ge-
meinsamen Grenzlinie; Linder, die nur einzelne
Grenzpunkte gemeinsam haben, diirfen durchaus
gleich gefarbt sein. Andernfalls kime man schon im
Falle eines Funflanderecks nicht mehr mit vier Farben
aus. Es kommt nicht darauf an, ob man sich die Karte
auf dem Globus oder eben vorstellt; da man ja einen
inneren Punkt eines Landes ruhig weglassen kann,
kann man mittels stereographischer Projektion von
einem zum andern ibergehen. Die Geschichte dieses
Problems ist in der Literatur ausfiihrlich dargestellt
((4], [1]). Es kam auch im Rahmen unserer Hauptver-
sammlungen schon mehrfach zur Sprache, zum Bei-
spiel:

1970 in Berlin GERHARD RINGEL: Das Heawoodsche
Kartenfarbungsproblem. Das war noch vor der
allgemeinen Losung des Problems durch Ap-
PEL, HAKEN und KocH im Jahre 1976 ([2], [3]).

1988 in Kiel RAINER BODENDIEK: Bemerkungen zum
Vierfarbensatz.

1979 in Hannover der Meister HeinrRicH HEESCH
personlich: Zum Vierfarbenproblem. Sein nahezu
tragisches Ringen mit dem Vierfarbenproblem
hat Hans-GUNTHER BIGALKE in einer Biogra-
phie ausfuhrlich dargestellt ([6]). Mit seinen
Methoden ([11]) erreichten ApPEL und HAKEN
das Ziel. HEEscH selbst scheiterte an mathema-
tischen Kollegen, die als Gutachter der Deut-
schen Forschungsgemeinschaft der Meinung
waren, der fur die Durchfiihrung des Beweises
notwendige maschinelle Aufwand lohne sich
nicht. Bei seinem Vortrag auf der Hauptver-
sammlung 1979 stellte er einen alternativen Lo-
sungsansatz vor, dessen Durchfihrung wesent-
lich weniger aufwendig ware; aber auch dafir
wurde ihm die Unterstiitzung verweigert.

Hier versucht ein Mathematiker, aber Aufiensei-
ter in bezug auf die spezielle Fragestellung, den durch-
gefihrten Losungsweg zu erlautern. Es handelt sich ja
um eines der seltenen allgemeinverstindlichen mathe-
matischen Probleme, nach dem man deshalb auch
immer wieder von Nichtmathematikern gefragt wird.
Fir solche Diskussionen sind die folgenden Ausfiih-
rungen gedacht; sie enthalten nichts Neues fir Fach-
leute, also etwa fiir Kollegen, die das schéne Buch von
MARTIN AIGNER ([1]) gelesen, iiber das Vierfarbenpro-
blem ihre Zulassungsarbeit geschrieben oder promo-
viert haben. Die wesentliche Grundlage bildet die Dar-
stellung der Beweisidee, die ApPEL und Haken 1986
im Mathematical Intelligencer gegeben haben ([5]).

Zunachst wird das Problem umformuliert, in die
von HeinricH HeescuH (* Kiel 1906, Professor fiir
Mathematik in Hannover) angegebene duale Fas-
sung, die etwas bequemer zu handhaben ist als die
urspriingliche. Es sei eine ebene Karte gegeben, aufge-
tragen im IR? (Abb. 1). Die einzelnen, endlich vielen
Lander werden als wegweise zusammenhingende
Teilmengen des IR? mit inneren Punkten angenom-
men; zwei Lander heiflen benachbart, wenn sie eine
gemeinsame Grenzlinie besitzen. In jedem Land
wihlt man einen Punkt (die Hauptstadt) und verbin-
det die Hauptstiadte benachbarter Lander durch eine
Linie (Eisenbahnlinie), die ganz in den beiden Lan-
dern verlauft und sich selbst nicht iiberschneidet; ver-
schiedene von einer Hauptstadt ausgehenden Eisen-
bahnlinien dirfen sich auch nicht tiberkreuzen (Abb. 2,
links). Das so erhaltene Gebilde (Abb. 2, rechts) ist ein
ebener Graph, d.h. ein Paar G = (E, K) von endlichen
Mengen E, K, deren Elemente Ecken oder Knoten, be-
ziehungsweise Kanten des Graphen heiflen, mit fol-
genden Eigenschaften ([13, § 1, Definition 3, S. 15]):
1. Jede Ecke ist ein Punkt im IR?, jede Kante ist Bild

eir;er injektiven, stetigen Abbildung w: [0, 1] —

IR%

2. Die Randpunkte der Kanten sind Ecken; Ecken
sind nie innere Punkte von Kanten.

3. Der Durchschnitt von zwei verschiedenen Kanten
ist entweder leer oder besteht aus genau einer Ecke.

Abb. 1

Land & \

Abb. 2
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Im Sinne der allgemeinen Graphentheorie liefert
diese Definition einen schlichten oder einfachen Gra-
phen, das heifit einen Graphen ohne Schlingen und
Mehrfachkanten ([13, S. 10], [1, S. 9]).

Ausgehend von der Kartenvorstellung nennt man
zwei Ecken eines ebenen Graphen benachbart, wenn
sie durch eine Kante verbunden sind. Der Farbung
einer Landkarte entspricht nun eine Farbung der
Eckenmenge des dualen ebenen Graphen. Die Rela-
tion »gleichgefarbt« ist dann eine Aquivalenzrelation
auf der Eckenmenge; die Aquivalenzklassen kénnen
durch die zugehorigen Farben gekennzeichnet wer-
den. Im Hinblick auf das Vierfarbenproblem definiert
man nun abstrakt: Eine Einteilung der Eckenmenge
eines ebenen Graphen in Aquivalenzklassen heifit Far-
bung, wenn benachbarte Ecken immer verschiedenen
Klassen angehoren; die Klassen selbst heiffen dann
Farben. In dieser Sprache lautet der zu beweisende
Satz 1 (Vierfarbensatz): Jeder ebene Graph besitzt

eine Farbung mit vier oder weniger Farben.

Daf dieses Ergebnis bestméglich ist, das heifit, dafd
es Graphen gibt, die mindestens vier Farben bendti-
gen, zeigt der Graph in Abbildung 2 (rechts).

Das Problem lafit sich durch einige zusatzliche An-
nahmen vereinfachen, die die Allgemeinheit nicht ein-
schranken. Offensichtlich lassen sich verschiedene Zu-
sammenhangskomponenten eines ebenen Graphen ge-
trennt farben. Es genligt also zusammenhingende
Graphen zu betrachten. - Ein ebener Graph heifit
maximal, wenn er nicht durch Hinzunahme von Kan-
ten allein erweitert werden kann ([13, S. 106]); jeder
ebene Graph lafit sich offenbar (in mannigfacher Weise)
zu einem maximalen ebenen Graphen erweitern. Nun
verliert aber eine Farbung ihre definierende Eigen-
schaft nicht, wenn man Kanten weglafit; also kann
man sich, wenn passend, auf die Betrachtung maxima-
ler ebener Graphen zurickziehen. Fir diese gilt der
Satz 2 (WacNer® 1936 [13, S. 108]): Jeder maximale

ebene Graph (mit mindestens 3 Ecken) ist isomorph zu

einem Dretecksgraphen.

Dabei versteht man unter einem Dreiecksgraphen
einen maximalen ebenen Graphen mit mindestens
drei Ecken, dessen Kanten Strecken sind. Ein Drei-
ecksgraph zerlegt die Ebene in lauter Dreiecke, auch
das Auflengebiet wird von einem Dreieck berandet.
Man kann sich also auf die Betrachtung von Drei-
ecksgraphen beschréanken.

Nun geht es weiter mit den Ideen des Londoner
»Barristers« ALFRED BRay KEMPE (* Kensington 1849,
T London 1922, die Berufsangabe bezeichnet einen
Rechtsanwalt der gehobenen Klasse), der als Hobby-
mathematiker und Mitglied der London Mathematical
Society 1879 einen Beweis des Vierfarbensatzes verof-
fentlichte ([12]); zu seinem eignenen grofien Bedauern

3 Kraus WAGNER, * Kéln 1910, Professor fir Mathematik in Duisburg.

entdeckte der Mathematiker PErcy JoHNn HEawoobD
(* Newport 1861, T Durham 1955, Professor der
Mathematik in Durham) in KEMPEs Argumentation
eine Liicke, aber erst elf Jahre spater ([10]). APPEL und
Haken wiirdigen die Leistung des Amateurs mit fol-
genden Worten. »Kempes Argument war auferordentlich
clever und, obwohl sich herausstellte, dafi sein Beweis nichi
vollstindig war, so enthielt er doch die meisten grundlegenden
Ideen, die schlieflich — ein _Jahrhundert spiter — zum korrekten
Beweis fiihrten. «

KEemPE arbeitete zwar nicht mit Dreiecksgraphen;
aber seine Uberlegungen lassen sich leicht libersetzen.
Essei G ein Dreiecksgraph und F'sei die Menge der Ge-
biete, in die er die Ebene IR? zerlegt; das Auflengebiet
gehort natiirlich mit dazu. Dann kann man das Ganze
auch vermége der stereographischen Projektion als
eine Zerlegung der Kugeloberflache ansehen und den
Eulerschen Polyedersatz anwenden: Bezeichnene, £, f
die Anzahlen der Elemente der Mengen E, K, F, so gilt

e—k+f=2. (1)

Da jedes Dreieck genau drei Seiten hat und jede
Kante zu genau zwei Dreiecken gehért, hat man fer-
ner die Beziehung

3-f=2k. @)

Die Anzahl der Kanten, die eine gegebene Ecke
zum Randpunkt haben, nennt man den Grad dieser
Ecke. Statt Ecke vom Grad n sagt man auch n-Ecke;
dabei mufl man nur aufpassen, dafl man die Begriffe
»Dreieck« und »3-Ecke« nicht verwechselt. Mit v,, v,
..., Uy ... seien die Anzahlen der Ecken vom Grad
2,3,...,n,...bezeichnet. Dann erhalt man durch Ab-
zahlung die folgenden Beziehungen:

Lo,=¢ (3)
n=2
(Gesamtzahl der Ecken) und
ecd
E2n‘vn=2-k 4)

(zweimal Gesamtzahl der Kanten, da jede Kante zwei
Ecken als Randpunkte hat); aus (4) und (2) erhélt man
noch

Ezn 0,=3 - f. 5)

Die Gleichungen (3), (4), (5) erlauben, die Zahlen
¢, k, f durch die Zahlen vy, ... auszudriicken. Setzt
man die erhaltenen Werte in die Eulersche Gleichung
(1) ein und multipliziert mit dem Hauptnenner durch,
so erhadlt man

n§2(6—n) c0,=12. (6)

Auf der linken Seite dieser Gleichung kann es posi-
tive und negative Summanden geben, da aber die Ge-
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samtsumme rechts positiv ist, missen links positive
Summanden vorkommen. Solche gibt es aber nur bei
den Indizes n = 2, 3, 4, 5, das heifdt

Satz 3 (KempE 1879): In jedem Dreiecksgraphen gibt es

Ecken vom Grad 2, 3, 4 oder 5.

Von dieser Stelle an arbeitet KEMpE mit der Me-
thode des »kleinsten Verbrechers«, einer Abwandlung
des Induktionsbeweises. Der Vierfarbensatz gilt ja
offensichtlich far Graphen mit héchstens vier Ecken.
Gibt es Gegenbeispiele, so kann man diejenigen be-
trachten, die unter allen eine minimale Eckenanzahl
besitzen; solche mufl es auf Grund der Wohlordnung
der natirlichen Zahlen geben, die zum Induktions-
axiom dquivalent ist, und das sind die kleinsten Ver-
brecher. Die Aufgabe besteht nun darin die Existenz
von kleinsten Verbrechern auszuschliefien.

Dazu sei ein kleinster Verbrecher G als gegeben an-
genommen. Es kann vorausgesetzt werden, dafl G ein
Dreiecksgraph ist und daf jeder ebene Graph mit klei-
nerer Eckenzahl eine Farbung mit hochstens vier Far-
ben besitzt. Zunachst kann man die Existenz von
2- und 3-Ecken ausschliefen: Gébe es eine solche Ecke
A, so bilde man den Teilgraphen, der durch Heraus-
nahme von 4 und der Kanten mit 4 als Randpunkt ent-
steht. Fiir diesen wahle man eine Farbung mit vier Far-
ben. Da 4 im ganzen Graphen héchstens drei Nach-
barn hat, ist eine geeignete Farbe fur die Farbung von
A frei. Man hitte also im Widerspruch zur Annahme
eine Farbung mit vier Farben (Abb. 3 zeigt die Uber-
legung fir eine 3-Ecke).

Um den Fall der Existenz einer 4-Ecke darzustel-
len, ist ein auch weiterhin nitziicher Begriff bequem:
Sind B und C verschiedene Ecken eines gefarbten Gra-
phen, so heifit eine endliche Folge K = (F,, . . ., F,) von
Ecken Kempe-Kette von B nach C, wenn die folgen-
den Eigenschaften erfillt sind:

1. {,=B, F,=C.

2. Je zwei aufeinanderfolgende Glieder sind benach-
bart.

3. Die Glieder sind paarweise verschieden.

4. Alle Glieder mit geradem Index haben die gleiche

Farbe wie B.

5. Alle Glieder mit ungeradem Index haben die glei-
che Farbe.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dafl die
Endpunkte der Kempe-Kette bei geradem r gleich und
bei ungeradem r verschieden gefarbt sind (Abb. 4).

Nun sei 4 eine 4-Ecke (in einem kleinsten Ver-
brecher G), und es seien B, C, D, E die Nachbarn von
4, in dieser Reihenfolge gegen den Uhrzeigersinn an-
geordnet. Man wihle wieder eine Farbung des Teilgra-
phen G'von G, der durch Herausnahme von 4 und der
Kanten mit Randpunkt 4 entsteht (G’ ist zwar kein
Dreiecksgraph mehr, da er offensichtlich nicht maxi-
mal ist, aber das stért die Argumentation nicht). Sind
die Nachbarecken von 4 dabei nicht alle verschieden

2

gegebener Graph

%
7\ blau

3-Ecke entfernt, Rest gefarbt

gefdrbter Graph

Abb. 3
weil} blau weif} weifl} blau weil}
[ o o -O- 0
Fo A A Fes fa Fraas
weil} blau weif} btau weil} blau
c O O W 0)- o
o F ) Fr2 fra ey
Abb. 4

gefarbt, so hat man noch eine Farbe fur die Farbung
von 4 frei. Andernfalls hat man zwei Fille zu unter-
scheiden:

a) Es gibt keine Kempe-Kette von B nach D
(Abb. 5a). Dann betrachte man alle Ecken auf von B
ausgehenden Kempe-Ketten, die nur Ecken in den
Farben von Bund D enthalten. Diese Ecken farbe man
um, in dem man die Farben von B und D vertauscht.
Da D dabei seine Farbe behélt und B nunmehr wie D
gefarbt ist, steht die urspringliche Farbe von B fiir die
Farbung von 4 zur Verfiigung.

b) Es sei eine Kempe-Kette X von B nach D ge-
geben (Abb. 5b). Dann bilden die Kanten, die die be-
nachbarten Ecken dieser Kempe-Kette verbinden, zu-
sammen mit den Kanten, die 4 mit B und D verbin-
den, eine geschlossene Jordan-Kurve, die die Ebene in
zwel disjunkte Gebiete zerlegt und insbesondere die
Ecken C, E trennt. Eine Kempe-Kette X' in G’ von C
nach E mufite deshalb die Kempe-Kette X treffen und
damit Ecken in drei verschiedenen Farben, namlich in
den Farben von C, E und B oder D, enthalten. Also
gibt es keine solche Kempe-Kette X', und deshalb
kann man - wie unter a) beschrieben - so umférben,
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dafl C die Farbe von E erhalt und die urspriingliche
Farbe von Cfiir die Farbung von 4 zur Verfiigung steht.
Damit ist nun gezeigt, dafl kleinste Verbrecher
auch keine 4-Ecken enthalten kénnen. Die hierfir an-
gewandte Technik, Kempe-Austausch, Kempe-Ver-
fahren ([1]) oder Kempe-Ketten-Spiel ([6, S. 173]) ge-
nannt, erweist sich auch fir den weiteren Fortgang als
sehr fruchtbar. Dafiir kann man sich jetzt auf kleinste
Verbrecher konzentrieren, die keine Ecken der Grade
2, 3, 4, aber mindestens eine 5-Ecke besitzen. Bei der
Anwendung seiner Methode auf diesen Fall beach-
tete KEMPE nicht, dafl sich bei der Umfarbung auch
Kempe-Ketten andern kénnen, die Ecken in einer der
zu vertauschenden Farben enthalten. HEaAwooD be-
merkte jedoch in seiner - wie er selbst sagte - destruk-
tiven Arbeit, dafl das Kempe-Kettenspiel ohne weite-
res liefert:
Satz 4 (Funffarbensatz, Heawoobp 1890): Jeder
ebene Graph besitzt eine Farbung mit fiinf oder weniger
Farben.
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Abb. 5b
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Beweis: Der Dreiecksgraph G sei ein kleinster
Verbrecher (gegen den Funffarbensatz). Die Existenz
von n-Ecken mit n = 2, 3, 4 kann mit dem schon ver-
wendeten Argument ausgeschlossen werden: Man
nimmt eine solche Ecke und die mit ihr inzidierenden
Kanten zunichst heraus und erhilt einen kleineren
Graphen, den man nach Voraussetzung mit fiinf Far-
ben farben kann. Ist das geschehen, so hat man fur die
herausgenommene Ecke, die ja hdchstens vier Nach-
barn hat, eine Farbe frei. - Nun wahle man eine 5-Ecke
A; eine solche muf es ja nach den vorigen Uberlegun-
gen geben. Ferner seien B, C, D, E, F die Nachbarn
von 4, in dieser Reihenfolge gegen den Uhrzeigersinn
angeordnet (Abb. 6). Man wihle wieder eine Farbung
des Teilgraphen G’ von G, der durch Herausnahme
von 4 und der Kanten mit Randpunkt 4 entsteht. Sind
die Nachbarecken von 4 dabei nicht alle verschieden
gefarbt, so hat man noch eine Farbe fir die Farbung
von 4 frei. Andernfalls hat man wieder zwei Falle zu
unterscheiden:
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Abb. 6

a) Es gibt keine Kempe-Kette von B nach D. Dann
schlieft man wie unter a) beim Ausschluff der
4-Ecke im Beweis des Vierfarbensatzes.

b) Es gibt eine Kempe-Kette von B nach D. Dann lie-
fert der Jordansche Kurvensatz wieder, daf es
keine Kempe-Kette von C nach E gibt. Also kann
man auch hier so umférben, daf C die Farbe von E
erhélt und die ursprungliche Farbe von C fir die
Farbung von 4 zur Verfigung steht.

Damit kann ein kleinster Verbrecher auch
keine 5-Ecke enthalten, was aber nicht moglich
ist. A

Fiir das weitere sind noch einige Begriffe zu kla-
ren. Im Rahmen dieser Theorie versteht man unter
einer Konfiguration zusammenhingende ebene
Graphen, die einen Randkreis besitzen, das hecifdt
derart, dafl gewisse Kanten eine geschlossene Jor-
dan-Kurve bilden und alle anderen Kanten und
mindestens eine Ecke im Innengebiet dieser Kurve
liegen (Abb. 7). Die einfachsten Beispiele fur Kon-
figurationen sind die Sterne von inneren Ecken in
einem Dreiecksgraphen. Eine Konfiguration ist
Summand eines ebenen Graphen, wenn sie so als
Teilgraph eingebettet werden kann, daf alle Ecken
innerhalb des eingebetteten Randkreises zur Konfi-
guration gehoéren. Eine Konfiguration heifit reduzi-
bel, wenn kein Dreiecksgraph mit ihr als Sum-
mand ein kleinster Verbrecher sein kann. Dieser
Begriff wurde 1913 von GEORGE DaviD BIRKHOFF
(* Overisel/Michigan 1884, 1 Cambridge/Massa-
chussetts 1944, Professor fiir Mathematik an der
Harvard University) eingefiihrt [7]. KemPEs Be-
weis zeigt die Reduzibilitdt der Sterne von 3- und
4-Ecken. Eine Menge von Konfigurationen heifit
unvermeidbar, wenn jeder Dreiecksgraph minde-
stens ein Element dieser Menge als Summanden
enthalt. Satz 3 besagt in dieser Terminologie ge-
rade, dafl die Menge bestehend aus den Sternen
einer 3-Ecke, einer 4-Ecke und einer 5-Ecke, unver-
meidbar ist. Nach den Resultaten KEmpEs liegt die

blau

Abb. 7. Beispuele fiir Konfigurationen

Hauptschwierigkeit des Vierfarbensatzes im Nach-
weis der Reduzibilitat des Sternes einer Ecke mit
der Ordnung 5. Die folgenden Beweisversuche und
der endgiiltige Beweis bestanden in der Suche nach
einer unvermeidbaren Menge reduzibler Konfigu-
rationen.

HeEescH entwickelte Algorithmen fir den Nach-
weis der Reduzibilitit. Dabei mufl man sich allerdings
erst einmal sorgfaltig klarmachen, was ein solcher
Algorithmus tiberhaupt leisten kann. Nach dem Be-
weis des Vierfarbensatzes ist ja jede Konfiguration
reduzibel. Das bedeutet, man sucht Algorithmen, die
die Reduzibilitit einer bestimmten Konfiguration
schon ohne Bezug auf den Vierfarbensatz feststellen
kénnen. Der einfachste Algorithmus, den man sich
vorstellen kann, ist folgender: Man schreibe alle még-
lichen Farbungen der ganzen Konfiguration auf und
sehe nach, ob dabei auf dem Randkreis alle moglichen
Farbungen induziert werden. Ist das der Fall, so liegt
Reduzibilitat vor: Man farbe bei einem kleinsten Ver-
brecher alles bis auf das Innere der Konfiguration;
damit hat man eine Farbung des Randes, die man
nach Voraussetzung ins Innere fortsetzen kann. Also
war’s doch kein kleinster Verbrecher! Dieser primi-
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tive Algorithmus zeigt aber schon, daf fir Rechnun-
gen solcher Art ein grofler Aufwand erforderlich ist.
Das ist natirlich noch mehr der Fall bei Algorithmen,
die mit diesem Verfahren starten und bei negativem
Ausgang mit Kempe-Ketten-Spielen fortsetzen. Der
Aufwand hidngt wesentlich von der Ringgrofle, das
heifit, der Zahl der Ecken im Randkreis der Konfigura-
tion, ab. Auch maschineller Behandlung sind Ring-
grofien Uber 18 heute noch schwer zugénglich. Aller-
dings hat HeeschH festgestellt und wahrscheinlich-
keitstheoretisch begrindet, daf - Uber den Daumen
gepeilt - Konfigurationen mit

3 - Ringgrofe

Anzahl der Ecken im Innern > 9

-6 (1)
im allgemeinen algorithmisch als reduzibel erkannt
werden konnen. Auflerdem hat er auch leicht erkenn-
bare Hindernisse fiir solche Nachweise gefunden, so
dafl man weif}, welchen Konfigurationen man bei der
Suche nach einer unvermeidbaren Menge reduzibler
Konfigurationen méglichst aus dem Weg gehen sollte.
Nun zur Suche nach einer geeigneten unvermeid-
baren Menge. Hierfir erfand Heesch die Entladungs-
prozeduren. Die Terminologie lehnt an den physikali-
schen Vorgang der Kondensatorentladung an; die
Verfahren selbst bestehen in einer geschickten Auswer-
tung der Gleichung (6), die man in den noch zu be-
trachtenden Féllen auch folgendermafen schreiben
kann: e 9ue— .. —(s-6)5,=12,
wobei s das Maximum der vorkommenden Grade von
Ecken bezeichnet. Zu Beginn wird jeder Ecke die La-
dung 60 - (6 — Grad der Ecke) zugeordnet; der Faktor
60 wird gewahlt, um Briche méglichst zu vermeiden.
Aus (6) folgt, daB die Gesamtladung des Systems 720
betragt; diese wird im Laufe des Verfahrens nicht ver-

andert. Deshalb sollte man eigentlich besser von »Um-
ladung« statt von »Entladung« sprechen; dieser Aus-
druck wird allerdings dadurch gerechtfertigt, daf
man Ladung von den positiv geladenen 5-Ecken weg-
schiebt. Ein einfaches Beispiel fiir eine Entladung ist
das folgende: Jede 5-Ecke gebe an jede benachbarte
schwere Ecke - darunter verstehe man eine Ecke mit
einem Grad grofler-gleich 7 - die Ladungsmenge 12
ab. Dann kann man folgendes erschliefen: 5-Ecke mit
lauter schweren Ecken als Nachbarn haben keine La-
dung mehr. Ecken mit einem Grad d > 8 haben hé6ch-
stens die Ladung 12 - 4 aufgenommen; aus ihrer An-
fangsladung 60 (6 — d) errechnet man

60(6-d)+12d =360 - 484< 360 - 384 = —24,

also negative Endladung. Da die Gesamtladung aber
positiv ist, mufl es deshalb entweder mindestens eine
7-Ecke geben, die positiv aufgeladen wurde, oder
eine 5-Ecke, die nicht vollstindig entladen wurde.
Im zweiten Fall hat man entweder zwei benachbarte
5-Ecken (Abb. 7, rechts oben) oder eine zu einer 6-Ecke
benachbarte 5-Ecke (Abb. 7, rechts unten). Der erste
Fall kann nur eintreten, wenn eine 7-Ecke mindestens
sechs benachbarte 5-Ecken hat; dann sind aber unter
diesen auch mindestens zwei benachbart (Abb. 8).
Also hat man auf jeden Fall zwei benachbarte 5-Ecken
4 und B oder eine zu einer 6-Ecke B benachbarte
5-Ecke 4. Nimmt man fiir beide Situationen die zu 4
und B benachbarten Ecken sowie die verbindenden
Kanten hinzu, so erhalt man zwei Konfigurationen,
und das ganze Vorgehen zeigt, dafl die Menge, die aus
diesen beiden Konfigurationen und den Sternen einer
3-Ecke und einer 4-Ecke besteht, das heifit die in Ab-
bildung 7 gezeigte Menge von Konfigurationen, un-
vermeidbar ist. Dies ist ein einfaches Beispiel fiir eine
Entladungsprozedur, aber kein sehr hilfreiches; die
erhaltenen Konfigurationen trotzen Reduktionsver-
suchen. Das kann man auch an der Faustformel (7)
sehen: Man hat zwei innere Punkte, aber Ringgrofien
6 und 7 und damit fir die rechte Seite von (7) die
Werte 3 beziehungsweise 4%, also in jedem Fall
grofler als 2. Jedoch das Prinzip ist klar; man kann die
Hemdsarmel hochkrempeln und mit der Arbeit begin-
nen. Das haben KENNETH APPEL (* 1932) und WoLF-
GANG HAKEN (* Berlin 1928) in der Zeit vom Herbst
1972 an getan; Ende 1974 stief der graduierte Student
Jonn KocH zu ihnen, der sich vor allem um die Redu-
zibilitditsrechnungen kimmerte. Mit genialen Ent-
ladungsmethoden erreichten sie das ersehnte Ziel und
legten Ende Juni 1976 den in der skizzierten Weise ge-
fihrten Beweis des Vierfarbensatzes vor ([2], [3]).
Haufig wird die Frage gestellt: Haben AppEL,
HakEeN und KocH denn auf diese Weise wirklich einen
Beweis geliefert, und wie ist er nachprifbar? Ihre Ver-
offentlichung umfafit 50 Druckseiten Text und Zeich-
nungen von Figuren, rund 85 Druckseiten mit fast
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25000 weiteren Zeichnungen und 400 Microfiche-
Seiten mit weiteren Zeichnungen und Tausenden von
Verifikationen kleinerer Zwischenbehauptungen. Der
Computereinsatz erfolgte hauptsichlich zum Nach-
weis der Reduzibilitit der im Laufe des Entla-
dungsprozesses erhaltenen Figuren. Daf sich Reduzi-
bilitat mit Hilfe eines Computers nachweisen lafit, das
unterliegt keinem Zweifel; auch der Korrektheit sol-
cher Ergebnise, wenn sie von erfahrenen Mathemati-
kern erzielt wurden, kann man vertrauen. Der Haken
liegt eigentlich woanders. Die Buchfiihrung der Figu-
ren, der Nachweis, daf die erhaltene Menge von 1825
reduziblen Figuren unvermeidbar ist, das ist im wesent-
lichen Handarbeit. Dafl hierbei Schreibfehler und
Rechenfehler auftreten, ist selbstverstandlich. Ein Stu-
dent der Elektrotechnik der Technischen Hochschule
Aachen, ULricH ScHMIDT, listete 1980/81 eine Reihe
von solchen Fehlern auf. Bis auf einen waren sie leicht
zu beheben, der tbrigbleibende erforderte aber eine
gewisse Anderung der verwendeten Entladungsproze-
dur. AppeL und HAKEN sind der Meinung, dafl ihr Ver-
fahren genligend viel Freiheit 1at, um alle diese schon
gefundenen und noch zu entdeckenden Irrtiimer aus-
zumerzen. Ein Unbehagen bleibt, da es eben keine
a priori-Begriindung dafiir gibt, dafl eine endliche un-
vermeidbare Menge existiert. APPEL und HAKEN argu-
mentieren hierfur wahrscheinlichkeitstheoretisch, sehr
plausibel, aber Giberzeugend? Das ist ja hier anders als
bei der sensationellen Nachricht in der Februarnum-
mer 1989 der Communications of the Association for
Computing Machinery, dafl Cray, ein amerikani-
scher Grofirechner, die Nichtexistenz von endlichen
Ebenen der Ordnung 10 bewiesen hat. Hier geht es im
Prinzip nur darum, alle méglichen 0-1-Eintrdge in
eine 100 x 110-Matrix auf gewisse Eigenschaften zu
Uberpriifen; aber die Menge dieser Moglichkeiten ist
eben endlich, wenn auch mit 2119 Elementen riesen-
grofl. Sehr viel tiefe Mathematik mufite eingesetzt wer-
den, die Zahl der notwendigen Rechenoperationen so
zu reduzieren, dafl Cray das Programm in endlicher
Zeit - man spricht von drei bis vier Jahren, viel mehr
als bisher fur das Vierfarbenproblem aufgewandt
wurde - bewiéltigen konnte.

AprpPEL und HAKEN selbst beschaftigen sich intensiv
mit der Uberprifung ihrer Arbeit. Sie konnten inzwi-

schen die Grofe ihrer unausweichlichen Menge auf
1478 Figuren reduzieren. Auch bitten sie um Mittei-
lung jedweden entdeckten Fehlers »we ... would be
grateful for any information on further bookkeeping (or other)
errors whenever such are found.« Schlieflich planen sie eine
revidierte Fassung zu ver6ffentlichen, die dann -
vollstandig gedruckt - allgemein zugénglich sein wird.
Daneben wartet der seinerzeit von HEescH skizzierte
andere Zugang auf Verwirklichung und - vielleicht
hat jemand noch eine ganz andere Idee? So hat das
Vierfarbenproblem, obwohl als gelést anzusehen,
doch noch nicht seinen Reiz verloren.
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