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K a n t e n k u g e l n - geometrische A n w e n d u n g e n der linearen A l g e b r a 

Von RUDOLF FRITSCH i n München* ) 

H i e r habe i c h e i n k l e i n e s p o l n i s c h e s Schulbuch, dessen 
T i t e l auf deutsch l a u t e t : "Von der Schönheit der l i n e a r e n 
Abbildungen" [1]. Das Z i e l des V e r f a s s e r s i s t es, neben 
dem formalen Kalkül d i e r e i c h e und ästhetisch beeindrucken
de geometrische Anwendbarkeit der l i n e a r e n Algebra aufzu
zeigen. Die g l e i c h e A b s i c h t v e r f o l g e i c h mit meinem h e u t i 
gen V o r t r a g . Aus der V i e l f a l t der zur Verfügung stehenden 
Möglichkeiten habe i c h mir dazu einen Themenkreis ausge
wählt, der zum Genius l o c i paßt. Die h i e s i g e n Geometer um 
Herrn Z e i t l e r beschäftigen s i c h v i e l mit der Kreisgeome
t r i e . Ich w i l l aber n i c h t Eulen nach Athen tragen; deshalb 
werde i c h mich mit Kugeln befassen. Dabei werde i c h zu
nächst echte Kugeln a l s d r e i d i m e n s i o n a l e Analoga der K r e i s e 
b e t r a c h t e n , dann werde i c h aber auch zu allgemeinen n - d i ~ 
mensionalen Sphären übergehen, denn e r s t dadurch wird d i e 
zugrunde liegende S t r u k t u r geometrisch r i c h t i g k l a r . A l s 
H i l f s m i t t e l brauche i c h dazu außer der von der Elementar
geometrie bekannten I n v e r s i o n n i c h t mehr a l s den üblichen 
I n h a l t der Anfängervorlesungen zur l i n e a r e n Algebra und 

Erweitertes Manuskript des Vortrages vom 4. November 1983, gehalten 
beim Festkolloquium aus Anlaß des 60. Geburtstages von Professor 
Dr. Herbert Z e i t l e r i n Bayreuth. Ich danke dem Rechenzentrum des 
Max-Planck-Instituts für Biochemie i n Planegg-Martinsried für die 
Möglichkeit zur Herstellung dieses Manuskriptes. 
B e m e r k u n g d e r H e r a u s g e b e r : Im d r i t t e n Abschnitt dieser A r b e i t beant
wortet der Autor eine Frage, die i n der A r b e i t [24] - diese Semester
bericht e 21 (1974) - g e s t e l l t , jedoch unzulänglich behandelt worden 
war, worauf Herr I. Paasche a l s e r s t e r hingewiesen hat. 
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die Grundtatsachen der Möbiusgeometrie (s. z. B. [3] für 
den ebenen F a l l ) . 

1. D e f i n i t i o n und E x i s t e n z von Kantenkugeln 

Aus der ebenen Geometrie s i n d Ihnen Umkreis und I n k r e i s 
eines D r e i e c k s wohl v e r t r a u t , auch d i e Tatsache, daß jedes 
( n i c h t e n t a r t e t e ) Dreieck genau einen I n k r e i s und einen 
Umkreis hat. E i n D r e i e c k wird von d r e i Punkten g e b i l d e t , 
die n i c h t auf e i n e r Geraden l i e g e n . Das d r e i d i m e n s i o n a l e 
Analogon zum Dreieck i s t das T e t r a e d e r , das von v i e r n i c h t 
i n e i n e r Ebene liegenden Punkten erzeugt wird. Den Struk
turelementen E c k e und S e i t e beim Dreieck entsprechen 
E c k e n , K a n t e n und S e i t e n ( d r e i e c k e ) beim Tetr a e d e r . Dem 
K r e i s durch d i e Ecken e i n e s Dreiecks, dem U m k r e i s , ent
s p r i c h t e i n e Kugel durch d i e Ecken eines T e t r a e d e r s , eine 
U m k u g e l . Dem K r e i s , der d i e S e i t e n eines Dreiecks i n inne
ren Punkten berührt, dem I n k r e i s , e n t s p r i c h t eine Kugel, 
die d i e S e i t e n d r e i e c k e e i n e s Tetraeders i n inneren Punkten 
berührt, e i n e I n k u g e l . Wie im ebenen F a l l kann man zeigen, 
daß jedes T e t r a e d e r genau eine Umkugel und genau eine In
kugel b e s i t z t . Beim Tetraeder haben wir aber neben Ecken 
und S e i t e n auch noch d i e Kanten, und man kann fragen: G i b t 
es eine Kugel, d i e d i e sechs Kanten eines Tetraeders i n 
inneren Punkten berührt, eine K a n t e n k u g e l ? E i n B e i s p i e l 
dafür kann i c h Ihnen h i e r vorführen (Abb. 1). 

Bei einem regulären Tetraeder, d. h. einem Tetraeder, 
dessen sechs Kanten a l l e d i e g l e i c h e Länge haben, i s t d i e 
E x i s t e n z und E i n d e u t i g k e i t e i n e r solchen Kantenkugel k l a r . 
Man kann auch i h r e n Radius l e i c h t berechnen. Wie der f r a n 
zösische Mathematiker Dostor 1874 bemerkt hat [7], i s t i n 
diesem F a l l der Radius p der Kantenkugel das geometrische 
M i t t e l zwischen dem Radius R der Umkugel und dem Radius r 
der Inkugel: 

p = /Rr . 
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Abb. 1. (Unter den handelsüblichen Luftballonen f i n d e t man nur s e l t e n 
einen r i c h t i g runden, d. h. kugelförmigen; im normalen Unter
r i c h t ließe s i c h das Wesentliche auch an einem rr.ehr birnen
förmigen Ballon erklären. Für diesen f e i e r l i c h e n Anlaß habe 
ic h jedoch nach einer idealeren Ausführung gesucht, und i c h 
bin i n der Bayerischen Akademie der Wissenschaften fündig 
geworden. In der Kommission für G l a z i o l o g i e , der i c h für die 
Überlassung dieses L u f t b a l l o n s zu danken habe, beobachtet man 
die Windströmungen an der Oberfläche eines Gletschers. Man 
v e r f o l g t s i e mit H i l f e von solchen Ballonen, die aber zur 
Vermeidung unerwünschter Effekte möglichst homogen und damit 
auch möglichst rund sein s o l l t e n . ) 

(Bezeichnet a d i e Länge der Kanten e i n e s regulären T e t r a 
eders, so g i l t b e k a n n t l i c h R = a/4 • /6" und r = a/12 • /6; 
a l s o i s t dann p = a/4 • /2 .) 

I s t e i n nichtreguläres Tetraeder gegeben, so i s t d i e Frage 
nach der E x i s t e n z e i n e r Kantenkugel n i c h t so e i n f a c h zu 
beantworten. Man kann so vorgehen, daß man nach anderen 
besonderen Eigenschaften von Tetraedern mit Kantenkugeln 
sucht. An unserem Modell erkennen wir u n m i t t e l b a r , daß eine 
Kantenkugel aus den S e i t e n des Tetraeders d i e I n k r e i s e aus
schneidet und deshalb g i l t : Die I n k r e i s e der S e i t e n d r e i e c k e 
des Tetraeders berühren s i c h paarweise. 

Z i e h t man i n e i n e r Ebene von einem Punkt außerhalb eines 
K r e i s e s d i e beiden Tangenten an den K r e i s , so hat d i e s e r 
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Punkt von den beiden Berührpunkten g l e i c h e Abstände. Für 
e i n Tetraeder, i n dem s i c h d i e I n k r e i s e der S e i t e n d r e i e c k e 
paarweise berühren, f o l g t daraus, daß jede Ecke von den 
Berührpunkten auf den von i h r ausgehenden Kanten g l e i c h e 
Abstände hat. Um d i e Bedeutung d i e s e r Überlegung k l a r 
machen zu können, i s t es notwendig e i n paar Bezeichnungen 
einzuführen. Die Ecken des Tetraeders mögen A Q, A^, A 2 / 
A^ heißen; die Verbindungskante der i - t e n und der j - t e n 
Ecke und i h r e Länge s e i e n durch a^.. bezeichnet (für i * j ) . 
Dann g i l t natürlich a ^ = a ^ (für beide Bedeutungen des 
Symbols a^j)« G i b t nun im F a l l der E x i s t e n z e i n e r Kanten
kugel das Symbol den Abstand der Ecke Â . von den Berühr
punkten auf den von i h r ausgehenden Kanten an, so haben 
wir o f f e n s i c h t l i c h 

r . + r . = a. . 
i 3 iD 

für 0 ^ i , j < 3, i= f = j . Daraus f o l g t , daß s i c h d i e Kugel 
um A^ mit Radius r ^ und d i e Kugel um A_. mit Radius r.. be
rühren. Wir e r h a l t e n so: Es g i b t v i e r Kugeln mit den 
Ecken des Tetraeders a l s M i t t e l p u n k t e n , d i e s i c h paarweise 
berühren. 

Wenn es zu einem Tetraeder solche Kugeln g i b t , dann besteht 
zwischen den Kanten und den Radien d i e s e r Kugeln d i e ange
gebene Gleichung. Für d i e Summe a l l e r v i e r Radien e r g i b t 
s i c h daraus: 

r 0 + r1 + r2 + r 3 = a01 + a23-
Durch Umordnen der l i n k e n S e i t e d i e s e r Gleichung f i n d e n 
wir aber auch: 

und 
r 0 + r1 + r2 + r 3 = a02 + a13 

r 0 + r l + r2 + r 3 = a03 + a12 

Auf der rechten S e i t e d i e s e r Gleichungen stehen d i e Längen
summen der Gegenkantenpaare des Tetraeders. Sie s i n d a l s o 
a l l e g l e i c h der Summe der v i e r Radien und damit u n t e r e i n 
ander g l e i c h : 
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a01 + a23 " a02 + a13 " a03 + a12 ' 
Diese Tatsache z e i g t nun, daß s i c h e r n i c h t jedes T e t r a e d e r 
eine Kantenkugel b e s i t z t . Wenn wir nämlich - ausgehend von 
einem regulären Tetraeder - genau ei n e Kante etwas verlän
gern oder verkürzen, dann g e l t e n d i e s e Gleichungen j a n i c h t 
mehr. Die E x i s t e n z e i n e r Kantenkugel i s t a l s o eine besondere 
E i g e n s c h a f t von Tetraedern. In e i n e r 1863 erschienenen Ar
b e i t [14] hat der wegen p o l i t i s c h e r Aufmüpfigkeit aus dem 
S c h u l d i e n s t e n t f e r n t e Gymnasialprofessor Junghann (1808-
1881) für di e s e Tetraeder d i e Bezeichnung T a n g e n t e n t e t r a 

e d e r eingeführt. (Daß d i e E x i s t e n z e i n e r Kantenkugel für 
e i n Tetraeder eine Ausnahme i s t , kann man a l l e r d i n g s auch 
ohne d i e h i e r a n g e s t e l l t e n Überlegungen einsehen: man 
braucht nur d i e Schar der Kugeln zu b e t r a c h t e n , welche d i e 
Kanten e i n e r räumlichen Ecke des Tetraeders i n inneren 
Punkten berühren; darunter g i b t es zu jeder der d r e i übri
gen Kanten genau e i n e , d i e s i e i n einem inneren Punkt be
rührt, aber d i e s e d r e i Kugeln s i n d im allgemeinen v e r s c h i e 
den. ) 

Das In t e r e s s a n t e i s t nun, daß d i e gefundenen E i g e n s c h a f t e n 
a l l e untereinander und zur E x i s t e n z e i n e r Kantenkugel äqui
v a l e n t s i n d . Wir können d i e s e s Ergebnis i n einem Satz zu
sammenfassen : 

Satz 1. Für e i n T e t r a e d e r A s i n d d i e f o l g e n d e n E i g e n s c h a f t e n 

äquivalent: 

(1) A b e s i t z t e i n e K a n t e n k u g e l ; 

(2) d i e I n k r e i s e d e r S e i t e n d r e i e c k e v o n A berühren 

s i c h p a a r w e i s e ; 

(3) e s g i b t v i e r K u g e l n m i t d e n E c k e n v o n A a l s M i t t e l 

p u n k t e n , d i e s i c h p a a r w e i s e berühren; 

(4) d i e Längensummen d e r d r e i G e g e n k a n t e n p a a r e s i n d 

g l e i c h . 

Die Implikationen (1) => (2) => (3) => (4) haben wir schon überlegt. Bevor 
wir zurückschließen, lassen Sie mich e i n paar h i s t o r i s c h e Bemerkungen 
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einfügen. Erstmalig erwähnt werden diese Sachverhalte meines Wissens 
[20] von dem jung verstorbenen französischen Mathematiker Durrande 
(1798-1825) i n einer im Jahre 1815 erschienenen A r b e i t i n den Gergon-
neschen A n n a l e s de M a t h e m a t i q u e s p u r e s e t a p p l i q u e e s [ 8 ]. Er beweist 
elementargeometrisch (3) (4) und (3) (2) =» (1) . In Unkenntnis 
dieser A r b e i t z e i g t 1821 der Straßenbauer und Eisenbahner C r e l l e 
(1780-1855) die Implikationen (1) =» (2) =* (4) [ 5 ] , während (4) (2) 
wohl zuerst von dem i t a l i e n i s c h e n Didaktiker Gaetano Riboni (1854-1932) 
e x p l i z i t f o r m u l i e r t wurde [ 1 9 ] . Einen neuen elementargeometrischen 
Beweis für die Äquivalenzen (1) (2) <=> (4) hat Herr T i e t z i n Hannover 
1974 angegeben [24] . Der Vollständigkeit halber s e i noch bemerkt, daß 
Durrande n i c h t , wie Zacharias ( 1873 -1962) i n der Enzyklopädie der 
mathematischen Wissenschaften ( [ 2 5 ] , S. 1064) behauptet, (4) aus (1) 
g e f o l g e r t hat. 

H i e r w i l l i c h nun d i e l i n e a r e Algebra für d i e Umkehrschlüsse 
e i n s e t z e n . Dabei wird s i c h d i e E i n d e u t i g k e i t der zu kon
s t r u i e r e n d e n Kantenkugel automatisch mit ergeben, d. h. 
di e Tatsache, daß e i n Tetraeder höchstens e i n e Kantenkugel 
haben kann. Gehen wir von einem Tetraeder mit der Eigen
s c h a f t (4) aus. Seine Kantenlängen erfüllen d i e Gl e i c h u n 
gen 

a01 + a23 = a02 + a 1 3 = a03 + a12 * 

Nun können wir d i e sechs Gleichungen 

r. + r . = a. . 

für 0 ^ i < j ^ 3 a l s e i n l i n e a r e s Gleichungssystem zur 
Bestimmung der v i e r unbekannten Radien r ^ , . . . , r ^ ansehen. 
Im allgemeinen wird man s i c h i n der Schule an e i n G l e i 
chungssystem d i e s e r Größenordnung n i c h t herantrauen, aber 
d i e s e s i s t nun e r s t e n s gut m o t i v i e r t und zweitens l e i c h t 
lösbar. Die Voraussetzung an d i e Kantenlängen des T e t r a 
eders s i c h e r t gerade d i e e i n d e u t i g e Lösbarkeit des Systems 
durch 

r k = 1/2 • ( a i k + a j k - a . . ) 

für k = 0,...,3, wobei d i e In d i z e s i , j den Einschränkungen 
0 ^ i , j ^ 3, i * j * k * i u n t e r l i e g e n , aber sonst f r e i 
wählbar s i n d . Nun f o l g t u n m i t t e l b a r , daß s i c h d i e v i e r 
Kugeln mit den M i t t e l p u n k t e n A^ und den Radien r ^ berühren, 
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d. h. d i e E i g e n s c h a f t (3). Aber auch (2) i s t k l a r , denn 
aus der Elementargeometrie wissen w i r , daß der Berührpunkt 
des I n k r e i s e s des Dreiecks A.A.A, auf der Kante a., von 

i j k l k 
der Ecke A^ gerade den Abstand r ^ hat. Da der Wert r ^ aber 
von der s p e z i e l l e n Wahl von j unabhängig i s t und b e i 
f e s t e n Indizes i , k genau zwei Möglichkeiten für d i e Wahl 
von j v o r l i e g e n , sagen wir j und j 1 , berühren s i c h d i e In
k r e i s e der Dreiecke A.A.A, und A.A.,A, . 

1 3 k 1 3 ' k 
Es b l e i b t d i e Kantenkugel zu bestimmen. Dazu wählen wir 
e i n Koordinatensystem so, daß d i e Ecke A Q des T e t r a e d e r s 
i n den Ursprung fällt, und fassen d i e Ecken A^, A ^ , A^ 
a l s Vektoren auf. Die Tatsache, daß wir e i n Tetraeder ge
geben haben, bedeutet dann gerade, daß d i e s e Vektoren 
l i n e a r unabhängig s i n d und damit eine B a s i s des zugrunde
liegenden Vektorraums b i l d e n . Die gesuchte Kugel muß d i e 
Kante a^^ i n dem Punkt berühren, der vom Ursprung den Ab
stand r ^ hat (für k = 1,2,3). Di e s e r Punkt wird durch den 
Vektor 

B0k = r 0 * a o k ~ 1 • A k 
beschrieben, und der M i t t e l p u n k t der Kugel l i e g t i n der 
zum Vektor A^ senkrechten Ebene durch BQ^., deren Gleichung 
wir s o f o r t h i n s c h r e i b e n können: 

V x = V B o k = r o * a o k = r o ' ( r o + r ^ -
Durchläuft nun k d i e Werte 1,2,3, so haben wir wieder e i n 
l i n e a r e s Gleichungssystem, diesmal aus d r e i Gleichungen 
und mit d r e i Unbekannten, den Koordinaten des gesuchten 
M i t t e l p u n k t s . Da d i e Z e i l e n v e k t o r e n des Gleichungssystems 
eine B a s i s b i l d e n , hat es genau eine Lösung, d i e wir mit M 
bezeichnen wollen. Daraus f o l g t schon, daß es nur eine 
Kantenkugel geben kann. Wir müssen aber noch nachweisen, 
daß es tatsächlich eine Kugel mit M i t t e l p u n k t M g i b t , d i e 
d i e Kanten des Tetraeders berührt. 



Kantenkugeln 91 

Wir setzen zur Abkürzung m = |M|, d. h. m bezeichnet den 
Abstand des Punktes M vom Ursprung. Da das Dreieck OMBQ^ 
an der Ecke B Q K einen rechten Winkel hat, können wir nach 
Pythagoras den Abstand yon M und BQ^ berechnen; er e r g i b t 
s i c h zu 

i s t a l s o unabhängig von k. Damit berührt d i e Kugel um M 
mit Radius p j e d e n f a l l s d i e Kanten k = 1,2,3, i n den 
r i c h t i g e n Punkten. Daß das auch für d i e Kanten a^^, 
i * 0 * j g i l t , weisen wir für i = 1, j = 2 nach; d i e an
deren Fälle s i n d analog zu behandeln. Wir wissen, daß d i e 

Punkte B Q 1 , B Q 2
 u n d B-|2 "~ d a s i s t d e r P u n k t a u f d e r K a n t e 

a ^ ' der v o n der Ecke A^ den Abstand r^ und von der Ecke 
A 2 den Abstand r ^ hat - d i e Berührpunkte des I n k r e i s e s des 
Dreie c k s A Q A ^ A 2 s i n d . A l s o schneiden s i c h d i e zu den ent
sprechenden Kanten senkrechten Ebenen durch d i e s e Punkte 
i n e i n e r Geraden, der Lotgeraden zur Ebene A^A^A 2 durch 
den I n k r e i s m i t t e l p u n k t d i e s e s D r e i e c k s . Die Schnittgerade 
enthält nach K o n s t r u k t i o n den Punkt M, woraus f o l g t , daß 
d i e Gerade MB 1 2 senkrecht zur Kante a ^ 2 i s t . Nun s i n d d i e 
Dreiecke A^MBQ^ und A^MB^ 2 kongruent, und damit hat der 
Punkt M auch von dem Punkt B ^ den Abstand p . A l s o berührt 
d i e Kugel um M mit Radius p auch d i e Kante a ^ 2 / was zu 
beweisen war. 

Wenden wir uns nun dem F a l l b e l i e b i g e r Dimension n > 2 zu. 
Das Objekt des Studiums i s t dann das n-Simplex, das von 
n+1 a f f i n unabhängigen Punkten g e b i l d e t w i r d . Seine Struk
turelemente s i n d Ecken, Kanten und höherdimensionale S e i t e n ; 
für d i e (n-1)-dimensionalen S e i t e n hat der t s c h e c h i s c h e 
Mathematiker F i e d l e r d i e r e c h t suggestive Bezeichnung 
Wände eingeführt [9]. A n s t e l l e von K r e i s und Kugel t r i t t 
d i e Hypersphäre, eine (n-1)-Sphäre; jedes n-Simplex hat 
genau eine Umsphäre , d i e durch d i e Ecken geht, und genau 
eine Insphäre, d i e d i e Wände i n inneren Punkten berührt. 
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Der Satz über d i e E x i s t e n z e i n e r Kantenkugel kann i n völlig 
analoger Weise allgemein f o r m u l i e r t und bewiesen werden. 
Er l a u t e t dann: 

Satz 1 n. Für e i n n - S i m p l e x A s i n d d i e f o l g e n d e n E i g e n 

s c h a f t e n äquivalent: 

(1) A b e s i t z t e i n e Kantensphäre; 

(2) w e n n i m m e r z w e i S e i t e n d r e i e c k e v o n A e i n e g e m e i n 

s a m e K a n t e h a b e n , s o berühren s i c h i h r e I n k r e i s e ; 

(3) e s g i b t n+1 HyperSphären m i t d e n E c k e n v o n A a l s 

M i t t e l p u n k t e n , d i e s i c h p a a r w e i s e berühren; 

(4) d i e Längensummen d e r d r e i G e g e n k a n t e n p a a r e j e d e s 

S e i t e n t e t r a e d e r s s i n d g l e i c h , d. h . 

a. . +a, , = a . T +a. n 13 k l 1k 3 I 

für j e d e W a h l v o n p a a r w e i s e v e r s c h i e d e n e n I n d i z e s 

i , j , k , 1 . 

Man bemerkt, daß b e i geeigneter I n t e r p r e t a t i o n der Satz 
t r i v i a l e r w e i s e auch für n=2 g i l t . Es l a s s e n s i c h aber h i e r 
noch zwei weitere äquivalente Bedingungen anschließen, d i e 
das Zusammenspiel der verschiedenen Dimensionen e r h e l l e n : 

(5) J e d e s S e i t e n t e t r a e d e r v o n A b e s i t z t e i n e 

K a n t e n k u g e l ; 

und 
(6) j e d e p - d i m e n s i o n a l e S e i t e (2 < p < n) b e s i t z t 

e i n e ( p - 1 ) - d i m e n s i o n a l e Kantensphäre. 

2 . Berechnung des Radius 

Ei n Problem, mit dem s i c h Durrande, C r e l l e , Junghann und 
Dostor sehr abgemüht haben, i s t d i e A u f s t e l l u n g e i n e r a l l 
gemeinen Formel für den Radius e i n e r Kantenkugel im F a l l e 
i h r e r E x i s t e n z . Ihre H e r l e i t u n g kann durch konsequente 
Anwendung des Kalküls der Linearen Algebra sehr v e r e i n f a c h t 
werden. Den Schlüssel dazu l i e f e r t d i e folgende Aussage 
über l i n e a r e Gleichungssysteme. 
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Satz 2. S e i A e i n e r e e l l e ( m x n ) - M a t r i x m i t R a n g A = m u n d 

s e i B € R m. D a n n h a t d e r Lösungsraum d e s l i n e a r e n 

G l e i c h u n g s s y s t e m s A • X = B v o m U r s p r u n g d a s A b s t a n d s 

q u a d r a t 

( 0 

\B AAV - det [ . 1 det (AA^) 1 

Im F a l l m = n i s t d i e s gerade d i e Norm der e i n d e u t i g e n 
Lösung des Gleichungssystems. Hierfür habe i c h d i e Formel 
s e l b s t überlegt, b i n aber e i g e n t l i c h s i c h e r , daß d i e Sache 
schon irgendwo i n der L i t e r a t u r a u f t a u c h t , und wäre für 
entsprechende Hinweise sehr dankbar. Den allgemeinen F a l l 
hat mir Herr Riedmüller i n München m i t g e t e i l t , auf e i n e r 
Idee von ihm beruht der folgende kurze Beweis. Die Lösung 
minimaler Norm i s t gegeben durch [26]: 

x m i n = AW> "1B. 

(Beweis. I s t X eine von X . verschiedene Lösung des min ^ 
Gleichungssystems, so hat das Dreieck OX . X an der Ecke ^ 2 mm 
X . einen rechten Winkel, da g i l t : mm ' ^ 

X . . (X - X . ) = 0. 
min mm 7 

Damit i s t aber d i e Hypothenuse |x| länger a l s d i e Kathete 
Ix . I.) Wir setzen Y = (AA ) B und berechnen: • mm 

1 - Y 
0 1 ' W B ttW 1 °) • ("x "̂2 0 1 ) 

woraus s o f o r t f o l g t : 

f° ß t \ 2 t 
l B AA f c j = " X m i n ' 

und d i e Behauptung i s t bewiesen. V i e l l e i c h t etwas länger, 
aber dafür d u r c h s i c h t i g e r i s t d i e Argumentation von Herrn 
Gaede i n München: Y i s t d i e e i n d e u t i g e Lösung des l i n e a r e n 
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Gleichungssystems AA*" • Y = B und seine Komponenten können 
mit der Cramerschen Regel berechnet werden; bezeichnen 
A^,...,A m d i e Spalten der Matrix AA f c , so l i e f e r t s i e : 

Y. • det A A*~ = det (A 1 , . . . , B,...,A ) = 

= • det (B, A 1,...,A j_ l, A j + r...,A m) = 

... 0 1 0 ... 0 \ 
B A. ... A. . A. A. . ... h ) ; 

1 j ~ ' j j + 1 m / 
a l s o g i l t 

0 0 ... 0 B j 0 

B. • Y. = - det I _ _ _ . _ . 3 3 \ B Ä 1 ... A j - 1 A. A j + 1 ... A m / 

und damit 

2 ( ° ß t \ t -1 X . = B'Y = ZB.'Y. = - det „ . • det (AA ) : : \B ^ t / 

Den Radius der Kantensphären e r h a l t e n wir nun a l s S p e z i a l 
f a l l e i n e s allgemeineren Satzes, zu dem d i e ursprünglich 
von dem siebzehnjährigen Durrande behandelte F r a g e s t e l l u n g 
m o t i v i e r t [18]: 

Q u a t r e s p h e r e s e t a n t t e l l e m e n t s i t u e e s q u e c h a c u n e 

d ' e l l e s t o u c h e ä l a f o i s l e s t r o i s a u t r e s ; d e m o n t r e r 

q u e l e u r s p o i n t s d e c o n t a c t d e u x ä d e u x s o n t t o u s s i x 

s u r u n e meme s p h e r e , e t d e t e r m i n e r le r a y o n d e c e t t e 

s p h e r e e n f o n c t i o n d e s r a y o n s d e s s p h e r e s d o n n e e s ? 

Wir zeigen: 

Satz 3. I n R n, n ^ 2, s e i e n n+1 HyperSphären m i t M i t t e l 

p u n k t e n MQ,...,M u n d R a d i e n r Q , . . . , r n g e g e b e n , d i e 

s i c h p a a r w e i s e berühren. D a n n g i l t : 

(1) d i e Berührpunkte l i e g e n a u f e i n e r "Berühr Sphäre"; 

(2) l i e g e n d i e Hypersphären n i c h t i m Büschel, s o i s t 

d i e Berühr Sphäre e i n d e u t i g b e s t i m m t u n d h a t d i e 

Krümmung (= r e z i p r o k e r R a d i u s ) 
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e = v/(2 (n - 1) ) ^ ( ( l e ± ) 2 - ( n - 1 ) Z e i
2 ) / 

w o b e i d i e Krümmung d e r 1 - t e n HyperSphäre b e 

z e i c h n e t , m i t e i n e m n e g a t i v e n V o r z e i c h e n v e r s e h e n , 

w e n n d i e i - t e HyperSphäre a l l e a n d e r e n einschließt; 

(3) s i n d d i e M i t t e l p u n k t e MQ,...,M darüber h i n a u s 

a f f i n unabhängig, s o i s t d e r R a d i u s d e r Berühr

sphäre g e g e b e n d u r c h 

p = r 0 - . . . - r n - ( n i V ) " 1 / ( n - 1 ) - 2 n , 

w o b e i V d a s V o l u m e n d e s v o n d e n M i t t e l p u n k t e n 

g e b i l d e t e n n - S i m p l e x e s b e z e i c h n e t . 

Die Voraussetzung der a f f i n e n Unabhängigkeit i n (3) i s t 
notwendig, wurde aber von Durrande übersehen. Hat man d r e i 
s i c h paarweise berührende Kugeln im Raum gegeben, so kann 
man immer eine v i e r t e Kugel f i n d e n , d i e genau i n das von 
den d r e i Kugeln g e b i l d e t e Loch paßt; i h r M i t t e l p u n k t l i e g t 
dann im Inneren des von den d r e i gegebenen M i t t e l p u n k t e n 
g e b i l d e t e n D r e i e c k s , i s t a l s o von diese n a f f i n abhängig. 
Damit e r g i b t s i c h auch, daß man, um den Satz i n v o l l e r 
A l l g e m e i n h e i t zu haben, s i c h auf den Standpunkt der Möbius
geometrie s t e l l e n muß, indem man den R n um einen u n e n d l i c h 
fernen Punkt «> ergänzt und auch Hyperebenen a l s Sphären 
a n s i e h t , mit M i t t e l p u n k t 0 0 und unendlichem Radius, d. h. 
verschwindender Krümmung; zwei i n diesem Sinne a l s Sphären 
aufgefaßte Hyperebenen berühren s i c h genau dann, und zwar 
dann im Punkt ~ f wenn s i e p a r a l l e l s i n d . Lassen Sie mich 
e i n paar solche e n t a r t e t e B e i s p i e l e angeben, für d i e der 
Satz auch g i l t : 

In der Ebene gemäß den F i g u r e n i n Abb. 2 . Im Raum d r e i s i c h 
von außen berührende Kugeln, d i e auf e i n e r Ebene l i e g e n , oder 
zwei s i c h von außen berührende Kugeln mit gleichem Radius 
zwischen zwei p a r a l l e l e n gemeinsamen Tangentialebenen. 
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Aus (3) e r g i b t s i c h im F a l l n=3 d i e Formel, d i e Durrande 
1815 [8] und C r e l l e unabhängig davon 1821 [5] für den 
Radius der Kantenkugel eines Tangententetraeders angegeben 
haben: 

P = 2 * r 0 - r 1 - r 2 - r 3 - ( 3 V ) ~ 1 . 

Wie Herr Barner i n F r e i b u r g bemerkt hat, i s t d i e E x i s t e n z 
der Berührsphäre möbiusgeometrisch eine Trivialität: den 
gegebenen Hypersphären entsprechen n+1 Punkte im (n+2)-di-
mensionalen r e e l l e n p r o j e k t i v e n Raum, d i e i n e i n e r d i e 
fundamentale Quadrik schneidenden Hyperebene l i e g e n . Der 
Pol d i e s e r Hyperebene l i e f e r t dann d i e gesuchte Berühr
sphäre. Es s i e h t so aus, a l s ob zur Berechnung von Krüm
mung und Radius v i e l e F a l l u n t e r s c h e i d u n g e n notwendig wären; 
das i s t aber n i c h t so. Wir können nämlich annehmen, daß 
eine - sagen wir d i e 0-te - Hypersphäre unseres Systems 
a l l e anderen umschließt; den anderen F a l l können wir durch 
I n v e r s i o n an der Hypersphäre mit k l e i n s t e m Radius darauf 
zurückführen. Die Voraussetzungen i n (2) und (3) s i c h e r n 
j a , daß unter den n+1 - mindestens d r e i - Hypersphären 
höchstens zwei Hyperebenen vorkommen, a l s o mindestens eine 
Hypersphäre mit endlichem Radius vorhanden i s t . Die Annahme 
v e r e i n f a c h t d i e S i t u a t i o n auch i n s o f e r n , a l s wir es nun mit 
echten Hypersphären zu tun haben, d. h. unter den gegebe
nen Hypersphären keine Hyperebene vorkommt: d i e Berühr
sphäre kann dann a l l e r d i n g s immer noch eine Hyperebene 
s e i n . 
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Nun w o l l e n wir z u e r s t d i e i n (3) angegebene Formel her
l e i t e n und dazu MQ = 0 voraussetzen. Der "Vektor" M^ hat 
dann d i e Länge r ^ - r ^ (s. Abb. 3). Die möbiusgeometrische 

Abb. 

Betrachtungsweise l i e f e r t noch, daß der M i t t e l p u n k t der 
Berührsphäre im S c h n i t t der gemeinsamen Tangentialhyper-
ebenen l i e g t , d i e auf den zugehörigen Z e n t r a l e n , d. h. den 
Verbindungsgeraden entsprechender M i t t e l p u n k t e , senkrecht 
stehen. Damit e r h a l t e n wir wie im F a l l der Kantenkugel 
e i n l i n e a r e s Gleichungssystem für den M i t t e l p u n k t M der 
BerührSphäre: 

M.-X = r 0 M r 0 - r . ) 

für 1 ̂  i ̂  n. Aus der a f f i n e n Unabhängigkeit der Punkte 
MQ,...,M f o l g t d i e l i n e a r e Unabhängigkeit der Vektoren 
M^,.../Mn; a l s o hat d i e s e s Gleichungssystem genau eine 
Lösung M. Aus Satz 2 e r g i b t s i c h nun für den gesuchten 
Radius 

2 M 2 2 ix J ° r 0 ( r 0 - r i > \ + p = M - r n = - [ d e t + 
\ r 0 ( r 0 - r . ) M^M. / 

0 \ -1 + det | u ]'det(M.-M.) 
r 0 ( r 0 - r . ) M.-M./ 3 

d e t | - V ' O - V ) . ( n ! v ) - 2 = 

r 0 ( r 0 - r . ) M.-M. / 

= - r n
2 - det f1 r ° " r ^ • ( n l V ) " 2 . 

\ r 0 - r . M.-M./ 
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Um den Zähler auswerten zu können, müssen wir noch d i e 
inneren Produkte M.*M. berechnen; wir e r h a l t e n 

i 3 
2 2 

V = ( r o - r i » 

für 1 ^ i ^ n und 

M i " M j = 1 (M ±
2+Mj 2 - (M ±-Mj) 2) = 

- r A - r • ( r . + r . ) - r . * r . 
0 0 i 3 i 3 

für 1 £ i , j £ n, i * j , a l s o allgemein 

• 0 U 0 L i ; ^ ^ O ^ i j 1 ! ^ 

mit K.. =1 und K.. = -1 für i * j . E i n s e t z e n führt zu n 13 J 

r o " r j \ 
r o " r i r o * ( r o - r i ) - r j , ( r o - K i j r i ) / 

Ziehen wir das r Q - f a c h e der e r s t e n Spalte von a l l e n f o l 
genden Spalten ab, so können wir anschließend aus der 
j- t e n S p a l t e (für j = 2,...,n+1) den Faktor rj_<j heraus
holen und kommen zu 

r . . . . . r -det ( ) • 
\ r ~ - r . K. . r . - r n / \ 0 1 13 1 0 / 

Ziehen wir nun das r^-fache der e r s t e n Z e i l e von a l l e n 
folgenden Z e i l e n ab, so können wir anschließend aus der 
i - t e n Z e i l e (für i = 2,...,n+1) den Faktor heraus
holen und kommen zum Z i e l : 

/1 -1 \ 

r - • . . . - r »det 

2 
= «... 
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Setzen wir d i e gefundenen Werte für d i e Produkte M.*M. 
nun auch noch i n d i e Determinante det(M^*M_.) = (n!V) z e i n , 
so e r h a l t e n wir das n!-fache Volumen des von den M i t t e l 
punkten aufgespannten n-S^mplexes. Die Berechnung d i e s e r 
Determinante i s t etwas k o m p l i z i e r t e r , aber d i e k l a s s i s c h e 
Methode des Ränderns h i l f t w e i t e r . Wir deuten d i e e i n z e l n e n 
S c h r i t t e nur an, wobei wir £Q = - l / r ^ und = ^ ^ r j 

j = 1,...,n) beachten: 

det 

r Q - . . . . r n . det 
O l 13 1 0' 

1 " r o r 0 

r n » . . . T • det I 0 - e n -e. 
0 n I 0 3 

r n - r . K. . r . - r ~ O l 13 1 0 

; - e o - 1 1 

r " * . . . * r 2 * det | 0 - e A -e. 
0 n 1 A . 

'° e o e j 
= - r 2 •...»r 2 • det [ e A 1 *-1 

0 n | 0 
z . -1 K. . 1 13/ 

= r 0
2 - . . . . r n

2 - 2 n " " 1 . [ ( E e k ) 2 - ( n - 1 ) Z e k
2 ] . 

(Zur Auswertung der l e t z t e r h a l t e n e n Determinante g i b t es einen auf 
Daniel Pedoe [17, S. 630] zurückgehenden T r i c k . Es handelt s i c h j a 
um eine symmetrische Funktion 2. Grades i n e^,...,^; s i e muß s i c h 
a l s o i n der Form 

a d e , ) 2 + hie. 2 

k x 
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d a r s t e l l e n lassen, wobei man die K o e f f i z i e n t e n a und b durch Einsetzen 
s p e z i e l l e r Werte bestimmen kann. Setzen wir £Q = 1 und £. = 0 für j > 0, 
so e r g i b t s i c h ^ 

a+b = (n-2)•2 n~ 1; 

im F a l l e e Q = -1 und e = 1 für j > 0 f o l g t 

( n - l ) 2 * a + (n+l)b = ( n - l ) - 2 n . 
Aus diesen beiden Gleichungen sind a und b l e i c h t zu ermitteln.) 

Demnach i s t das Volumen des von den M i t t e l p u n k t e n g e b i l d e 
ten n-Simplexes 

V = n ! " 1 - r 0 - . . . - r n - / 2 n " " 1 - [ ( l e ^ ) 2 - ( n - 1 ) Z e R
2 ] 

mit e Q < 0 und > 0 für 1 ^ i ^ n (diese Formel g i l t 
auch, wenn s i c h a l l e n+1 Kugeln von außen berühren, d. h. 
wenn a l l e Krümmungen p o s i t i v s i n d ; s i e wurde für n=3 
schon von Durrande e n t w i c k e l t ) . Daraus e r g i b t s i c h nun un
m i t t e l b a r d i e Krümmung e = 1/p i n (2) von Satz 3 im F a l l 
a f f i n e r Unabhängigkeit der M i t t e l p u n k t e Mß,...,M n. 

Nehmen wir nun an, daß d i e s e M i t t e l p u n k t e a f f i n abhängig 
s i n d . Dann l i e g e n s i e i n e i n e r Hyperebene. Da je d e r Berühr
punkt auf e i n e r Verbindungsstrecke zweier M i t t e l p u n k t e 
l i e g t , gehören auch a l l e Berührpunkte zu d i e s e r Hyperebene. 
A l s o i s t d i e Hyperebene d i e Berührsphäre und damit v e r 
schwindet d i e Krümmung der Berührsphäre. A n d e r e r s e i t s be
deutet d i e a f f i n e Abhängigkeit der M i t t e l p u n k t e a l g e b r a i s c h 
gerade das Verschwinden der Determinante det (M^«M_.), d. h. 
V = 0 oder 

( Z e k ) 2 = ( n - 1 ) Z e k
2 , 

womit der Satz vollständig bewiesen i s t . 

Diese Gleichung, auf deren weiterreichende Bedeutung mich Herr Kratz 
i n Gauting aufmerksam gemacht hat, hat s e l b s t auch eine lange Geschichte 
[4]. Das beruht darauf, daß b e i a f f i n e r Abhängigkeit der Mittelpunkte 
der S c h n i t t der Hyperebene durch die Mittelpunkte mit den gegebenen 
Hypersphären n+1 s i c h paarweise berührende (n-2)-Sphären l i e f e r t , also 
be i n=3 v i e r s i c h paarweise berührende Kreise i n einer Ebene. Daß 
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zwischen den Krümmungen von v i e r solchen Kreisen diese Beziehung be
steht, schrieb b e r e i t s Descartes ( 1596-1650) seiner Lieblingsschülerin, 
der Wittelsbacher P r i n z e s s i n E l i s a b e t h ( 1618-1680 [ 2 ] , i n einem B r i e f 
mehr didaktischen Inhalts vom November 1643 [ 6 ]. Wie Jacob Steiner 
(1796 -1863) b e i einer Herleitung der Formel im Jahr 1826 f e s t s t e l l t , 
hätte s i e sogar schon Pappos um das Jahr 300 beweisen können, da er 
einen Schlüsselsatz zur Verfügung hatte [ 2 3 ]. Neugefunden hat s i e 
1936 der Chemiker Soddy ( 1 8 7 7 - 1 9 5 6 ) , der im Jahr 1921 für seine Ent
deckung der Isotope den Nobelpreis e r h i e l t und sein Entzücken über 
die Schönheit der Gleichung i n folgende Verse faßte [ 2 l ] . Sein Gedicht 
i n s p i r i e r t e den Engländer Gösset, den allgemeinen n-dimensionalen F a l l 
zu betrachten und i n einem Ergänzungsvers auszudrücken [13] ; deshalb 
s p r i c h t Herr Coxeter i n diesem Zusammenhang vom "Satz von Gösset": 

1. For p a i r s of l i p s to k i s s may be 
Involves no trigonometry. 
IÜs not so when four c i r c l e s k i s s 
Each one the other three. 
To bring t h i s o f f the four must be 
As three i n one or one i n three. 
If one i n three, beyond a doubt 
Each gets three k i s s e s from without. 
If three i n one, then i s that one 
Thrice k i s s e d i n t e r n a l l y . 

2 . Four c i r c l e s to the k i s s i n g come 
The smaller are the benter. 
The bend i s j u s t the inverse of 
The distance from the centre. 
Though t h e i r i n t r i g u e l e f t E u c l i d dumb 
There's now no need f o r r u l e of thumb. 
Since zero bends a dead s t r a i g h t l i n e 
And concave bends have minus sign, 
The sum of the Squares of a l l four bends 
Is half the Square of their sum. 

3 . To spy out s p h e r i c a l a f f a i r s 
An oscular surveyor 
Might f i n d the task laborious 
The sphere i s much the gayer. 
And now besides the p a i r of p a i r s 
A f i f t h sphere i n the k i s s i n g shares. 
Yet, signs and zero as before, 
For each to k i s s the other four 
The Square of the sum of a l l five bends 
Is thrice the sum of their Squares. 

4 . And l e t us not confine our cares 
To simple c i r c l e s , planes and spheres, 
But r i s e to hyper f l a t s and bends 
Where k i s s i n g multiple appears. 
In n - i c space the k i s s i n g p a i r s 
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Are hyperspheres, and Truth declares 
As n+2 such osculate 
Each with an n+1 f o l d mate 
The Square of the sum of a l l the b e n d s 
I s n times the sum o f their Squares. 

Verse 1-3: F. Soddy; Vers 4: T. Gösset. 

3. K o n s t r u k t i o n von Tagententetraedern 

Es i s t nun höchste Z e i t , einmal darüber nachzudenken, ob 
wir n i c h t v i e l über eine f a s t l e e r e Menge reden, d. h. ob 
es außer den t r i v i a l e n Tangententetraedern, wie s i e etwa 
i n der Fortsetzung meines B e i t r a g e s zum F e s t h e f t darge
s t e l l t s i n d [11]: d r e i s e i t i g e Pyramiden mit g l e i c h s e i t i g e r 
Grundfläche und g l e i c h l a n g e n Kanten zur S p i t z e , noch wei
t e r e g i b t . Entsprechend einem V o r s c h l a g von Herrn T i e t z 
s o l l t e man, ausgehend von einem b e l i e b i g vorgegebenen 
Grunddreieck A^2A^ mit den Kanten a i 2 ' a l 3 ' a 2 3 ' e i n e v i - e r t e 

Ecke AQ durch Angabe von d r e i Kantenlängen AQ-|' a02 , a03 s o 

bestimmen, daß e i n Tangententetraeder e n t s t e h t . Dazu könnte 
man zunächst versucht s e i n , folgendermaßen vorzugehen: Man 
wählt e i n e Kantenlänge a^^ so, daß d = a

0 i + a 2 3 ^ a l 2 ' a 1 3 
i s t , und s e t z t a^2 = ^ " " a i 3 ' aQ3 = ^ ~ " a i 2 * A ^ e r ^ a s führt im 
allgemeinen n i c h t zum Z i e l . Die R e l a t i o n e n aus (4) i n 
Satz 1 s i n d zwar erfüllt, aber d i e s e Kantenlängen brauchen 
n i c h t d i e "Dreiecksungleichung für Tetraeder" [10] zu e r 
füllen, d. h. s i e brauchen s i c h n i c h t zu einem Tetraeder 
zusammenzuschließen, wie man an Abb. 4 u n m i t t e l b a r erkennt. 

Abb. 4 
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Man überblickt d i e S i t u a t i o n besser, wenn man s t a t t der 
Kantenlängen d i e Radien r ^ der s i c h berührenden Kugeln um 
di e Ecken zu bestimmen sucht. I s t e i n Dreieck A^A^A-^ v o r 
gegeben, so s i n d s e i n I n k r e i s , a l s o dessen Berührpunkte 
und damit d i e Radien r ^ , r ^ f : c ^ , sowie d i e entsprechenden 
Kugeln um d i e Ecken b e r e i t s f e s t g e l e g t . Wenn man nun noch 
einen Radius r ^ geeignet bestimmt, dann erhält man d i e 
gesuchten Kanten aus der Beziehung a^^ = r^+r^, i = 1,2,3. 
Nun s i e h t man aber, was l o s i s t : der Radius r ^ muß minde
stens so groß gewählt werden, daß eine Kugel mit diesem 
Radius n i c h t durch das von den d r e i b e r e i t s bekannten Ku
geln g e b i l d e t e Loch f a l l e n kann; eine zu k l e i n e Kugel 
könnte j a niemals mi't a l l e n d r e i Kugeln g l e i c h z e i t i g zur 
Berührung gebracht werden. Damit haben wir eine scharfe 
untere Schranke für die möglichen Radien r ^ gefunden. Im 
F a l l e e i n e s sehr stumpfwinkligen Grunddreiecks kann es 
aber auch noch eine obere Schranke geben, nämlich i n der 
i n Abb. 5 d a r g e s t e l l t e n S i t u a t i o n : 

Man s i e h t , daß ein e zu große Kugel mit der k l e i n s t e n Kugel 
n i c h t mehr zur Berührung gebracht werden kann; s i e wird 
durch d i e beiden anderen Kugeln davon abgehalten. Algebra
i s c h kann man diesen Sachverhalt g l e i c h n-dimensional 
durch den Satz von Gösset beschreiben. Man kennt d i e Krüm
mungen £<|/...,e n und hat so eine quadratische Gleichung 
für d i e Schranken der zulässigen Krümmungen e n . Die 
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Gleichung hat immer zwei r e e l l e Lösungen. I s t nur eine 
davon p o s i t i v , so g i b t es nur eine obere Schranke für , 
d. h. nur eine untere Schranke für r ^ . A n d e r e n f a l l s hat 
die Gleichung zwei p o s i t i v e Lösungen und dann g i b t es 
sowohl eine untere a l s auch eine obere Schranke. Für n = 2 
hat d i e s e Überlegung auch schon Soddy a n g e s t e l l t [22]. 

Wie man das Netz e i n e s n i c h t t r i v i a l e n Tangententetraeders 
mit Z i r k e l und L i n e a l k o n s t r u i e r e n kann, hat Herr Kratz 
i n [16] angegeben. 

4. E i n B e i s p i e l aus der Physik 

A l s i c h diesen S t o f f kürzlich i n einem Leistungskurs eines Münchner 
Gymnasiums u n t e r r i c h t e t e , wurde i c h von einem Schüler gefragt, ob es 
si c h dabei n i c h t um eine reine mathematische S p i e l e r e i handele. Ich 
hätte ihm dazu natürlich etwas von der Pflege des räumlichen Anschau
ungsvermögens erzählen und auch darauf hinweisen können, daß der 
Chemiker Soddy und der Techniker C r e l l e von ihren Arbeitsgebieten her 
auf diese Probleme gestoßen seien, aber i c h hatte glücklicherweise 
etwas A k t u e l l e r e s . 

B e i der Untersuchung von ( n i c h t - r e l a t i v i s t i s c h e n ) Prozes
sen i n der Kernphysik benutzt der ExperimentalphysiKer 
D e t l e f Kamke i n Bochum (e i n Sohn des vor a l l e m wegen s e i 
ner Sammlung von D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n berühmten Mathe
matikers E r i c h Kamke 1890-1961) sogenannte " E n e r g i e t e t r a 
eder" [15]. Er b e t r a c h t e t v i e r T e i l c h e n f e s t e r Masse m^ 
(Massensumme m = m̂̂ .) und sucht e i n Tangententetraeder mit 
den Höhen m/(m-m^). Die Bewegung der T e i l c h e n s o l l zwei 
Bedingungen u n t e r l i e g e n : Einmal s o l l der Gesamtimpuls IP^ 
verschwinden, zum anderen s o l l d i e Gesamtenergie E = I E ^ 
konstant s e i n . Die r e l a t i v e n Energien E^IE summieren s i c h 
dann zu 1 und können a l s b a r y z e n t r i s c h e Koordinaten eines 
Punktes des Tetraeders aufgefaßt werden. Herr Kamke geht 
der Frage nach, welche Punkte des Tetraeders so l c h e Ener
g i e v e r t e i l u n g e n beschreiben können. Für d r e i T e i l c h e n 
wurde d i e s e K o n s t r u k t i o n schon früher durchgeführt und 
l i e f e r t e a l s Ergebnis, daß di e s e E n e r g i e v e r t e i l u n g e n genau 
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d i e Fläche des I n k r e i s e s des entsprechenden Dreiecks aus
füllen, was d i e Ko n s t r u k t i o n eines Tetraeders mit einander 
berührenden I n k r e i s e n der S e i t e n d r e i e c k e m o t i v i e r t . (Es 
i s t l e i c h t zu sehen, daß auf jeder Kante nur e i n Zustand 
i n Frage kommt! Genaueres dazu i s t i n [12] ausgeführt.) 

5. Noch eine Verallgemeinerung 

Wenn man s i c h Satz 1 n genau a n s i e h t , s t e l l t man s i c h un
willkürlich d i e Frage, wie es mit Hypersphären s t e h t , d i e 
di e p-dimensionalen S e i t e n e i n e s n-Simplexes i n inneren 
Punkten berühren, für b e l i e b i g e s p < n. Nun, für p = 0 hat 
man d i e Umsphäre, für p = 1 gegebenenfalls d i e Kantensphäre 
und für p = n-1 d i e Insphäre. Ganz analog zu Satz 1 n g i l t 
a l l g e m e i n : 

Satz 1 n'P. S e i e n n,p G N, 0 ^ p < n. D a n n s i n d für e i n 

n - S i m p l e x A d i e f o l g e n d e n E i g e n s c h a f t e n äquivalent: 

(1) A b e s i t z t e i n e Sphäre, d i e d i e p - d i m e n s i o n a l e n 

S e i t e n i n i n n e r e n P u n k t e n berührt; 

(2) w e n n i m m e r z w e i ( p + 1 ) - d i m e n s i o n a l e S e i t e n v o n A 
e i n e p - d i m e n s i o n a l e S e i t e g e m e i n s a m h a b e n , so 

berühren s i c h i h r e I n k r e i s e ; 

(3) e s g i b t n+1 Hypersphären m i t d e n E c k e n v o n A a l s 

M i t t e l p u n k t e n , v o n d e n e n j e p+1 g e n a u e i n e n P u n k t 

g e m e i n s a m h a b e n ( d a s b e s a g t i m F a l l p=0; j e d e 

d i e s e r Hypersphären b e s t e h t n u r a u s e i n e m P u n k t , 

h a t a l s o d e n R a d i u s 0 ) ; 

(4) j e d e q - d i m e n s i o n a l e S e i t e (p+1 < q < n) b e s i t z t 

e i n e (q-1)-Sphäre, d i e i h r e p - d i m e n s i o n a l e n 

S e i t e n berührt. 

Im F a l l p=1 i s t das im wesentlichen der Satz 1 n; es f e h l t 
vor a l l e m d i e do r t unter (4) genannte a l g e b r a i s c h e Bedin
gung. Eine solche g i b t es auch für b e l i e b i g e s p, i s t aber 
doch w e s e n t l i c h s c h w i e r i g e r zu f o r m u l i e r e n . Wir betrachten 
dazu eine (p+1)-dimensionale S e i t e A von A mit den Ecken 
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A / A V,...A , Die Ecke A / A V hat von den Berührpunkten a(0) a(p+1) a(0) ^ 
der Insphäre von A„ auf den Wänden, d i e d i e Ecke A ent-c a a (0) 
h a l t e n , den Abstand 

ra ( 0 ) 

wobei d i e Summationen über i , j , k = 0,...,p+1 l a u f e n (mit 
der Konvention a ^ = 0 für a l l e k = 0,...,n) und 

den I n h a l t (= das Volumen) von A^, 

V^ den I n h a l t der der Ecke A
a ^ ) gegenüberliegenden 

Wand von A u n d a 

0 = IV, d i e "Oberfläche" von A k a 
bezeichnet; a l l e d i e s e Größen V, V^, 0 s i n d o f f e n s i c h t l i c h 
durch d i e Kantenlängen a^j ausdrückbar. Im F a l l e p < n-1 

gehört jede Ecke von A zu mehreren (p+1)-dimensionalen 
S e i t e n A^, Aß,... von A und die angekündigte a l g e b r a i s c h e 
Bedingung läßt s i c h beschreiben durch 

rct(0) = rß ( 0 ) ' 

immer wenn A a ( Q ) = A ß ( Q ) . 

Sind A A = 0, A.,...,A d i e Ecken eines solchen n-Simplexes 0 1 n c 

im Vektorraum R n, so e r g i b t s i c h der M i t t e l p u n k t der i n (1) 

genannten Hypersphäre a l s d i e wohlbestimmte Lösung des 
l i n e a r e n Gleichungssystems 

* / 2 2 2 \ A.-X = ( r 0 + a 0 . -r.) 

für i = 1,...,n; i h r Radius i s t darum gegeben durch 
2 K»2 2 p = M - r Q = 2 

= ( - l ) n + 1 . d e t | r 2 a ' , 2 1 ) - ( n l V ) " 2 
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eine Formel, d i e d i e Radien der Hypersphären aus (3) und 
die Kantenlängen des gegebenen Simplexes enthält. Man kann 
nun zwar d i e Radien für i = 0,...,n noch durch d i e Kan
tenlängen ausdrücken - das wird dann sehr unübersichtlich 
aber für p * 1 n i c h t umgekehrt. 

Damit wird d i e S o n d e r r o l l e der Kantensphären i n diesem Zu
sammenhang d e u t l i c h . S i e beruht darauf, daß e i n T a n g e n t e n 

s i m p l e x durch d i e Radien der s i c h paarweise berührenden 
Sphären um d i e Ecken e i n d e u t i g bestimmt i s t , eine analoge 
Aussage im F a l l p * 1 aber n i c h t g i l t . Für p = 0 i s t das 
un m i t t e l b a r k l a r , da g i l t j a r . = 0 für a l l e i , aber man 
k o n s t r u i e r t auch l e i c h t verschiedene Tetraeder mit der 
E i g e n s c h a f t , daß entsprechende Ecken von den Berührpunkten 
der Inkugel g l e i c h e Abstände haben. 

Zwei nun v i e l l e i c h t auf der Hand liegende Problemkreise 
b l e i b e n o f f e n : d i e K o n s t r u k t i o n n i c h t t r i v i a l e r n-Simplizes 
mit den i n Satz l n ' P genannten E i g e n s c h a f t e n und d i e Frage 
nach der Abhängigkeit d i e s e r Bedingungen für verschiedene 
p voneinander, d. h. b e i s p i e l s h a l b e r , ob d i e E x i s t e n z e i n e r 
Kantensphäre d i e E x i s t e n z e i n e r d i e p-dimensionalen S e i t e n 
des n-Simplexes berührenden Sphäre (mit p > 1) i m p l i z i e r t 
oder nur unter sehr einschränkenden Bedingungen zuläßt. 
(Man denke etwa daran, daß d i e g l e i c h z e i t i g e E x i s t e n z von 
Kantenkugel und Raumhöhenschnittpunkt b e i einem Tetraeder 
zur Folge hat, daß mindestens e i n S e i t e n d r e i e c k g l e i c h s e i 
t i g i s t und auch d i e übrigen Kanten d i e g l e i c h e Länge 
haben [11].) 

Zum Abschluß s e i noch erwähnt, daß Junghann [14] i n Analo
gie zu den Ankreisen e i n e s ebenen Dreiecks auch Kugeln un
t e r s u c h t hat, d i e e i n i g e Kanten e i n e s Tetraeders i n inneren 
Punkten, d i e übrigen aber i n Punkten i h r e r Verlängerungen 
berühren. Er s p r i c h t i n diesem F a l l von anschließenden 

Tangententetraedern, im Gegensatz zu den umschließenden. 

Welch weites F e l d für Verallgemeinerungen s i c h h i e r a u s 
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e r g i b t , kann man v i e l l e i c h t daran ermessen, daß schon d i e 
Dis k u s s i o n der Ankugeln am Tetraeder e i n i g e n Aufwand e r 
f o r d e r t [ 11] . 
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