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Schulpraxis 

Transzendenz von e im Leistungskurs?1 

Verfasser: Prof. D r . R u d o l f F r i t s c h , Mathematisches I n s t i t u t D e r von H i l b e r t angegebene Transzendenzbeweis für die 
der Ludwig-Maximilians-Universität, Theresienstraße 3 9 , E u l e r sehe Z a h l e wurde für einen Leistungskurs des 1 3 . J a h r -
8 0 0 0 München 2 g^ngs aufbereitet. 

1 Mathemat ik gilt als schweres Schulfach, das 
aber wegen des s t änd igen Auftretens mathematischer 
Problemstellungen i m täg l ichen Leben , insbesondere 
in unserer vom Compute r bestimmten Zeit , unver­
meidl ich ist. Die Rechtfert igung für den intensiven 
Mathemat ik-Unter r ich t an unseren Schulen wi rd zu­
meist i n den Anwendungen gesehen, die die Ma thema­
tik i m Al l t ag hat. D a r ü b e r sollten wi r aber nicht ver­
gessen, daß der Auf t rag unserer allgemeinbildenden 
Schulen auch dahin geht, die Schü le r zu logischem 
Denken zu erziehen und ihnen etwas vom geistigen 
Hin te rg rund und von rein abstrakten Fragestellungen 
der Mathemat ik nahezubringen, die große Denker 
ü b e r Jahrhunderte bewegt haben. E inen wichtigen 
Themenkreis , der in diesem Zusammenhang ange­
sprochen werden sollte, bildet sicherlich der Aufbau 
des Zahlensystems. H i e r z u wi l l ich heute einen Punkt 
besonders diskutieren: den Unterschied zwischen alge­
braischen und transzendenten reellen Zahlen . Z u ­
n ä c h s t erinnere ich an die Begriffsbildung: 
D e f i n i t i o n : E i n e reelle Z a h l x ist algebraisch, wenn es eine 

natürliche Z a h l n ( > 0 ) und ganze Z a h l e n a 0 , a 1 } . . ., a n 

mit a n ^ 0 gibt derart, daß gilt 

1 Vortrag am 29. März 1988 auf der 79. Hauptversammlung des Deut­
schen Vereins zur Förderung des mathematischen und naturwissenschaft­
lichen Unterrichts in Kiel. 

a n x " + a n _ 1 x n ] + . . . + a 2 x 2 + a j x + a 0 = 0, (1) 

das heißt, wenn x N u l l s t e l l e einer ganzrationalen F u n k t i o n 
positiven Grades mit ganzen Koeffizienten ist. 
B e i s p i e l e : 1) Rationale Zahlen sind algebraisch: 

Eine rationale Zah l x läßt sich in der F o r m x = p / q mit 
/ ? e Z und ^ 6 l N * darstellen, was auf die Gle ichung 

qx-p = 0 

führt . M a n n immt n = 1, a 0 = -p und a ] = q. 
2) D i e Zah l x = ]fi ist algebraisch: D a x 1 - 2 = 0 

gilt, kann man n = 2, a 0 = - 2 , a x = 0 und a 2

 = 1 
nehmen. _ 

3) Die Zah l x = ]/2 + |/3 ist algebraisch. U m das 
einzusehen, berechnet man zunächs t x 2 = 5 + 2 ]/ö; 
das ist gleichbedeutend mit x 2 - 5 = 2 ]/6. Daraus folgt 
durch abermaliges Quadr ieren 

* 4 - 1 0 x 2 - r l = 0 . 

M a n findet n = 4, a 0 = a A = 1, a l = a 3 = 0 und a 2 = - 1 0 . 

A l s Lehrer wissen Sie aus der Algebra-Vorlesung, 
d a ß alle Zahlen algebraisch sind, die sich aus rationa­
len Zahlen durch Wurze lz iehen , Bi lden von Linear­
kombinationen mit rationalen Koeffizienten und Itera­
tion dieser Prozesse gewinnen lassen. M a n c h m a l ist es 
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sehr tr ickreich, zu einer vorgegebenen Zah l dieser 
Bauart eine passende Gle ichung zu finden, aber es 
geht immer! Dadurch haben wir für den Unterr icht 
eine V i e l z a h l von Beispielen und U b u n g s m ö g l i c h k e i -
ten. Irgendwann sollte man dabei die folgende ein­
fache Tatsache feststellen. 

B e m e r k u n g : Is t*eine von N u l l verschiedene al­
gebraische Z a h l , so kann eine Gle ichung der F o r m (1) 
mit der zusä tz l ichen Eigenschaft a0 ^ 0 gefunden wer­
den. Ist n ä m l i c h zunächs t ein k > 0 der kleinste Index 
mit ak ^ 0, das heißt 

anxn + an _ }xn ~1 + . . . + = 0 , 

so kann m a n durch xk dividieren und erhäl t 

anx"- l + a. n - l X n • l - k + . . . + ak = 0 , 

eine Gle ichung der g e w ü n s c h t e n A r t . (Unter der V o r ­
aussetzung an ^ 0 x gilt offensichtlich k < n , also 
n - k > 0 . ) 

2 A u s M ä c h t i g k e i t s ü b e r l e g u n g e n im Sinne der 
Mengenlehre folgt unmittelbar, d a ß es auch nicht­
algebraische reelle Zahlen geben m u ß ; ü b e r M ä c h t i g ­
keiten wi rd man wohl i m normalen Unterr icht kaum 
reden. D a sollte man zunächs t nur sagen, d a ß die Be­
griffsbildung »algebraische (reelle) Zahl« sich nicht 
gelohnt hä t t e , wenn alle reellen Zahlen algebraisch 
w ä r e n , und dann den neuen Begriff e in führen . 
D e f i n i t i o n : E i n e reelle Z a h l ist transzendent, wenn sie 

nicht algebraisch ist. 
Hierbe i m u ß man auch etwas auf die historische 

Entwick lung des Zahlbegriffs eingehen. Ich kann das 
jetzt nicht aus führen und verweise auf die Literatur: 
E inen kurzen Uberbl ick zum Kap i t e l algebraische ver­
sus transzendente Zahlen findet man in T R O P F K E [13; 
S. 139ff.] , dem Standardwerk zur Geschichte der Ele­
mentarmathematik - gemeint ist Schulmathematik - , 
von dessen 4. Auflage allerdings bisher nur der erste 
B a n d erschienen ist. Eine ausführ l iche Darstel lung fin­
det sich in dem auch sonst sehr lesenswerten Aufsatz 
von A R T M A N N , SPALT und G E R E C K E [2]. Jetzt m ö c h t e 

ich nur darauf hinweisen, d a ß die endgü l t ige K l ä r u n g 
des Transzendenzbegriffes u m das J a h r 1840 durch 
den französischen Mathemat iker J O S E P H LIOUVILLE er­
folgte, der auch die ersten Transzendenzbeweise führ te 
[10]. Die von ihm als transzendent erkannten Zahlen 
he ißen heute zu seinen Ehren »Liouvil lesche Zah len« ; 
sie werden in A R T M A N N [1] ausführ l ich dargestellt, eig­
nen sich jedoch meines Erachtens nicht so sehr für den 
gymnasialen Unterr icht , weil sie recht künst l ich und 
nur für diesen Zweck konstruiert sind, sonst i m mathe­
matischen A l l t a g aber nicht auftreten. Interessant er­
scheint die Frage nach der Transzendenz bei Zahlen 
wie der Kre iszahl n - das h ä n g t mit dem uralten Pro­
blem der Quadra tur des Kreises zusammen - und der 

Eulerschen Zah l e, der Basis der Exponentialfunktion 
und der n a t ü r l i c h e n Logar i thmen. D e r ebenfalls fran­
zösische Mathemat iker C H A R L E S H E R M I T E konnte i m 
J a h r 1873 [5] zeigen: 

D i e Eulersche Z a h l e ist transzendent. 

D a r a u f aufbauend, unter zusä tz l icher Benutzung 
der Integration i m K o m p l e x e n , bewies der Deutsche 
FERDINAND L I N D E M A N N i m J a h r 1882 [9]: 

D i e Kreiszahl n ist transzendent. 

Es dürf te von vornherein jedem Schüle r klar sein, 
d a ß der Nachweis der Transzendenz einer vorgelegten 
Z a h l , zu dem man alle ganzrationalen Funkt ionen po­
sitiven Grades mit ganzen Koeffizienten in Betracht 
zu ziehen hat, sich i m allgemeinen wesentlich schwie­
riger gestalten w i rd als das Aufsuchen geeigneter Koef­
fizienten für eine gegebene algebraische Z a h l . Inso­
fern kann man sich fragen, ob echte Transzendenzbe­
weise i n der Schule ü b e r h a u p t behandelt werden 
k ö n n e n . Ich b in der M e i n u n g , d a ß das für die Euler­
sche Z a h l durchaus mögl ich ist. Im Gegensatz zu den 
Her ren A R T M A N N , SPALT und G E R E C K E , die ein integra­

tionsfreies, von H e r r n K A R C H E R beschriebenes, auf 
A . HURWITZ [7] z u r ü c k g e h e n d e s Verfahren benutzen, 
m ö c h t e ich jedoch vorschlagen, den Ideen von H I L ­
BERT zu folgen, dem i m Jahre 1893 eine wesentliche 
Vereinfachung [6] der HERMiTEschen und LINDEMANN-

schen Ü b e r l e g u n g e n gelang. D ie zusä tz l ichen »Ele­
m e n t a r i s i e r u n g e n « , etwa auch durch Z u r ü c k f ü h r u n g 
auf Potenzreihen wie in PERRONS B u c h [12] haben mei­
nes Erachtens keine echten Vereinfachungen mehr ge­
bracht. Le ider geht dasselbe nicht für Transzendenz 
von n \ auch der HiLBERTSche Beweis verwendet die In­
tegration i m K o m p l e x e n , die in der Schule nicht zur 
V e r f ü g u n g steht. 

3 Bevor ich nun auf Einzelheiten des Beweises der 
Transzendenz von e eingehe, m ö c h t e ich H e r r n O S t D 
K R A T Z , der es vermittelte, und H e r r n O S t R K O L L ­
MANN , Kurs le i ter eines Leistungskurses der 13. Jahr­
gangsstufe am M A X - B o R N - G y m n a s i u m in Germer ing 
bei M ü n c h e n , der es e rmög l i ch t e u n d vorbereitete, da­
für danken, d a ß ich meine Vorstel lungen auch einmal 
i n zwei Schulstunden, genauer: in einer durch eine 
Pause unterbrochenen Doppelstunde, wirkl ich auspro­
bieren konnte. Ich habe na tü r l i ch nicht mit Hi l fe eines 
Testes nachgep rü f t , wieviel von meinem Unterr icht 
bei den Schü le rn h ä n g e n geblieben ist; aber ich hatte 
doch den E indruck , d a ß die Schü le r meinem Unter­
richtsversuch mit einem gewissen V e r s t ä n d n i s folgten. 

Der Beweis geht nicht direkt von einer mögl ichen 
Defini t ion von e aus, sondern er verwendet eine abge­
leitete Eigenschaft der Exponentialfunktion. E r baut 
auf der folgenden Tatsache auf. 
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B e w e i s g r u n d l a g e : Für alle k 6 IN* g i l t 

f x k ' e - x d x = k ! . (2) 
o 

Das ist mit Hi l fe partieller Integration und vol l ­
s t änd ige r Indukt ion leicht zu beweisen. In den bayeri­
schen L e h r p l ä n e n ist allerdings die Behandlung der 
vo l l s t änd igen Indukt ion nicht mehr vorgesehen, und 
die partielle Integration kommt erst am Sch luß des L e i ­
stungskurses, wenn man für die Transzendenz von e 
sicherlich keine Zeit mehr hat. F ü r meinen Unter ­
richtsversuch hat der Kurs le i te r diese Eigenschaft 
nach meinem folgenden Vorsch lag hergeleitet (hinter 
dem sich n a t ü r l i c h beide Methoden verbergen, was 
man i m Unter r ich t nicht zu sagen braucht): Z u n ä c h s t 
zeigt man (siehe etwa [3, S. 104]) 

l i m x * - e - * = 0 für alle k 6 I N * . (3) 
x » oo 

Ebenfalls für alle £ e I N * sei dann/^ die durch 

• e"*; x e l R 

definierte Funk t ion und F k sei die (wegen der Stetig­
keit von f k existierende und) durch die Bedingung 
F k ( 0 ) = 0 eindeutig bestimmte Stammfunktion zu f k . 
D u r c h Differenzieren bes tä t ig t man , d a ß für k > 0 
auch die Funk t ion 

F k : x ^ k • F k _ 1 ( x ) - x k - e"'v; x e J K 

eine Stanimfunktion zu f k ist. D a die Differenz zweier 
Stammfunktionen zur gleichen Funk t ion eine kon­
stante Funkt ion und F k ( 0 ) = 0 = F k ( 0 ) ist, gilt 

F k = F k . (4) 

Daraus folgt 

1 / 
\ x k t ~ x d x = l i m J xke~xdx = 

nach Def ini t ion des uneigentlichen 
Integrals 

= l i m ( F k ( x ) - F k ( 0 ) ) = l i m F k ( x ) 
X —• oo % ~* °° 

nach F*(0) = 0 

= l i m F k ( x ) = l i m (k * F k _ l (x) - x k • e~*) 
x~* 0 0 x - > 0 0 

nach (4) und Defini t ion von F k 

= l i m k • F k _ j (x) = k • l i m F k _ l (x) 

nach (3), 
falls nur l i m F k _ x ( x ) existiert. N u n gilt aber F 0 ( x ) = 

X ~* 0 0 

1 - e~* für alle x e l R ; also existiert l i m F 0 ( x ) un<^ n a t 

X-* OO 

den Wer t 1. Die Gleichungskette zeigt, d a ß daraus der 
Reihe nach folgt: 

00 
\ x ' t'xdx = l i m F x (x) = 1 

/ x 2 • e~xdx = l i m F 2 ( x ) = 2 

00 

f x 3 • f x d x = l i m F 3 ( x ) = 6 
0 X ~ * ° ° 

00 
f x k ' c~xdx = l i m F k ( x ) = k l , 

was zu beweisen war. Nebenbei sei noch bemerkt, d a ß 
die Gle ichung (4) eine explizite Darstel lung der Funk­
tionen F k durch rekursive Berechnung e rmögl ich t und 
d a ß die Gle ichung (2) für die Defini t ion der T-Funk-
tion von grundlegender Bedeutung ist. 

A l s H i l f s m i t t e l werden der für alle x e J R gel­
tende Grenzwert 

l i m — = 0 (5) 
kl 

und die verallgemeinerte Dreiecksungleichung b e n ö ­
tigt: 

Für beliebige reelle Z a h l e n x 0 ) x ] } . . ., x n g i l t 

I xo + x i + • • • + x n \ < \ x 0 \ + \ x j \ + ... + \ x n \ . (6) 

Z u m Nachweis des Grenzwertes (5) über leg t man , 
d a ß das (k + l)-ste Folgenglied aus dem k - t t n G l i e d 
durch Mul t i p l i ka t i on mit dem Faktor x l ( k + 1) ent­
steht . Bei gegebenem x gilt für alle k > 21 x I, d a ß der h in­
zukommende Faktor kleiner als Vi ist, also von einer be­
stimmten Stelle an das nächs t e G l i e d immer - dem Be­
trage nach - kleiner ist als die Hälf te des vorangehen­
den. Dami t m u ß es sich u m eine Nullfolge handeln. -
Die verallgemeinerte Dreiecksungleichung (6) ist offen­
sichtlich r ichtig, wenn alle auftretenden X; das gleiche 
Vorze ichen haben; dann gilt sogar Gleichheit . Im 
anderen Fal l hebt sich auf der l inken Seite einiges auf, 
w ä h r e n d rechts weiterhin alle x { ihren vollen Betrag 
einbringen. 

4 N u n wenden wir uns dem eigentlichen Beweis 
zu . E r wi rd übl icherweise in der F o r m eines Wider ­
spruchsbeweises geführt . D ie Erfahrung zeigt aber, 
d a ß man sich dabei häuf ig fragt, wo der Widerspruch 
eigentlich steckt. Es hat sich unter Mathemat ikern die. 
Unsit te eingeschlichen, d a ß man nahezu alles und 
jedes durch Widerspruch beweist, obwohl oft der 
direkte W e g einfacher ist; dies sollte man sich m ö g ­
lichst a b g e w ö h n e n . A u c h hier ist der Beweissatz viel 
leichter zu verstehen, wenn man die zu beweisende 
Aussage positiv formuliert. M a n zeigt: 

Für jede Wahl von n e IN*, a 0 , a h . . ., a n e Z m i t a 0 ^ 0 
und Ö„ 0 g i l t 

1 + ß„ 1*"- + a2e2 + a2e + a 0 ^ 0 . (7) 

B e w e i s i d e e : Es seien solche Zahlen n, a 0 , . . ., a n 

vorgegeben. W i r konstruieren Zahlen r, j-elR, /?eZ 
derart, d a ß gilt 
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r • (anen + an_ je"" 1 + . . . + a2t2 + aiz + a0) = s + p (8) 

mit IJI<1 (9) 

Z u r ü c k zum T h e m a : W i r betrachten das Integral 

und p±0. (10) 

D a p eine ganze Zahl sein soll, ergibt sich aus (9) 
und (10), d a ß die rechte Seite der Gle ichung (8) von 
N u l l verschieden ist; dann kann aber auch keiner der 
Faktoren links verschwinden, woraus (7) folgt. ( A h n ­
liche Ideen liegen auch anderen Transzendenz- sowie 
I r ra t iona l i t ä t sbeweisen zugrunde.) 

Z u r A u s f ü h r u n g dieser Idee definieren wi r zwei 
Hilfsfunktionen: 

g : x ^ - > x ( x - 1) ( x - 2) . . . ( x - n ) ; x e R , 

h : x ^ ( x - l ) ( x - 2 ) . . . ( x - n ) t - x ; x e l R . 

A u ß e r d e m fixieren wir ein £ e I N * , zunächs t belie­
big, aber spä ter so, d a ß gewisse Bedingungen erfüllt 
sind, und definieren damit eine weitere Funkt ion 

das heißt 

f ( x ) = x k - [ ( x - 1 ) • . . . • ( x - n ) ] k + l • e-* für alle x e I R . 

Mul t ip l i z i e ren wir die auftretenden K l a m m e r n 
aus, so erhalten wi r f ü r / ( * ) eine Darstel lung der F o r m 

k + n i k + 0 
b: ' xJ (11) 

mit &,eZ für alle vorkommenden j . Insbesondere 
haben wir b k = ±(n\) , auf das Vorzeichen von b k 

und die genauen Werte der ü b r i g e n b j ( j > k ) kommt 
es i m folgenden nicht an. 

H i e r möch te ich eine Ü b e r r a s c h u n g e r w ä h n e n , die 
ich bei meinem Unterr icht erlebte. Ich kenne die große 
Scheu vor der Verwendung des Summenzeichens »£« 
im Schulunterricht; es wi rd zwar in den L e h r b ü c h e r n 
e ingeführ t (siehe zum Beispiel [8; S. 193]), aber der 
U m g a n g damit wi rd nicht geüb t . So versuchte ich es 
auch hier zu umgehen und sagte den Schüle rn etwa 
das folgende: D u r c h Ausmul t ip l iz ie ren erhä l t man 
eine Summe von Te rmen der F o r m b • xJ mit k < j < 
k + n ( k + 1) und b 6 Z . Im F a l l j = k hat b den speziellen 
Wer t ±(n\)k + l . D a n n habe ich i m folgenden immer 
nur entsprechende Summanden einzeln angeschrie­
ben und gesagt, d a ß man sich dabei die ganzen Sum­
men denken m ü s s e . Das kam gar nicht an, die Schü le r 
konnten sich das Zusammenspiel dieser Summanden 
nicht vorstellen. Glückl icherweise wurde der Unter ­
richt an dieser Stelle durch die Pause unterbrochen, in 
der mi r die Schü le r klarmachten, d a ß sie die Sache mit 
Verwendung des Summenzeichens besser verstehen 
w ü r d e n . 

= j f ( x ) d x 
k + 72 (k + 1) oo 

= L b: ' \ xJ - e~xdx. 

Wegen (2) sind die einzelnen Integrale unter der 
Summe ganze, durch k \ teilbare, für j > k sogar durch 
(k + 1)! teilbare Zahlen. D a auch alle Koeffizienten bj 
ganze Zahlen sind, ergibt sich 

w0 = ±(n\)k + l • k l + c0 • (* + l ) ! (12) 

mit f 0 e Z . W i r setzen 

R = 3L= ± („!)* + > + , 0 . ( £ + l ) ; (13) 

spä te r werden wir Bedingungen für die noch beliebige 
Zah l k formulieren, die garantieren, d a ß die so defi­
nierte Zah l r ta tsächl ich zur Herstel lung einer G l e i ­
chung der F o r m (8) mit den angegebenen Nebenbedin­
gungen verwendet werden kann. 

A l s nächs t en Schritt spalten wi r w0 für i = 1, . . ., n 
auf in der F o r m 

WQ = VT + W{ 

mit 

i oo 

0 i 

So erhalten wir für r • (anzn + an_1etl"1 + . . . + 
<z2e2 + äxG + CLQ) eine Zerlegung der F o r m 

vnantn + . . . + z^aje w„a w e n + . . . + w^a^ + w0a0 

I i + k\ ; 

es bleibt zu zeigen, d a ß bei geeigneter W a h l von k die 
Zahlen 

und 
k l 

wnantn + . . . + Wjflje -f wQa0 

I i 

die geforderten Eigenschaften haben. 
Betrachten w i r zunächs t p . De r G r a p h der 

Funkt ion / , e ingesch ränk t auf den Bereich x > it 

bestimmt dieselbe Fläche wie der G r a p h der Funk­
tion f i x * f ( x + i ) ; x > 0. A lso gilt für i > 0 

00 

w{ = \ ( x + i ) k [ ( x + i - 1) ( x + i - 2) . . . x . . . 
0 ( x + i - n ) ] k + 1e-*-ldx. 

Das ist na tü r l i ch eine Integration durch Substitu­
t ion. Diese Integrationsmethode war meinen Schüle rn 
noch nicht bekannt. D a es sich hier aber nur um eine 
einfache Verschiebung des Ursprungs handelt, hatten 
sie keine Schwierigkeiten. 

Indem wi r den Faktor c - ' aus dem Integral heraus­
ziehen und die Integrationsvariable wieder in x umbe­
nennen, erhalten wir 
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W i = e~l ' \ ( x + i ) k [ ( x + i - l ) ( x + i - 2 ) . . . x . . . 
0 (x + i - n ) ] k + 1c~xdx. 

D a in der eckigen K l a m m e r das x »rein« vor­
kommt, ist der Integrand nun von der F o r m 

k + n<^ + 1) 

j = k + l 
b: ' X> 

mit ^ e Z für alle v o r k o m m e n d e n / das heiß t 

k + n i k + 1) _ oo 
W: = G ~ t m L b: \ xJe~xdx. 

Jetzt folgt aus (2), d a ß jedes einzelne Integral unter 
der Summe durch (k + 1)! teilbar ist, das he iß t , d a ß wi 
die F o r m _ 

Wj = e 1 ' q • (k + 1)! 

mit c,-eZ besitzt. Zusammenfassend ergibt sich des­
halb 

P = {cnan + . . . + ^f l j + <r0) • (* + 1) ± ( n l ) k + l • a 0 

= c • (k+l)±(nl)k + 1 • <20 

mit r e Z . A lso ist eine ganze Z a h l und sicherlich 
dann von N u l l verschieden, wenn wi r k so w ä h l e n , d a ß 
k + 1 eine g e n ü g e n d große P r imzah l ist, g röße r als n 
und a 0 . ( D a ( n l ) k + 1 • a 0 sicherlich von N u l l verschie­
den ist, k ö n n t e j a p nur dann gleich N u l l sein, wenn 
( n l ) k + 1 • a 0 durch k + 1 teilbar w ä r e ; das ist aber bei 
einer solchen W a h l von k ausgeschlossen.) 

Z u r Untersuchung von s betrachten wir die E i n ­
s c h r ä n k u n g e n der Funkt ionen g, h u n d / a u f das Inter­
vall [0, n ] . D a es sich dabei wieder u m stetige Funkt io­
nen handelt, sind sie b e s c h r ä n k t , das he iß t , es gibt zu­
nächs t positive reelle Zahlen G, H derart, d a ß für alle 
* e [ 0 , « ] g U t I ^ J I ^ C I ^ ) ^ ^ 

woraus für dieselben x folgt 

\ f ( x ) \ < G k - H . 

Sollte der Satz von der Besch ränk the i t stetiger 
Funkt ionen auf endlichen abgeschlossenen Interval­
len nicht zur V e r f ü g u n g stehen, so kann man auch 
direkt Schranken angeben. F ü r alle x e [ 0 , n] gilt j a 
offensichtlich 

\ g ( x ) \ < n n + 1, \ h ( x ) \ < n n \ 

wir nehmen G = n n + 1, H = n n . 
Ohne Betragszeichen läßt sich diese Ungle ichung 

als Doppelungleichung schreiben: 

- G k • H < f ( x ) < Gk • H , 

Daraus folgen für i = 1, . . ., n die In t eg ra l abschä t -

zungen - G k • H • i < v,< Gk • H • i, 

das heißt in der Betragsschreibweise 

\ v { \ < G k - H - i. 

Fassen wi r diese zusammen, so erhalten wir mit 
Hi l fe der verallgemeinerten Dreiecksungleichung (6) 

\s\ ' k l = \vnanen+ . . . + v^a^\ 
< I vnanen\ + . . . + I Pjflje I 

< G k ' H • (n • \ a n \ • e n + . . . + 1 • \ a { \ • e), 

wobei die Zah l 

z = H - ( n - \ a n \ • e n + . . . + 1 • 1^ 

nicht von k a b h ä n g t . A u s (5) folgt nun 

Gk-z 

e) 

lim • 
k\ (Am~Tr) 

also für g e n ü g e n d großes k 

Gk 

\s\<- - < 1 . 
k l 

D a es unendlich viele Pr imzahlen gibt, läßt sich 
nun sicher ein k finden derart, d a ß I s I < 1 und p 0 ist. 
q.e.d. 

D a ß der Satz von der Existenz unendlich vieler 
Pr imzahlen hier e inmal angewandt werden kann, das 
war für die Schü le r das i -Tüpfelchen auf meinem U n ­
terrichtsversuch. - Sie haben gesehen, d a ß der Beweis, 
den ich hier vorgeführ t habe, nur Begriffe und Metho­
den verwendet, die in normalen Leistungskursen be­
handelt werden. Einzelne Schritte k ö n n e n durchaus 
als Beispiel- und Ü b u n g s m a t e r i a l i n den laufenden 
Unterr icht eingebracht werden, vielleicht in noch ex­
pliziterer F o r m , etwa indem man das Integral w0 für 
kleine Werte von n und k vo l l s tändig auswertet. Ich 
meine, d a ß bei entsprechender P lanung und Vorbere i ­
tung wirk l ich nicht mehr als eine Doppelstunde not­
wendig ist, u m diesen Beweis i m Unterr icht durchzu­
führen . Interessanter für die Schüler w ä r e na tü r l i ch 
noch ein darstellbarer Transzendenzbeweis für die 
Kre i szah l n \ aber - wie schon gesagt - ein solcher liegt 
nicht vor. M i t der Aufforderung an Sie, danach zu 
suchen, m ö c h t e ich schl ießen. 

5 In der Diskussion z u m V o r t r a g wurde nach ein­
fachen Beweisen für die I r r a t iona l i t ä t von n gefragt. 
D e r derzeit wohl einfachste für die Schule stammt von 
I. N I V E N [11] und verläuft f o lgende rmaßen . Angenom­
men, 7i = p / q mit jbeZ und q€ IN*. A b h ä n g i g von 
einem zunächs t beliebigen ke IN* definiert man Hi l fs ­
funktionen 

x k - ( p - q x ) k 

k l 
x e l R , 

F : x ~ f ( x ) -ß2\x) +ß*\x) - . . . + ( - 1 / ß 2 k \ x ) ; x€ IR . 

N u n stellt man fest, d a ß die F u n k t i o n / u n d alle ihre 
Ableitungen, also auch die Funkt ion F} an den Stellen 0 
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und 7t nur ganzzahlige Werte annehmen. Ferner bestä­
tigt man durch Differenzieren, d a ß die Funk t ion 

G:x F ' { x ) - s i n * - F ( x ) • cosx; *eIR, 

eine Stammfunktion der Funkt ion 

g ' x * - + f ( x ) ' sinx; xeJR. 

ist. Daraus folgt, d a ß das Integral 

* l g ( x ) d x = G ( x ) \ Z = F ( n ) + F ( P ) 
o 

für jede W a h l von £eIN* eine ganze Z a h l ist. N u n gilt 
aber für alle * e ( 0 , n ) 

o < g ( x ) < ^ f , 
das he iß t , 

* (71 ' p ) k 

0 < \g{x)dx<n>±—f-. 
o K -

F ü r genügend großes k ist nun wegen des Grenzwer-
71 

tes (5) der Wer t rechts kleiner als 1 und damit \ g ( x ) dx 
o 

sicherlich keine ganze Z a h l . Widerspruch! U m die U n -
lösbarkei t des Problems von der Quadra tu r des K r e i ­
ses zu zeigen, w ü r d e bekanntlich der Nachweis genü­
gen, d a ß die Zah l TZ keiner algebraischen Erwei terung 
des K ö r p e r s der rationalen Zahlen von einem G r a d 2m 

mit m e l N a n g e h ö r t . O b w o h l diese Behauptung viel 
s chwächer zu sein scheint als die Transzendenz von TZ, 
ist dafür kein einfacher Beweis bekannt. E i n Schritt in 
dieser R ich tung , näml i ch ein s c h u l g e m ä ß e r Beweis 
der I r ra t iona l i t ä t von TI2, gelang dem Japaner Y . I W A -

2 Herr Studiendirektor H. v. KELLER, Hamburg, hat mich nach Abschluß 
des Manuskriptes noch darauf aufmerksam gemacht, daß der von mir skiz­
zierte Beweis für die Irrationalität von n für den Unterricht aufgearbeitet 
wurde und erschienen ist in 
Education Development Center (Hg.): 
U M A P Modules 1977-1979. Tools for Teaching. -
Boston, Basel, Stuttgart: Birkhäuser 1981. 
(Rezension in M N U 36 (1983) S. 314) 

M O T O ; seine entsprechende Var i a t i on des skizzierten 
NiVENschen Beweises ist in dem auch sehr empfeh­
lenswerten, aber durchaus anspruchsvollen B u c h [4] 
dargestellt. 2 
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