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R u d o l f Fri tsch 

Gudermann, Bodenmiller und der Satz von Bodenmiller-Steiner 

Es handelt sich um eine elementargeometrische Miniatur. Wir stellen den Satz von Bodenmiller-
Steiner vor, erzählen seine Geschichte und erörtern Mögl ichkeiten zur unterrichtlichen Behandlung 
in Ober- und Mittelstufe. Einem kurzen vektoralgebraischen Beweis stellen wir die synthetischen 
Methoden gegenüber, wie sie vor allem von Möbius entwickelt wurden; sie beruhen auf klassischen 
Sätzen von Apollonius, Menelaos und Pappos. 

1. Persönliches 

K a r l Weierstrass (1815-1897) studierte in seiner Schulzeit das in der Bibliothek des 
katholischen Gymnasiums Paderborn vorhandene (!) Crellesche Journal für die reine und 
angewandte Mathematik1. Der Vater zwang ihn jedoch zu einem ungeliebten Studium der 
Kameralist ik (heute Verwaltungs- und Finanzwissenschaft) an der Univers i tä t Bonn. 
D o r t führte er zwar als Student eine b e r ü h m t e Kl inge , aber das Studium brach er erfolglos 
ab. Eine Vorlesungsmitschrift des M ü n s t e r a n e r Mathematikprofessors Chris toph Guder
mann (1798-1852) über die Theorie der elliptischen Funkt ionen wies ihm den Weg in 
seine Zukunft . E r begann in M ü n s t e r ein sehr zügig durchgeführ tes Mathematik-Studium 
und legte in kürzester Frist das Lehramtsexamen ab; in Mathematik hatte er dabei 
g röß t en Erfolg, jedoch wäre er auf G r u n d seiner schwachen Leistungen in den 
Nebenfäche rn beinahe wieder gescheitert [22]. E r ist im wesentlichen als mathematischer 
Autodidakt anzusehen; nur Gudermann verdient es, als sein akademischer Lehrer 
bezeichnet zu werden [2; 31]. 

Gudermann, Sohn eines Lehrers, hatte i m M ä r z 1822 in Berl in das Staatsexamen für das 
höhe re Lehramt abgelegt. A u c h damals schon gab es Lehrerarbeitslosigkeit, und so erhielt 
er erst i m Oktober 1823 eine Anstel lung als Gymnasiallehrer in der Lohengrin-Stadt 
Kleve. In der Zwischenzeit lebte er von Sonderzuwendungen des Ministeriums, die er in 
etwa halbjähr igen A b s t ä n d e n in H ö h e von 125,60 und 50 Talern erhielt [17]. A l s er seinen 
Dienst in Kleve antrat, gab es zu seinem Leidwesen in der Schulbibliothek kein einziges 
mathematisches Werk; die von ihm erbetene E r h ö h u n g des Bibliotheksetats wurde zwar 
gewähr t , jedoch mit der M a ß g a b e : 

daß aber bei der Anschaffung von Büchern vorzüglich Philologie und Geschichte im Auge 
behalten werden müßten, indem es für den Unterricht der Mathematik auf Gymnasien nächst 
der Bekanntschaft mit dem Stoffe, der nicht über die Elemente hinausgehe, hauptsächlich nur 
einer guten Methode bedürfe, die aus Büchern nicht zu erlernen sei. [17, S. 755] 

1 Heute würde man sich freuen, wenn wenigstens die Didaktik der Mathematik von jeder Schule 
bezogen würde. 
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Trotz dieser schlechten Rahmenbedingungen gelang es Gudermann, während seiner 
Tätigkei t in Kleve ein interessantes Lehrbuch zur analytischen Geometrie auf der Kugel 
zu verfassen, das 1830 unter dem Grundriß der analytischen Sphärik erschien [10]. Es 
brachte ihm 1831 den Titel „ O b e r l e h r e r " und ein Jahr spä ter eine außerordent l i che 
Professur an der Philosophisch-Theologischen Akademie (seit 1902 Univers i tä t ) in 
Müns te r ; 1839 wurde er dort zum ordentlichen Professor ernannt. Sein mathematisches 
Werk würd ig te M o r i t z (Benedikt) Cantor (1863-1920) [5]: 

Ein tiefer Denker bearbeitete er der Hauptsache nach zwei Gebiete der Mathematik: die 
Geometrie der Kugel und die Theorie der hyperbolischen und elliptischen Funktionen. 

Letztere führten ihm Weierstrass zu. W i r beschäft igen uns hier mit einem Abfal lprodukt 
aus der Kugelgeometrie: A u f Seite 138 des genannten Buches [10] findet man die folgende 

Anmerkung: Der planimeirische Satz, daß sich die drei Kreise zweimal in Einem Punkte schneiden, 
welche über den drei Diagonalen eines ebenen Vierecks, als Durchmessern, beschrieben werden, ist schon 
sehr bemerkenswerth und mir von Herrn Bodenmiller hier selbst, der ihn gefunden hat, mündlich 
mitgetheilt worden. Es findet sich in den mir bekannten, vom Kreise handelnden, Werken nicht. ( Fig. 1 ) 

Fig. 1 

Der hier beschriebene geometrische Sachverhalt wird seitdem als ,,Satz von Bodenmiller ' 4 

bezeichnet. Unter Bezug auf diese N o t i z von Gudermann stellten unter anderen August 
Ferdinand M ö b i u s (1790-1868) [15] und neuerdings Gunter Weiss [29; 30] dazu 
Über l egungen an; dabei betrachtet Weiss die Situation unter Aspekten der darstellenden 
Geometrie und der Grundlagen der Geometrie. A u c h sonst wird der mathematische 
Tatbestand in der Literatur e rwähn t , so von Oskar Schlömilch (1823-1901) [21], Miche l 
Chasles (1793-1880) [6, S. 234], Paul Serret (1827-1898) [23, S. 144ff.] und Eduard 
Study (1862-1930) [28]; auf Teile der Über l egungen von Schlömilch und Study wird 
später noch eingegangen. Gudermann selbst geht es natür l ich an dieser Stelle seines 
Buches um den entsprechenden, wohl von ihm selbst gefundenen Satz der Geometrie auf 
der Kuge l . In einem Zeitschriftenbeitrag stellt er auße rdem fest, d a ß man statt Kreisen 
ähnl iche und ähnl ich liegende Ellipsen nehmen kann [11]. E r gibt keinen weiteren 
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Hinweis zur Person Bodenmiller; ein solcher findet sich auch nicht in der spä te ren 
Literatur. Eine Durchsicht der nicht verbrannten Jahresberichte des Gymnasiums Kleve 
aus den Jahren 1830-1833, für die ich Her rn van Eimern in Kleve danke, ergab auch keine 
Spur von Bodenmiller. D a sein Name untypisch für die Gegend ist, ist anzunehmen, d a ß er 
aus beruflichen G r ü n d e n , vielleicht als Geistlicher oder Justizbeamter nach Kleve 
verschlagen wurde. Weitere Spekulationen d a r ü b e r anzustellen ist allerdings müßig . Eine 
Anfrage an das Stadtarchiv in Kleve erbrachte bisher kein Ergebnis. 

2. Ein analytischer Beweis des Satzes von Bodenmiller 

Der Satz von Bodenmiller ist mit den in der Kollegstufe zur Verfügung stehenden Mi t t e ln 
der analytischen Geometrie schnell zu beweisen. A n Vorkenntnissen werden eigentlich nur 
das Skalarprodukt und die mit seiner Hilfe in vektorieller F o r m geschriebene Kreisglei
chung benöt ig t : 

( x - i i i ) 2 = r 2 . (1) 

Z u r Vorbereitung kann man die Gleichung eines Kreises aufstellen, der eine gegebene 
Strecke als Durchmesser hat. Sind dund e die Ortsvektoren der Endpunkte dieser Strecke, 

1 1 
so hat man in (1) m = - (d+ e) und r = - \e — d\ einzusetzen; dann ergibt eine einfache 
Rechnung 

x2-(d + e)x + d e = 0. (2) 

Eine elegantere Herleitung der Gleichung (2) hat Herr Pickert angegeben, dem ich für 
zahlreiche weitere Anmerkungen zu dieser Arbei t herzlich danke. Der Kre is mit einer 
gegebenen Strecke als Durchmesser ist ja nichts anderes als der Thaieskreis übe r dieser 
Strecke, das heißt, der geometrische Ort aller Punkte, von denen aus die Strecke unter 
einem rechten Winke l erscheint; dies führt auf den Ansatz 

(x-d)(x-e) = 0, (3) 

der durch Ausmultiplizieren unmittelbar (2) liefert. Bestechend an dieser Übe r l egung für 
die Behandlung im Unterricht ist vor allem, d a ß man die allgemeine Kreisgleichung (1) 
dazu gar nicht braucht. 

Bevor man sich nun dem Satz von Bodenmiller zuwendet, m u ß man klarmachen, d a ß es 
sich im Sinne unseres heutigen, auf Jakob Steiner (1796-1863) zu rückgehenden 
Sprachgebrauchs [27, N r . 19] nicht um einen Viereckssatz, sondern u m einen Satz übe r 
vol ls tändige Vierseite handelt. Bei einem Viereck geht man von vier Punkten aus, von 
denen keine drei kollinear sind, und betrachtet im „vo l l s t änd igen" F a l l dazu die sechs 
auftretenden Verbindungsgeraden. E i n Vierseit ist dagegen eine Konfiguration aus vier 
Geraden, derart d a ß je drei nicht kopunktal sind; es ist vollständig, wenn man die sechs 
(eigentlichen oder uneigentlichen) Schnittpunkte, genannt Ecken des Vierseits, mit in die 
Übe r l egungen einbezieht. W i r müssen uns hier allerdings auf vol ls tändige Vierseite mit 
sechs eigentlichen Ecken besch ränken - das sind die Vierseite, bei denen also keine zwei 
Seiten parallel sind - denn nur für solche läßt sich der Satz von Bodenmiller formulieren. 
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Es sei nun ein vol ls tändiges Vierseit mit sechs eigentlichen Ecken gegeben. W i r bezeichnen 
zunächs t die vier Geraden mit g 1 ? g 2 , g 3 , g 4 , sodann mit A } j den Schnittpunkt der 
Geraden gj und g j } 1 ^ i < j ^ 4 (siehe F i g . 2, links); die Strecken [ A 1 2 A 3 4 ] , [ A 1 3 A 2 4 ] , 
[ A 1 4 A 2 3 ] sind die Diagonalen des Vierseits. Der Satz von Bodenmiller behauptet, d a ß es 
zwei Punkte gibt, in denen sich die drei Thaieskreise übe r den Diagonalen schneiden; diese 
drei Kreise wollen wir fortan Bodenmillersche Kreise nennen. 

Fig. 2 

Z u m Beweis des Satzes von Bodenmiller wählen wir den Punkt A 1 2 als Ursprung für die 
Ortsvektoren. Die Ortsvektoren a und c der Punkte A 1 3 und A 2 4 bilden dann eine Basis 
des zugrundeliegenden Vektorraumes. Die Ortsvektoren von A 1 4 und A 2 3 sind Vielfache 
von a und c, also von der F o r m r · a und s · c mit eindeutig bestimmten reellen Zahlen r und 
s, die von 0 und 1 verschieden sind (siehe F i g . 2, rechts 1). Der Ortsvektor b von A 3 4 läßt 
sich dann berechnen. E r ergibt sich zu 

rs — r rs — s 
b = · a + · c . (4) 

rs — 1 rs — 1 

1 Durch Umnumerierung könnte man immer r, s > 1 erreichen. Das ist in Figur 2 der Fall, aber 
allgemein von mehr theoretischem Interesse; der dafür notwendige Aufwand lohnt sich im Unterricht 
nicht. 
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D a die Geraden g 3 , g 4 nicht parallel sind, sondern sich i m Punkt A 3 4 schneiden, ist rs φ 1. 
F ü r die Bodenmillerschen Kreise erhalten wir durch Einsetzen in (2) die Gleichungen 

Pi = χ2 - b χ = 0 , 

P2 = χ2 - (a + c) - χ + a · c = 0 , 

P3 = χ2 - (ra + sc) · χ + rsa · c = 0 . (5) 

Setzen wir in (5) den errechneten Wert für b ein, so erkennen wir 

( Γ 8 - 1 ) · Λ = Γ 8 · Ρ 2 - Ρ 3 . (6) 

Algebraisch bedeutet das, d a ß das Verschwinden von zweien der Werte Ρι,Ρ2, P3 das 
Verschwinden des dritten nach sich zieht. In geometrischer Umsetzung erhalten wir, d a ß 
ein Schnittpunkt von zwei Bodenmillerschen Kreisen auch auf dem dritten liegt. Dami t ist 
der 

Satz von Bodenmiller in der schwachen Fassung bewiesen: Wenn sich zwei der Bodenmiller
schen Kreise eines Vierseits in zwei verschiedenen (reellen) Punkten schneiden, so geht auch 
der dritte Bodenmiller sehe Kreis dieses Vierseits durch diese zwei Punkte. Wenn sich zwei 
solche Kreise berühren, so hat der dritte mit ihnen den Berührpunkt, aber keinen anderen 
gemein. Meiden sich zwei dieser Kreise, so haben alle drei paarweise keinen Punkt 
gemeinsam. 

Bemerkung: Die Gudermannsche Verallgemeinerung von Kreisen auf ähnliche und ähnlich liegende 
Ellipsen ist bei diesem Ansatz eine Trivialität. Jede derartige Ellipsenschar bestimmt ein inneres 
Produkt. Man hat nur die Multiplikation in den angegebenen Gleichungen bezüglich dieses inneren 
Produktes zu interpretieren. Das ist jedenfalls klar, wenn man den Ansatz über die Gleichung (1) 
wählt; andernfalls sind zusätzliche Überlegungen mit konjugierten Durchmessern notwendig. Dies 
ist der Grund dafür, daß wir eingangs nicht nur von der Gleichung (3) ausgegangen sind, sondern 
beide Methoden vorgestellt haben. Herr Pickert hat noch daraufhingewiesen, daß ein entsprechender 
Satz für Hyperbeln mit festen Asymptotenrichtungen gilt. 

Wenn sich bei einem Vierseit die Bodenmillerschen Kreise wirk l ich in zwei verschiedenen 
Punkten der euklidischen Ebene schneiden, so nennt Paul Serret diese Punkte „les points 
cycliques du q u a d r i l a t è r e " (die Kreispunkte des Vierseits) [23, S. 114], w ä h r e n d Weiss von 
„ B o d e n m i l l e r p u n k t e n " spricht. Die starke Fassung des Satzes von Bodenmiller w ü r d e 
komplexe Schnittpunkte der Bodenmillerschen Kreise mit einbeziehen; aber man kann 
diesen Sachverhalt doch noch ein ganzes Stück rein reell weiterbehandeln. Bekannt ist die 
algebraische Tatsache, d a ß eine quadratische Gleichung immer zwei Lösungen hat, wenn 
doppelte Z ä h l u n g und - auch bei nur reellen Koeffizienten - echt komplexe Lösungen 
zugelassen werden. Darauf beruht der analytische Beweis der geometrischen Aussage, d a ß 
zwei Kreise der euklidischen Ebene sich in zwei Punkten schneiden, sich in einem Punkt 
be rühren oder sich meiden. W i r untersuchen nun, ob für die Bodenmillerschen Kreise 
auch alle diese Fäl le mögl ich sind und nicht immer die in Figur 1 gezeigten zwei 
Schnittpunkte vorhanden sind. Dabei ist jedoch eine U n t e r s t ü t z u n g durch einen 
graphik- fähigen Computer sinnvoll , mit dem wir die Wi rkung von Ä n d e r u n g e n der 
Parameter leicht sichtbar machen k ö n n e n . Z u n ä c h s t fragen wir uns, ob wir die 
Konfigurat ion von Figur 1 so a b ä n d e r n k ö n n e n , d a ß sich die Thaieskreise übe r [ A 1 3 A 2 4 ] 
und [ A 1 4 A 2 3 ] meiden. Den Ausgangspunkt bildet die Bedingung für die Existenz reeller 
Schnittpunkte zweier Kreise: der Abstand der Mittelpunkte m u ß größer als die Differenz 
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und kleiner als die Summe der Radien sein. M a n m ü ß t e also etwa den Abstand der 
Mit telpunkte g roß und die Radien klein machen. Ersteres erhäl t man bei der Wahl großer 
Werte für r und s, letzteres durch Verkleinern des Winkels zwischen den Vektoren a und c. 
E i n mögl iches Ergebnis zeigt F igur 3. 

Fig. 3 

Der F a l l des Berührens erfordert eine genauere Rechnung. Dabei ist der Ansatz einfach; 
die Umformungen sind aber so lästig, d a ß man sie für den allgemeinen F a l l nur mit Hilfe 
eines Formelmanipulationsprogrammes wie etwa Derive durchführen sollte. M a n hat den 
Abstand der Mit telpunkte der Strecken [ A : 3 A 2 4 ] und [ A 1 4 A 2 3 ] der halben Summe ihrer 
Längen , das ist die Summe der Radien der entsprechenden Bodenmillerschen Kreise, 
gleichzusetzen. Das Ergebnis einer solchen Rechnung ist i n F igur 4 dargestellt. 

F ü r Mathematiker liegt die Frage nahe, ob sich die gezeigten Fäl le durch geometrische 
Bedingungen an Vierseite charakterisieren lassen. Dieses Problem wurde (unseres 
Wissens) in der mathematischen Literatur bisher nicht behandelt. Her r Pickert hat zum 
Berührfal l einige Über l egungen angestellt, die wir zusammen mit einem eigenen Ansatz im 
Anhang wiedergeben werden. 



Fritsch: Gudermann, Bodenmiller und der Satz von Bodenmiller-Steiner 171 

Fig. 4 

Im Rahmen der leider aus dem Gymnasialunterricht verschwundenen Theorie der 
Kreisbüschel [4] gibt es eine griffige, die Frage der nicht existierenden oder zusammenfal
lenden Schnittpunkte vermeidende Formulierung des 
Satzes von Bodenmiller: Die Bodenmillerschen Kreise eines vollständigen Vierseits gehören 
zu einem Kreisbüschel; dieses kann elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch sein. 

A b e r auch ohne Einstieg in die Büschel theor ie kan man die dem Büschel angehö rende 
Gerade betrachten. Im F a l l der Existenz reeller Schnittpunkte handelt es sich um die 
Verbindungsgerade dieser Schnittpunkte, und es ist doch naheliegend, diese zu untersu
chen (siehe F ig . 5, links). Sie genügt in Bezug auf die früher eingeführte Vektorraumstruk
tur der Gleichung 

P2-P3 = 0, 

die äquivalent ist zu 

((r - \)a + (s - l ) c ) · χ = (rs - \)a · c . (7) 

N u n kann man die Geradengleichung (7) offensichtlich auch aufstellen, wenn ein 
vorgelegtes Vierseit nicht so gutartig ist, wie das eben angenommene (siehe F i g . 5, rechts). 
Die Frage ist, ob die Gerade auch in diesen Fäl len interessante geometrische Eigenschaf
ten besitzt. W i r skizzieren hier zwei Mögl ichke i ten , die kürzere nimmt Bezug auf einen 
Satz von Jakob Steiner, die zeitaufwendigere bringt den nahezu vergessenen Potenzbegriif 
ins Spiel. 
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Fig. 5 

3. Potenz und Potenzgerade 

Von der mathematischen Systematik her ist das Thema der Potenz zuerst zu behandeln. 
Die notwendigen Grundlagen sollten aus der Elementargeometrie der Mittelstufe 
bekannt sein [1, S. 7 2 - 8 2 ] . W i r erinnern an die wesentlichen Tatsachen: Ist Κ tin Kreis 
mit Mit te lpunkt m und Radius r und ist χ der Ortsvektor eines beliebigen Punktes der 
Ebene, so ist Ρ ={x — ni)2 — r 2 die Potenz des Punktes χ bezüglich K. M i t Hilfe des Satzes 
von Pythagoras erkennt man sofort folgende geometrische Bedeutungen der Potenz: 

a) Ist Ρ > 0, so liegt χ a u ß e r h a l b von Κ und ]fp ist die Länge der von r an Κ gezogenen 
Tangenten. 

b) Ist Ρ = 0, so liegt χ auf K. 
c ) Ist Ρ < 0, so liegt χ innerhalb von Κ und ]/ — Ρ ist die halbe Länge der zu χ — m 

senkrechten Sehne durch t. 

Allgemeiner ist Ρ für Punkte a u ß e r h a l b von #die Konstante des Sekantensatzes und — Ρ 
für Punkte innerhalb von AT die Konstante des Sehnensatzes [1, S. 72]. Dami t ergibt sich 
die für unseren Zusammenhang wichtige Eigenschaft der Potenz: Sie ist natür l ich 
abhäng ig von einer gewähl ten Maße inhe i t , aber u n a b h ä n g i g v o m Koordinatensystem, 
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insbesondere von der Wahl des Ursprungs. Sind zwei Kreise gegeben, so ist der 
geometrische Ort der Punkte mit gleicher Potenz bezüglich dieser beiden Kreise auch 
u n a b h ä n g i g von der Maße inhe i t und allein durch die Geometrie bestimmt. Bei 
Gleichsetzung der analytischen A u s d r ü c k e fallen die quadratischen Terme weg, also 
ergibt sich eine Geradengleichung. Im F a l l nicht konzentrischer Kreise erhalten wir so die 
Potenzgerade der beiden Kreise. Wenn sich diese Kreise in zwei Punkten schneiden, so 
handelt es sich u m die Verbindungsgerade der Schnittpunkte; wenn sich die Kreise 
be rühren , so haben wir die gemeinsame Tangente. 

Betrachten wir nun die Bodenmillerschen Kreise, so sind die Werte P f , i = 1, 2, 3, gerade 
die Potenzen eines beliebigen Punktes mit dem Ortsvektor χ in Bezug auf diese Kreise. A u s 
der Gleichung (6) folgt unmittelbar, d a ß für alle Punkte der durch die Gleichung (7) 
beschriebenen Geraden gilt: 

P1 = P2 = P3, (8) 

das heißt , alle Punkte dieser Geraden haben gleiche Potenz in Bezug auf die drei 
Bodenmillerschen Kreise, und diese Feststellung ist u n a b h ä n g i g davon, ob sich die 
Bodenmillerschen Kreise schneiden, be rüh ren oder meiden. 

Diese Gerade ist also die Potenzgerade zu je zwei Bodenmillerschen Kreisen, das heißt : 

Die zu je zwei Bodenmillerschen Kreisen eines vollständigen Vierseits gehörenden Potenz-
geraden fallen zusammen. 

Damit haben wir eine rein reelle Formulierung der starken Fassung des Satzes von 
Bodenmiller gewonnen. Die gemeinsame Potenzgerade der Bodenmillerschen Kreise eines 
Vierseits nennen wir im folgenden Potenzgerade des Vierseits. 

A n dieser Stelle sollte man sich vielleicht übe r die Berechtigung der Einstufung als 
„ s c h w a c h e " und „ s t a r k e " Fassung des Satzes von Bodenmiller Gedanken machen. Wenn 
die Potenzgeraden der drei Paare von Bodenmillerschen Kreisen zusammenfallen, so 
bedeutet das, d a ß jeder Punkt mit gleicher Potenz in Bezug auf zwei Bodenmillersche 
Kreise sogar in Bezug auf alle drei Bodenmillerschen Kreise die gleiche Potenz besitzt. 
Dami t ergibt sich, d a ß ein gemeinsamer Punkt von zwei Bodenmillerschen Kreisen in 
Bezug auf alle drei die Potenz 0 hat, also auch zu dem dritten Bodenmillerschen Kreis 
gehör t . Dies zeigt, d a ß die starke Fassung des Satzes von Bodenmiller ta tsächl ich die 
schwache impliziert. 

4. Der Satz von Steiner 

Der schon angekündig te Satz von Jakob Steiner [27], macht die Potenzgerade eines 
vol ls tändigen Vierseits noch interessanter. 

Satz von Steiner: Die Höhenschnittpunkte der vier durch ein vollständiges Vierseit 
bestimmten Dreiseite sind kollinear; sie liegen auf der Potenzgeraden des Vierseits. 

Hier kommt natür l ich die Ü b e r e i n s t i m m u n g von Ovziseiten und Ovexecken zum 
Ausdruck. M i t den Bezeichnungen von Figur 2 ist das von den drei Geraden g h g j ? g k mit 
i < j < k gebildete Dreiseit zugleich das Dreieck mit den Ecken A i j 5 A i k , A j k . 
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Fig. 6 

Z u m Beweis rechnen wir mit der schon früher beschriebenen Vektorraumstruktur. Weil 

die Potenzgerade eines Vierseits durch ihre geometrische Ortseigenschaft u n a b h ä n g i g von 

der Vektorraumstruktur ist, genügt es, den H ö h e n s c h n i t t p u n k t eines Dreiecks zu 

betrachten. W i r wählen dazu das Dreieck A 1 2 A 1 3 A 2 3 . Die H ö h e durch A 1 3 ist 

beschrieben durch die Gleichung 

c · χ = a · c, (9) 

die H ö h e durch A 2 3 durch die Gleichung 

α • χ = sa • c . (10) 

M a n sieht sofort, d a ß ein Punkt, für den beide Gleichungen gelten, auch die Gleichung (7) 

der Potenzgeraden des Vierseits erfüllt. 

Bemerkung: Der Satz von Steiner ging etwa gleichzeitig mit dem Satz von Bodenmiller in Druck. 
Steiner nimmt keinen Bezug auf den Satz von Bodenmiller, sondern stellt nur die Kollinearität der 
vier Höhenschnittpunkte fest und erkennt die entstehende Gerade als senkrecht zur Verbindungsge
raden der Mittelpunkte der drei Diagonalen des vollständigen Vierseits; für die Kollinearität dieser 
drei Punkte beruft er sich auf Newton (man lese dazu den diese Arbeit abschließenden Abschnitt über 
den sogenannten Satz von Gauß) . Die Verbindung dieser an sich unabhängigen Ergebnisse zum „Satz 
von Bodenmiller-Steiner" beruht auf der Tatsache, daß die Gerade, die nach Steiner die 
Höhenschnittpunkte der einem vollständigen Vierseit zugeordneten Dreiecke enthält, mit der 
Potenzgeraden des Vierseits nach Bodenmiller zusammenfallt. 
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5. Unterrichtserfahrungen 

Der bisher dargestellte Stoff wurde in einem Unterrichtsversuch am Pestalozzi-Gymnasium 
in M ü n c h e n erprobt, für den eine Doppelstunde zur Verfügung stand. Den Einstieg 
bildete das P h ä n o m e n der K o p u n k t a l i t ä t dreier mit einem Dreieck verbundenen Geraden 
in der Ebene, etwa der drei Mittelsenkrechten oder der drei Winkelhalbierenden. Der Satz 
von Bodenmiller wurde als eine analoge Situation vorgestellt, wobei das Dreieck zum 
vol ls tändigen Vierseit und die drei Geraden zu den drei Bodenmillerschen Kreisen in 
Beziehung gesetzt wurden. Zu r Vorbereitung wurden dazu erst zwei Gerade und zwei 
Kreise betrachtet. D e m Sonderfall paralleler Geraden wurde der Sonderfall konzen
trischer Kreise zugeordnet. D e m Schnittpunkt zweier nicht paralleler Geraden entspra
chen dann bei zwei Kreisen mit verschiedenen Mit telpunkten die drei Mögl ichkei ten des 
Schneidens in zwei Punkten, des Berührens in einem Punkt und des Meidens. 

F ü r die Herleitung der schwachen Fassung des Satzes von Bodenmiller genügte eine 
Unterrichtsstunde. In der zweiten ging es dann zunächs t um die E r k l ä r u n g der 
notwendigen Fallunterscheidungen, wobei die Über l egungen zur dynamischen Verände
rung der Konfiguration doch sehr viel Zeit in Anspruch nahmen, aber von den 
Schüler innen (der einzige männl iche Teilnehmer an diesem Leistungskurs fehlte) schließ
lich gut aufgenommen wurden. D a n n wurde zunächs t der Satz von Steiner behandelt. 

Z u r Aufstellung der Gleichungen der H ö h e n wurde ein schnelles Verfahren verwandt, das 
für die Gleichung (9) er läuter t werden soll: Die betrachtete H ö h e ist senkrecht zum Vektor 
c, ihre Gleichung ist also von der F o r m c • χ = d mit einer zunächs t unbekannten 
Konstanten d; da der Punkt mit dem Ortsvektor a auf der H ö h e liegt, ergibt sich aber 
sofort d = c · a. Die U n a b h ä n g i g k e i t der Geraden mit der Gleichung (7) vom Koord ina 
tensystem stand nicht zur Verfügung; deshalb m u ß t e der Inzidenznachweis für alle vier 
H ö h e n s c h n i t t p u n k t e getrennt geführt werden. Dadurch ergab sich eine geeignete 
Hausaufgabe, die allerdings nur von den beiden besten Schüler innen ansatzweise gelöst 
wurde. Es blieb aber noch Zeit den Potenzbegriff zu diskutieren und die sich daraus 
ergebenden Folgerungen zu skizzieren. 

6. Ein Spezialfall des Satzes von Bodenmiller für die Mittelstufe 

Sobald der Satz von Apol lonios (262-190 v .Chr . ) [1, S. 37], [12, S. 56] in der 
9. Jahrgangsstufe zur Verfügung steht, kann man den Satz von Bodenmiller für den F a l l 
einfach behandeln, in dem zwei Diagonalen des vol ls tändigen Vierseits zueinander 
parallel sind. W i r beziehen uns dazu auf F igur 7, setzen also die Paral lel i tä t der Geraden 
A 1 3 A 2 4 und A 1 4 A 2 3 voraus. 

Zunächs t behaupten wir, d a ß die dritte Diagonale, also die Gerade A 1 2 A 3 4 die Strecken 
[ A 1 3 A 2 4 ] und [ A 1 4 A 2 3 ] halbiert, woraus folgt, d a ß die Schnittpunkte 
E = A 1 2 A 3 4 n A 1 3 A 2 4 u n d F = A 1 2 A 3 4 η A 1 4 A 2 3 die Mittelpunkte der entsprechenden 
Bodenmillerschen Kreise sind. U m das einzusehen, betrachten wir die beiden zentrischen 
Streckungen, die die Strecke [ A j 3 A 2 4 ] in die Strecke [ A 1 4 A 2 3 ] und damit den Punkt E in 
den Punkt F überführen. Die Streckungszentren sind A 1 2 und A 3 4 , die S t reckungsverhä l t 
nisse sind gleich. Die Strecke [ A 1 3 E ] wird einerseits auf die Strecke [ A 1 4 F ] und 
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Fig. 7 

andererseits auf die Strecke [ A 2 3 F ] abgebildet, also ist A 1 4 F = A 2 3 F und damit auch 
A 1 3 E = A 2 4 E . Das beweist die Behauptung übe r die Mit telpunkte der Bodenmillerschen 
Kreise mit den Durchmessern [ A 1 3 A 2 4 ] , [ A 1 4 A 2 3 ] . D a r ü b e r h i n a u s ergibt sich, d a ß die 
beiden genannten zentrischen Streckungen den einen dieser Kreise auf den andern 
abbildet und damit das St reckungsverhä l tn is A 1 3 E : A 1 4 F mit dem Verhältnis der Radien 
übere ins t immt . 

Fig. 8 

E i n gemeinsamer Punkt der Bodenmillerschen Kreise hat also von den Punkten E und 
F das Abs tandsve rhä l tn i s A 1 3 E : A 1 4 F = A 1 2 E : A 1 2 F = A 3 4 E : A 3 4 F , liegt also auf 
dem zu diesem Abs tandsverhä l tn i s bezüglich der Punkte E , F gehör igen Apollonioskreis 
(in F i g . 8 gestrichelt gezeichnet). A u f der Geraden E F erfüllen aber gerade die Zentren der 
Streckungen mit diesem Verhältnis die entsprechenden Abstandsbedingungen, also ist die 
Strecke [ A 1 2 A 3 4 ] ein Durchmesser des betrachteten Apollonioskreises, das heißt der 
Apollonioskreis fallt mit dem dritten Bodenmillerschen Kre is zusammen. Damit ist die 
schwache Fassung des Satzes von Bodenmiller in diesem Spezialfall bewiesen. 

Interessant ist, d a ß sich bei Vierseiten mit zwei zueinander parallelen Diagonalen die 
Fallunterscheidung des Schneidens, Berührens oder Meidens der Bodenmillerschen 
Kreise einfach und mit den auch schon in der 9. Jahrgangsstufe zur Verfügung stehenden 
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Mit te ln k lären läßt. W i r skizzieren hier nur den F a l l des Berührens und zwar wieder unter 
der Annahme der Paral lel i tät der Geraden A 1 3 A 2 4 und A 1 4 A 2 3 . D a n n liegen näml ich die 
Mittelpunkte der Bodenmillerschen Kreise auf der Trägergeraden der dritten Diagonalen, 
das heißt , der Geraden A 1 2 A 3 4 . Wenn sich nun die Bodenmillerschen Kreise in einem 
Punkt be rühren , so m u ß auch der B e r ü h r p u n k t auf dieser Geraden liegen. Dami t m u ß der 
B e r ü h r p u n k t aber entweder auf den Punkt A 1 2 oder auf den Punkt A 3 4 fallen. Ersteres ist 
genau dann der F a l l , wenn g 1 senkrecht zu g 2 ist, letzteres ist äquiva len t zur 
Or thogona l i t ä t von g 3 und g 4 (siehe F i g . 9). 

g 2 

Fig. 9 

Dieser Spezialfall des Satzes von Bodenmiller bietet offensichtlich auch Stoff für 
Konstruktionsaufgaben, was wohl nicht nähe r ausgeführ t zu werden braucht. 

7. Vom Satz von Monge zum Satz von Bodenmiller 

M i t einem gewissen Aufwand kann auch der allgemeine Satz von Bodenmiller schon mit 
den elementargeometrischen Hilfsmitteln der Mittelstufe bewiesen werden. Einen A n 
knüpfungspunk t bietet der sog. Satz von Monge , benannt nach dem Erfinder der 
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Darstellenden Geometrie, Gaspard Monge (1746-1818). In seiner 1798 erstmalig 
erschienenen Géométrie descriptive beweist Monge [16, S. 54f.] (siehe auch die modernen 
Darstellungen in [12, S. 4 3 - 4 4 ] , [25, S. 3 8 - 4 0 ] , [1, S. 56] ') folgenden 

Satz: Sind drei Kreise mit nichtkollinearen Mittelpunkten und paarweise verschiedenen 
Radien gegeben, so sind kollinear 

- die drei zu je zweien dieser Kreise gehörenden äußeren Streckungszentren und 
- jedes der äußeren Streckungszentren mit zwei inneren Streckungszentren. 

Die Behauptung des Satzes von Monge liefert vier Geraden, die ein vol ls tändiges Vierseit 
bilden, mit den sechs auftretenden Streckungszentren als Ecken. Jede Diagonale dieses 
Vierseits verbindet ein äußeres Streckungszentrum mit dem zum selben Kreispaar 
gehörenden inneren Streckungszentrum; die Schnittpunkte der Diagonalen 

E = A 1 2 A 3 4 n A 1 3 A 2 4 , 
F = A 1 2 A 3 4 n A 1 4 A 2 3 , 
G = A 1 3 A 2 4 n A 1 4 A 2 3 . 

sind die Mittelpunkte der gegebenen Kreise. A u f Seite 132 des 11. Bandes der Gergonne-
schen Annales de Mathématiques (erschienen 1820) wurde - na tür l ich mit anderen Worten 

1 In [1] ist allerdings nicht der volle Satz bewiesen. 
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- die Aufgabe gestellt, die Behauptung des Satzes von Bodenmiller für vol ls tändige 
Vierseite zu beweisen, die auf diese Weise entstehen. Eine L ö s u n g haben der Mathema
tikprofessor am College Royal in Cahors (Midi -Pyrénnées) , Jean-Baptiste Durrande 
(1798-1825), der sich - obwohl so jung verstorben - um die Elementarmathematik sehr 
verdient gemacht hat, und der Professor der „ M a t h e m a t i q u e s spéciales" am Lyzeum in 
Nîmes (Languedoc-Roussillion), Vecten angegeben [8]. Bezeichnen wir mit r 1 ? r 2 , r 3 die 
Radien der gegebenen Kreise um E , F, G , so ergeben sich die Gleichungen 

E A 1 2 
= f i E A 3 4 

F A 1 2 r 2 F A 3 4 

E A 1 3 = £1 E A 2 4 

G A 1 3 
r 3 G A 2 4 

F A 1 4 = T-l F A 2 3 

G A 1 4 r 3 G A 2 3 

OD 

(12) 

(13) 

Diese Gleichungen kann man nun aber geschickt interpretieren: Die Bodenmillerschen 

Kreise sind Apollonioskreise zu den Abs tandsverhä l tn i s sen — bezüglich je zweier der drei 

Punkte E , F, G . F ü r die Schnittpunkte Ρ der Bodenmillerschen Kreise mit den Durchmes
sern [ A 1 2 A 3 4 ] und [ A 2 3 A 1 4 ] gilt deshalb 

E.\ E.x (.4) 

F P r 2 G P r 3 

Daraus ergibt sich unmittelbar 

E P r, 
= = - , (15) 
G P r 3 

das heii3t, ein solcher Punkt Ρ liegt auch auf dem Kreis mit dem Durchmesser [ A 1 3 A 2 4 ] . 
Dami t ist wieder die schwache Fassung des Satzes von Bodenmiller für diese speziellen 
Vierseite bewiesen. Im Jahr 1881 bemerkte aber der damals 19-jährige S t r aßburge r 
Student Eduard Study, spä ter Professor in Marburg , Greifswald und Bonn, d a ß sich zu 
jedem vollständigen Vier seit auf unendlich viele Arten Gruppen von drei Kreisen construieren 
lassen, in Bezug auf welche seine Ecken die Ahnlichkeitspunkte sind. Dazu braucht man 
allerdings den schon Pappos (um 300) bekannten 

Satz vom vollständigen Vierseit1: Auf jeder Diagonale eines vollständigen Vierseits trennen 
sich die beiden darauf liegenden Ecken und die Schnittpunkte mit den anderen beiden 
Diagonalen harmonisch. 

1 Ein in der 9. Jahrgangsstufe möglicher Beweis findet sich in [13]. 
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Hierbei sind allerdings die Diagonalen als Geraden und nicht - wie bisher - als Strecken 
aufzufassen. Im Rahmen der affinen Geometrie ist a u ß e r d e m zu beachten, d a ß zwei der 
Diagonalen eines vol ls tändigen Vierseits parallel sein k ö n n e n ; diesen F a l l haben wir aber 
schon im vorigen Abschnit t behandelt und schließen ihn deshalb von den folgenden 
Betrachtungen aus. Es sei also angenommen, d a ß die Diagonalenschnittpunkte E , F, G 
eines gegebenen Vierseits existieren. W i r wäh len einen beliebigen Kreis Kx um E und 
konstruieren dazu zunächs t den Kreis K2 um F, der sich aus Kx durch zentrische Streckung 
von A 1 2 ergibt. D a n n ist A 1 2 äußeres und wegen der Eindeutigkeit des vierten 
harmonischen Punktes A 3 4 inneres Ähnl ichke i t szen t rum der beiden Kreise. A l s nächs tes 
strecken wir K2 zu einem Kreis u m G vom Zentrum A 2 3 aus; nun bilden A 2 3 und A 1 4 die 
Ähnl ichkei t szent ren der Kreise K2 und K3. A u s dem Satz von Monge folgt dann aber 
auch, d a ß die Punkte A 1 3 und A 2 4 die Ähnl ichkei t szent ren der Kreise K1 und K2 sind, und 
damit ist alles getan. 

8. Vom Satz von Menelaos zum Satz von Bodenmilier 

Angeregt durch einen Vortrag des damals am Polytechnikum in Dresden tät igen Oskar 
Schlömilch im Rahmen der königl ich sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Leipzig [21] hat August Ferdinand M ö b i u s zwei Beweise des Satzes von Bodenmiller 
gegeben [15]. Wie die Argumentat ion im vorigen Abschnit t beruht der erste Beweis von 
M ö b i u s auf der wegen des Satzes vom vol ls tändigen Vierseit mögl ichen Interpretation der 
Bodenmillerschen Kreise als Apollonioskreise, vermeidet aber den Bezug auf den Satz von 
Monge und verwendet stattdessen den auch in der 9. Jahrgangsstufe zu behandelnden 

Satz von Menelaos (um 100 v .Chr . ) [1, S. 33], [12, S. 42]: Schneidet eine Gerade die drei 
Seiten eines Dreiecks in drei paarweise verschiedenen Punkten, so ist das Produkt der 
(absoluten) Teilverhältnisse in zyklischer Reihenfolge gleich L 

Versieht man die Teilverhältnisse mit einem Vorzeichen, um innere und äußere Teilung zu 
unterscheiden, so hat das im Satz von Menelaos auftretende Produkt auf G r u n d des 
sogenannten „ A x i o m s von Pasch" den Wert —1, wenn die äuße re Teilung negativ 
genommen wird; so wird der Satz von Menelaos heute in den L e h r b ü c h e r n im allgemeinen 
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formuliert. Aber wir benöt igen hier den Satz von Menelaos i m Zusammenhang mit dem 
Apollonioskreis und da kommt es auf die Abso lu tbe t r äge der Teilverhältnisse an. 

N u n bezeichnen wir die Schnittpunkte der Diagonalen wieder mit E , F, G und schreiben 
die zugehör igen Verhäl tnisgleichungen auf. Der Bodenmillersche Kreis mit dem D u r c h 
messer [ A 1 2 A 3 4 ] ist der geometrische Ort aller Punkte X mit 

do) 
E X E A 1 2 

Ana log ist der Bodenmillersche Kreis mit dem Durchmesser [ A 1 3 A 2 4 ] der geometrische 
Ort aller Punkte X mit 

E X E A 1 3 

= = = ^ (17) 
G X G A 1 3 

und der Bodenmillersche Kres mit dem Durchmesser [ A 1 4 A 2 3 ] ist der geometrische Or t 
aller Punkte X mit 

2 = £ ^ . (18) 
G X G A 1 4 

W i r betrachten nun die Gerade g1 als Transversale des Dreiecks E F G . D a n n liefert der 
Satz von Menelaos: 

F A ^ G A ^ E A ^ = i 

E A 1 2 F A 1 4 G A 1 3 

F , - - - ~ * 

Fig. 12 
G 

Damit ist die Gleichung (18) äquiva len t zu 

G X E A 1 2 G A 1 3 

N u n sehen wir sofort, d a ß ein Punkt X , für den zwei der Gleichungen (16), (17), (20) 
gelten, auch der dritten genügt , was wiederum die schwache Fassung des Satzes von 
Bodenmiller ergibt. 



182 D d M 3, 1992 (165-187) 

9. Der Satz von Gauß 

Die Vorgeschichte des Satzes von Bodenmiller reicht bis zu Isaac Newton (1643-1727) 
zurück [32, S. 1003]. Newton bewies, d a ß der Mit te lpunkt eines Mittelpunktskegel
schnitts, der die Seiten eines Vierecks (innen oder außen) be rühr t , auf der Verbindungs
geraden der Mittelpunkte der Diagonalen des Vierecks liegt [14, 1. Buch, K o r o l l a r 3 zu 
Lemma 25], Ohne Bezug auf Newton hat C a r l Fr iedrich G a u ß (1777-1855) im Jahr 1810 
bei der Bestimmung der g röß ten Ellipse, die einem Viereck einbeschrieben werden kann, 
etwas Ähnl iches bewiesen: Die Mittelpunkte aller Ellipsen, die einem vollständigen Vierseit 
mit sechs eigentlichen Ecken einbeschrieben werden können, liegen auf einer Geraden [9]. 
Interessant ist, d a ß G a u ß dabei für die Darstellung der Seiten des betrachteten Vierecks 
i m Prinzip die Hessesche Normal fo rm verwendet, obwohl L u d w i g Otto Hesse 
(1811-1875) noch nicht geboren war. Wicht ig in unseren Zusammenhang ist eine 
Folgerung, die Gauss aus seinem Ergebnis zieht. E r bemerkt, d a ß man die Diagonalen 
eines vol ls tändigen Vierseits mit sechs eigentlichen Ecken als Ellipsen der Dicke 
0 auffassen kann, die alle vier Seiten be rüh ren , also 

Die Mittelpunkte der Diagonalen eines vollständigen Vierseits liegen auf einer Geraden. 

Fig. 13 

Diese Aussage wird gelegentlich auch als G a u ß s c h e r Satz bezeichnet und kann als Teil des 
Satzes von Bodenmiller angesehen werden: Wenn die drei Bodenmillerschen Kreise eine 
Sehne gemeinsam haben, müssen ihre Mit telpunkte auf der Mittelsenkrechten zu dieser 
Sehne, also auf einer Geraden, liegen. Unser vektoralgebraischer Ansatz i m zweiten 
Abschnit t zeigt unmittelbar, d a ß dies bei jeder Lage der Bodenmillerschen Kreise der F a l l 
ist und d a ß die durch die Gleichung (7) beschriebene Gerade immer senkrecht auf der 
Verbindungsgeraden der Mittelpunkte steht. Die genauere Geschichte des G a u ß s c h e n 
Satzes bis zum Ende des 19. Jahrhunderts ist in [24, S. 157] dargestellt. Einen neuen, 
projektiven Beweis hat Ludwig Bieberbach (1886-1982) angegeben [3]; auch G ü n t e r 
Pickert hat zwei Beweise geliefert, einen vermittels verallgemeinerter komplexer Zahlen 
[18], den anderen inzidenzgeometrisch, unter Herausstellung der Ro l l en des F a -
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no-Axioms und des Schließungssatzes von Pappos [19]. G a u ß selbst fand den Satz so 
bemerkenswert, d a ß er in seiner Arbei t [9] noch „einen einfachen directen Beweis" angab, 
der auf der Charakterisierung der {Collinearitat von Punkten ( x l 5 x 2 ) , ( y 1 ? y 2 ) , ( z l 5 z 2 ) der 
Ebene durch die Gleichung 

x i ( y 2 - z 2 ) + y i (z2 - χ

2 ) + ζ ι (χ2 - y 2 ) = 0 

- das ist die nennerlose F o r m der bekannten Bedingung an die Steigungen 

x 2 - y 2 = z 2 - y 2 

x i - y i Z i - Y i 

- beruht und zeigt, d a ß dieser Satz sogar schon in der 8. Jahrgangsstufe vers tändl ich 
gemacht werden könn te . Im Jahr 1854 ä u ß e r t sich Schlömilch zur Bedeutung des 
G a u ß s c h e n Satzes [21]: 

Unter den verschiedenen merkwürdigen Eigenschaften des vollständigen Vierecks zeichnet 
sich der Gauss'sehe Satz, dass die Mittelpunkte der drei Diagonalen in gerader Linie liegen, 
durch eine fast gänzlich isolierte Stellung aus, und es ist bis jetzt noch nicht bemerkt worden, 
zu welchem grösseren Abschnitte der neueren Geometrie er eigentlich gehört. 

Unter den Folgerungen, die Schlömilch aus diesem Satz zieht, befindet sich auch der Satz 
von Bodenmiller, allerdings ohne Nennung des Namens. Darauf wollen wir hier nicht 
weiter eingehen, sondern stattdessen den zweiten Beweis von M ö b i u s darstellen, der 
ebenfalls den G a u ß s c h e n Satz verwendet. 

10. Vom Gaußschen Satz zur starken Fassung des Satzes von Bodenmiller 

Das Thema Potenz und Potenzgerade wird für die 9. Jahrgangsstufe vorgeschlagen; ist es 
behandelt, so kann die früher angegebene starke Fassung des Satzes von Bodenmiller 
formuliert werden: 

Satz von Bodenmiller: Die zu je zwei Bodenmillerschen Kreisen eines vollständigen Vierseits 
gebildeten Potenzgeraden fallen zusammen. 

Die Potenzgerade zweier nicht konzentrischer Kreise ist senkrecht zur Zentrale. A u s dem 
G a u ß s c h e n Satz folgt damit, d a ß die drei Potenzgeraden zu je zwei Bodenmillerschen 
Kreisen parallel sind. Es genügt also zum Beweis des Satzes von'Bodenmiller nachzuwei
sen, d a ß diese Geraden einen Punkt gemeinsam haben. Dies zeigt M ö b i u s in seinem 
zweiten Beweis [15], wiederum bis auf den Sonderfall, in dem zwei Diagonalen des 
betrachteten Vierseits parallel zueinander sind. W i r d dies ausgeschlossen, so bilden die 
Schnittpunkte E , F, G der Diagonalen ein Dreieck und M ö b i u s rechnet aus, d a ß der 
Umkreismittelpunkt M dieses Dreiecks auf jeder der drei Potenzgeraden liegt. W i r wollen 
das für die Potenzgerade der Bodenmillerschen Kreise mit den Strecken [ A 1 2 A 3 4 ] und 
[ A 1 3 A 2 4 ] als Durchmesser nachvollziehen. 

Dazu bezeichne M ' den Mit te lpunkt der Strecke [ A 1 2 A 3 4 ] und M " den Mit te lpunkt der 
Strecke [ A 1 3 A 2 4 ] ; r' sei der Radius des Bodenmillerschen Kreises mit dem Mit te lpunkt 
M ' und r" der Radius des Bodenmillerschen Kreises mit dem Mit te lpunkt M " . Ferner 
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bezeichne r den Radius des Umkreises # des Dreiecks E F G . Die einzige Schwierigkeit an 
diesem Beweis ist, d a ß der Satz vom vol ls tändigen Vierseit wieder eingeht. E r liefert 
zunächs t die harmonische Teilung der Strecke [ A 1 2 A 3 4 ] durch die Punkte E und F, also 

(21) 

(siehe [12, S. 59, Aufgabe 3c]). D a M ' nicht zwischen E und F, also a u ß e r h a l b von Κ liegt, 
stellt die rechte Seite dieser Gleichung die Konstante des Sekantensatzes, das heißt, die 
Potenz von M ' (siehe Seite 9) bezüglich Κ dar; also gilt 

M ' E M ' F = M M ' 2 - r 2 . (22) 

Diese beiden Gleichungen zusammen ergeben: 

r ' 2 = M M ' 2 - r 2 . (23) 

A n a l o g erhalten wir: 

r " 2 = M M " 2 - r 2 . (24) 

Lösen wir nun die Gleichungen (23) und (24) nach r 2 auf und setzen die erhaltenen Werte 
gleich, so ergibt sich 
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M M ' 2 - r ' 2 = M M " 2 - r " 2 . (25) 

Diese Gleichung besagt aber gerade, d a ß der Punkt M bezüglich der Bodenmillerschen 

Kreise mit den Mittelpunkten M ' und M " die gleiche Potenz hat, also auf der 

Potenzgeraden dieser beiden Kreise liegt. Dami t ist auch dieser Beweis abgeschlossen. 

11. Schlußwort 

A u s den vorgestellten Beweisen ergibt sich, d a ß der Satz von Bodenmiller - Steiner 

sicherlich ein Thema für die analytische Geometrie der Kollegstufe ist, wo er ohne g r o ß e n 

Aufwand behandelt werden kann. A u c h für eine Besprechung in der Mittelstufengeo

metrie hä t t en die Schüler das nöt ige Rüs tzeug , allerdings ist dafür doch ein erheblicher 

Zeitaufwand anzusetzen. Allenfalls der Spezialfall für Vierseite mit parallelen Diagonalen 

hat im Normalunterricht Platz. Deshalb über lassen wir auch dem Leser die Über l egung , 

ob und mit welchem Aufwand der Steinersche Ante i l an dem Gesamtthema in der 

Mittelstufe zu behandeln wäre . 

12. Anhang 

Hier werden Teilergebnisse zu der mehr mathematischen als didaktischen Frage dargestellt, wann 
sich die Bodenmillerschen Kreise eines Vierseits paarweise berühren. Die Berechnungen benutzen die 
in Figur 2 eingeführten Vektoren. Die durch die Gleichungen (5) beschriebenen Bodenmillerschen 
Kreise werden dabei in der dort gegebenen Reihenfolge als erster, zweiter und dritter Bodenmiller-
scher Kreis bezeichnet. 

Zunächst geben wir die Überlegungen von Herrn Pickert wieder. Die Berührsituation liegt genau 
1 1 

dann vor, wenn der erste Bodenmillersche Kreis (Mittelpunkt - b, Radius -1 b \ ) die Potenzlinie des 

ersten und zweiten Bodenmillerschen Kreises berührt. Letztere hat aufgrund der Gleichungen (5) die 
Darstellung 

Pl-P2 = (a-b + c ) x - a c = 0. 

Es sei nun d = a — b + c gesetzt, und η bezeichne den zugehörigen Einheitsvektor: η = \d\~ ld. Die 
angegebene Berührbedingung besagt also, daß einer der beiden Punkte mit den Ortsvektoren 
1 1 
- b ± - \b \ n auf der Potenzlnie liegt, also eine der Gleichungen 

d-b±\d\-\b\ = 2-a-c (26) 

erfüllt sein muß. U m diese Gleichung weiter zu diskutieren, nehmen wir ohne wesentliche 
Einschränkung b als Einheitsvektor an, das heißt \b\ = 1, und wählen einen dazu orthogonalen 
Einheitsvektor e. Damit setzen wir an: 

a + c = ub + ve 

a = xb + ye 

und erhalten für (26) die Koordinatengleichung 
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Bei festgehaltenen Punkten A 1 2 , A 3 4 und festgehaltenem Vektor a + c ist also der geometrische Ort 
für diejenigen Punkte A 1 3 mit Berührung (der Bodenmillerschen Kreise) entweder 

wobei der Mittelpunkt dieser Kreise auf den Mittelpunkt des zweiten Bodenmillerschen Kreises fallt. 

Im Fall ν = 0 sind zwei Diagonalen des zugrundeliegenden Vierseits parallel; man hat dabei 
d · b = u — 1, also | d | = | u — 11, so daß das eine Vorzeichen in (26) gerade a · c = 0 und das andere 
d- b = a- c, das heißt, (a — b) · (b — c) = 0, ergibt, das sind die in Figur 9 gezeigten Fälle. 

Soweit der Gedankengang von Herrn Pickert. Alternativ kann man sich bemühen, unter Festhalten 
der Punkte A 1 2 , A 1 3 , A 2 3 , A 2 4 den Punkt A 1 4 konstruktiv so zu ermitteln, daß der Berührfall 
auftritt. Dazu genügt es natürlich, den Mittelpunkt M'" des dritten Bodenmillerschen Kreises zu 
bestimmen. Er ergibt sich als Schnittpunkt zweier Ortslinien: 

1. der Mittelparalleln des Dreiecks A 1 2 A 1 3 A 2 3 als dem geometrischen Ort der Mittelpunkte aller 
Strecken, die den Punkt A 2 3 mit einem Punkt der Geraden gl verbinden, und 

2. der Hyperbel mit den Brennpunkten A 2 4 und M " (Mittelpunkt des zweiten Bodenmillerschen 
Kreises), deren Punkte von den Brennpunkten die Abstandsdifferenz r" (Radius des zweiten 
Bodenmillerschen Kreises) aufweisen, als dem geometrischen Ort aller Mittelpunkte von Kreisen, die 
den zweiten Bodenmillerschen Kreis berühren und den Punkt A 2 3 enthalten. 
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Bei einem Vortrag über den Inhalt dieser Arbeit machte Herr Professor E. Schröder (Hamburg) 
darauf aufmerksam, daß auf der Potenzgeraden eines vollständigen Vierseits noch vier weitere 
merkwürdige Punkte liegen, die sogenannten Orthopole der Seiten des Vierseits bezüglich des durch 
die jeweils drei anderen Seiten gebildeten Dreiseits (R. Goormaghtigh, Question 2388, in: Novelles 
Annales de Mathématiques, Série 4, 19 (1919), S. 39). Man spricht seitdem auch von der 
Acht-Punkte-Geraden des Vierseits. 


