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Diskrete oder kontinuierliche Verzinsung in
investitionstheoretischen Ansatzen?

Prof. Dr. Hans-Ulrich Kiupper, Frankfurt a.M., und Dr. Jurgen Wolf, Gitersloh

Die dynamischen Verfahren der Investitionsrechnung
erfassen die Verzinsung sowohl mit diskreten als auch
mit kontinuierlichen Ansitzen. Der Beitrag unter-
sucht die Vor- und Nachteile beider Berechnungsfor-
men bei der Auswahl von Investitionsprojekten, der
Bestimmung von Nutzungsdauern und der Ermittlung
investitionstheoretischer Abschreibungen. Dabei wird
herausgearbeitet, wie sich beide Ansitze relativ gut
und einfach ineinander iiberfiithren lassen.

Dr. Hans-Ulrich Kiipper ist o. Professor fiir Betriebs-
wirtschaftslehre insb. Controlling an der Universitdt
Frankfurt a.M.

Dr. Jiirgen Wolf ist Vorstandsassistent bei der Bertels-
mann AG, Giitersloh.

Bevorzugte Forschungsgebiete der Autoren: Rechnungs-
wesen, Controlling und Produktion.

1. Funktionen des Zinses

Zur Ermittlung der Vorteilhaftigkeit von Investitionsalter-
nativen beriicksichtigt man Zinsen auf das in ihnen ge-
bundene Kapital. In statischen Investitionsverfahren setzt
man dabei nur kalkulatorische Zinsen auf das wihrend
der Nutzungsdauer durchschnittlich gebundene Kapital
an. Dagegen iibernimmt der Zins in dynamischen Investi-
tionsverfahren mehrere Funktionen:

(1) Durch Auf- und Abzinsung werden zeitverschiedene
Zahlungen eines Investitionsprojekts vergleichbar ge-
macht.

(2) Zinsen dienen zum Vergleich mehrerer Investitions-
projekte mit unterschiedlicher Hohe und zeitlicher Ver-
teilung der Zahlungsiiberschiisse sowie moglichen Diffe-
renzen in der Nutzungsdauer. Am aussagefahigsten wire
ein Vorteilsvergleich iiber einen vollstindigen Finanz-
plan. In ihm ist die Verzinsung implizit in den Ergén-
zungszahlungen enthalten, eine explizite Diskontierung
deshalb nicht notwendig. Da sich deren Ermittlung als
aufwendig erweist, wird in der Regel ein begrenzter Vor-
teilsvergleich mit fiktiven Komplementérinvestitionen
und -finanzierungen durchgefiihrt. Dabei sind Pauschal-
annahmen iiber deren Rendite bzw. Kosten und damit
iiber die Verzinsung zu treffen.

Der Soll-Zinssatz beschreibt die durchschnittlichen kiinf-
tigen Finanzierungskosten fiir Ergénzungsfinanzierungen.
Mit ihm werden die Auszahlungsiiberschiisse verzinst.
Der Haben-Zinssatz gibt die durchschnittliche kiinftige
Rendite von Ergénzungsinvestitionen an. Mit ihm werden

die Einzahlungsiiberschiisse verzinst. Zur Vereinfachung
setzt man Soll- und Habenzinsen im allgemeinen gleich
und nimmt diesen Kalkulationszinssatz als im Zeitab-
lauf konstant an.

(3) Zinsen kénnen als absolutes und relatives Vorteil-
haftigkeitsmaf fiir Investitionen verwendet werden. Eine
Investition ist dann absolut vorteilhaft, wenn die Effektiv-
verzinsung eine unternehmensintern angestrebte Min-
destrendite, ggf. unter Beriicksichtigung von Risiko-
aspekten, iibersteigt. Die relative Vorteithaftigkeit mehre-
rer Alternativen driickt sich in der Hohe ihres internen
Zinssatzes aus.

2. Verzinsungsformen

2.1. Grundstruktur

In den dynamischen Verfahren der Investitionsrechnung
findet man zwei Formen der Zinsberechnung, die diskrete
und die kontinuierliche Verzinsung. Bei diskreter Ver-
zinsung wird das eingesetzte Kapitel periodenweise mit
den Faktoren z_, bzw. z_, zu dem (hier vereinfachend als
konstant unterstellten) Zinssatz i ab- bzw. aufgezinst:

—t .
z,=+i) bzw. (1a)

H 1b
z = (1+i) (1b)
Ublicherweise wird entsprechend Gleichung (1a) bzw.
(1b) angenommen, daB die Zinsen am Periodenende ab-
oder zuflieBen.

Der Vorteil der diskreten Verzinsungsmethode besteht in
der Verwendbarkeit einfacher Summationsregeln bei
mehrperiodischer Planung. Dafiir werden mit der Annah-
me eines einzigen Zins-Zahlungszeitpunktes zum Perio-
denende die tatsdchlichen Gegebenheiten oft nur ungenau
beriicksichtigt.

In der kontinuierlichen Analyse nimmt man eine stetige
Verzinsung im Zeitablauf an. Der KalkulationszinsfuB} i
wird durch die sog. Verzinsungsenergie j ersetzt. Die
Verzinsungsfaktoren veridndern sich bei konstantem j zu:
—jl
bzw. (2a)

-(T-1)

e

= (2b)
Diese Form trégt der Tatsache Rechnung, da8 die Riick-
fliisse aus Anlagen kontinuierlich anfallen k6énnen und
wieder angelegt werden. Die einzelnen Zahlungen wer-
den durch eine stetige, differenzierbare und von t abhin-
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gige Funktion ersetzt, so daB an die Stelle der Summation
iiber die Perioden die Integration tiber die Zeit tritt.

2.2. Uberfithrungsmoglichkeiten

Die diskrete Verzinsung 148t sich in die kontinuierliche
Verzinsung iiberfiihren. Dies kann man am Beispiel des
Abzinsungsfaktors zeigen. Bei mehrmaliger Verzinsung
innerhalb einer Periode wird der Abzinsungsfaktor aus
Gleichung (1a) zu:
—mt

Z,= (1 + j/m) 3)
Dabei sei j der Periodenzinssatz, der bei m-maliger Ver-
zinsung zu demselben Ergebnis wie i bei einmaliger Ver-
zinsung fiihrt:

-t -—mt
(1+1i) = (1+j/m) (4a)
Setzt man statt j/m die HilfsgréBe 1/x ein, so gilt:

-t —xjt
1+ =Q0Q+1/x) (4b)

Bei unendlich hiufiger Verzinsung gehen m und damit x
gegen oo, Die rechte Seite von Gleichung (4b) vereinfacht
sich zu:
- X t .

im (1+1x) = ®)
X —yo0
Die Abzinsungsfaktoren (1+i)* und e sind also identisch,
wenn folgende Relation zwischen i und j besteht:

In(1+1i) =j. ©6)

Die Verzinsungsenergie j muf} kleiner sein als der kal-
kulatorische ZinsfuB i, weil bei kontinuierlicher Verzin-
sung der Zinseszinseffekt laufend beriicksichtigt wird.
Zum Beispiel erhdlt man j = 0,09531 fiir i = 0,10. Mit
dieser Beziehung wird es mdglich, die kontinuierliche
Verzinsung selbst dann anzuwenden, wenn die Zinsen
jeweils am Jahresende anfallen.

3. Probleme der Investitionsbeurteilung

3.1. Investitionswahlentscheidungen

Bei Investitionswahlentscheidungen wird eine Auswahl

zwischen voneinander unabhiingigen Investitionsalterna-
tiven getroffen, wobei die Nichtinvestition eine eigen-
stindige Alternative darstellt. Zur Ermittlung der Vorteil-
haftigkeit von Investitionen werden insbesondere die
Kapitalwert-, Endwert-, Annuititen- und Interne
ZinsfuBB-Methode verwendet. Jede dieser Methoden
kann mit diskreter oder kontinuierlicher Verzinsung an-
gewandt werden. Die entsprechenden Formeln zur Be-
rechnung von Kapitalwert, Endwert, Annuitit und Inter-
nem ZinsfuB sind in Abb. I dargestelit.

Fiir einfache Zahlungsverlidufe D(t) sind bei kontinuier-
licher Verzinsung die ZielgroBen Kapitalwert, Endwert
etc. schneller zu ermitteln, weil die Auflssung des Inte-
grals einfacher ist als die Berechnung simtlicher Sum-
menglieder von 1 bis T. Dagegen kann das Integral bei
komplizierten Zahlungsfunktionen D(t) nicht losbar sein,
so daB umstindliche numerische Methoden angewandt
werden miissen.

Wenn es sich um die Verzinsung von Einzelbetrigen
handelt, die am Periodenende anfallen, lassen sich beide
Formen der Verzinsung voll ineinander iiberfiihren. Unter
Beachtung von Gleichung (6) erhilt man iiber die kon-
tinuierliche Verzinsung denselben Bar- oder Endwert wic
bei diskreter Berechnung.

Demgegeniiber wird bei kontinuierlichen Zahlungen
relevant, ob neben der diskreten Zinsberechnung auch die
Zahlungen nur in einem oder wenigen Betrigen pro
Periode abgebildet werden. Deshalb mu8 zwischen der
kontinuierlichen oder diskreten Zinsberechnung und der
kontinuierlichen oder diskreten Abbildung der Zahlun-
gen unterschieden werden.

Eine niherungsweise Ubereinstimmung zwischen diskre-
ter und kontinuierlicher Abbildung der Zahlungen und
der Verzinsung 146t sich erreichen, wenn man im diskre-
ten Fall als Zahlungs- und Zinstermin nicht das Perioden-
ende, sondem die Periodenmitte unterstellt. Fiir laufend
erfolgende Zahlungen erscheint diese Annahme plausibel.

Dies kann an einem einfachen Beispiel veranschaulicht werden.
Fiir ein Projekt mit A = 150 000 und einer Laufzeit von sechs
Jahren gelte die UberschuBfunktion:

Diskrete Verzinsung Kontinuierliche Verzinsung, Kontinuierliche Verzinsung
und Zahlung diskrete Zahlung und Zahlung
Kapitalwert- L = P
methode G= Y, D(+i) G=Y D¢ G=[Deldt
t=0 t=0 0
T T T
Endwert- ) .
methode Gr =Y, D(1+i)™ Gr =Y, D™ Gr =[D()e ™ dr
t=0 t=0 0
Annuititen- i +DT _~ &= e~ 1)
methode 1+i)—1 Ar=G = Ar=G =g
Interne L = T
ZinsfuBmethode Z D(1+1)"=0 Z D™ =0 jD(t) e®dt=0
t=0 t=0 0
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U@ = E(t) - C(1)
=50 000 - (2520 + 3820t) =47 480 — 3820t

Bei ontinuierlicher Verzinsung mit j = In 1,1 erhilt man den
Kapitalwert G:

6 . .
- -6
G= [(47480 -38200) - ¢ Yar-a= #Q(l -e J)8)
0

@)

—6i
- 3%@ : (i— e . (6+ %D- 150000 = 19559, 87

Die Naherung mit Hilfe diskreter Verzinsung und Verlagerung
der Zahlungs- und Zinstermine auf die Periodenmitte fithrt zu
einem Kapitalwert G:
1
-(1-2)

6
- - (= LYY - -
G= t§1(47480 3820- (t- 7)) - (1+1) A

)
=47480- Y (1+1)

t=1
1

-(1-=

A+1) 7= 150000 = 19357,14 ©)

6
-3820- % (t-)
t=1

3.2. Investitionsdauerentscheidungen

Ncben der Auswahl von Investitionsprojekten spielt die
Entscheidung iiber die Dauer ihrer Nutzung eine wichtige
Rolle. Sie 148t sich unter wirtschaftlichen Aspekten tref-
fen, indem man die Zielgréfe, im folgenden beispielhaft
den Kapitalwert G, in Abhingigkeit von der Nutzungszeit
T maximiert. Bei einmaliger Investition, kontinuierli-
cher Verzinsung und kontinuierlichen Zahlungsiiber-
schiissen U(t), aus denen die Anschaffungsauszahlung A
und der Liquidationserlés L(T) herausgelost sind, gilt:

T .
. - —iT
G=[U(t-e di+L(D-e’ -A (10)
0
Zur Bestimmung der optimalen Nutzungsdauer ist der
Kapitalwert G nach T zu differenzieren:
JT  dL
+

.. - -iT . =T
S -UM-e’+ e’ —j-UD-e” =0

bzw.

2
U(D + S5 -§- LD =0 ; wobei 23 <0 (12a)
dT
Wenn die Zahlungen und die Zinsen diskret anfallen,
gilt:

U(D-[UT-D-LMD)-i -LT-1)20  (I12b)

Die optimale Nutzungsdauer ist also erreicht, wenn der
EinzahlungsiiberschuB U(T) in einer Periode T letztmals
groBer oder gleich der Summe aus der Verminderung des
Liquidationserléses und den Zinsen auf dessen Wert in
der Vorperiode ist.

Wird eine Investition mehrfach hintereinander durchge-
fiihrt, hat man die zeitliche Verbundenheit der Investi-
tionsprojekte zu beachten. Im Fall einer nicht-identi-
schen Kette weichen die Kapitalwerte der Projekte von-
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einander ab. Dann muB8 das Nutzungsdauerproblem iiber
OR-Verfahren wie die Dynamische Programmierung oder
das Branch-and-Bound geltst werden.

Bei identischer unendlicher Kette stimmen die Kapital-
werte der Projekte iiberein. Fiir die Kapitalwerte und die
optimale Nutzungsdauer der identischen Kette gelten die
in Abb. 2 wiedergegebenen Beziehungen. Im Vergleich
zur einmaligen Investition miissen hier die Einzahlungs-
iiberschiisse neben den Entwertungs- und Zinskosten der
alten Anlage auch die Zinsen auf den Kapitalwert simtli-
cher Nachfolgeinvestitionen decken. Die Endwert- und
die Annuititenmethode sind analog zur Kapitalwert-
methode anwendbar.

Durch die Weiterentwicklung des obigen Beispiels kann die
Uberfithrungsmoglichkeit zwischen kontinuierlicher und dis-
kreter Verzinsung auch hier veranschaulicht werden. Neben den
dort verwendeten Daten tiber den Anschaffungswert A, die kon-
tinuierlichen Einzahlungen E und die monoton steigenden Aus-
zahlungen, welche fiir die laufende Anlagennutzung anfallen,
wird ein Liquidationserls L(T)

L(T)=150000-1,3T (19)

angenommen. Bei kontinuierlicher Verzinsung und kontinuier-
lichen Zahlungen lassen sich der Kapitalwert der unendlichen
Investitionskette mit Gleichung (13) und die optimale Nut-
zungsdauer mit (14) bestimmen. Die hierbei berechnete Nut-
zungsdauer liegt bei T = 8,65, wie auch die Werte in Abb. 3 ver-

deutlichen.

Will man auf eine diskrete Erfassung der Zahlungen
und der Zinsen iibergehen, so ist maBgeblich, ob die lau-
fenden Zahlungen kontinuierlich anfallen. Dann muB
man festlegen, welchem Zeitpunkt der jeweiligen Periode
diese Zahlungen (niherungsweise) zugerechnet werden.
Plausibel erscheint wiederum die Periodenmitte. Dann
gilt fiir den Kapitalwert anstelle von (17):

: (-4
G= EU(t— %) S(1+1)
t=1 (20)

—A+LD- (1 +i)—T]:|:l _as+p

Das Beispiel in Abb. 3 zeigt, daB eine gute Anniherung
an die kontinuierliche Losung erreicht wird. Die approxi-
mative Zeitverschiebung um eine halbe Periode muB in
der Optimierungsbedingung (18) beim Liquidationserlos
ebenfalls beriicksichtigt werden:

o(r-H)-[(r-1- 1) -1(r- )]

1 @1
—i-(T-1-5)2i G
Wihrend die Optimierungsbedingung im kontinuierlichen
Fall recht genau erfiillt ist, 148t sich die optimale Nut-
zungsdauer im diskreten nur niherungsweise bestimmen.
Dies wird auch am Beispiel von Abb. 3 deutlich.

Sofern die (mceisten) Zahlungen nicht diskret an den Zeit-
punkten anfallen, die mit dem Zinstermin iibereinstim-
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rT
Kontinuierliche Zahlungen,
kontinuierliche Verzinsung -0

G= f U(eddt—A+L(T) e‘jTJ/[l —eN) (13)

UM +L(T)-j-L-jG=0 (14)

rT

diskrete Verzinsung -0

Kontinuierliche Zahlungen, G= J’ Ut (1+i)"dt—A+ L(T) (1 + i)'lel[l =+ (15)

U(M)+L'(T)-i-L(T)—i-G=0 (16)
r T
Diskrete Zahlungen, G= Z UM+ -A+L(T) (1 + i)’T]/[l -+ (1)
diskrete Verzinsung =1
U(T) - [L(T-1) - L(T)] -i-L(T-1) —i-G=0 (18)

Abb. 2: Kapitalwerte und Optimierungsbedingungen bei kontinuierlicher und diskreter Zahlung sowie Verzinsung

t Kapitalwert Optimierungsbedingung
Kontinuierlich Diskret Kontinuierlich Diskret
-G =U(T)+L" —j-L i-G =U(T-12)-AL-i-L
8,00 92.936,45 92.482,06 10.342,93 10.922,98
8,65 93.345,61 93.399,97 8.896.79 8.891,14 9.340 9.679.71
9,00 93.234,29 93.048,20 8.040.72 ‘ 8.927.68

Abb. 3: Beispiel zur Bestimmung der optimalen Nutzungsdauer

men, diirfte eine kontinuierliche Rechnung hiufig eher
adiquat sein. Fiir eine exakte Bestimmung der optimalen
Nutzungsdauer erscheint sie ebenfalls besser geeignet. Da
sich beide Ansitze iiber die Umrechnung der Zinsen nach
Gleichung (6) sowie die Approximation kontinuierlicher
Zahlungsstrome ineinander iiberfiihren lassen, kann der
jeweils passendere Ansatz gewéhlt werden.

4. Bestimmung investitionstheoretischer Abschreibun-
gen

4.1. Kontinuierliche Verzinsung

Das Modell der optimalen Nutzungsdauer hat sich als ef-
fiziente Basis fiir die Bestimmung investitionstheoretisch
fundierter Abschreibungen innerhalb der Kostenrechnung
erwiesen. Zu diesem Zweck geht man von einem ldnger-
fristigen Plan aus, in dem beispielsweise die Entscheidun-
gen iiber die anzuschaffenden Anlagen und deren Nut-
zungsdauer mit Verfahren der Investitionsrechnung opti-
miert werden.

Eine zentrale Aufgabe der Kostenrechnung wird darin
gesehen, Informationen fiir kurzfristige Entscheidungen
bereitzustellen. Diese konnen insbesondere in der Kon-
kretisierung des langerfristigen Plans oder in der Anpas-
sung an unerwartete und kurzzeitige Datenéinderungen,
wie z.B. vorher nicht bekannte Zusatzauftrige, liegen.
Der Grundgedanke des investitionstheoretischen Ansat-
zes besteht darin, die Auswirkungen der anstehenden Ent-
scheidung auf das langfristige Erfolgsziel zu unter-
suchen. Dabei kann als Zielsetzung beispielhaft vom
Kapitalwert ausgegangen werden. Zur Bestimmung von
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Abschreibungen ist zu erfassen, welche Wirkung einc zu-
sitzliche Beschiftigung auf den Kapitalweit der Anlage
hat. Die Kapitalwertinderung 148t sich als Kosten des
Anlageneinsatzes interpretieren.

Um dieses Konzept zu verwirklichen, muB der Einflufl
der Beschiftigung auf die Anlagenzahlungen abgebildet
werden. Die beschiftigungsproportionalen Zahlungen
lassen sich in den Stiickdeckungsbeitrigen unmittelbar
beriicksichtigen. Die anderen Auswirkungen der Beschif-
tigung auf den Zahlungsstrom konnen durch eine Varia-
ble fiir die kumulierte Beschéiftigung Y, in der Funktion
der anlagenabhiingigen Zahlungen C erfafit werden.
Dabei handelt es sich z.B. bei Kraftwagen um jene Zah-
lungen, die von der bisher gefahrenen Kilometerzahl ab-
héngen. Fiir sic kann man im einfachsten Fall von einer
linearen Funktion des Anlagenalters t und der kumulier-
ten Beschiftigung Y,

C(t,Tl)=a+b-t+c-Yl 22)
ausgehen.

Zur Berechnung eines Zahlenbeispiels wird im folgenden
a = 2500, b = 3400 und c = 0,002 angenommen. Bei einer Plan-
beschiftigung von y = 210 000 pro Periode entspricht dies der
in Abschnitt 3 verwendeten Auszahlungsfunktion.

Wenn die Einzahlungen konstant sind oder iiber andere
Variablen, wie z.B. die Absatzmengen, in dem zu l6sen-
den Entscheidungsmodell direkt erfat werden, kann die
Betrachtung auf die laufenden Anlagenauszahlungen C,
den Anschaffungswert A und den Liquidationserlss L be-
schrinkt werden. Aus ihnen lassen sich der Kapitalwert
K des Anlageneinsatzes zum Zeitpunkt der Anschaf-
fung




T : , :
—jt -iT -iT
K=[Jc-e dt+A-L(T) - e }:{l—e } 23)
0

sowie der Kapitalwert K, zu den nachfolgenden Zeit-
punkten t
: T
: it -j -jT -jT
K,=C -[Jc-e Pas-Lm-e’ +K-¢”’ } (24)
t

ermitteln.

Der Ausgangspunkt fiir die Abschreibungsermittlung ist
der Kapitalwert K, zu den Zeitpunkten, an denen eine
kurzfristige Entscheidung ansteht. Da er von den Varia-
blen Anlagenalter t und kumulierte Beschiftigung Y, ab-
hingt, 14Bt sich aus dem totalen Differential die Auftei-
lung der Gesamtabschreibung D in einen zeit- und einen
nutzungsabhingigen Anteil bestimmen:
dK 3K 8K, dY

D_ t |+ t t

.t (25)
dt St SY‘ dt

Die partiellen Ableitungen fithren zur zeitabhiingigen
Abschreibung

(26)

c 4
5y, @

s s -jt
-c ds—C(t,Yl) e

—

=
~—

o

t
jt T dC -Js
=j K, -C(LY)+e -y [ e ds
t 3
und zur nutzungsabhéngigen Abschreibung:

. T .

it dCc s
D =¢ -y-{[E-e ds 27
Dabei ist beriicksichtigt, daB eine Anpassung an die neue
optimale Nutzungsdauer erfolgt und fiir die Planbeschif-

tigung y gilt:

dy (28)
TR

Fiir die Zahlenwerte des betrachteten Beispiels sind die
Gesamt- und die Teilabschreibungen in Abb. 4 berechnet.

4.2, Diskrete Verzinsung

Der Ansatz kontinuierlicher Verzinsung erméglicht eine
elegante Herleitung der Abschreibungen. Damit stellt sich
die Frage, inwieweit man entsprechende Ergebnisse fiir
eine diskrete Verzinsung erhdlt. Wie beim Nutzungs-
dauerproblem ist dafiir magebend, ob man auch fiir die
anlagenabhingigen Zahlungen eine kontinuierliche Funk-
tion unterstellt.

Erfolgen die Zahlungen kontinuierlich und die Verzin-
sung diskret, liegt der Unterschied lediglich in dem
Term (1+i) fiir die Auf- bzw. Abzinsung. Man gelangt zu
dem folgenden Kapitalwert des Anlageneinsatzes:
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t T -S
K,=(+i) -[fC-Q+D ds
' (29)

-T -T
-L-0+1) +K-Q+i) }

Uber seine partielle Ableitung nach den Variablen Anla-
genalter t und kumulierter Beschiftigung Y, erhdlt man
die zeit- und die nutzungsabhingigen Abschreibungen.
Unter Beachtung der Differentiationsregel

d(at t
(da‘)=a -lna

(30
sowie der Parameterintegrale lassen sich diese wie im

konstanten Fall berechnen (vgl. Bronstein/Semendjajew,
1983, S. 318 und 378 ff.).

Beriicksichtigt man den Zusammenhang zwischen den
Zinssitzen i und j entsprechend Gleichung (6), so stim-
men die sich ergebenden Werte fiir die Abschreibungen
bei diskreter und kontinuierlicher Verzinsung voll iiber-
ein. Dies ist einsichtig, weil die auf feste Zeitpunkte be-
zogenen Zahlungen fiir den Liquidationserlés L(T) und
den Kapitalwert K zum Zeitpunkt Null und den Ersatz-
zeitpunkten T, 2T usw. wegen Gleichung (6) zu densel-
ben Wertcn fiihren und iiber die Integration der laufenden
Zahlungen auch bei diskreter Zinsberechnung in jedem
Zeitpunki eine Veéizinsung erfolgt.

Verwerfungen zwischen dem diskreten und dem konti-
nuierlichen Ansatz treten wie in den obigen Féllen erst
auf, wenn auch die laufenden Anlagenzahlungen dis-
kret erfolgen bzw. abgebildet werden. An die Stelle der
Integration ist dann die Summation iber die in Abstédn-
den anfallenden Anlagenzahlungen zu setzen. Soll der
diskrete Ansatz als Niherungslosung fiir einen konti-
nuierlichen verwendet werden, sind die Zahlungen analog
zur Gleichung (19b) auf die Periodenmitte zu beziehen.
Deshalb erhidlt man fiir den Kapitalwert K zum Zeit-
punkt O

()

T
K=—l'_—T-l:ZC-(1+i)
1-(1+i) s=t+1

(€Y
-T
+A-L-(1+1
und den Kapitalwert K, zum Zeitpunkt T:
v T ~(+-3)
K =0+ | X C-(1+1)
s=t+1] (32)

-T -T
~-L-(1+1) +K-(1+1) }

Aus Gleichung (32) 148t sich analog zum kontinuierlichen
Fall die zeitabhiingige Abschreibung D, berechnen:
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dK, Lt .
Dz=_dT=(1+‘) -1n(1 +1)

—f s——

T -T -T
Y 1 +1i) -L(1+i) +K(1+1)

s=t+1

. (-}

t 2
+a+D) | Y S q4)
s=t+1

-t t
-C1+i) |=1n(1+1) -K,-C+(1+1i) -y

. ()

dC .
z m'(l+l)
s=t+1

Fiir die nutzungsabhiingige Abschreibung D, ergibt
sich bei Anpassung an die jeweilige optimale Nutzungs-
dauer:

1

—( s—=

dC

. T
Dy=(1+i) -y- X o+

s=t+1

(34

Der Grad an Ubereinstimmung mit der kontinuierlichen Verzin-
sung kann an unserem Beispiel verdeutlicht werden. Geht man
von den oben zugrunde gelegten Zahlenwerten und Funktionen
fiir die Anschaffungsauszahlung, die laufenden Anlagenzahlun-
gen, den Liquidationserlds und die Planbeschiftigung aus, so
berechnet sich der Kapitalwert zum Zeitpunkt O fir die in Ab-
schnitt 3 bestimmte optimale Nutzungsdauer von T = 8,65 im
kontinuierlichen Fall zu K* = 431 257 und im diskreten Fall
zu K¢ =431 450. Die Werte liegen also eng beieinander.

Mit den Gleichungen (24), (26) und (27) fiir den kontinuier-
lichen sowie (32), (33) und (34) fiir den (approximativen) dis-
kreten Fall lassen sich die Kapitalwerte und die Abschreibungen
filr jeden Zeitpunkt berechnen. Zur Erthohung der Vergleichbar-
keit wird dabei derselbe Kapitalwert K* verwendet. Im diskreten
Fall ist die Summe tiber die laufenden Anlagenzahlungen je-
weils retrograd zu entwickeln. Da keine ganzzahlige optimale

Nutzungsdauer vorliegt, ist fiir die letzte Periode der entspre-
chende Anteil einzusetzen. Die Rechnungen lassen sich mit
Taschenrechner oder Tabellenkalkulationsprogrammen (z.B.
Lotus 1-2-3) durchfiihren.

Die fiir den diskreten Fall angenommene Approximation
geht von je einem Zahlungs- und Zinstermin in jeder
Periode aus. Eine weitere Annidherung an den kontinuier-
lichen Fall erreicht man bei Vorliegen mehrerer Zah-
lungs- und Zinstermine je Periode. Dies entspricht viel-
fach auch der Realitit, in welcher die Zahlungen fiir
Betriebsstoffe, Wartung und Reparaturen sowie fiir Zin-
sen mehrmals in einem Jahr erfolgen.

Zur Veranschaulichung kann man beispielsweise drei
Zahlungs- und Zinstermine innerhalb einer Periode unter-
stellen. Dann miissen in den approximativen Gleichungen
(32), (33) und (34) des diskreten Ansatzes die Summatio-
nen jeweils von t + 1/3 bis T laufen und die Zinstermine
um 1/6 anstelle von 1/2 vermindert werden. Bei der Be-
stimmung der Abschreibungen ist zu beachten, daB sich
die Werte fiir die Steigung der Anlagenzahlungen und die
Planbeschiftigung nur auf 1/3 der Periode beziehen. Bei-
spielsweise wird die nutzungsabhingige Abschreibung
fiir diese Form der Approximation wie folgt berechnet:

v T —(s- :?)
Dy=0+1) - X -5 ¢

=44
s=t+3

REAER))
3

Die Ergebnisse fiir den kontinuierlichen und die diskreten
Fille mit einem (diskret I) sowie drei (diskret II) Zah-
lungs- und Zinsterminen sind in Abb. 4 zusammengefaBt.
Man erkennt, dal der diskrete Ansatz mit Approximation
unter Beriicksichtigung von Gleichung (6) eine gute An-
niherung an den kontinuierlichen Fall liefert. Sie wird
um so besser, je mehr Zahlungs- und Zinstermine pro
Periode beriicksichtigt werden.

t Kapitalwert K, Nutzungsabhingige Abschreibung Dy Zeitabhingige Abschreibung Dz
Konti- Diskret] DiskretII Konti- Diskret [ Diskret II Konti- Diskret ] Diskret 11

nuierlich nuierlich nuierlich

0 281.257 281.422 281.274

0,5 2.379 2.378 2.379 21.130 21.118 21.128
304.767 304.918 304.781

1,5 2.177 2.175 2.176 19.676 19.664 19.656

2 326.620 326.757 326.632

2,5 1.954 1.952 1.953 18.076 18.065 18.075

3 346.649 346.774 346.660

3,5 1.708 1.707 1.708 16.316 16.304 16.316

4 364.674 364.785 364.684

4,5 1.439 1.437 1.438 14.381 14.370 14.379

5 380.494 380.592 380.501

5.5 1.142 1.141 1.141 12.252 12.240 12.251

6 393.887 393.973 393.893 :

6.5 815 814 815 9.909 9.898 9.908

7 404.612 404.685 404.616

7,5 456 455 456 7.333 7.502 7.331

8 412.401 412.462 412.403

8,5 87 60 87 3.264 3.230 3.362

8,65 415.752 415.752 415.752

Abb. 4: Beispiel fiir die Kapitalwerte und die Abschreibungen bei kontinuierlicher und diskreter Verzinsung
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5. Gesichtspunkte fiir diskrete oder kontinuierliche
Verzinsung

Die Auswahl der Methode zur Zinsberechnung muf sich
einerseits an den Gegebenheiten der Realitédt und anderer-
seits an der Einfachheit und Handhabbarkeit des mathe-
matischen Instrumentariums ausrichten.

Zahlungen und Zinsen fallen in der Realitét iblicher-
weise in diskreten Zeitabstdnden an. Dies spricht fiir den
diskreten Ansatz der Verzinsung. Andererseits werden
die tatsichlichen Zahlungen und Zinsen mit einem ein-
zigen Termin pro Periode, d.h. in der Regel pro Jahr,
duBerst ungenau erfait. Im allgemeinen werden Zahlun-
gen an vielen Terminen innerhalb einer Periode vollzogen
und Kapitalbetrdge entsprechend dem Vorgehen der Ban-
ken bzw. durch Wiederanlage mehrfach verzinst. Ferner
stimmen die Zahlungs- und die Zinstermine hiufig nicht
iiberein. Eine prizise Abbildung der Wirklichkeit 148t
sich nur iiber sehr fein gegliederte Finanzpline erreichen.
Dieser Genauigkeitsgrad ist fiir die Investitions- und die
Kostenrechnung im Normalfall nicht erforderlich. So-
wohl der kontinuierliche als auch der diskrete Ansatz bil-
den daher in der Regel die tatsichlichen Gegebenheiten
nur niherungsweise ab.

Nach dem Kritcrium der Einfachheit wird der diskrete
Ansatz vielfach bevorzugt. In den Lehrbiichem zur Inve-
stitionsrechnung herrscht er deutlich vor. Fiihrt man aber
Optimierungen mit entsprechender Differentiation durch,
dann erweist sich die e-Funktion des kontinuierlichen
Ansatzes als sehr gut handhabbar. Die optimalen Werte
lassen sich genauer und leichter berechnen. Sobald man
mit diesem Instrumentarium vertraut ist, erscheint er fiir
weitergehende Uberlegungen vorteilhafter.

Die Untersuchung fiir verschiedene Probleme der Investi-
tions- und Kostenrechnung hat gezeigt, daf sich die dis-
krete und die kontinuierliche Verzinsung in hohem
MaBe ineinander iberfithren lassen. Daher entfillt
letztlich die Notwendigkeit, generell eine von beiden
Methoden auszuwihlen. In jedem Einzelfall kann die
zweckmiBiger erscheinende verwendet werden und als

Kipper/Wolf, Diskrete oder kontinuierliche Verzinsung?

Niherung der anderen gelten. Die Auswahl der Zins-
methode stellt also kein grundsitzliches Problem dar.

Anmerkung

Die Ergebnisse dieses Beitrags wurden im Rahmen eines von
der Deutschen Forschungsgemeinschaft unterstiitzten For-
schungsprojekts erarbeitet.
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