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DEPARTEMENT DE MATHéMATIQUE
STRASBOURG

2idelberg-Strassburger Seminar Janrgang 1965/%6

Algebraische Gruppen o TmEmmmTTT

REDUKTIVE GRUPPEN VOM HALBEINFACHEN
RANG 1

(von B. PAREIGIS und R. RENTSCHLER)

- In diesem Vortrag werden alle Schemata als.Schemata Uber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Kérper k betrachtet . 'Mkl sei die Kategorie.der

k-Algebren, deren unterliegende Ringe Modelle sind .,

O. Das Radikal .

Mit G wird eine glatte, zusammenhdngende, affine algebraische
Gruppe bezeichnet. Das Radikal RadG von G 1ist die reduzierte Zusammen-

hangskomponente der 1 im Durchschnitt aller Borelgruppen von G .

0.1. Satz .

(i) Rad G ist glatt, zusammenhdngend, aufl®sbar und invariant in G .

(ii) Jede glatte, zusammennéhgende, aufldsbare und invariante Unter-

gruppe von G 1ist in RadG enthalten .

Folgt unmittelbar aus den Definitionen .

0.2. Satz_o

G 1ist dann und nur dann reduktiv wenn der unipotente Anteil RadG

von RadG null ist.
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Eine invariante Untergruppe von G von der Gestalt g: ist nach
0.1. in RadG , also in RadF%S enthalten : wenn Rad"G null ist, muss G also

reduktiv sein (exposé 5 , § 1) .

Umgekenrt, wenn Rad%G nicht null ist, hat es ein Zentrum Z der
Dimension = 1 . Es sei H der Kern der Verschiebung in Z (exposé 11) . Die

o
reduzierte Zusammenhangskomponente Hred der 1 in H bleibt nach exposé 11

.. . - u
bei jedem Automorphismus von Z , oder von Rad G , oder von G erhalten.

. o . . . , . o
Deswegen ist Hr invariant in G . Nach exposé 11 , ist Hre aber von der

ed d

r . . .
Gestalt ga . Deswegen ist G nicht reduktiv .

0.3, Folgesatz .

Jede -glatte, affine algebraische Gruppe ist eine Erweiterung einer

reduktiven Gruppe durch eine glatte, zusammenhangende;'aﬁflﬁsbare Gruppe.

Es seien F die gegebene Gruppe, G = FO die Zusammenhangskomponente

. . . u
der 1 in F . Dann ist F Erweilterung von F/RaduG durch Rad G v -

0.4, Definition .

Sei ' T ein maximaler Torus von G . Dann ist

Reduktiver Rang G = dim T
Halbeinfacher Rang G = dim T - dim (T N Rad G) -
Da alle maximalen Tori konjugiert. sind, ist diese-Definition ein-

deutig.

1 . Die Struktur von PGL2

1.1 Nach Definition ist PGL, : = GL,/G . Diec Timension von GL, ist 4,
die von Em ist 1,also hat PGL2 die Dimension 3 . Es,bezeicqqe L ELQ - PGL2
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den kanonischen Epimorphismus. B; B* und D, seien die folgenden Untergrup-

2
pen von g£2 e
ab
B(a) : ={(, ) |adear , pea}
ao
B'(A): ={(.g |adenr , ceal
a o
Qg(A) : = {(O d) | a,d € ax } far alle A€M .
Ferner seienB® : = y(B) , B : = ¢(B')‘ B S . ¢(22) . Es seien
i,i' : G, - GL, die wie folgt definierten Homomorphismen i(x) : = (; ?) ;
- 10 . i .0 . .® .
it(x) : = (x 1) fir x € Ea(A) jausserdem seien 1 ¢ =¢1 , 1 : =¢1i’' &

1.2, Behauptung .

) . . 4 .0
i) T°*® ist ein maximaler Torus von PGL. , dim T'® = 1 .

2

0,®

ii) BO . B” sind Borelgruppen von PGL2 ’ Bo N B8° = 2% ;

e

dim 8° = dim B = 2 .

ou

. el = . = u
111) i e Ga — B i% Ga — 5

Beweis : i) Da D, ein maximaler Torus von GL, ist (exposé 5 , § 4.3.)

2 2
und da Kery§ = gm C122 , ist T%'®  ein maximaler Torus von PGL2 . "Ausserdem
. - ) .
gilt dimT =dim D, -dim G =1,
-2 ~m
ii) B°n 8" =7"" , da BNB' =D, , und dim B® = dim B” = 2 ,

2

da dim B = dim B* = 3 . Da B,B' Borelgruppen von GL, (Vortrag 14) sind,

2

ist B in einer Borelgruppe B von PGL, enthalten. ¢'1(§) ist-glatt,

2
zusammenhdngend, aufldsbar und enthdlt B , daher ist B = W-1(§) ’

B° = y(B) =% .



u . . .
B ein Isomorphismus, sowie

|

iii) Zunichst ist i : Ga

. = u . .0 . .
i o Ga —> B . Ausserdem sind 1 und 1 Monomorphismen wegen

Ker ¢ N i(Ga) = {e}] wnd Ker y n i'(Ga) = {e} . Aus dem nacnhfolgenden Lemma

ergibt sich ¢(Bu) =8°"% und W(B'u) =B~ " . Daner ist gi oG —=5 gou
ein Isomorphismus sowie {§ 1if 3 ga — 5% .

1.3. Lemma .

Ist G eine trigonalisierbare Gruppe, D eine maximale diagonali-

sierbare Untergruppe von G , ¢ : G - H ein Homomorphismus in eine algebrais-

che Gruppe H , so ist ¢(G) = ¢(Gu)o¢(D) (semidirektes Produkt), insbesondere

e(@)" = g™ .

Beweis : G ist semidirektes Produkt von G° und D (exposé 12,;§”4.3°3°)
also G = G".D . Aus o(G") N @(D) = fe} folgt ¢(G) = ¢(G").p(D) (semidirektes
Produkt) .

1.4. Bemerkung .

i) Norng, (D) (8) = {s € GLy (&) s = (FQ) ocer g = (] 23

ii) NOPmBEQQ(TO’m) = q;(Norm:L (D ) .

Beweis :~i) ergibt sich durch leichte Rechnung , ii) gilt wegen Kerg¢y C 22

1.5. Behauptung .
Zentrum (PGL2) = {e} .
Beweis : Sei g € 6L, (a) , ¢(9) € Zentrum(PGL,) (A) . Dann gilt fUr jede treu-
flache Erweiterung A' von A und fir jedes h € g&z(A’) grlg—1 p € gm(A').

Insbesondere muss g € Norm, (D )(A) sein, d.h. g = (2 g) oder g = (Z 2) °



Nun ist
-1 -1
o by ,t1 oc 1 ° t1 % ©
2 b l¢) ot o t.t
2 172
-1 -1
ao 1 x a le) 17 =X 17 ad x-X
GO EEN D QT =« )
a o 1

(O b) kann deshalb nicht

. 193¢ ?
fiur alle t19t2 €A , X €EA' , Der Fé;l‘ g c o

auftreten und der Fall g = (2 Z) ist nur moglich fir a =d , also g € G (A)

1.6, Lemma .

Sei G eine reduktive Gruppe, D ein diagonalisierbarer Normal-

teiler von G , dann ist G/D reduktiv .

Beweis :

Es bezeichne p : G = G/b den kanonischen Epimorphismus. Ist
U ein zu GZ isomorpher Normalteiler von G/b , SO 1st p_1(U) ein
Normalteiler von G , der nach exposé 12, § 4.7, in ein direktes Produkt
Vyx D mit VEU =zerfillt. Da V = (p—1(U))u in p‘1(U) vollinvariant

ist, ist V Normalteiler von G , also ¥ = {1} und damit .U = {1} .

1.7. Folgerung .

PGL2 ist reduktiv .

Beweis . §L2 ist reduktiv nach exposé 5 § 3.

EEZ operiert durch PGL2 auf P1 . Es sei darum erinnert, dass

die Punkte x € ga(A) mit den Punkten A(;) € P1(A) identifiziert werden und

dass mit ®) der Punkt A(?) € ETQA) bezeichnet wird. Es sei 1T : PGL2 - P1



der durch PGL2(A) 3 gb g.0€ P1(A) definierte Morphismus und

T PGL2/StabPGL (o) - P, - seine Faktorisierung.
1.8. Behauptung .
] _ — ]
ia) Sta§;L2(o) = B Stab—£2(m)A_ B
. A o 2
ib) Stab,.. (o) =B Staby.. (o) = B
—2 —2
.. ~ o) =
ii) GL,/B = PGL,/B° —> P,
T
Beweis : ia) ergibt sich unmittelbar durch Rechnung, ib) fogt aus ia) .

Da EEEQ(k) auf P1(k) transitiv operiert, ist nach exposé 2 § 5.3.
T treuflach. Daraus folgt ii) . e

1.9. Folgerung .

i) Sind B, +B, » By drei Borelgruppen von GL, , so ist

B1 N B2 n B3 = gm .

B drei Borelgruppen von PGL2 , SO ist

ii) Sind B, ,}B2 » By

By N By N By = {1} .

Beweis : Es ist StabELQ(o) N Stab_£2(m) N Stab L2(1) =D, N StabEL (1) = &,

§ind X, , X, , X, € E1(k) so kann man (s. Annang 11) immer ein g € g&z(k)

finden mit g.o0 = x1 s go1 =X_. 4, ge® =x_ . Daher ist

2 3
Stabgkz(x1) n StabSL2(x2> N Stab;éz(x3) = g.gm g = gm .
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Da jede Borelgruppe von GL, Stabilisator eines Punktes von (QEZ/B)(k) ist,

2
folgt die Behauptung i) und damit auch ii) .

Fir n€ 7% sei y :G - T~ definiert durch G_

5 (8) 5 £ 4((5. ) € par,(a) .

Auf dieser Weise erhdlt man alle Homomorphismen von gm in T9'® s
tn 1 n
Fur x€ g_a(A) <_:!P,](A) ist Yn(t)ox= Ao(x ) = Ao({n) = t " x. Daher gilt
Ist n>0, soist fir alle x € P (k) - {=} y (»).x =0
Ist n«< 0, so ist flr alle x€ P1(k) - {o} yn(w)ox = ®

Daraus folgt

1.10. Behaugtung‘;A. .

Weylsche Kammer von B® beztiglicn TO'" = {yni“n > 0}

Weylsche Kammer von B bezliglich 0% { Yn‘ n < 0} .

2 . Reduktion der Gruppen vom halbeinfachen Rang 1 auf PGL o

2.1. Satz

Operiere G nichnt trivial auf einer vollstédndigen, glatten, alge-

braischen Kurve C . Dann ist C P

1

Beweis : Sei B eine Boreluntergruppe von G und B = BuoT , mit dem uni-
potenten Teil Bu von B und einem maximalen Torus T . Operiere Bu nicht
trivial auf C . Wegen (exposé 12, cor. 4.5.) operiert dann ga‘ treu auf C .

Es existiert also ein x € C(k) , das nicht Fixpunkt fur ga” ist. Sei
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T S ga -+ C durch u#p u.x definiert. Also ist T(ga) = Qa , eln eindimen-

sionaler, irreduzibler Unterraum von C . Deswegen ist T(ga) =C . Weil
C reduziert ist, ist T(ga) ein offenes, dichtes Unterschema von C . Daher
stimmen die Restklassenkdper in den generischen Punkten von Ga und C
Uberein.

Nach (Anhang 11) ist daher C 2 P!,

u - . . .
Wenn B trivial auf C operiert, dann nehmen wir an dass T nicht

. . . . . ~ 1
trivial auf C operiert. Wie oben sehen wir wieder C =P .

Operieren aber alle Borelgruppen B trivial auf C , so operiert
G(k) =U B(k) trivial auf C . Da G reduziert ist, operiert ganz G tri-

vial auf C .

2.2. Satz .

Sei B eine Borelgruppe von G . Dann sind &dquivalent :

i) dim G/B = 1

ii) Es existiert ein Gruppenepimorphismus @ : G- PGL sodass

2 ?

Ker ¢/had G endlich ist .

iii) Der halbeinfache Rang von G ist 1 .

iv) ‘WG(T)I = 2 , die Weyl-Gruppe hat die Ordnung 2 .

Beweis s i) = ii) : G operiert nicnt trivial auf G/B ; einer vollsténdigen,

glatten, algebraischen Kurve, Also ist G/P = P1 . Also existiert ein-Homo-

n

morphismus ¢ : G - Aut(P1) PGL, (Anhang 12) . Der Kern von ¢ ist der

Durchschnitt der Borelgruppen,'doi; der Stabilisatoren der rationalen Punkte
von P1 . Also ist Ker Q/Rad(S endlich - Ker @”‘ist auflésbar. Da G nicat
aufldsbar ist, ist G/Ker ¢ nicht aufl¥sbar, hat also mindestens die Dimen-
sion 3 (Vortrag 13, § 2.9.) . Eg&z ist irreduzibel, reduziert und von der
Dimension 3 und G/ker o - EQEQ 1st eine abgeschlossene Einbettung. Also

ist G/ker o = PGL2 ; dehe @ 1ist Epimorphismus.
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ii) » iii) : Sei T ein maximaler Torus in G . Dann liegt T 1in
nur endlich vielen Borelgr}lppen von G.Mit B.G.Eg ist auch G nicht auflbsbar.
Daher ist dim G/B = 1, da G/B reduziert und zusammenhingend ist. Es gibt
also unendlich viele Borelgruppen in G . Daher ist T nicht im Durchschnitt
aller Borelgruppen enthalten. Also ist T | Rad G echte Untergruppe von T

‘und daner dimT-dim (T RadG) = dim (T/T RadG) 2 1 . Aber ¢ : G = PGL,

. Nach Voraussetzung ist dim(Ker ¢) =0

faktorisiert durch G - G/RadG 2% PGL,

und cf) bildet T/T N RadG ab in einen Torus von PGL2 mit nulldimensionalen

Kern . Die maximalen Tori von PGL2 haben die Dimension 1 . Also ist

dim(T/T N RadG) < 1 . Damit ist der halbeinfache Rang von G = 1 .

iii) = iv) : Das Radikal als aufl®sbare Gruppe hat die Form

RadG = RaduG.S . Durch Konjugieren kdnnen wir S C T , einem maximalen Torus
in G , wdnlen. Dann ist T/S - maximaler Torus in Bu/RaduG)o(T/S) = B/Rad G .

Da (G/RadG)/(B/RadG) = G/B vollstandig ist und B/RadG irreduzibel,
glatt und aufldsbar in G/RadG , 1ist B/RadG eine Borelgruppe von G/Rad G .

Also ist T/S maximaler Torus von G/RadG . Die Borelgruppen von G und von
G/Rad G entsprechen sich eineindeutig als Stabilisatoren der rationalen Punkte
von G/B . Speziell ist B das Urbild von B/RadG . Also ist T € B genau
denn, wenn T/S < B/RadG . Daher gilt \wG(T)l = le/RadG (T/s)lVortrag 13,

§ 5.8, . Da S =T RadG, ist dim(T/S) = 1 . Also ist Hom(Gm,T/S) 27,

und WG/RadG (T/S) operiert treu auf T/S und daher auch auf Z . Damit ist

le(T)#s 2 . Da G nicht aufldsbar ist, ist [wG(T)l > 2 (Vortrag 14, § 2.7.)

iv) = i) : Wegen 'WG(T)l: 2 ist T 1in genau 2 Borelgruppen ent-
nalten, also ist G nicht aufldsbar. Damit ist dimG/B = 1 . Ist dim G/B > 1 ,
so existieren drei Borelgruppen, die T enthalten, Vortrag 14, § 2.10. .

Also dim G/B = 1 .



- 10 -

2.3. Folgerung .

2

Sei G eine Gruppe vom halbeinfachen Rang 1 und ¢ : G - PGL

der im Satz konstruierte Epimorphismus. Dann ist Ker ¢ =N {?orelgruppen
alle

von G}: B1 N B2 n B3 flr drei paarweise verschiedene Borelgruppen von G .

Beweis .

Ker ¢ ist das Urbild von {1} C PGL,. Die Borelgruppen von G bzw.
fg&z sind die Stabilisatoren der rationalen Punkte von P1 . Da nach 1.9. in

KL, gilt {1} = ?l%?orelgruppen von Eakéf Stab(x1) n Stab(xz) n Stab(x3)
alle

fur drei beliebige verschiedene Punkte x aus lP1(k) , gilt die

10 X0 X3

Behauptung der Folgerung .

3 . Die Wurzel einer Borelgruppe einer reduktiven Gruppe vom halbeinfachen Rang 1 .

3.1 Es sei G eine zusammenh¥ngende reduktive Gruppe vom halbeinfachen
Rang 1 - Es sei T ein maximaler Torus vom G . Nach 2.3. iv) und Vortrag 13,
§ 5.3. ist T in zwei Borelgruppen B" und B~ enthalten. Wir wdnlen ein Iso-
morphismes G/B+ SIP1 , derart dass B" den Punkt o und B~ den Punkt @

stabilisieren. Da Auth1 —'-'FAPGL2 ist (Anhang 12) ; operiert G auf.lP1 durch

..einen Homomorphismus G = PGL, , den wir wie in § 2 mit ¢ Dbezeichnen .

2

. . . . . u
Da G nicht aufldsbar ist, ist der unipotente Anteil B+ von B+

u B
nicht null (Vortrag 13, § 2.8.) . Da Rad G = O ist, hat jedoch der durch
. . . u u . .

¢ induzierte Morphismus B"  B°" endlichen Kern (siene § 1 und 2) . Deswegen
. -
nat B die Dimension 1 , und ist isomorph zu Ea (exposé 11) . Wahlen wir

. . + ~ otU . . . +u
einen Isomorphismus 1 : Ga = B 7, so ergibt die Operation von T auf B

durch innere Automorphismen eine Operation von T auf ga von der Gestalt

tex = o (t)ex , tera) , xeg(a)=a,
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wobei a+ ¢ T - gm ein Charakter von T 1ist (exposé 8) . Dieser Charakter

hdngt nicht von it ab  und neisst die Wurzel von G bezliglich T und BT .

3.2. Entsprechend zu a+ definiert man die Wurzel o von G bezlglich

T und B .

Satz .

Es sei n ein rationaler Punkt von G ; der T normalisiert, aber

nicht zentralisiert. Es gilt

nB 0T =BT uwnd o o (int()T) = o = -

Beweis : Die Gleichung n BT n! =B folgt aus Vortrag 13 , § 5.8. . Die
Gleichung o o (int(n)|T) = ¢ folgt unmittelbar aus der Definition : denn

i7 ¢ = (int(n)) o i¥ 1liefert einen Isomorphismus von G, auf B Y . Fur

X € B+u(A) und t € T(A) , ist also

1y

il ntn )ox) = ntn it (x) nt a7

1

-

nti (x) t_1n—1==n i (g (t)ex) n”

1Mo (£).x)

und daher o (nt n-1) =g -

Andererseitz, weil BY nicnt nilpotent ist (Vortrag 13, § 2.8.) ,

ist a+ # 0 . Deswegen ist Ker.a+ gleich dem Zentrum von 8" = i+(§a)°T ’
also gleich dem Zentrum von G (Vortrag 13, § 4.3.3.) . Deswegen induziert

int(n) die Identitit auf Ker o  , und ergibt das kommutative Diagramm

+
0 — —— Ker q+ > T & > gm > 1
)| 14 ) int(n) v
0 ———s Ker o > T o G —,

=m
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~wo y durch int(n) unduziert wird. Wére y = Id , so wire int(n) =Id + A,
Somit A € HomGr(T,Ker o ) JTAlso wire Id = (int(n))2 =Id+ 2%\ . Da

HomGr(T,Ker o ) torsions frei ist, wdre int(n) = Id , im Widerspruch zu

n Q Zent:T . Da v ein Automorphismus ist, gilt also vy = -Id ; was zu bewei-

sen war o

' 3.3. Folgesatz .
¥ B Y= {e} .

u

Beweis ¢ T operiert durch innere Automorphismen auf B«ln B %, Man identi-

.. . . . + .
fiziere B+u'm1t Ea mittels 1+ : da T durch g auf B*Y operiert, und

da a+ epimorph ist, ist Bﬁun B™Y ein gm-Untermodul von ga , also von der

Gestalt g :)gp , oder {e} . Wire B™n BM# {e} , so wlrde die Operation
P

.. . . +
von T auf ap definiert sein mittels ¢ : T = gm = Aut}r(gp) , aber auch

. - + . .
mittels ¢ == , was nicht sein kann .

3.4. Folgesatz .

B ANB =T.

Als Untergruppe von B" ;, die T enthdlt, ist namlich

B"n B = (B¥ B7).T = B 3 Y. T

3.5. Folgesatz . -~

Ker a+ = Zent G = Ker Q@ -

Bewels . Die erste Gleichung ist schon im Beweis von 3.2. bewiesen worden.
Andererseits liegt Xer ¢ in B" NAB =T, und ist somit ein diagonalisier-

barer Normalteiler der zusammenhdngenden Gruppe G .
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Deswegen ist Aut:r(Ker ) konstant, und Ker ¢ liegt im Zentrum. Dieses

Zentrum liegt aber auch in Ker ¢ , weil ¢ epimorph ist und weil Zent PGL2=

ist .

3.6. Struktursatz .

Eine zusammenhdngende reduktive Gruppe G vom halbeinfachen Rang 1

ist isomorph zu einer der folgenden Gruppen :

r r r
Sho x Gy v By x & 0 Gy X G -

Das folgt aus exposé 10, § 1.5.2. , weil nach 3.5. G eine zentrale

)

Erweiterung von PGL

5 durch eine diagonalisierbare Gruppe ist .

- o s 2 s e s e e e e e



