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Vorwort

Im Jahre 1945 haben Eilenberg und Mac Lane in ihrer Arbeit iiber eine ,,General theory
of natural equivalences* ¥ die Grundlagen zur Theorie der Kategorien und Funktoren gelegt.
Es dauerte dann noch zehn Jahre, bis die Zeit fiir eine Weiterentwicklung dieser Theorie
reif war. Zu Beginn des Jahrhunderts hatte man noch vorwiegend einzelne mathematische
Objekte studiert, in den letzten Dekaden jedoch hat sich das Interesse immer mehr der Unter-
suchung der zuldssigen Abbildungen zwischen mathematischen Objekten und von ganzen
Klassen von Objekten zugewendet. Die angemessene Methode fiir diese neue Auffassung ist
die Theorie der Kategorien und Funktoren. Ihre neue Sprache — selbst von ihren Begriindern
zunichst als ,,general abstract nonsense'* bezeichnet — breitete sich in den verschiedensten
Gebieten der Mathematik aus.

Die Theorie der Kategorien und Funktoren abstrahiert die Begriffe ,,Objekt** und ,,Abbil-
dung** von den zugrunde liegenden mathematischen Gebieten, z. B. der Algebra oder der
Topologie, und untersucht, welche Aussagen in einer solchen abstrakten Struktur moglich
sind. Diese sind dann in all den mathematischen Gebieten giiltig, die sich mit dieser Sprache
erfassen lassen.

Selbstverstindlich bestehen heute einige Tendenzen, die Theorie der Kategorien und Funkto-
ren zu verselbstindigen und losgeldst von anderen mathematischen Disziplinen zu betrachten,
was zum Beispiel im Hinblick auf die Grundlagen der Mathematik einen besonderen Reiz hat.
Zur Zeit scheint der groBte Wert jedoch darin zu liegen, daB sich viele verschiedene Gebiete
der Mathematik als Kategorien interpretieren lassen und daB die Mittel und Sétze dieser
Theorie auf diesen Gebieten angewendet werden konnen. Damit wird es moglich, groBere
Teile der schon uniiberschaubar gewordenen Mathematik wieder gemeinsam zu erfassen.
Wie oft kommt es doch vor, daB3 etwa Beweise in der Algebra und in der Topologie ,,dhnliche*
Methoden verwendet haben! Diese neue Sprache vermag es, viele dieser ,Ahnlichkeiten*
exakt auszudriicken. Damit geht gleichzeitig eine Vereinheitlichung parallel. Deshalb wird
sich der Mathematiker, der sich mit dieser Sprache vertraut gemacht hat, oft leichter in die
Grundlagen eines neuen Gebietes einarbeiten konnen, als das frither der Fall war, vor allem,
wenn diese Grundlagen in kategorietheoretischer Form gegeben sind.

Dieses Buch soll eine Einfithrung in die Theorie der Kategorien und Funktoren geben sowohl
fir den Mathematiker, der sich noch nicht mit dieser Theorie vertraut gemacht hat, als auch
fiir den Studenten etwa nach dem zweiten oder dritten Semester, dem dann erste Beispiele
zur Anwendung zur Verfiigung stehen. Aus diesem Grunde ist das erste Kapitel auch sehr
ausfithrlich gehalten. Die wichtigsten Begriffe, die in den meisten mathematischen Disziplinen
in der einen oder anderen Form auftreten, werden in der Sprache der Kategorien ausgedriickt.
Die Beispiele — meist algebraischer und topologischer Art — sollen sowohl als Anwendungen

als auch als eine mogliche Form, sich in das betreffende Gebiet einzuarbeiten, verstanden wer-
den.

" Trans. Amer. Math. Soc. 58 (1945).



4 Vorwort

Im zweiten Kapitel werden vor allem adjungierte Funktoren und Limites behandelt in der
Art, wie sie von D. N. Kan eingefiithrt wurde.

Das dritte Kapitel soll zeigen, wieweit das Gebiet der universellen Algebra mit kategorie-
theoretischen Mitteln erfaBBt werden kann. Damit wird eine der zur Zeit interessantesten An-
wendungen der Theorie der Kategorien und Funktoren dargestellt.

Die abelschen Kategorien im vierten Kapitel sind eine wichtige Verallgemeinerung der
Kategorien von Moduln. Daher werden besonders interessante Sédtze iiber Moduln in diesem
allgemeineren Rahmen bewiesen. Die Einbettungssitze am SchluBl des Kapitels gestatten es
auBerdem, viele weitere Resultate von Modulkategorien auf beliebige abelsche Kategorien
zu lbertragen.

Der Anhang iliber Mengenlehre bringt einerseits die axiomatische Grundlegung fiir die
mengentheoretischen Begriffe, die zur Definition der kategorietheoretischen Begriffe ver-
wendet werden. Dabei wird die Axiomatik von G6del und Bernays verwendet. Andrerseits
soll dort eine Formulierung des Auswahlaxioms angegeben werden, die fiir die Theorie der
Kategorien und Funktoren besonders bequem ist.

Dieses Buch ist wie schon erwihnt als Einfiihrung gedacht und soll damit die Grundlage fiir
ein Studium der Fachliteratur bieten. Deshalb wird am Ende des Buches auf einige wichtige
Veroffentlichungen hingewiesen, vor allem auf solche, in denen der Leser weitere Hinweise
auf die Spezialliteratur finden kann.

Ich danke dem Herausgeber Professor Dr. Dr. h.c. G. K6the fiir die Aufnahme dieses Buches
indie Reihe der Leitfaden der Mathematik und dem Verlag B. G. Teubner fiir die gute Zusam-
menarbeit bei der Drucklegung. Besonderen Dank schulde ich Herrn Professor Dr. F. Kasch
fiir die Anregung, die Ausarbeitung meiner Vorlesung iiber Kategorien und Funktoren zu
dem vorliegenden Buch auszubauen. Beim Lesen der Korrekturen wurde ich freundlicherweise
unterstiitzt von den Herren Dr. J. Beck, Prof. Dr. F. Kasch, Dr. U. Oberst,Dr.R. Rentsch-
ler und Dr. H.-J. Schneider. Die miihevolle Arbeit, die Stichwdrter zu diesem Buch zusam-
menzustellen, hat meine Frau iibernommen. Allen sei an dieser Stelle mein Dank ausgespro-
chen.

Miinchen, im Sommer 1969 B. Pareigis
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1 Grundlagen

In den ersten Abschnitten dieses Kapitels werden die grundlegenden Begriffe Kategorie,
Funktor und funktorieller Morphismus eingefithrt. Die weiteren Abschnitte beschiftigen
sich dann hauptsédchlich mit Begriffen, die in Kategorien fiir Objekte und Morphismen wich-
tig sind. Nur in den letzten beiden Abschnitten wird ausfiihrlicher auf Funktoren und funkto-
rielle Morphismen eingegangen. Dabei ist das Y oneda-Lemma wohl als einer der wichtigsten
Satze in der Theorie der Kategorien und Funktoren zu betrachten.

Die Beispiele, die in 1.1 gegeben werden, werden zum Teil weiter verfolgt, so dal am Schluf3
des Kapitels fiir einige Kategorien alle eingefiihrten Begriffe in den einzelnen Kategorien
in der jeweils speziellen Form bekannt sind. Zum Teil bleibt es dabei dem Leser iiberlassen
zu verifizieren, dafB} die angegebenen Objekte oder Morphismen in den entsprechenden Kate-
gorien die behaupteten Eigenschaften besitzen. Viele Beispiele werden aber auch ausfiihrlich
durchgerechnet.

1.1 Definition der Kategorie

In der modernen Mathematik werden in zunehmendem MaBe auBer den mathematischen
Objekten auch die zwischen ihnen definierten zuldssigen Abbildungen untersucht. Schon am
Beispiel der Mengen wird dies klar. AuBer den Mengen, die in der Mengenlehre die mathe-
matischen Objekte bilden (sieche dazu den Anhang), sind auch die Mengenabbildungen von
Interesse. Sehr viel kann schon iiber eine Menge gesagt werden, wenn man nur die Abbildun-
gen in diese Menge hinein von allen anderen Mengen kennt. So kann man z. B. die Menge,
die aus nur einem Element besteht, dadurch kennzeichnen, daB3 von jeder anderen Menge
genau eine Abbildung in sie hinein fiihrt.

Wir wollen zunichst die Eigenschaften, die mathematische Objekte und zuldssige Abbil-
dungen in allen bekannten Anwendungen haben, in einer Definition zusammenfassen. Dabei
legen wir die im Anhang behandelte Mengenlehre zugrunde.

Sei % eine Kiasse von Objekten 4,B,C,...€ Ob ¥ zusammen mit

1) einer Familie von paarweise disjunkten Mengen {Mor,(4,B)} fir alle Objekte A,B€ 6,
deren Elemente f,g,h,...€ Mor,(4,B) Morphismen heiflen und

2) einer Familie von Abbildungen

‘Mor,(A,B) x Mor,(B,C)3(f,g) — ¢feMorg(A4,C)}

fir alle A,B,C e Ob %, die Verkniipfungen genannt werden.

% heilB3t eine Kategorie, wenn % folgende Axiome erfiilit:
1) Assoziativitat: Fiir alle 4, B,C,D e Ob% und alle

feMorg(A4.B), ge Mor,(B,C) und heMor,(C,D)
ist higf)= (hg)f.
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2) Identitdt: Fir jedes Objekt A € Ob ¢ existiert ein Morphismus 1, € Morg(A4, A), Iden-
titdt genannt, so daB fiir alle B,C e Ob¥ und alle fe Mor¢(A4,B) und g € Morg(C, 4) gilt
fly=f und l,g=g.

Zu einer Kategorie ¢ gehoren also immer die Klasse der Objekte und die Klasse der Mor-
phismenmengen und zusitzlich die Verkniipfungen von Morphismen. Die Verkniipfungen
hatten wir in unserem Beispiel der Mengen noch nicht besprochen, wihrend die Morphismen
den dort besprochenen Abbildungen entsprechen. Die Verkniipfung von Morphismen ent-
spricht im Fall der Mengen der Hintereinanderausfiihrung der Mengenabbildungen. Diese
Hintereinanderausfithrung ist bekanntlich assoziativ. Die identische Abbildung auf einer
Menge erfiillt das Axiom der Identitidt. Damit bilden alle Mengen zusammen mit den Mengen-
abbildungen und der Hintereinanderausfithrung eine Kategorie, die wir auch mit Me be-

zeichnen werden.

Hier wird schon klar, warum man eine Klasse von Objekten betrachtet, denn die Gesamtheit
aller Mengen bildet wegen der bekannten Antinomien der Mengenlehre keine Menge mehr.
Einer der bekannten Auswege aus dieser Schwierigkeit ist die Einfiihrung neuer ,uferloser*
Mengen unter dem Namen Klassen. Die axiomatische Behandlung dieser Mengenlehre
behandeln wir im Anhang. Eine weitere Moglichkeit ist die axiomatische Forderung von
Universen, in denen alle mengentheoretischen Konstruktionen eine gewisse Kardinalzahl
nicht iiberschreiten. Das ermoglicht in manchen Fillen eine elegantere Formulierung der
Sdtze liber Kategorien, setzt dafiir aber ein weiteres Axiom fiir die Mengenlehre voraus.
Diese Moglichkeit wurde wesentlich von A.Grothendieck und P.Gabriel verwendet.
W.Lawvere hat eine Theorie entwickelt, in der die Kategorien axiomatisch ohne Ver-
wendung der Mengenlehre eingefiihrt werden und die Mengenlehre daraus hergeleitet wird.
Es wird hier nur die Mengenlehre nach Godel-Bernays (Anhang) verwendet werden.

Ehe wir weitere Beispiele fiir Kategorien untersuchen, soll eine Reihe von abkiirzenden
Schreibweisen verabredet werden. Im allgemeinen werden Objekte mit groBen und Mor-
phismen mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet. DaB3 A ein Objekt von € ist, driicken
wir auch durch A € € aus, und fe € soll heiBen, f'ist ein Morphismus zwischen zwei Objekten
von 4. fe % bedeutet also, daB es zwei eindeutig bestimmte Objekte 4, Be € gibt, so daBl
feMor,(A,B). A heift die Quelle von fund B das Ziel von f. Wir schreiben dann auch
f: A —» Boder A 5 B. Wenn keine Verwechslungen auftreten kénnen, wird Mor, (4, B)
durch Mor(4, B) abgekiirzt.

Die Vereinigung der Familie von Morphismenmengen einer Kategorie wird mit Mor € be-
zeichnet. Man beachte, daBl zwar Mor, (A4, B) leer sein kann, daB aber Mor € mindestens die
Identitdten fiir jedes Objekt aus ¥ enthilt, also nur fir eine leere Klasse von Objekten leer
ist. Diese Kategorie heifit dann leere Kategorie. Weiter beachte man, daB zu jedem Objekt
A €% genau eine Identitdt 1, existiert. Ist ndmlich 1, eine weitere Identitit fiir A4, so ist
Iy=1,1,=1,.

In den folgenden Beispielen werden jeweils nur die Objekte und Morphismen einer Kategorie
angegeben. Die Verkniipfung von Morphismen wird nur dann angegeben, wenn sie nicht die
Hintereinanderausfithrung von Abbildungen ist. Dem Leser bleibt es iiberlassen, die Axiome
fir Kategorien in den nachstehenden Beispielen zu verifizieren.

Beispiele. 1. Me-Kategorie der Mengen: Sie ist oben und im Anhang hinreichend beschrieben.

2. Kategorie der geordneten Mengen : Eine Menge heiBt geordnet, wenn auf ihr eine Relation
erklart ist, die reflexiv (ae A = a < a), transitiv (¢ < b, b < ¢ = a < ¢) und antisymme-
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trisch (a < b,b < a = a = b) ist. Die geordneten Mengen bilden die Objekte der betrach-
teten Kategorie. Eine Abbildung f zwischen zwei geordnetenr Mengen hei3t ordnungstreu,

wenn aus a < b folgt f (a) < f (b). Die ordnungstreuen Abbildungen bilden die Morphismen
der Kategorie.

3. Me*-Kategorie der punktierten Mengen: Eine punktierte Menge ist ein Paar (4, a),
wobei A eine nichtleere Menge und a € A ist. Eine punktierte Abbildung f von (4,a) in (B,b)
ist eine Abbildung f: 4 — B mit f(a) = b. Die punktierten Mengen bilden die Obiekte, die
punktierten Abbildungen die Morphismen dieser Kategorie.

4. Gr-Kategorie der Gruppen: Eine Gruppe besteht aus einer nichtleeren Menge 4 zusammen
mit einer Verkniipfung

AxA3(a,b) — abeA,
so daB folgende Axiome gelten:
1) a(bc) = (ab)c fiir alle a,b,ce A.
2) Es existiert ein e€ A mit ea = ae = a fiir alle ae 4.
3) Zu jedem ae A existierteina ‘e Amitaa ! =a ‘a=e.
Ein Gruppenhomomorphismus f von einer Gruppe A in eine Gruppe B ist eine Abbildung

von A in B mit f(aa’) = f(a)f (a'). Die Gruppen bilden die Objekte, die Gruppenhomo-
morphismen die Morphismen dieser Kategorie.

S. Ab-Kategorie der abelschen Gruppen: Eine Gruppe A4 heiBt abelsch, wenn ab = ba fir

alle a € A4 gilt. Die abelschen Gruppen zusammen mit den Gruppenhomomorphismen bilden
die Kategorie Ab.

6. Ri-Kategorie der unitéiren, assoziativen Ringe: Ein unitérer, assoziativer Ring besteht aus
einer abelschen Gruppe A4 (deren Verkniipfung gewohnlich als (a,b) — a + b geschrieben
wird) zusammen mit einer weiteren Verkniipfung

_ A x A>(a,b) — abeAd,
so daB folgende Axiome gelten:
1) (a + b)c =ac + bc fur alle a,b,ce A,
2)alb + ¢) = ab + ac fir alle a,b,ce A,
3) (ab)c = a(bc) fur alle a.b,ce A,
4) esexistiertein led mit la=al =a firalle aeA.
Ein unitdrer Ringhomomorphismus f von einem unitdren, assoziativen Ring A in einen
unitdren, assoziativen Ring B ist eine Abbildung von A in B mit f(a + d') = f(d) -+ f(d'),
flad) = f(a)f(a’)und f (1) = 1. Die unitdren assoziativen Ringe zusammen mit den unitiren
Ringhomomorphismen bilden die Kategorie Ri.

7. xMod-Kategorie der unitiren R-Moduln (fiir einen unitiren, assoziativen Ring R): Ein
unitdrer R-(Links-)Modul ist eine abelsche Gruppe A4 (deren Verkniipfung gewohnlich als
(a,b) — a + b geschrieben wird) zusammen mit einer Verkniipfung

Rx A3(r,a) — raeAd,
so daB folgende Axiome gelten:

Dria+d)y=ra+ra fir alle reR,a,d' e A,
2)(r+rya=ra+ra fir alle r,reR,aeA,
3) (rr'Ya = r(r'a) fir alle r,r'eR,ac A,

4)yla=a fiir alle aeA.
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Ein Homomorphismus f von einem unitdren R-Modul A in einen unitdren R-Modul B ist
eine Abbildung von A4 in B mit f(a + a') = f(a) + f(a’) und f(ra) = rf(a). Die unitiren
R-Moduln zusammen mit den Homomorphismen von unitdren R-Moduln bilden die Kate-
gorie RMod. Ist R ein Korper, so heiBen die R-Moduln auch Vektorraume.

8. Top-Kategorie der topologischen Raume: Ein topologischer Raum ist eine Menge A
zusammen mit einer Teilmenge ¢, der Potenzmenge von A, so daB folgende Axiome gelten:
1)Ist BieO,,iel, soist | ) B;ieC,.

iel

2)Ist BieCy,i=1,...,n, soist () B;eC,.
i=1

3)Qew,.

4 Ae0,.

Die Elemente von ¢, heiflen offene Mengen von A. Eine stetige Abbildung f eines topo-
logischen Raumes A in einen topologischen Raum B ist eine Abbildung von A in B mit
™ YC)e 0 fiiralle C € 0. Die topologischen Riume zusammen mit den stetigen Abbildungen
bilden die Kategorie Top.

9. Htp-Kategorie der topologischen Rdume modulo Homotopie: Zwei stetige Abbildungen
S und g eines topologischen Raumes A4 in einen topologischen Raum B heillen homotop,
wenn es eine stetige Abbildung h: I x A — I x B mit h(0,a) = f(a) und h(l.a) = g(a) fir
alle a € A gibt, wobei I das Intervall | 0,1] der reellen Zahlen ist. Dabei sind die offenen Mengen
¢, 4von I x A beliebige Vereinigungen von Mengen der Form J x B, wobei J C [ ein offenes
Intervall und Be ¢, sind. Die Eigenschaft stetiger Abbildungen homotop zu sein ist eine
Aquivalenzrelation! Die Aquivalenzklassen heien Homotopieklassen von stetigen Abbil-
dungen. Die Hintereinanderausfithrung homotoper stetiger Abbildungen ergibt wieder homo-
tope Abbildungen! Damit definiert diese Hintereinanderausfilhrung von Abbildungen eine
Verkniipfung von Homotopieklassen, die unabhingig von der Wahl der Représentanten ist.
Die topologischen Rdume zusammen mit den Homotopieklassen von stetigen Abbildungen
und der eben beschriebenen Verkniipfung bilden die Kategorie Htp.

10. Top*-Kategorie der punktierten topologischen Riume: Ein punktierter topologischer
Raum ist ein Paar (4,a), wobei A4 ein nichtleerer topologischer Raum und a e A4 ist. Eine
punktierte stetige Abbildung f von (4,a) in (B,b) ist eine stetige Abbildung f/: 4 — B mit
f(a) = b. Die punktierten topologischen Rdume zusammen mit den punktierten stetigen
Abbildungen bilden die Kategorie Top*.

11. Htp*-Kategorie der punktierten topologischen Raume modulo Homotopie: Zwei punk-
tierte stetige Abbildungen f und ¢ eines punktierten topologischen Raumes (A4,a) in cinen
punktierten topologischen Raum (B,b) heilen homotop, wenn sie als stetige Abbildungen
homotop sind und wenn h(r,a) = b fiir alle r € I. Die punktierten topologischen Rdume zu-
sammen mit den Homotopieklassen von punktierten stetigen Abbildungen und der in Beispiel
9 erkldrten Verkniipfung von Homotopieklassen bilden die Kategorie Htp*.

12. Geordnete Menge als Kategorie: Sei 4 eine geordnete Menge im Sinne von Beispiel 2.
A definiert eine Kategorie .7, deren Objekte die Elemente von A sind. Fiir a,be 4 = Ob o/
definieren wir
f
Mor , (a.b) = {l(a,b)} falls a<b,
(1) sonst.
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Die Transitivitdit der Ordnungsrelation definiert eindeutig eine Verkniipfung der Mor-
phismen. Die Reflexivitdt garantiert die Existenz der Identitdt. Dadurch, dal3 Mor . (a,b)
hochstens ein Element besitzt, ist die Verkniipfung assoziativ.

13. Gruppe als Kategorie: Sei 4 eine Gruppe. A4 definiert eine Kategorie .o/, die genau ein
Objekt B besitzt, fiir die Morg (B,B) = A ist und die Verkniipfung der Morphismen die
Gruppenmultiplikation ist.

14. Natiirliche Zahlen als Kategorie: Die natiiriichen Zahlen bilden eine geordnete Menge
bei der Relation a < b genau dann, wenn a|b gilt. Wie in Beispiel 12 bilden die natiirlichen
Zahlen so eine Kategorie.

15. Kategorie der Mengenkorrespondenzen: Eine Mengenkorrespondenz von der Menge 4
nach der Menge Bist eine Teilmenge von A x B.Istf € A x Bundg € B x C,soseigf = {(a,c)|
ae A, ceC, es gibt ein be B mit (a,b)ef und (b,c)eg}. Die Mengen als Objekte mit den
Mengenkorrespondenzen als Morphismen bilden eine Kategorie.

16. Aquivalenzrelation als Kategorie: Sei M eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf
M. Die Elemente von M seien die Objekte. Ist (m,m’)e R, so sei Mor (m,m’) = {(m,m’)}.
Ist (m,m’) éf R, so sei Mor(m,m’) = (0. Dadurch ist eine Kategorie definiert.

Eine Kategorie € heiBt diskrete Kategorie, wenn fir je zwei Objekte 4 & B von ¥ gilt
More (4,B) = @ und wenn fiir jedes Objekt A von % gilt Morg(4,4) = {1,}. Ahnlich wie
im Beispiel 12 definiert jede Klasse eine diskrete Kategorie. Umgekehrt kann man jede dis-
krete Kategorie als Klasse auffassen.

Die Beispiele 12, 13, 14 und 16 gehoren einer besonderen Art von Kategorien an, ndmlich
solchen mit nur einer Menge (statt Klasse) von Objekten. Eine Kategorie, deren Objekte

eine Menge bilden, heiBt kleine Kategorie oder Diagrammschema. Eine Erklirung
fir den zweiten Namen wird sich in 1.8 ergeben.

1.2 Funktoren und funktorielle Morphismen

Schon in 1.1 haben wir betont, daB zu jeder Art von mathematischen Objekten auch die zu-
gehorigen Abbildungen zu untersuchen sind. Die mathematischen Objekte, die wir in 1.1
definiert haben, sind die Kategorien. Die Rolle der Abbildungen werden die Funktoren spielen.
Seien 4 und ¥ Kategorien. # bestehe aus
1) einer Abbildung Ob#354 —» F(4)eOb ¥,
2) einer Familie von Abbildungen

{Mor,(A4,B)sf — F(f)eMor(F (A),Z (B)}
fir alle A,Be Ob A.
& heidt cin kovarianter Funktor, wenn % folgende Axiome erfiillt:
HFLY =1z, firalle AcObZ.
2) F(fg) = F () F (g) fir alle fe Mor (B,C), g Mor 4 (4, B) und alle 4,B,CeObZA.
Seien # und ¥ Kategorien. % bestehe aus
1) einer Abbildung Ob#354 — F(A)eOb¥,
2) einer Familie von Abbildungen

{Mor,(A4,B)3f - Z (f)e Morg(Z (B), # (A))}

fur alle A,BeOb 4.
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Z heiBt ein kontravarianter Funktor, wenn # folgende Axiome erfiillt:

1) F(1,) =1z, firalle AeOb4A.
) F(fg)=F (g F (f) fir alle fe Morg(B,C), geMorg(A4,B) und alle 4,B,CeOb %.

Da die (ko- und kontravarianten) Funktoren die Rolle von Abbildungen spielen, werden wir
auch oft #: # — ¥ schreiben, wenn & ein Funktor von der Kategorie # in der Kategorie
% ist. Bestehen keine Verwechslungsmoglichkeiten, so schreiben wir auch # A statt % (A4)
und Z fstatt & (f). Einen kovarianten Funktor nennt man oft auch nur Funktor.

Sind 4, € und 2 Kategorien und &: # —» ¥ und 9: ¢ — 2 Funktoren, so sei 4.7
# — 2 der Funktor, der durch Hintereinanderausfiihrung der # bzw. ¥ definieren-
den Abbildungen entsteht. Es ist ndmlich 4% (1,) = 9(15.,) = lesw und 97 (fg) =
G(F()F () = 9F (f)¥9 F (9). Isteiner der beiden Funktoren kontravariant, so ist die Ver-
tauschung der Reihenfolge der Morphismen zu beachten. Sind beide Funktoren gleichzeitig
ko- oder kontravariant, so ist 4% kovariant. Ist einer der Funktoren kovariant und der
andere kontravariant, so ist 4% kontravariant.

Ist #: 2 — & ein weiterer Funktor, so ist wegen der Assoziativitdt der Hintereinander-
ausfiihrung von Abbildungen auch die Verkniipfung von Funktoren assoziativ: #(4%) =
(K9 F.
Wir bezeichnen mit Id, : 4 — € den Funktor, dessen definierende Abbildungen die iden-
tischen Abbildungen sind. Idy ist ein kovarianter Funktor. AuBlerdem gilt fir Funktoren
Z und ¥ wie oben:

Idey# =% und %ld,=9.

Nach diesen Betrachtungen wire anzunehmen, daB die Kategorien und Funktoren wieder
eine Kategorie (der Kategorien) bildet. In der von uns verwendeten Mengenlehre ist das aber
nicht der Fall. Eine Kategorie ist namlich im allgemeinen keine Menge mehr, sondern eine
echte Klasse. Daher kdnnen wir die Kategorien nicht zu einer neuen Objektklasse zusammen-
fassen (s. Anhang). Auch die Funktoren sind im allgemeinen echte Klassen und lassen sich
nicht zu Morphismenmengen zusammenfassen. Lassen wir jedoch nur kleine Kategorien zu,
so ist jede Kategorie eine Menge (sie wird als Menge von bestimmten Mengen aufgefa3t) und
jeder Funktor eine Menge. Man kann daher Kat, die Kategorie der kleinen Kategorien mit
Funktoren als Morphismen, bilden.

Als Beispiel wollen wir hier nur einen speziellen Typ von Funktoren angeben. Weitere Bei-
spiele von Funktoren werden wir spiter noch griindlich zu untersuchen haben. Die Kategorien
Me*, Gr, Ab, Ri, yMod, Top und Top* haben alle als Objekte Mengen, die eine zusitzliche
Struktur tragen. Die Morphismen sind immer Abbildungen, die mit der Struktur noch in
besonderer Weise vertraglich sind und die Verkniipfung ist immer die Hintereinanderausfiih-
rung. Ordnet man jedem Objekt die zu Grunde liegende Menge und jedem Morphismus die
zu Grunde liegende Abbildung von Mengen zu, so definiert das einen kovarianten Funktor
in Me, den man hiufig auch VergiBfunktor nennt.

Statt die Struktur auf den Mengen volistandig zu ,,vergessen*‘, kann man auch nur einen Teil
der Struktur ,,vergessen’*. So sind die abelschen Gruppen auch Gruppen und die Homo-
morphismen sind in beiden Fillen dieselben. Die Ringe sind auch abelsche Gruppen und die
Ringhomomorphismen Gruppenhomomorphismen. Man erhilt also VergiBfunktoren
Ab— Gr bzw. Ri— Ab. Entsprechend existieren VergiBfunktoren yMod — Ab und Top* — Top.
Tragen die topologischen Riume eine zusitzliche Struktur (hausdorffsch, kompakt, diskret
u.a.) so werden dadurch entsprechende Kategorien definiert, und wir erhalten Vergifunkto-
ren in die Kategorie Top.
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Das Beispiel Ab — Gr und die zuletzt genannten topologischen Beispiele haben eine zusatz-
liche Eigenschaft. Eine abelsche Gruppe ist eine Gruppe, die eine besondere Eigenschaft hat,
ebenso ist ein hausdorffscher topologischer Raum ein topologischer Raum mit einer besonderen
Eigenschaft. Die Objekte der einen Kategorie sind jeweils auch Objekte der anderen Kategorie,
die Morphismen der einen Kategorie sind Morphismen der anderen Kategorie, die Verkniip-
fungist dieselbe, und die Identititen bleiben beim Ubergang durch den VergiBfunktor erhalten.
Eine Kategorie »of heift Unterkategorie einer Kategorie %, wenn Ob./ C Ob%,
Mor (A4, B) € Morg(A, B) fiir alle A, B € Ob.«/, wenn die Verkniipfung von Morphismen in &/
mit der Verkniipfung derselben Morphismen in 4 iibereinstimmt und wenn die Identitét eines
Objektes aus o auch in & die Rolle der Identitit fiir dasselbe Objekt spielt. Von .« in £ fiihrt
dann ein VergiBfunktor.

Ri ist keine Unterkategorie von Ab! Es gilt ndmlich nicht ObRi ¢ Ob Ab, obwohl man
jeden Ring auch als abelsche Gruppe auffassen kann. Die zugehorigen abelschen Gruppen
zweier Ringe konnen iibereinstimmen, selbst wenn die Ringe nicht iibereinstimmen. Die
Multiplikation kann verschieden erklart sein.

Seien #: # - € und ¥: B - € zwei ko- bzw. kontravariante Funktoren. Ein funk-
torieller Morphismus ¢: & — ¢ ist eine Familie von Morphismen {¢(A4): #(4) —
4(A)} fur alle A € Ob%, so daB fiir alle Morphismen f: 4 —» B von £ gilt ¢(B)F (f) =
G(f)o(A) bzw. (A F (f) = 9(f) ¢ (B).

Es werden im folgenden oft Gleichungen mit zusammengesetzten Morphismen auftreten.
Da dabei die Objekte, die Quelle und Ziel der einzelnen Morphismen sind, nicht explizit
auftreten, sind diese Gleichungen schwer iiberschaubar. Man wihlt daher auch eine aus-
fihrlichere Darstellung mit Hilfe von Pfeilen, wie wir sie schon fiir einzelne Morphismen
kennengelernt haben und die wir ein Diagramm nennen.

Im Falle eines funktoriellen Morphismus zwischen kovarianten Funktoren 148t sich die
definierende Gleichung ¢ (B)Z (f) = 4(f)@(A) auch durch

7424 4y
Ff 41
7B 2B, ¢p

veranschaulichen. Folgt man von & 4 dem Pfeil ¢(A4) nach 4 A4 und anschlieBend dem Pfeil
%fnach ¢ B, so ist das stellvertretend fiir den Pfeil ¥f¢(A) von & A nach 4 B. Entsprechend
lduft @(B)Z f iber & B. Die Bedingung, dal diese beiden Morphismen iibereinstimmen
sollen, driicken wir dadurch aus, daB wir sagen, das Diagramm sei kommutativ. Ein Dia-
gramm mit beliebig vielen Pfeilen und Objekten heit kommutativ, wenn fiir je zwei Ob-
jekte des Diagramms der Morphismus, den man beim Durchlaufen eines Weges zwischen den
beiden Objekten in Richtung der Pfeile erhilt, unabhéngig vom Weg ist.
Statt ¢ (A4) schreiben wir auch hiufig ¢ A, wenn keine Verwechslungsmoglichkeiten bestehen.
Statt funktorieller Morphismus sagt man auch natiirliche Transformation.
Sind ¢: #F - % und ¢: 4 — # funktorielle Morphismen, so ist auch ¥ ¢ mit Yy ¢(4): =
Y (A)@(A) ein funktorieller Morphismus. Wegen der Assoziativitdt der Verkniipfung von
Morphismen gilt (py) @ = p(y @). Die Familie {l1;,: #A4 - F A4} definiert einen funk-
toriellen Morphismusid;z: # — £ ,und esist fir alle funktoriellen Morphismen ¢: & — %
und y: 9 - #

ds¢y =y und @id;=0¢.
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Auch hier scheint es zunéchst so, als ob die Funktoren zusammen mit den funktoriellen Mor-
phismen eine Kategorie bilden. Auch hier entstehen mengentheoretische Schwierigkeiten
dadurch, daB die Funktoren im allgemeinen echte Klassen sind und sich nicht zu einer Klasse
von Objekten zusammenfassen lassen. Ist o/ eine kleine Kategorie und £ eine beliebige
Kategorie, so ist &/ eine Menge und % eine Klasse. Ein Funktor #: o/ — 4, der ja als Abbil-
dung definiert ist, ist nach Axiom C4 (Anhang) als Graph aufgefat auch eine Menge. Ebenso
ist ein funktorieller Morphismus zwischen zwei Funktoren von & in £ als Familie von
Morphismen, die mit einer Menge Ob .« indiziert ist, eine Menge. Die funktoriellen Morphis-
men zwischen zwei Funktoren von &/ nach & sind als Teilmenge der Potenzmenge von

|J Morg (# A4, % A) eine Menge. Daher bilden die Funktoren von einer kleinen Kategorie
Aed

&/ in eine Kategorie # zusammen mit den funktoriellen Morphismen eine Kategorie
Funkt (s, #), die wir Funktorkategorie nennen. Sind die Kategorien .« und # nicht
ausdriicklich vorgegeben, so betrachtet man den Funktor nicht nur als Graph. Man verlangt
dariiber hinaus, daB Funktoren zwischen verschiedenen Paaren von Kategorien verschieden
sind, so dafB in diesem aligemeinen Fall ein Funktor auch dann eine echte Klasse sein kann,
wenn die Quelle des Funktors eine kleine Kategorie ist. Ist o/ die leere Kategorie, so besteht
Funkt (&7, #) aus genau einem Funktor und aus genau einem funktoriellen Morsphismus,
dem identischen Morphismus.

Ein wichtiges Beispiel fiir einen funktoriellen Morphismus werden wir im folgenden Abschnitt
behandeln.

1.3 Darstellbare Funktoren

Sei € eine Kategorie. Seien A € ¥ und f € Mor (B, C) gegeben. Dann definieren wir eine Abbil-
dung Morg(A4,f): Morg(A.B) - Morg,(A4,C) durch Morg,(A.f)(y): = fg fir alle
g €Morg¢(A,B) und eine Abbildung Mor,(f, 4): Mor, (C.,A4) — Mor, (B,4) durch
Morg (f,A)(h): = hf fir alle h e Morg(C, A).

Lemma. Sei € eine Kategorie und A € %. Dann ist Morg(A4, —): € — Me mit
Ob% 5B — Mor,(A,B)e Ob Me
Mor, (B,C) 3/ +— Mory (4, f) e Morme(Mor, (A4, B), Mor, (4,C))
ein kovarianter Funktor. Weiter ist Morg(—,A): ¢ — Me mit

Ob¥ 3B +— Morg(B,A)e Ob Me
Mor(B,C)3f +— Morg(f,A) e Mory.(Mor, (C, A), Mor, (B, A))

ein kontravarianter Funktor.

Beweis: Wir beweisen nur die erste Aussage. Der Beweis der zweiten Aussage verlduft analog
und kann mit spéteren Ergebnissen iiber die Dualitdt von Kategorien trivial auf die erste
Aussage zuriickgefiithrt werden

Es ist Mor (A4, 15)(g) = 139 = g, also ist Morg(A4,15) = ly,, (4.5 Seien f,g € € verkniipfbar
zu fg, d. h. sei die Quelle von f zugleich das Ziel von g. Dann ist fiir alle Morphismen h, fiir die
die Ausdriicke definiert sind:

Morg(A.fg)(h) = (fg)h = f(gh) = Morg(A,/) Morg(4,9) (h).

Die Funktoren dieses Lemmas sind die wichtigsten Funktoren in der Theorie der Kategorien.
Sie erhalten daher einen besonderen Namen: Mor, (4, —) heiBt kovarianter und Mor, (—, 4)
kontravarianter darstellbarer Funktor und A hei3t das darstellende Objekt.
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Jetzt wollen wir ein Beispiel eines funktoriellen Morphismus geben. Seien A und B zwei
Mengen. Die Abbildung

AxMorye(4,B)3(a, f)— f(a)eB

heiit Auswertungsabbildung. Bei festgehaltenem ae€ A definiert die Auswertungs-
abbildung eine Abbildung von Mor (4, B) in B, nimlich die Auswertung jedes Morphismus f°
im Argument a. Die dadurch erhaltene Abbildung 4 — Mor (Mor (4, B), B) werde mit ¢ (A)
bezeichnet. Mor (—, B) ist ein kontravarianter Funktor von Me in Me. Dann st

Mor (Mor (—, B), B) als Verkniipfung von zwei kontravarianten Funktoren ein kovarianter
Funktor von Me in Me.

Wir zeigen jetzt, daB ¢ ein funktorieller Morphismus von Id s in Mor(Mor(-, B), B) ist. Sei

dazu g: A — C eine beliebige Abbildung von Mengen. Dann ist die Kommutativitdt des
Diagramms

A M Mor(Mor (A4, B),B)
gl Mor(Mor(g, B), B)
C M Mor(Mor(C,B),B)

nachzuweisen. Fiir ae A ist Mor(Mor(g, B),B) ¢(A)(a) = ¢ (A)(a)Mor(g,B) und ¢(C)g(a) je
eine Abbildung von Mor(C,B) in B. Fiir jedes fe Mor(C,B) ist aber ¢ (A)(a)Mor(g,B)(f) =
P(A)@(f9) = f9(a) = f(g(a) = ¢(C)(g(@)(f), also @(4)(@Mor (g, B) = ¢(C)g(a). Damit ist
das Diagramm kommutativ.

In der linearen Algebra findet man einen diesem ¢ entsprechenden funktoriellen Morphismus
eines Vektorraumes in seinen Bidual-Raum.

1.4 Dualitit

Bei kontravarianten Funktoren haben wir schon festgestellt, daf3 sie in merkwiirdiger Weise
die Verkniipfung von Morphismen vertauschen, oder in der Sprache der Diagramme aus-
gedriickt, daB nach der Anwendung eines kontravarianten Funktors die Pfeilrichtung um-

gekehrt ist. Diese Bemerkung wollen wir zur Konstruktion eines wichtigen Funktors ver-
wenden.

Wir gehen dazu aus von einer beliebigen Kategorie €. Zu % konstruieren wir eine weitere

Kategorie 4°, deren Objektklasse die Objektklasse von 4 ist, deren Morphismen durch

Mor,o(A,B): = Mor(B, A) definiert sind und in der die Verkniipfungen definiert sind durch
Morgo(A4,B) x Morgo(B,C)3(f,g) — fgeMorg(A4,C),

wobei fg in % zu bilden ist. Man verifiziert leicht, daB diese Verkniipfung in 6° assoziativ ist
und daB die Identititen von % auch in ¥° die Rolle von Identititen spielen. Die Kategorie
%° heiBt die zu 4 duale Kategorie.

Die Zuordnungen

€34 > Ac¥®
Morg(A,B)3f — feMorgo(B,A)

und €°3A4 » Ac¥
Morg(A4,B)3 f — feMorg(B,A)
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definieren zwei kontravariante Funktoren, deren Hintereinanderausfiihrung die Identitat
auf  bzw. €° ergibt. Um zu kennzeichnen, dal A bzw. f als Objekt bzw. Morphismus von
%° betrachtet werden, schreiben wir statt 4 bzw. f auch hdufig A° bzw. f°. Nach Definition
ist fiir jede Kategorie € = (¢°)°. Die Funktoren, die wir hier beschrieben haben, bezeichnen
wir mit Op: ¥ — %° bzw. Op: 6° — 4. Diese beiden Funktoren vertauschen die Richtung
der Morphismen oder in Diagrammen die Richtung der Pfeile und damit gleichzeitig auch
die Reihenfolge bei der Verkniipfung, weil eine andere Verkniipfung fiir Kategorien nicht
definiert ist. Es ist namlich f°g° = (gf)°. Die zweimalige Durchfiihrung dieses Prozesses er-
gibt wieder die Identitét.

Unter diesem Gesichtspunkt konnte man den Beweis des zweiten Teils des Lemmas aus 1.3
folgendermaBen fithren. Statt die Abbildungen, die durch Morg(—,A4): ¥ — Me definiert
sind, zu untersuchen, untersuche man die Abbildungen Morgo(4, —): ¥° — Me. Diese
Abbildungen bilden nach dem ersten Teil des Lemmas einen Funktor. Man verifiziert sofort,
daBl Morgoe(A, —) Op = Morg(—,A4) als Abbildungen von € in Me. Also ist Morg(—, A)
ein kontravarianter Funktor. Wir haben hier, statt die Aussage fiir € zu beweisen, die ,,duale
Aussage" fiir ¥° bewiesen, wobei wir unter der dualen Aussage die Aussage mit umgekehrter
Morphismenrichtung verstehen. Auf diese Weise erhidlt man zu jeder Aussage iiber Kate-
gorien eine duale Aussage, und eine Aussage ist fiir eine Kategorie € genau dann wahr, wenn
die duale Aussage fiir die Kategorie ¥° wahr ist.

Wir wollen dieses sogenannte Dualitétsprinzip exakter mit der im Anhang behandelten
Mengenlehre beschreiben. Sei (%) eine Formel mit einer freien Klassenvariablen 4. § = &(%)
heiflt Satz liber Kategorien, wenn gilt

(AE)(¥ ist Kategorie = (%)),

d. h. die Aussage (%) ist fiir alle Kategorien ¥ wahr. Zu § konstruieren wir eine neue Formel
F° = ¥°(2) mit einer freien Klassenvariablen % durch

F(Z) = (V6)(F ist Kategorie A €° =2 A F(%)),

d. h. fiir eine Kategorie & ist §°(2) genau dann wahr, wenn §(2°) wahr ist, weil ja aus6°= @
folgt ¢ = 2°. Ist (%) ein Satz iiber Kategorien, so erhdlt man ¥°(%) aus ¥(%), indem man
die Richtungen aller in &(%) vorkommenden Morphismen umkehrt, was ja gerade der Bil-
dung von F(%°) entspricht. Wir nennen §° auch die zu & duale Formel. Damit erhalten wir
das Dualitétsprinzip:

Ist § ein Satz iiber Kategorien, so ist die zu § duale Formel §° auch ein Satz iiber K ategorien,
der zu & duale Satz.

Ist nimlich &(%) wahr fiir alle Kategorien €, so ist &(%°) fiir alle Kategorien ¥ wahr, also
auch &%)

Bei der Anwendung dieses Dualitédtsprinzips miissen wir darauf achten, daB nicht nur die Be-
hauptungen der Sitze iiber Kategorien dualisiert werden, sondern auch die Voraussetzungen.
Fiihren wir also zur Abkiirzung neue Begriffe ein, so ist jeweils der duale Begriff mit zu de-
finieren.

1.5 Mono-, Epi- und Isomorphismen

Man versucht in der Theorie der Kategorien moglichst viele Begriffe von speziellen Kategorien,
wie der Kategorie der Mengen, auf beliebige Kategorien zu iibertragen. Als geeignetes Ver-
gleichsobjekt mit Me bieten sich die Morphismenmengen an, genauer die darstellbaren
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kovarianten Funktoren von einer beliebigen Kategorie ¥ in Me. Man konnte also einem
Objekt A € € bzw. einem Morphismus f € € die Eigenschaft € zuordnen, falls 4 bzw. f durch
jeden darstellbaren Funktor Mor, (B, —) auf eine Menge bzw. eine Abbildung mit der Eigen-
schaft € in Me abgebildet wird. Damit dadurch im Falle ¥ = Me die urspriingliche Defi-
nition herauskommt, muBl man noch darauf achten, daB die Eigenschaft € einer Menge oder

einer Abbildung bei Mory (B, —) erhalten bleibt und durch diese Bedingung charakterisiert
wird.

Eine erste Anwendung dieses Prinzips finden wir in dem Begriff einer injektiven Abbildung
von Mengen. Sei f: C — D eine injektive Abbildung. Dann ist fiir alle B Me auch Mor(B,f):
Mor(B,C) — Mor(B,D)injektiv. Ist ndmlich Mor (B, f)(g) = Mor(B,f)(h) fiir g,h € Mor(B,C),
soist fg = fh. Fiir alle b € B ist daher f (g (b)) = f (h(b)). Da f injektiv ist, ist g(b) = h(b), also
g = h. Damit konnen wir diesen Begriff sinnvoll verallgemeinern, weil die Umkehrung
trivialerweise aus B = {@} folgt.

Sei € eine Kategorie und f ein Morphismus aus €. f heit Monomorphismus, wenn die
Abbildung Morg (B,f) fiir alle B e € injektiv ist.

Dual zum Begriff des Monomorphismus definieren wir den Epimorphismus. Sei 4 eine Kate-

gorie und fein Morphismus aus €. fheilt Epimorphismus, wenn die Abbildung Mor(f, B)
fir alle B € € injektiv ist.

Lemma 1.a) f: A — B ist genau dann ein Monomorphismus in ¢, wenn fiir alle C € € und fiir
alle g,he Mory(C,A) aus fg = fh folgt g = h, d. h. wenn f links kiirzbar ist.

b) f: A —» B ist genau dann ein Epimorphismus in €, wenn fiir alle Ce % und fiur alle
g,heMorg(B,C) aus gf = hf folgt g = h, d.h. wenn f rechts kiirzbar ist.

Beweis: a) und b) gelten, weil Mor(C,f)(g) = fg und Mor(f,C)(g) = gf ist.

Die beiden folgenden Beispiele sollen zeigen, daBl Mono- bzw. Epimorphismen nicht immer
injektive bzw. surjektive Abbildungen sind, falls die Morphismen der verwendeten Kategorie
iberhaupt als Abbildungen aufgefaBt werden konnen.

Beispiele. 1. Eine abelsche Gruppe G heilit teilbar, wenn fiir jede natiirliche Zahl n gilt:
nG = G, d. h. wenn zu jedem g € G und n ein ¢’ € G mit ng’ = g existiert. Sei ¥ die Kategorie
der teilbaren abelschen Gruppen und Gruppenhomomorphismen. Der Restklassenhomo-
morphismus v: [P - IP/Zder rationalen Zahlen in die rationalen Zahlen modulo den ganzen
Zahlen ist ein Monomorphismus in der Kategorie €. Seien namlich f,g: A — [P zwei Mor-
phismen in € mit f & g. Dann existiert ein ae A mit f(a)~g(u) =%+ O und s F + 1. Sei
be A mit rb = a gegeben. Dann ist r(f (b)—g(b)) = f(a)—g(a) = ri, also ist f (b)—g(b) = 1,
d. h.vf(b) + vg(b). Damit ist v ein Monomorphismus, der als Abbildung von Mengen nicht
injektiv ist. :
2. In der Kategorie Ri sind Epimorphismen nicht notwendig surjektive Abbildungen. Zum
Beispiel ist die Einbettung i:Z — IP ein Epimorphismus. Seien ndmlich g,h: [P — 4
gegeben mit g4 = hi. Dann ist g(n) = h(n) fiir alle ganzen Zahlen n und g(1) = h(1)
Also ist g(n)g(}) = 1 = h(n)h(L). Wir erhalten so, daB g(}) = (g(n)™' = (h(n))"' =
und allgemein g(p) = h(p) fiir alle pe IP, d. h. 4 ist ein Epimorphismus.

=1
h(z)

3. Wir geben noch ein drittes, topologisches Beispiel. Ein topologischer Raum A heilt
hausdorffsch, wenn zu je zwei verschiedenen Punkten a,b e 4 immer zwei offene Mengen
U bzw. Vmitae U C 4 und be V C A so existieren, dal U n V = @. Die hausdorffschen
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Ridume zusammen mit den stetigen Abbildungen bilden eine Unterkategorie Hd von Top.
Eine stetige Abbildung f/: A — B heiBt dicht, wenn zu jeder offenen Menge U # @ in Bein
ae A mit f (a) e U existiert. Die Einbettung IP — IR ist zum Beispiel eine dichte stetige Ab-
bildung. Wir zeigen, daB jede dichte stetige Abbildung in Hd ein Epimorphismus ist. Sei
f: A - B eine solche Abbildung. Seien g: B — C und h: B — C in Hd mit g # h gegeben.
Sei g(b) # (h(b) fir ein b e B. Dann existieren offene Mengen U und V mit g(b)e U € C und
h(b)e VS Cund UV = @. Die Mengen g~ '(U) € Bund h~* (V) € B sind offene Mengen
mit g~ (U) ~n h™'(V) 3 b, weil g und h stetig sind. Weiter ist g~ ! (U) n h™ ! (V) eine nichtleere
offene Menge, also existiert ein ae A mit f(a)eg™'(U)n h~ (V). Dann ist gf (a)e U und
hf(a)eV. Da UnV =0, ist gf(a) + hf(a), d.h. gf + hf. Da IP und R hausdorffsche
Riume sind, ist die Einbettung IP — IR ein Beispiel fiir einen Epimorphismus, der als Ab-
bildung nicht surjektiv ist.

Korollar (Wiirfellemma). In dem Diagramm

A ——A,
v \
1A3_>[ AL

As l I A(,J
NA, —— YA,

seien die Grundfliche und die vier Seitenflichen kommutativ und A, - Ay ein Monomor-
phismus. Dann ist auch die Dachfliche kommutativ.

Beweis: Alle in dem Diagramm auftretenden Morphismen 4, — Ay sind gleich, also auch
A, - Ay > A, > Agund A, > A, > A, > Ag. Da A, —» A4 ein Monomorphismus ist,
ist damit die Dachfldche kommutativ.

Lemma 2. Seien f und g Morphismen in einer Kategorie, die verkniipfbar sind. Dann gilt:
a) Ist fg ein Monomorphismus, so ist g ein Monomorphismus.

b) Sind f und g Monomorphismen, so ist fg ein Monomorphismus.

c) Ist fg ein Epimorphismus, so ist f ein Epimorphismus.

d) Sind f und g Epimorphismen, so ist fg ein Epimorphismus.

Beweis: Da die Aussagen c¢) und d) dual zu a) und b) sind, geniigt es a) und b) zu beweisen.
Seigh = gk.Dannistfgh = fgkund h = k. Damit ist a) bewiesen. b) ist trivial, wenn man be-
achtet, dal Monomorphismen genau die Morphismen sind, die links kiirzbar sind.

Beispiel. Wir wollen jetzt noch ein Beispiel fiir eine Kategorie geben, in der die Epimorphismen
genau die surjektiven Abbildungen sind, ndmlich die Kategorie der endlichen Gruppen. Der
Beweis 148t sich ebenso fiir die Kategorie Gr durchfiihren. Zunichst ist jede surjektive Abbil-
dung in dieser Kategorie als Abbildung rechts kiirzbar, also auch als Morphismus. Wir
miissen jetzt zeigen, daB jeder Epimorphismusf: G* = G surjektivist.f (G') = H isteine Unter-
gruppe von G, von der zu zeigen ist, daB sie mit G iibereinstimmt. Da sich fals G' = H - G
zerlegen 14Bt, ist die injektive Abbildung H — G ein Epimorphismus (Lemma 2,¢)), von der
die Surjektivitdt zu zeigen ist. Sei G/H die Menge der Linksnebenklassen g H mit geG.
Sei weiter Perm(G/H u {w0}) die Gruppe der Permutationen der Vereinigung von G/H mit
einer disjunkten einpunktigen Menge. Diese Gruppe ist wieder endlich. Sei o diejenige
Permutation, die H € G/H mit oc vertauscht und alle anderen Elemente von G/H fest 14Bt.
Dann ist % = id. Sei t: G — Perm(G/H u {oc}) die Abbildung, die durch t(g)(g'H) = gg'H
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und t(g)(oc) = oo definiert ist. Dann ist t ein Gruppenhomomorphismus. Sei
s: G —» Perm(G/H u {oc}) durch s(g) = ogt(g)odefiniert. Auch s ist ein Gruppenhomomor-
phismus. Weiter ist t(h) = s(h) fiir alle h € H, wie man sofort elementweise verifiziert. Da
aber H — G ein Epimorphismus ist, ist ¢ = s. Also ist fir alle ge G

gH = t(g)(H) = s(g)(H) =ot(g)o(H) =ot(g)(oc) =0(0) = H.
Damit ist gezeigt, daB H = G ist!
Sei € wieder eine beliebige Kategorie. Ein Morphismus f'e Mor(A4,B) hei3t Isomorphis-
mus, wenn es einen Morphismus g € Morg(B, 4) so gibt, daB fg = 15 und gf = 1,. Zwei
Objekte 4,B € € heiBen isomorph, wenn es einen Isomorphismus in Morg (4, B) gibt. Zwei

Morphismen f: A - Bund g: A".— B’ heilen isomorph, wenn es Isomorphismen h: 4 — A4’
und k: B —» B’ so gibt, daB das Diagramm

J.p

b

=
———
>~

.9 B

S

kommutativ ist.

Folgende Aussagen sind unmittelbar klar. Ist f: A — B ein Isomorphismus mit fg = 15 und
gf = 14, s0 ist auch g ein Isomorphismus. Wir schreiben statt g auch f ', g ist durch f ndm-
lich eindeutig bestimmt. Die Verkniipfung zweier Isomorphismen ist wieder ein Isomorphis-
mus. Die Identitdten sind Isomorphismen. Also ist die Relation zwischen zwei Objekten
isomorph zu sein eine Aquivalenzrelation. Ebenso ist die Isomorphie von Morphismen
eine Aquivalenzrelation. Fiir isomorphe Objekte bzw. Morphismen schreiben wir auch
hdufig A =~ B bzw. f =~ g. Sei jetzt F: ¥ — 2 ein Funktor und fe € ein Isomorphismus mit
dem inversen Isomorphismus f~'. Dann ist Z(f)F(f H=F W H=F(1)=1 und
entsprechend Z (f ~").Z (f) = 1. Also ist mit f auch # fein Isomorphismus.

Morphismen fe Morg(A4,A4) mit gleicher Quelle und Ziel heilen Endomorphismen.
Endomorphismen, die auch Isomorphismen sind, heiBen Automorphismen.

Lemma 3. Ist f ein Isomorphismus, so ist f ein Monomorphismus und ein Epimorphismus.

Beweis: Da zu f ein inverser Morphismus existiert, ist f links und rechts kiirzbar.

Die Umkehrung dieses Lemmas gilt nicht! So ist 2:Z — I[P inRi, wie wir gesehen haben,
ein Epimorphismus. Da dieser Morphismus als Abbildung injektiv ist und alle Morphismen
in Ri Abbildungen sind, ist A auch links kiirzbar, also ein Monomorphismus. 4 ist aber
offenbar kein Isomorphismus, weil 4 sonst bei Anwendung des Vergifunktors in Me ein
Isomorphismus bleiben miiite, also bijektiv wire. Ebenso ist v: IP — IP/Z in der Kategorie
der teilbaren abelschen Gruppen ein Monomorphismus und ein Epimorphismus, aber kein
Isomorphismus. Gleiches gilt auch im Beispiel iiber die Kategorie der hausdorffschen Rdume.

Eine Kategorie ¥ heilt ausgeglichen, wenn jeder Morphismus, der Mono- und Epi-
morphismus ist, ein Isomorphismus ist. Beispiele sind Me, Gr, Ab und ;Mod.

Sei ¢: F — % ein funktorieller Morphismus von Funktoren von ¢ in 2. ¢ heiit funk-
torieller [somorphismus, wenn es einen funktoriellen Morphismus §: 4 — & so gibt,
daB y ¢ =idz und @y = id,. Zwei Funktoren # und % heiBlen isomorph, wenn zwischen
ihnen ein funktorieller Isomorphismus existiert. Wir schreiben dann auch & =~ 4. Zwei
Kategorien heiBen isomorph, wenn Funktoren #: 9% —» 2 und 4: & — % so existieren,
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daB 9% = 1dy und F ¢ = Id,. Zwei Kategorien heien dquivalent, wenn Funktoren
F:% > 2 und ¥: 2 — € so existieren, daBl 4% =~ Idy und ¥ = 1d,. Die Funktoren
Z und ¥ heiBen dann auch Aquivalenzen. Sind % und ¢ kontravariant, so heiBen ¥ und
% auch dual zueinander.

Ist ¢ ein funktorieller Isomorphismus mit dem inversen funktoriellen Morphismus ¥, so
ist ¥ auch ein funktorieller Isomorphismus und durch ¢ eindeutig bestimmt. ¢ ist genau
dann ein funktorieller Isomorphismus, wenn ¢ ein funktorieller Morphismus ist und wenn
¢(A) fiir alle 4 €% ein Isomorphismus ist. Die Familie {(¢(A4))™'} fiir alle 4 €% ist dann
namlich wieder ein funktorieller Morphismus.

Wir miissen streng zwischen dquivalenten und isomorphen Kategorien unterscheiden. Sind ¢
und £ isomorph, so existiert eine eindeutige Zuordnung zwischen Ob% und Ob 2. Sind ¢
und 2 nur dquivalent, so haben wir nur eine eindeutige Zuordnung zwischen den Isomor-
phieklassen von Objekten aus € bzw. 2. Es kann vorkommen, daB die Isomorphieklassen
von Objekten in ¥ sehr groB sind, eventuell sogar echte Klassen sind, wihrend die Iso-
morphieklassen von Objekten in & nur aus einem Element bestehen. Es 140t sich sogar zu
jeder Kategorie ¥ eine #quivalente Kategorie & konstruieren, die diese Eigenschaft hat.
Dazu verwenden wir das Auswahlaxiom in der im Anhang gegebenen Formulierung. Die
Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der Objekte von €. Sei Ob 2 ein voll-
standiges Reprisentatensystem zu dieser Aquivalenzrelation. Wir vervollstindigen Ob2 zu
einer Kategorie 2, indem wir Mor,(A4, B) = Morg (4, B) definieren und dieselbe Verkniipfung
von Morphismen wie in € wahlen. Dann ist Z offenbar eine Kategorie. #: 4 — 2 ordne
jedem A € € den zugehorigen Reprasentanten & A der Isomorphiekiasse von A zu. Sei 2 die
Isomorphieklasse von A und @ die Klasse der Isomorphismen, die zwischen den Elementen
von U mit Ziel F A existieren. Zwei Isomorphismen seien dquivalent, wenn ihre Quelle
iibereinstimmt. Ein vollstdndiges Reprdsentantensystem definiert also genau einen Iso-
morphismus zwischen jedem Element von U und & A. Das ldBt sich simultan in alle Iso-
morphieklassen von Objekten von € durchfiihren. Sei jetzt f: 4 — B ein Morphismus in 4.
Dann ordnen wir f den durch das Diagramm # A =~ A 4 B =~ & B definierten Morphis-
mus Z f: F A > % B zu. Wegen der Kommutativitidt von

a4 Lo 4 c
Al Al Ul
74 2L 78 74 ¢
ist & dann ein Funktor von € in 9. Da 2 eine Unterkategorie von € ist, definiercn wir

4. 9 — ¥alsVergiBfunktor. Trivialerweiseist # ¥ = Id,. Andererseitsist #F ¥4 = 74 =~ A
fir alle A € € und das Diagramm

794 7% 748

i AUl

a L. B
fur alle Morphismen fe € kommutativ. Also ist € dquivalent zu 2. Wir nennen die Kategorie
2 auch ein Skelett von €.

Man beachte, daB nach unserer Definition die duale Kategorie ° von ¢ zwar dual zu €
ist, daB aber umgekehrt aus der Bedingung, daBl 2 dual zu € ist, nur folgt, daB & dquivalent
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zu ¥° ist. In diesem Zusammenhang wollen wir noch darauf eingehen, wie kontravariante
Funktoren durch kovariante Funktoren ersetzt werden konnen, so daB} es geniigen wiirde,
nur Sétze iiber kovariante Funktoren zu beweisen. Wir haben gesehen, dal der Isomorphismus
Op: ¥ — €° (man spricht hier wegen der Kontravarianz von Op auch von Antiiso-
morphismus)die Eigenschaft OpOp = Id hat. Ist #: ¥ — 2 ein kontravarianter Funktor,
so sind #Op: ¥° - & und OpZ: ¢ — Z° kovariante Funktoren, die sich durch noch-
maliges Verkniipfen mit Op wieder in & iiberfiihren lassen. Sind & und % kontravariante
Funktoren von € in 2 und ist ¢: & — ¥ ein funktorieller Morphismus, so erhalten wir
entsprechend funktorielle Morphismen ¢Op: #Op - 90p und Op¢: Op¥% - Op#,
wie man leicht verifiziert. Ist ¢ eine kleine Kategorie und bezeichnen wir die Kategorie der
kontravarianten Funktoren von 4 in 2 mit Funkt®(%,9), so erhalten wir durch die be-

schriebenen Zuordnungen von ko- und kontravarianten Funktoren Isomorphien von
Kategorien:

Funkt®(%4,2) =~ Funkt(®°,2) und Funkt®(%,2) =~ Funkt(¥,2°)°.

Die Verifizierung der einzelnen Eigenschaften sei dem Leser tiberlassen. Speziell ergibt sich
Funkt(%,2) =~ Funkt(¥° 2°)° .

1.6 Unter- und Quotientenobjekte

Sei % eine Kategorie. Sei M die Klasse der Monomorphismen von . Wir definieren auf 9
eine Aquivalenzrelation durch folgende Bedingung. Zwei Monomorphismen f: A — B und
g: C —» D aus M sollen dquivalent heiBlen, wenn B = D ist und wenn zwei Morphismen
h: A - Cund k: C —» A so existieren, daf3 die Diagramme

A f C g
—9
Irl> B und kl/B

C A

kommutativ sind. Das ist offenbar eine Aquivalenzrelation auf M. Sei U ein vollstindiges
Reprisentantensystem zu dieser Aquivalenzrelation, das nach dem Auswahlaxiom existiert.
Seien fund g dquivalent. Dannistf = ghund g = fk,alsof 1, = f = fkhundgl. = g = ghk.
Da fund g links kiirzbar sind, ist 1, = kh und 1. = hk. Damit ist 4 = C.

Sei Be¥. Ein Unterobjekt von B ist ein Monomorphismus aus U mit dem Ziel B. Ein
Unterobjekt f von B heilit kleiner als ein Unterobjekt g von B, wenn es einen Morphismus

he € so gibt, daB f = gh. Wegen 1.5 Lemma 2,a) und der Kiirzbarkeit von g ist dann h ein
eindeutig bestimmter Monomorphismus.

Lemma 1. Die Unterobjekte eines Objekts Be % bilden eine geordnete Klasse.

Beweis: Seien f < g und g < h Unterobjekte von B. Dann ist f = gk und g = hk’, also
f=hk'k,d.h. f < h. Weiter ist f < fwegen f = f | ,, wenn A die Quelle von f ist. Ist schlieB-
lich f < g und g <, so sind f und ¢ dquivalent, also ist f = g.

Wir werden hiufig statt des Monomorphismus, der ein Unterobjekt ist, nur seine Quelle
angeben und sie als Unterobjekt bezeichnen. Dadurch kann man ein Unterobjekt wieder als
Objekt in € aiiffassen, wobei stillschweigend angenommen wird, daB der zugehorige Mono-
morphismus bekannt ist. Man beachte, dal durch die Angabe von Quelle und Ziel eines
Monomorphismus dieser nicht eindeutig bestimmt ist, daB ein Objekt also in verschiedener
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Weise Unterobjekt eines anderen Objekts sein kann! So gibt es in Me zwei verschiedene
Monomorphismen von einer einpunktigen Menge in eine zweipunktige Menge. Ist f < g
fir Unterobjekte f: 4 - C und g: B — C, so schreiben wir hdufig auch 4 € B € C.

Die geordnete Klasse der Unterobjekte eines Objekts Be € nennen wir auch Potenz-
klasse von B. Ist die Potenzklasse jedes Objekts der Kategorie ¥ eine Menge, so heillt €
lokal kleine Kategorie. Die Potenzklassen heien dann auch Potenzmengen.

Sei ¥ eine lokal kleine Kategorie. Sei U eine Teilmenge der Potenzmenge der Unterobjekte
von Be %. Ein Unterobjekt A € U heiBt minimal in U, wenn aus A€ U und A’ € 4 immer
folgt A" = A. Die Potenzmenge der Unterobjekte von Be & heilit artinsch, wenn in jeder
nicht leeren Teilmenge der Potenzmenge der Unterobjekte von B ein minimales Unter-
objekt existiert. Ein Unterobjekt A € U heiit maximal in U, wenn aus A'e U und 4 C A4’
immer folgt A = A’. Die Potenzmenge der Unterobjekte von Be ¥ heilit noethersch,
wenn in jeder nicht leeren Teilmenge der Potenzmenge der Unterobjekte von B ein maximales
Unterobjekt existiert. Ist die Potenzmenge von B artinsch bzw. noethersch, so nennen wir
auch B ein artinsches bzw. noethersches Objekt. Sind alle Objekte von € artinsch
bzw. noethersch, so heiflt die Kategorie € artinsch bzw. noethersch. Eine Teilmenge K der
Potenzmenge von B heiBt eine Kette, wenn fiir je zwei Unterobjekte 4,4’ e K immer
A C A" oder A’ C A gilt. Wir sagen, daB Be ¥ die Minimalbedingung bzw. Maximal-
bedingung fiir Ketten erfiillt, wenn jede Kette aus der Potenzmenge von B ein minimales
bzw. maximales Element enthalt.

Lemma 2. Ein Objekt Be % erfiillt genau dann die Minimalbedingung ( Maximalbedingung)
fiir Ketten, wenn B artinsch (noethersch) ist.

Beweis: Ist B artinsch, so erfiillt B speziell die Minimalbedingung fiir Ketten. Erfiille B
die Minimalbedingung fiir Ketten und sei U eine Teilmenge der Potenzmenge von B, die kein
minimales Unterobjekt von B besitzt. Dann existiert zu jedem Unterobjekt A; € U ein Unter-
objekt A;,, € U mit 4;,, € A, und 4,,, + A;, was wir auch als 4;,, C 4, schreiben. Man
erhilt damit eine Kette K, die kein minimales Element enthilt im Widerspruch zur Vor-
aussetzung. Daher ist B artinsch. Die Aquivalenz der Maximalbedingung fiir Ketten mit der
Bedingung, daBB B noethersch ist, zeigt man analog.

Man zeigt leicht, daB in Me bzw. Gr bzw. Ab bzw. Ri die Teilmengen bzw. Untergruppen
bzw. abelschen Untergruppen bzw. Unterringe mit demselben Einselement zusammen mit
den natiirlichen Inklusionen die Funktion der hier definierten Unterobjekte erfiillen. In
Topsind die Untermengen eines topologischen Raumes, die mit einer Topologie so versehen
sind, daB3 die Inklusion stetig ist, die Unterobjekte des topologischen Raumes. Die sogenannten
Unterrdume eines topologischen Raumes erfiillen noch zusitzliche Eigenschaften und werden
in 1.9 besprochen werden.

Durch Dualisieren erhalten wir den Begriff des Quotientenobjekts, der Kopotenz-
klasse und der lokal kokleinen Kategorie. Die diskutierten Eigenschaften dualisieren
sich entsprechend.

In Me, Gr, Ab, Ri, Top, Me* und Top* ist die Unterobjekt-Eigenschaft transitiv, d. h. ist 4
Unterobjekt von Bund B Unterobjekt von C, so ist 4 Unterobjekt von C. Aber schon bei der
Bildung von Quotientenobjekten etwa in Ab ist das nicht mehr der Fall, denn das Quotienten-
objekt eines Quotientenobjekts hat Restklassen von Restklassen als Elemente, wihrend ein
Quotientenobjekt Restklassen (des Ausgangsobjekts) als Elemente hat. Diese Transitivitit
ist also in allgemeiner Form nicht zu erwarten und bei unserer Definition von Unter- bzw.
Quotientenobjekten auch nicht gegeben.
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1.7 Nullobjekte und -morphismen

Ein Objekt A4 in einer Kategorie € heiBt Anfangsobjekt, wenn Morg(A4,B) fiir alle Be ¥
aus genau einem Element besteht. Der zum Anfangsobjekt duale Begriff ist Endobjekt.
Ein Objekt heit Nullobjekt, wenn es Anfangs- und Endobjekt ist.

Lemma 1. Alle Anfangsobjekte sind untereinander isomorph.

Beweis: Seien 4 und B Anfangsobjekte. Dann existiert je genau ein Morphismus f: 4 — B
und g: B — A. Die Verkniipfung fg bzw. gf ist der einzige Morphismus 15 bzw. 1, der in
Mor, (B, B) bzw. Mor¢ (A4, A) existiert. Also sind f und g Isomorphismen.

Lemma 2. Ein Nullobjekt 0 einer Kategorie ¢ ist bis auf Isomorphie von Nullobjekten eindeutig
Unterobjekt jedes Objekts Be €.

Beweis: Weil fiir alle C e % die Menge Mor(C,0) aus genau einem Element besteht, ist
fir alle B der eindeutige Morphismus f: 0 — B ein Monomorphismus, denn Mor(C,f):
Mor(C,0) - Mor,(C,B) ist immer injektiv. Das f repridsentierende Unterobjekt von B
muf ein zu 0 isomorphes Nullobjekt als Quelle haben.

Ein Morphismus f: A —» B in € heiB}t Links-Nullmorphismus wenn fg = fh fir alle
g,h e Morg(C,A4) und alle C e%. Dual definieren wir einen Rechts-Nullmorphismus.
fheiBt Nullmorphismus, wenn f ein Rechts- und Links-Nullmorphismus ist.

Lemma 3. a) Ist f ein Rechts-Nullmorphismus und g ein Links-Nullmorphismus und ist fg
definiert, so ist fg ein Nullmorphismus.
b) Sei A ein Anfangsobjekt. Dann ist f: A — B immer ein Rechts-Nullmorphismus.
c) SeiOein Nullobjekt. Dannsindf: 0 — Bundg: C — Oalso auchfg: C — B Nullmorphismen.
Beweis: Die Aussagen folgen direkt aus den Definitionen der einzelnen Begriffe.
Eine Kategorie ¥ heiBt Kategorie mit Nullmorphismen, wenn eine Familie
{O.1.5 € Mor, (4.B) fir alle A.Be ¥} von Morphismen gegeben ist mit

fOup =0uc und Opeg =040

fir alle 4,B,C € ¢ und alle fe Mor,(B,C) und g € Mor¢(A4, B). Die 04 5, sind Nullmorphis-
men, denn es ist 04 5 = O4.c) = h04 5, und entsprechend fiir die andere Seite. Die Familie
{045} dieser Nullmorphismen ist eindeutig bestimmt. Ist ndmlich {O(, 5} eine weitere
Familie von Nullmorphismen, so ist

048 = 045044 = 045 firalle A,Be¥.
Lemma 4. Eine Kategorie mit einem Nullobjekt ist eine Kategorie mit Nullmorphismen.

Beweis: Die Nullmorphismen O, g, konstruieren wir wie in Lemma 3,c). Die Kommutativitit
der Diagramme

0 0
A (A B) B f C (B ) I

SN 1/

beweist den Rest der Behauptung.
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Die Kategorie % ist genau dann eine Kategorie mit Nullmorphismen, wenn die Mengen
Mor,(A4,B) punktiert sind und die Abbildungen Morg(f,—) bzw. Mor,(—,g) punktierte
Abbildungen sind (im Sinne von 1.1 Beispiel 3). € heilt deshalb auch punktierte Kate-
gorie. In ihr sind die ausgezeichneten Punkte der Mor (A4, B) eindeutig durch die Bedingung,
daB die Mor (f,—) bzw. Mor, (—,g) punktierte Abbildungen sind, festgelegt.

In der Kategorie Me ist @ ein Anfangsobjekt und {@} ein Endobjekt. Nullobjekte existieren
nicht. Die einzigen Nullmorphismen haben die Form @ — A. In der Kategorie Me* ist
jede einpunktige Menge ein Nullobjekt. Deshalb existieren auch zwischen allen Objekten
Nullmorphismen. Ebenso ist die einpunktige Menge mit der entsprechenden Struktur ver-
sehen ein Nullobjekt in den Kategorien Gr, Ab, Top*. In Top ist @ ein Anfangsobjekt und
{@} ein Endobjekt. In Ri ist Z ein Anfangsobjekt und die einpunktige Menge mit der tri-
vialen Ringstruktur, der sogenannte Nullring, ein Endobjekt. Der aus friiheren Beispielen
bekannte Mono- und Epimorphismus 4: Z — IP ist ein Rechts-Nullmorphismus, aber kein
Links-Nullmorphismus.

1.8 Diagramme

Wir wollen in diesem Abschnitt den schon in 1.2 eingefiihrten Begriff des Diagramms prizi-
sieren. Wir definieren ein Diagramm in einer Kategorie € als einen Funktor & von einem
Diagrammschema 2, d. h. von einer kleinen Kategorie Z (s. 1.1), in die Kategorie ¥. Ist das
Diagrammschema endlich, so sagt man, daB3 das Diagramm endlich ist. und man veran-
schaulicht den Funktor durch sein Bild. Dabei werden die Objekte im Bild des Funktors &
hingeschrieben und die Morphismen als Pfeile zwischen die Objekte geschrieben. Die Identi-
taten werden dabei fortgelassen, ebenso hdufig Morphismen, die sich durch Verkniipfung
anderer Morphismen ergeben. Die Kommutativitdt, die fiir alle Diagramme iiber dem
Diagrammschema 2 gelten soll, driickt sich als Gleichheit von Morphismen in Z aus. Fiir
spezielle Diagramme kdnnen dann noch zusétzliche Teile kommutativ werden auf Grund der
besonderen Eigenschaften der Bildobjekte und -morphismen von #.

Man beachte, daB das Bild eines Funktors, d. h. das Bild der Objektabbildung und der
Morphismenabbildungen, im allgemeinen keine Kategorie bildet. Es brauchen namlich nicht
alle moglichen Verkniipfungen von Morphismen des Bildes wieder im Bild zu liegen. Sei
z.B. #: & — € ein Funktor mit & A = £ B fir zwei verschiedene Objekte A,B € 2. Dann
sind zwei Morphismen f: C - A4 und g: B — D in 2 nicht verkniipfbar, aber
Z T

7cZL ga-787% 5p
und & g & f ist nicht notwendig im Bild von £ enthalten. Das Bild des Funktors & ist je-
doch eine Kategorie, falls # auf der Klasse der Objekte eine injektive Abbildung ist.

Wie in 1.2 konnen wir die Kategorie Funkt(2, %) bilden. Die Objekte dieser Kategorie sind
Diagramme. Also nennt man diese Kategorie Diagrammkategorie. Wir bemerken, da3
hier nur die Auffassung eine andere ist als in 1.2. Die Kategorie ist eine Funktorkategorie.
Es ist von Interesse zu wissen, wie man sich die Morphismen zwischen zwei Diagrammen
veranschaulichen kann. Wir machen uns das an einem Beispiel klar.

Sei ¢ eine Kategorie mit drei Objekten X, Y,Z und sechs Morphismen 1y, 1y, I, x: X = ¥,
y:Y—> Zund z=yx: X - Z. Seien # und ¥ zwei Diagramme und sei ¢: # — ¥ ein
Morphismus von Diagrammen. Dann 148t sich das darstellen als
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FX oX X
Fx Gx
Fz N 7y 2 l‘”i>‘ gy
Fy Gy
FZ oz A

wobei alle Vierecke kommutativ sind, weil ¢ ein funktorieller Morphismus ist. Die hier kon-
struierte Kategorie nennen wir auch Kategorie der kommutativen Dreiecke in €. Die Mor-
phismen zwischen Diagrammen sind also Familien von Morphismen, fiir jedes Paar von sich
entsprechenden Objekten in zwei Diagrammen je einen, die mit den Morphismen in den ein-
zelnen Diagrammen kommutieren.

Haben wir nun ein festes Diagramm im Sinne von 1.2 vor uns, das aus einer Menge von
Objekten und dazwischen definierten Morphismen (Pfeilen) besteht, so erhebt sich die Frage,
ob sich dieses als Diagramm im oben definierten Sinne auffassen 148t. Dazu bilden wir die
Unterkategorie £ von €, die dieselben Objekte wie das vorgegebene Diagramm enthilt und
alle Morphismen aus 4 zwischen ihnen. % ist eine kleine Kategorie. Sei jetzt {</ },, eine
Familie von kleinen Unterkategorien von 4. Dann ist () «7;, definiert als Durchschnitt der

iel

entsprechenden Objektmengen zusammen mit dem Durchschnitt der Morphismenmengen,
eine kleine Unterkategorie von 4. Die Verkniipfung ist dabei die von & induzierte. Wéhlen
wir fuir die «/; speziell nur solche, die alle Objekte und Morphismen des vorgegebenen Dia-
gramms enthalten, so ist N .&; die kleinste Unterkategorie von ¥, die alle Objekte und Mor-
phismen des Diagramms enthilt. Das gegebene Diagramm wird dabei durch zusétzliche
Morphismen, die als Verkniipfungen der gegebenen Morphismen oder als Identitdten auf-

treten, vervollstindigt. Die so gewonnene kleine Kategorie fassen wir als Diagrammschema
zu unserem Diagramm auf.

Besteht das Diagrammschema 2 aus zwei Objekten X und Y und aus drei Morphismen
Iy, 1y und x: X — Y, so nennen wir diese Kategorie 2. Die Diagramme von Funkt(2,%)
stehen in eindeutiger Zuordnung zu den Morphismen von ¢. Man nennt daher Funkt(2,%)
Morphismenkategorie von 4. Ein Morphismus in Funkt(2,%) zwischen zwei Morphis-
men f: A - Bund g: C — D ist ein kommutatives Diagramm

A—C
fl e

B — D .

1.9 Differenzkerne und -kokerne

Wie in 1.5 wollen wir wieder einen Begriff aus Me auf beliebige Kategorien verallgemeinern.
Seien dazu f: 4 - Bund g: A — B zwei Abbildungen von Mengen in Me. Dann konnen wir
zu f und ¢ eine Menge C durch

C=1{clced und f(c)=g(c)}
definieren. Fiir ein beliebiges Objekt D € Me betrachten wir jetzt

Mor(D,f)
Mor(D, A) Mor(D,B),
Mor(D,g)

Mor(D,¢) MorD.i),
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wobei i: C —» A die Inklusion ist. Wegen fi=gi ist auch Mor(D,f)Mor(D,i) =
Mor(D,g)Mor(D,i). Ist umgekehrt he Mor(D,A) mit Mor(D,f)(h) = Mor(D,g)(h), also
fh = gh, so ist f(h(d)) = g(h(d)) fir alle d e D. Damit liegen alle Elemente der Form h(d)
schonin C,d.h. h = (D £ C & A) oder h = Mor(D,i)(h’). Da i injektiv ist und damit auch
Mor(D,i), kénnen wir Mor(D,C) vermdge Mor(D,i) mit der Menge der Morphismen aus
Mor(D, A) identifizieren, die bei Mor(D,f) auf denselben Morphismus abgebildet werden,
wie bei Mor(D,g). DaB diese Eigenschaft die Menge C und die Injektion i bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt — was wir flir die Verallgemeinerung vorausgesetzt hatten —, werden
wir gleich in allgemeinerer Form beweisen. Wir wollen die fiir die Morphismenmengen ge-
fundenen Bedingungen noch anders formulieren. Zu jedem Paar (f,g) von Morphismen
von A in B haben wir einen Morphismus i: C — A konstruiert, der folgende Bedingung er-
fillt: Ist De Me und he Mor(D,A) und ist fh = gh, so existiert genau ein Morphismus
K e Mor(D,C), so dall h = ih'.

Sei ¥ eine Kategorie. Seien f: A - B und g: A —» B Morphismen in ¢. Ein Morphismus
i:C — AheiBt Differenzkern des Paares (f,g), wenn fi = gi ist und wenn zu jedem Ob-
jekt D € € und zu jedem Morphismus h: D — A mitfh = gh genau ein Morphismus h': D —» C
mit h = ik’ existiert. Die betrachteten Morphismen bilden folgendes Diagramm

iy

C;»A—_—:B.

Lemma 1. Jeder Differenzkern ist ein Monomorphismus.

Beweis: Sei i Differenzkern von (f,g). Seien h,k: D — C mit ih = ik gegeben. Dann ist
[ (ih) = g(ih). Also existiert nach Definition genau ein Morphismus h': D — C mit (ih) = ih'.
Aber sowohl h als auch k erfiillen diese Bedingung. Wegen der Eindeutigkeit ist damit h = k.

Lemma 2. Sindi: C — A und i': C'—> A Differenzkerne des Paares (f,4g), so existiert ein ein-
deutig bestimmter Isomorphismus k: C - C’, so daf i = i'k.

Beweis: Wendet man die Tatsache, daB3 i ein Differenzkern ist, auf den Morphismus " an,
so erhdlt man genauein k': C' — C mit i = ik’. Entsprechend erhdlt man genauein k: C —» C’
mit i = i'k. Damit ist die Eindeutigkeit von k schon bewiesen. Die beiden Aussagen zusam-
men ergeben auBerdem i = ik'k und i’ = i'kk’. Da nach Lemma 1 i und i/ Monomorphismen
sind, ist K’k = 1. und kk' = 1.

Mit diesem Lemma ist speziell fiir Me auch bewiesen, daf jeder Morphismus i': ' — 4,
fiir den fi' = g’ gilt und der die Bedingungen iiber das Diagramm der Mosphismenmengen
erfiilit, durch Verkniipfen mit einem Isomorphismus den Morphismus i ergibt. Wir erhalten
also durch die Verallgemeinerung des am Anfang gegebenen Begriffs nur isomorphe Mengen
mit eindeutig bestimmten Isomorphismen dazu. Abgesehen davon wird der Begriff erhalten.

Wir begegnen hier zum ersten Male einem Beispiel fiir ein sogenanntes universelles Problem.
In der Klasse der Morphismen h mit fh = gh ist der Differenzkern i in dem Sinne universell,
daB sich jedes h aus dieser Klasse durch i faktorisieren 1aBt: h = ih'.

Man sagt, daB eine Kategorie ¢ Differenzkerne besitzt, wenn zu jedem Paar von Morphis-
men in ¥ mit gleicher Quelle und gleichem Ziel ein Differenzkern existiert. Wir nennen ¢
auch Kategorie mit Differenzkernen. Statt den Morphismus i als Differenzkern zu
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bezeichnen, nennen wir auch oft seine Quelle C Differenzkern, wobei wir voraussetzen, dal3
der zugehorige Morphismus bekannt ist. Ahnlich sind wir ja auch bei den Unterobjekten
verfahren. Da ein Differenzkern Monomorphismus ist, gibt es einen zu ihm dquivalenten
Monomorphismus, der ein Unterobjekt ist. Dieser ist auch ein Differenzkern desselben Mor-
phismenpaares. Unterobjekte, die gleichzeitig Differenzkern eines Morphismenpaares sind,
nennen wir Differenzunterobjekte.

Sei € eine Kategorie mit Nullmorphismen. Sei f: 4 — B ein Morphismus in 4. Ein Mor-
phismus g: C — A heiBt Kern von f, wenn fg = O, 3 und wenn zu jedem Morphismus
h: D — A mit fh = 0 g genau ein Morphismus k: D — C mit h = gk existiert.

Lemma 3. Sei g ein Kern von f. Dann ist g ein Differenzkern von (£,0 4, ).

Beweis: Wegen der Eigenschaften der Nullmorphismen in € ist mit fh = Oy g, auch
fh = f0p, 4 und umgekehrt. Damit folgt die Behauptung aus den Definitionen.

Speziell sind Kerne bis auf Isomorphie eindeutig und bilden Differenzunterobjekte. Da die
Begriffe Kern und Differenzkern im allgemeinen verschiedene Begriffe sind, erhalten die als
Kerne auftretenden Unterobjekte den Namen normale Unterobjekte.

Dual zu den in diesem Paragraphen definierten Begriffen definieren wir Differenzkokerne,
Kategorien mit Differenzkokernen, Differenzquotientenobjekte, Kokerne und
normale Quotientenobjekte. Fiir sie gelten die zu den oben bewiesenen Sédtzen dualen
Sitze.

Wir bezeichnen den Differenzkern eines Morphismenpaares ( f,g) mit Ke( f,g) und den Diffe-
renzkokern mit Kok(f,g). Den Kern bzw. Kokern eines Morphismus f bezeichnen wir
mit Ke(f) bzw. Kok(f). In allen Fallen betrachten wir die angegebenen Bezeichnungen als
Objekte der Kategorie und setzen die zugehorigen Morphismen als bekannt voraus.

Kategorien mit Differenzkernen und mit Differenzkokernen sind Me, Me*, Top, Top*, Gr,
Ab, Ri undzsMod. Wir geben hier die Bildung des Differenzkokerns in Me an. Seien zwei
Abbildungen f,g: 4 — B gegeben. Man bilde die kleinste Aquivalenzrelation auf der Menge
B, unter der f(a) und g(a) fiir alle a € 4 dquivalent sind. Die Aquivalenzklassen bei dieser
Aquivalenzrelation bilden eine Menge C, auf die B in der offensichtlichen Weise abgebildet
wird. Diese Abbildung ist ein Differenzkokern von (f,g), wie man leicht verifiziert. Fiir die
Eigenschaften von Top vergleiche man Aufgabe 6. Die Eigenschaften von Top* ergeben sich
analog aus den Eigenschaften von Me*. Me*, Gr, Ab, Ri und ;Mod werden ausfiihrlich in
Kapitel 3 behandelt werden.

1.10 Schnitte und Retraktionen

Ein Morphismus f: 4 — B in einer Kategorie & heifit ein Schnitt, wenn es einen Mor-
phismus g in € so gibt, daB gf = 1,. f heiBt eine Retraktion, wenn es einen Morphismus
gin % so gibt,daB fg = 1, Ist fein Schnitt mit g f = 1, so ist nach Definition g eine Retrak-
tion und umgekehrt. Im allgemeinen gehoren so zu einem Schnitt mehrere Retraktionen
und umgekehrt. Die Begriffe Schnitt und Retraktion sind dual zueinander.

Lemma 1. Jeder Schnitt ist ein Differenzkern.

Beweis: Seif: 4 — B ein Schnitt und g eine zugehdrige Retraktion. Wir zeigen, daB f Diffe-
renzkern von (fg,1p) ist. Zunichst ist fgf = f= lgf. Sei h: C » B mit fgh =1zh=h
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gegeben. Dann ist wegen h = f (gh) der Morphismus h durch f faktorisierbar. Ist h = fh',
so ist gh = gfh' = k', d. h. die Faktorisierung ist eindeutig.

Lemma 2. Sei & : 6 — 2 ein Funktor und f ein Schnitt in €. Dann ist & f ein Schnitt in Q.
Beweis: Sei g eine Retraktion zu f. Dann ist gf = 1, also auch F g f = 1 4.

Lemma 3. f: A — B ist genau dann ein Schnitt in der Kategorie €, wenn Morg(f,C):
Morg(B,C) —» Morg(A,C) fiir alle C € € surjektiv ist.

Beweis: Sei f ein Schnitt mit einer zugehorigen Retraktion g und sei h e Mor(4,C). Dann
ist h = h(gf) = (hg) f = Mor(f,C)(hg). Sei umgekehrt Mor(f, C) fur alle C e ¥ surjektiv.
Fiir C = A existiert ein g € Mor(B, A) mit Mor(f, A)(g) = 1. Also ist gf = 1,.

Die Aussage dieses Lemmas ist besonders in Hinblick auf die Definition des Monomorphis-
mus bzw. Epimorphismus von Interesse. Man achte darauf, dal man beim Dualisieren von
Sétzen iiber Kategorien nicht versehentlich auch die verwendeten Begriffe in Me mit dualisiert!

In Me sind alle injektiven Abbildungen Schaitte bis auf dic Abbildungen @ — Amit 4 + Q.
Alle surjektiven Abbildungen sind Retraktionen. In Ab ist Z 3 n — 2n e Z zwar ein Kern
des Restklassenhomomorphismus Z — Z/2Z, aber kein Schnitt. Wére nimlich g: Z - Z
eine zugehorige Retraktion, so wire 2¢g(1) = 1 € Z. Ein solches Element g (1) existiert nicht
inZ.

1.11 Produkte und Koprodukte

Ein weiterer wichtiger Begriff in der Kategorie der Mengen ist der des Produkts von zwei
Mengen A und B. Das Produkt ist die Menge der Paare A x B = {(a,b)|ae 4 und be B}.
AuBerdem existieren Abbildungen p,: A x B3 (a,b) = a€ A und pg: A x B3 (a,b) —» beB.
Wir wollen untersuchen, ob sich dieser Begriff in der gewiinschten Art wieder auf die Mor-
phismenmengen iibertrégt. Zundchst erhdlt man fiir eine beliebige Menge C

Morme(C, A4 x B) = Mory(C,A) x Morp.(C.B),

wenn man die folgenden Zuordnungen verwendet. Einem h: C — A x B ordnet man
(pah,pgh)e Mor(C,A) x Mor(C,B) zu und einem Paar (f,g)e Mor(C,A4) x Mor(C,B) die
Abbildung C3 ¢~ (f(c),g(c)) € A x B. AuBerdem hat man Abbildungen Mor(C,A4 x B)> h—
paheMor(C,A) und Mor(C,A x B)s h — pghe Mor(C,B), die bei der obigen Bijektion
ibergehen in die Abbildungen Mor(C,A)x Mor(C,B)3(f,g) = feMor(C,A) bzw.
Mor(C,A) x Mor(C,B)3(f,g) — g € Mor(C,B). Damit werden das Produkt und die zu-
gehorigen Abbildungen p, bzw. pg bis auf Isomorphie auf die Morphismenmengen iiber-
tragen. DalB} durch diese Eigenschaft Produkte in Me charakterisiert werden konnen, wird
sich allgemeiner ergeben.

Der oben gefundene Isomorphismus der Morphismenmengen 48t sich auch so ausdriicken: zu
jedem Paar von Abbildungen f: C — A bzw. g: C — B existiert genau cine Abbildung
h:C - AxB,sodaB f= p,hund g = pgh.

Sei € eine Kategorie und seien A,B e % gegeben. Ein Tripel (4 x B,p,,py), in dem A x B
ein Objekt von € und p,: A x B - A bzw. py: A x B —» B Morphismen von € sind, heiBt
Produkt von 4 und B in €, wenn zu jedem Objekt C € 6 und zu jedem Paar (£, g) von Mor-
phismen mit f: C - 4 und g: C — B genau ein Morphismus h: C — A x B so existiert,
daB f = p,h und g = pgh. Die Morphismen bilden dann das folgende kommutative Dia-
gramm:
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A

fh/' ]m

C — AxB

Xl”;’

B

Die Morphismen p , und py werden Projek tionen genannt. Wir schreiben statt h auch hiufig
(f,g9). Ist C = Ax B, so ist (p,,pg) = 1 x5 wWegen der Eindeutigkeit von (p4,pg).

Wir verallgemeinern den Produktbegriff auf eine beliebige Familie {4;};, von Objekten aus
%, wobei I eine Menge ist. Ein Objekt [ ] 4; zusammen mit einer Familie {p;: ]_[ A, - A

iel

von Morphismen heiit Produkt der A;, wenn zu jedem Objekt C € € und zu Jeder Familie
{fi: C > Aj}ics von Morphismen genau ein Morphismus h: C — [] 4; so existiert, daB

iel
fi = p;h fiir alle i e I. Die Morphismen p; heien wieder Projektionen und statt h wird auch
(f)) geschrieben. Wie oben gilt (p) = 1y, . Ist I eine endliche Menge, so schreiben wir auch

A x ... X A, statt H A; und (fy,....[,) statt (f). Ist I = @, so muB} zu jedem Objekt Ce ¥

iel

genau ein Morphismus 4 von C in das leere Produkt E existieren. Die Bedingungen iiber die
Morphismen f; entfallen in diesem Fall. Die Forderung besagt aber, daB E ein Endobjekt

sein muB. Umgekehrt ist auch jedes Endobjekt ein Produkt iiber einer leeren Menge von
Objekten.

iel

Lemma 1. Seien (A, {p;}) und (B, {q;}) Produkte der Familie {A;},.; in €. Dann existiert ein ein-
deutig bestimmter Isomorphismus k: A — B, so dafi p; = q;k.

Beweis: In dem kommutativen Diagramm (fiir alle ie I)

Ak, p h, 4 _k, p

\q\d,‘//

Di qi
A;

existiert k eindeutig, weil (B, {g;}) ein Produkt ist, und h eindeutig, weil (4, {p;}) ein Produkt
ist. Statt hk macht auch 1, die beiden linken Dreiecke kommutativ. Da (4, {p;}) Produkt
ist, muB} dieser Morphismus eindeutig sein, also hk = 1 ,. Entsprechend erhdlt man aus den
beiden rechten Dreiecken kh = 1.

Dieses Lemma zeigt, dafl das Produkt in Me durch die Bedingung iiber die Morphismen-
mengen schon bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Wir haben hier ein weiteres uni-
verselles Problem vor uns. Das Produkt hat fiir alle Familien von Morphismen in die einzel-
nen Faktoren mit gemeinsamer Quelle die Eigenschaft, da sich diese Familien iiber einen
eindeutig bestimmten Morphismus durch das Produkt faktorisieren lassen. Wir bezeichnen
oft nur das zum Produkt gehorige Objekt als Produkt und setzen die Projektionen als bekannt
voraus. Besitzt jede (endliche, nichtleere) Familie von Objekten in ¢ ein Produkt, so nennen
wir € eine Kategorie mit (endlichen, nichtleeren) Produkten. Ist (4, {p;}) Produkt
einer Familie von Objekten {A4,},.; in € und ist h: B — A ein Isomorphismus, so ist (B, {p;h})
ein weiteres Produkt fiir die A4;.
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Lemma 2. Existiere in der Kategorie € fiir jedes Paar von Objekten ein Produkt. Dann ist €
eine Kategorie mit endlichen, nichtleeren Produkten.

Beweis:SeiA,,..., A,eine Familie von Objekten in €. Wir zeigen,daB (... (4, x 4,) x ...) x 4,
Produkt der 4, ist. Fiir einen Induktionsbeweis geniigt es zu zeigen,dall (4, x ... x 4,_,) x 4,
ein Produkt der A4, ist. Seien p,: (4; X ... x 4,_)x A, = A,undq: (A; X ... x A,_ ) x A, —
Ay X ...x A,_, die Projektionen des auBen gebildeten Produkts und p;(i = 1,...,n—1) die
Projektionen des inneren Produkts. Sei { f;} eine Familie von Morphismen mit gemeinsamer
Quelle B und dem Ziel A, Dann existiert genau ein h: B — A, x ... x 4,_,, durch das sich
die f;(i = 1,...,n—1) faktorisieren lassen. Zu h und f, existiert genau ein k: B - (4, x ...
x A,_1)x A, mit gk = hund p,k = f,. Dann ist p,k = f, und p;qk = f;, i = 1,...,n—1. Die
P19>---»Pu-19,Pn Spielen die Rolle der Projektionen. k ist durch die angegebenen Faktori-
sierungseigenschaften eindeutig bestimmt.

Ahnlich wie in dem eben gefiihrten Beweis kann man auch unendliche Produkte aufspalten,
speziell einen einzelnen Faktor abspalten durch [[4; = 4; x [[4,; mit J U {j} =T und j¢J.
iel ieJ
Das Produkt ist also bis auf Isomorphie unabhingig von der Reihenfolge und assoziativ.
Lemma 3. Sei {A;},.; eine Familie von Objekten in einer Kategorie € und existiere ein Produkt
(4,{p:}) fiir diese Familie. p; ist genau dann eine Retraktion, wenn Mor(A;,A) * @ fiir alle
ielund i j.
Beweis: Sei Morg(4;,4) + @ erfiillt. Dann existiert eine Familie von Morphismen f;:
A; — A, fir alle i el mit f; = 1,. Der zugehdrige Morphismus f: 4; - A hat die Eigen-
schaft p,f = 1,. Sei umgekehrt p; eine Retraktion mit einem Schnitt f: 4; - 4. Dann ist
pifeMorg(A, A) fir alle ie I

Das letzte Lemma zeigt speziell, daB in einer Kategorie mit Nullmorphismen die Projektionen
eines Produkts immer Retraktionen sind. In Me ist das Produkt einer nichtleeren Menge A
mit @ die leere Menge. Also kann p,: ¢ — A keine Retraktion sein. Man zeigt leicht, daB p,
nicht einmal ein Epimorphismus ist!

Sei {4}, eine Familie von Objekten in der Kategorie 4 mit A; = A fir alle i e I. Sei B das
Produktder 4; mijt den Projektionen p, Die Identititen 1,: 4 — A, induzieren einen Mor-
phismus 4 : A — B, den wir Diagonale nennen. Das bekannteste Beispiel dafiir ist die
Abbildung R 3 x - (x,x)e R x R in Me.

Die zu den bisher eingefiihrten Begriffen dualen Begriffe sind Koprodukt mit den zuge-
horigen Injektionen, Kategorie mit (endlichen, nichtleeren) Koprodukten und
Kodiagonale. Das Koprodukt einer Familie {4}, bezeichnen wir mit | [A4,. Das Produkt
war so definiert worden, daB3 gilt

[IMor¢ (B, 4;) = Morg (B,[]4)
fir alle B e %. Entsprechend gilt fiir Koprodukte
[IMor,(A;,B) = Mor,(] |4:.B)

fir alle Be%. Weitere Eigenschaften der Produkte und Koprodukte werden wir in allge-
meinerem Zusammenhang in Kapitel 2 untersuchen.

Die Kategorien Me, Me*, Top, Top*, Gr, Ab, Ri und ;Mod sind Kategorien mit Produkten
und Koprodukten. In allen aufgefiihrten Kategorien stimmen die Produkte mit den mengen-
theoretischen Produkten mit geeigneter Struktur iiberein. Das Koprodukt in Me und Top
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ist die punktfremde Vereinigung, in Me* und Top* die Vereinigung mit nachtriglicher
Identifizierung der ausgezeichneten Punkte. In Ab und Mod stimmen die endlichen Ko-
produkte mit den endlichen Produkten iiberein. (Das gilt natiirlich nur fiir die entsprechenden
Objekte. Die Injektionen sind selbstverstandlich von den Projektionen verschieden.) In Gr
heiBen die Koprodukte auch ,,freie Produkte*. Die Koprodukte in Gr und Ri werden in
Kapitel 3 besprochen werden. Wir ziehen ein weiteres Beispiel aus Kapitel 3 vor, ohne jedoch
hier auf die Definitionen einzugehen. Sei C ein kommutativer, assoziativer, unitdrer Ring.
Sei Al die Kategorie der kommutativen, assoziativen, unitdren C-Algebren. In Al ist das
Koprodukt das Tensorprodukt von Algebren.

1.12 Durchschnitte und Vereinigungen

Sei B ein Objekt einer Kategorie € und sei { f;: A; — B} eine Menge von Unterobjekten von
B. Ein Unterobjekt f: A — B, das kleiner ist als die Unterobjekte A;, heiit Durchschnitt
der A;, wenn fiir jedes C € ¥ und jeden Morphismus g: C — B, der sich durch alle Unter-
objekte A, faktorisieren 1dBt (g = f;h;), ein Morphismus h: C — A mit g = fh existiert. Weil f
ein Monomorphismus ist, ist h eindeutig bestimmt. Wir schreiben fiir den Durchschnitt der
A; auch () A, Ein Unterobjekt f': A" —» B, das groBer ist als die Unterobjekte A, heiBt
Vereinigung der 4;, wenn fiir jedes C € €, jeden Morphismus g: B — C und jedes Unter-
objekt k: C' —» C, durch das sich alle A; bei g faktorisieren lassen (gf; = kh;), sich auch
A’ bei g faktorisieren 1dBt (gf' = kh). Weil k ein Monomorphismus ist, ist h eindeutig be-
stimmt. Wir schreiben fiir die Vereinigung der A4; auch () 4,.

Wegen der Eindeutigkeit der Morphismen h bei Durchschnitt und Vereinigung sind Durch-
schnitt und Vereinigung der 4; eindeutig bestimmt. Das zeigt man wie bei der Eindeutigkeit
der Produkte bis auf Isomorphie in 1.11 Lemma 1, indem man zwei die obigen Bedingungen
erfiillende Unterobjekte nimmt und sie iiber die eindeutigen Faktorisierungen vergleicht.
Als Unterobjekte sind sie dann nicht nur isomorph, sondern sogar gleich. Da die Unter-
objekte eine geordnete Klasse bilden, zeigt man leicht, daf3 die Durchschnitte wie auch die
Vereinigungen assoziativ sind, wenn man beachtet, daB der Durchschnitt einer Teilfamilie
von Unterobjekten groBer als der Durchschnitt der ganzen Familie ist, und daB die Ver-
einigung einer Teilfamilie kleiner als die Vereinigung der ganzen Familie ist. Man beachte
bei der Definition, daB als Testobjekte alle Objekte der Kategorie ¢ zugelassen sind und
nicht nur die Unterobjekte von B. Es kann ndmlich sein, da} B nicht geniigend viele Unter-

objekte besitzt, um zu testen, ob ein weiteres Unterobjekt ein Durchschnitt bzw. eine Ver-
einigung ist.

Existiert zu jeder (endlichen, nichtleeren) Familie von Unterobjekten jedes Objekts ein
Durchschnitt bzw. eine Vereinigung, so nennen wir die Kategorie ¥ eine Kategorie mit
(endlichen, nichtleeren) Durchschnitten bzw. Vereinigungen. Ist € eine kleine
Kategorie mit endlichen Durchschnitten und Vereinigungen, so ist die Menge der Unter-
objekte jedes Objekts in & ein Verband. Existieren in % sogar beliebige Durchschnitte und
Vereinigungen, so handelt es sich bei den Unterobjekten eines Objekts um einen vollstdndi-
gen Verband. Wir werden in Kapitel 2 noch Kriterien dafiir angeben, ob in einer Kategorie
Durchschnitte und Vereinigungen existieren. Daher geben wir hier keine Beispiele an.

Man beachte, daB Durchschnitt und Vereinigung keine zueinander dualen Begriffe sind. Die
entsprechenden dualen Begriffe sind Kodurchschnitt und Kovereinigung. Wir werden
auf diese Begriffe aber weiter nicht eingehen.
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1.13 Bilder, Urbilder und Kobilder

Sei f: A — B ein Morphismus in einer Kategorie ¢. Das Bild von f ist das kleinste Unter-
objekt g: B — B von B, zu dem ein Morphismus h: 4 —» B’ mit gh = f existiert. Da g ein
Monomorphismus ist, ist & eindeutig bestimmt. Ist & ein Epimorphismus, so heif3t & auch
epimorphes Bild von f. Das Bild von f bezeichnen wir hiufig mit Bi(f), wobei wir den
Morphismus g als bekannt voraussetzen und Bi(f) als Objekt auffassen. Existieren fiir alle
Morphismen in € (epimorphe) Bilder, so nennen wir ¥ Kategorie mit (epimorphen)
Bildern. Dual definieren wir (monomorphe) Kobilder und bezeichnen sie mit Kobi(f).
Ist A’ ein Unterobjekt von A, so bezeichnen wir das Bild des Morphismus 4’ - 4 4 B
mit f(A").

Lemma 1. Ist € eine lokal kleine Kategorie mit Durchschnitten, so ist € eine Kategorie mit
Bildern.

Beweis: Man bilde den Durchschnitt aller Unterobjekte von B, durch die sich f: 4 — B
faktorisieren 1aBt. Dieser Durchschnitt existiert und ist das kleinste Unterobjekt mit der
Eigenschaft, daB sich f durch es faktorisieren 14Bt.

Lemma 2. Ist € eine Kategorie mit Bildern und Differenzkernen, so sind alle Bilder in € epi-
morphe Bilder.

Beweis: Sei A B Bi(f) % B die Faktorisierung von f durch sein Bild, und seien k,k':
Bi(f) —» C mit kh = k'h gegeben. Dann 146t sich h faktorisieren als 4 — Ke(k,k') — Bi(f).
Da Ke(k.k') - Bi(f) — B ein Monomorphismus ist und Bi(f) minimal war, ist Ke(k,k') =
Bi(f), also k = k' und h ein Epimorphismus.

Sei f: A —» B ein Morphismus in € und B’ % B ein Unterobjekt von B. Ein Unterobjekt
A" — A von A heiBt Urbild von B’ bei f, wenn es einen Morphismus f': A" — B’ gibt, so
daB3 das Diagramm '

.
i

@ g ®

|

kommutativ ist und wenn fiir jedes kommutative Diagramm

L,

C — B

|l

4L B

genau ein Morphismus h: C — A’ existiert, so daB das Diagramm
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kommutativ ist. Diese Bedingung verlangt mehr, als daB A’ nur das grote Unterobjekt von
A ist, das durch fin B’ iibergefiihrt wird, sie impliziert aber diese Aussage. Daher ist das Ur-
bild auch eindeutig bestimmt. Wir schreiben fiir das Urbild von B’ bei f auch f~!(B’) unter
Vernachléssigung des Monomorphismus f ~!(B') —» A.

Wir wollen jetzt untersuchen, welche fiir die Mengen giiltigen Beziehungen fiir die Begriffe
f(A) und f~'(A) sich verallgemeinern lassen. Wir stellen die wichtigsten Bezichungen zu-
sammen in einem

Satz. Seien f: A - B und g: B —» C Morphismen in €. Seien A, C A, C Abzw. B, C B, CB
Unterobjekte von A bzw. B. Dann gelten:

a) f(A,) € f(A,), falls beide Seiten definiert sind.

b) £~ X(B,) € f ~(B,), falls beide Seiten definiert sind.

c) A, Cf f(A)), falls die rechte Seite definiert ist.

d) B, < ff ~'(B,), falls die rechte Seite definiert ist.

e) f~Y(B,) = h(B)), falls f ein Isomorphismus mit dem inversen Morphismus h ist.

f) f-Yg~1(C,) = (gf)~'(C,), falls beide Seiten definiert sind und C, C C.

g) g(f (A,) = (gf)A,), falls beide Seiten definiert sind, f (A,) und g(f (A,)) epimorphe Bilder
sind und € ausgeglichen ist.

h) f(A,) = ff "' f(A,), falls f ~'f(A,) definiert ist.

iy f-YB,) =f" ff1(B,), falls ff ~'(B,) definiert ist.

k) Fiir jede Familie {A;};.; von Unterobjekten von A ist | ) f(4)) = f({J A), falls | ) A, definiert
ist und € eine Kategorie mit Bildern und Kobildern ist.

1) Fiir jede Familie {B.},, von Unterobjekten von B ist (\f~*(B)=f"*((\B), falis die
rechte Seite definiert ist.

Beweis: Die Punkte a) bis €) ergeben sich sofort aus den entsprechenden Definitionen.
f) Wir gehen aus von dem kommutativen Diagramm

f_l(g_l(cl)) g-l(cl) — C,

N (gf)"(Cl)V
A / S

B9 ..

h, existiert, weil (gf)~ ' (C,) Urbild ist. h, existiert, weil g~ ' (C,) Urbild ist. h, existiert schlieB-
lich, weil f~!(g~'(C,)) Urbild von g~ '(C,) ist. Dic Monomorphismen von (gf)™*(C,) und
£~ g~ '(C,)) in 4 sind #quivalent, also die zugehdrigen Unterobjekte gleich.

g) Wir gehen aus von dem kommutativen Diagramm

A, — f(4) ——— g(f(4y)

J f\l\ <gf>(:,)”/\ |

- C.

h ist ein Monomorphismus, weil (gf)(4,) und g(f(A4,)) Unterobjekte von C sind. Da f(A4,)
und g(f (4,)) epimorphe Bilder sind, ist 4 ein Epimorphismus. Damit ist # ein Isomorphismus,
denn ¥ ist ausgeglichen.
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h) Wir haben das kommutative Diagramm
f}x — f(4))
/- ’/I(Al)
i L .5

Da f(A,) die Eigenschaft eines Bildes fiir 4, erfullt, erfiillt es erst recht diese Eigenschaft
fir f7'f(4)).

i) wird dhnlich wie h) bewiesen.

k) Wir gehen aus von dem kommutativen Diagramm

A — f(4)
! l
UA.‘ - f(UA;)

R "\

Wir wollen zeigen, daB f(| ) A;) die Vereinigung der f(A4,) ist. Sei fiir jedes i € I ein Morphismus
h,; gegeben. Dann existiert wegen der Urbildeigenschaft von g~ !(C,) ein Morphismus h,,
fiir alle i. h; existiert dann, weil | ) A; eine Vereinigung ist. h, existiert, weil f(| ] 4;) ein Bild ist.
Damit haben wir einen Morphismus f({ J 4) — C,, der die Bedingungen fiir die Vereinigung
erfiillt.

1) Wir gehen aus von dem kommutativen Diagramm

f-l(ﬂBi)———’ ”Bi

h, existiert eindeutig, weil (7} B; ein Durchschnitt ist. h, existiert eindeutig, so daB das Dia-
gramm kommutativ wird, weil f~'(()B;) ein Urbild ist. Damit ist f~'((") B,) der Durch-
schnitt der f~'(B,).

Zu diesem Satz geben wir einige Beispiele von Kategorien, die allen Bedingungen geniigen.
Wir werden allerdings diese Bedingungen nicht nachpriifen, da sie sich aus spiteren Uber-
legungen leicht folgern lassen. Die Kategorien Me, Me*, Gr, Ab, ;Mod, Top, Top* und Ri
haben epimorphe Bilder, monomorphe Kobilder, Urbilder, Durchschnitte und Vereinigun-
gen. Bis auf Top, Top* und Ri sind sie auch ausgeglichen.

Lemma 3. Sei 4 eine Kategorie mit epimorphen Bildern. € ist genau dann ausgeglichen, wenn
% monomorphe Kobilder besitzt und diese mit den Bildern der jeweiligen Morphismen bis auf
Isomorphie tibereinstimmen.
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Beweis: Sei 4 ausgeglichen. Sei (4 5 B) = (4 % Bi(f) % B) = (4 & C % B) mit einem
Epimorphismus h gegeben. Wir spalten k' auf in (C % Bi(h') & B). Dann ist k' ein Mono-
morphismus, durch den sich f faktorisieren 14Bt. Also existiert ein Morphismus f': Bi(f) —
Bi(h) mit ¢' = k'f". Da f=g'g = k'f'g = k'kh, ist auch f'g = kh, denn k' ist ein Mono-
morphismus. Da kh ein Epimorphismus ist, ist f’ ein Epimorphismus. AuBerdem ist f* ein
Monomorphismus, weil g' ein Monomorphismus ist. Da ¥ ausgeglichen ist, ist f/* ein Iso-
morphismus mit dem inversen Morphismus f*. Damit ist g = f*kh, d. h. das zu Bi(f) dqui-
valente Quotientenobjekt von A ist Kobild von f und der zugehdrige Morphismus in B ist
ein Monomorphismus.

Sei umgekehrt € eine Kategorie mit monomorphen Kobildern, die bis auf Isomorphie mit
den Bildern iibereinstimmen und sei f: A — B ein Mono- und Epimorphismus. Dann ist 4

bis auf Isomorphie Bild von f und B bis auf Isomorphie Kobild von f. Daher ist f ein Iso-
morphismus.

1.14 Multi-Funktoren

Nachdem wir bisher im wesentlichen Eigenschaften von Objekten und Morphismen unter-
sucht haben, miissen wir uns auch mit Funktoren und funktoriellen Morphismen befassen.
Dazu geben wir zunichst drei Kategorien &/, # und ¥ vor. Die Produktkategorie
o x B ist definiert durch Ob(«/ x 8) = Ob(«/) x Ob(#) und Mor,,, &((4,B),(4',B)) =
Mor,(A,A4’) x Morg(B,B’) und die durch & und # induzierten Verkniipfungen. Ent-
sprechend definieren wir das Produkt von n Kategorien. Man verifiziert leicht die Axiome
fir eine Kategorie. Ein Funktor von einer Produktkategorie von zwei (n) Kategorien in
eine Kategorie % heiBt Bifunktor (Multi-Funktor). Spezielle Bifunktoren 2:
A xB — o sind definiert durch 2 ,(A4,B) = A und 2 ,(f,9) =f und entsprechend fiir
P4 und heiBen Projektionsfunktoren. Fiir n-fache Produkte werden sie entsprechend
definiert.

Lemma 1. Seien Fg: of — € und 4, : B — € Funktoren fiir alle A€ of und B B. Wenn fiir
alle A,A'€ .o/, B,B'€ & und alle Morphismen f: A - A', g: B — B’ gilt

Z5(A) = %(B) und F()%(9) = % (9)F(f),
dann existiert genau ein Bifunktor ¥ .o/ x B — ¢ mit #(A,B) = 4,(B) und #(f,g) =
F(f)%(9).
Beweis: Wir definieren .# durch die im Lemma angegebenen Bedingungen fiir #. Dann
rechnet man sofort nach, dal #(1,,15) = 1.5 und #(f'f,9'9) = H(f.9)H (f.9)
Ist ein Bifunktor #: o x # — € gegeben, so ist Fz(A) = H# (A,B) und Zg(f) = #(f 1)

ein Funktor von ./ in %, und entsprechend kann man einen Funktor ¢ , von % in € definieren.
Fiir diese Funktoren sind dann die Gleichungen von Lemma 1 erfiillt.

Korollar. Seien 5 und .#" Bifunktoren von of x B in €. Eine Familie von Morphismen
¢ (A,B): #(A,B) » #'(A,B), Aesd, Be#

ist genau dann ein funktorieller Morphismus, wenn sie in jeder Variablen ein funktorieller
Morphismus ist, d. h. wenn ¢(—,B) und @(A, —) funktorielle Morphismen sind.

Beweis: Schreiben wir statt s (f,1g) auch #(f,B), so erhalten wir folgendes kommutative
Diagramm:
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#(A,B) ¢(4.B) H'(A,B)
\%(fB) 2 fV
, (A B) wr
H(f.9) H(A',B) ———— H'(A",B) H'(f.9)
H(A',g) H '(A’,\g)\‘
H(A',B) ¢(4.B) H'(A.B).

Lemma 2. Fiir jede Kategorie ist Morg(—,—): €° x € — Me ein Bifunktor.

Beweis: In 1.3 Lemma haben wir bewiesen, dal Morg(4,—): € - Me und Morg(—,B):
%° — Me kovariante Funktoren sind. AuBerdem ist wegen der Assoziativitit der Verkniip-
fung von Morphismen Morg(f, B))Morg(A,g) = Morg(A',g)More(f, B) = : Mor¢(f,g). Spe-
ziell ist Morg(f,g)(h) = ghf, falls die rechte Seite definiert ist. Nach Lemma 1 ist daher
Mor,(—,—) ein Bifunktor.
Gehen wir im ersten Argument von Mor,(—,--) nicht zur dualen Kategorie 4° iiber, so ist
Morg(—,—) im ersten Argument kontravariant und im zweiten Argument kovariant. Wir
bezeichnen den darstellbaren Funktor Mor (4, —)auch mit 4* und den darstellbaren Funktor
Morg(—,B) mit hg. Wegen der Vertauschbarkeit Morg(f,B’)Morg(4,9) = Morg(4',g)
Mor,(f, B) sind

Morg(f,—): Morg(4,—) = Morg(4,—)
und Mor,(—.g): Morg(—,B) - Morg(—,B')

funktorielle Morphismen. Wir bezeichnen Morg(f,—) mit h/ und Morg(—,g) mit h,. Diese
Uberlegungen fithren uns auf das

Lemma 3. Seien o/, # kleine Kategorien und 6 eine beliebige Kategorie. Dann gilt
Funkt(# x 4,%) =~ Funkt(s/,Funkt(#,%)) = Funkt(#,Funkt(</,%)).

Beweis: Da offenbar o x Z = # x o/, geniigt es, den ersten Isomorphismus zu beweisen.
Die Zuordnung der Funktoren wird durch Lemma 1 beschrieben, wenn man die obigen
Uberlegungen iiber funktorielle Morphismen auf den allgemeinen Fall eines Bifunktors
iibertriagt. Die funktoriellen Morphismen tiibertragen sich gemaB dem Korollar. Von den
so beschriebenen Zuordnungen verifiziert man leicht die Eigenschaften eines Funktors und
die Umkehrbarkeit.

1.15 Das Yoneda-Lemma

In diesem Abschnitt wollen wir eine der wichtigsten Bemerkungen tiber Kategorien diskutieren.
Dabei werden uns mehrfach mengentheoretische Schwierigkeiten begegnen von der Art, daf3
man echte Klassen zu einer Menge zusammenfassen mochte, was nach den Axiomen der
Mengenlehre (s. Anhang) nicht statthaft ist. Da diese Klassen im allgemeinen nicht disjunkt
sind, konnen wir uns auch nicht auf ein Représentantensystem zuriickziehen. Das gilt be-
sonders fiir die funktoriellen Morphismen zwischen zwei Funktoren #: 4 — 2 und ¢:
% — 2. Wir verabreden folgende abkiirzende Schreibweise: fir “¢p: & — % ist ein funkto-
rieller Morphismus* schreiben wir auch ,@ e Mor (#,%)* oder ,Mor (#,9) 3¢". Wir
fassen dabei Mor ((#,%) nicht als Menge oder Klasse auf. Ist jedoch % eine kleine Kategorie,
so bilden die funktoriellen Morphismen von &% nach ¢ nach den Uberlegungen von 1.2 eine
Menge, die wir mit Mor (%, %) bezeichnen, und die oben eingefithrte Schreibweise hat in
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diesemFall die weitergehende Bedeutung ,,¢ ist Element der Menge Mor (#,%)". Die Be-
dingung, da} ¢ eine kleine Kategorie ist, verhindert diese mengentheoretischen Schwierig-
keiten. Wir werden auch fir weitere Konstruktionen die in diesem speziellen Falle iibliche
Schreibweise verallgemeinern, wobei dann jeweils zu erldutern ist, welche Bedeutung wir ihr
zuschreiben. Die Schreibweise ,,1: Mor (#,9) 53¢ — xe X* bedeute, daB vermdge einer
Vorschrift, die explizit angegeben wird und mit 7 bezeichnet wird, jedem funktoriellen Mor-
phismus von & in ¢ ein eindeutig bestimmtes Element aus X, einer Menge oder Klasse,
zugeordnet wird. Eine entsprechende Bedeutung soll ,,0: X 3x = ¢ e Mor (#,%)" haben.
Unter ,Mor (#,%) = X* ist zu verstehen, dall die Zuordnung 7 eine umkehrbar eindeutige
Zuordnung ist. Mit diesen Konventionen konnen wir die folgenden Uberlegungen so durch-
fiihren, wie wenn € eine kleine Kategorie wire.

Satz (Yoneda-Lemma). Sei ¥ eine Kategorie. Seien ein kovarianter Funktor & : ¢ — Me
und ein Objekt A € € gegeben. Dann ist die Zuordnung

: Mor, (W', F)2 ¢ — @(A)(1,)e F(4)
umhehrbar cindeutig. Die Umkehrung dieser Zuordnung ist
1 F(A)sa — heMor, (", F),
wobei h*(B)(f) = Z (f)(a) ist.

Beweis: Beachtet man, daB @(A): h*(4) = Morg(4,4) = F (A) ist, so ist t eindeutig de-
finiert. Fiir t~! miissen wir nachpriifen, daB h“ ein funktorieller Morphismus ist. Wir werden
spiter den Zusammenhang mit dem fiir darstellbare Funktoren definierten Symbol h/ be-
sprechen.

Sei f: B — C in ¢ gegeben. Dann ist das Diagramm

Mor,(A,B) M’—f)» Morg(A4,C)

h(B) { lh"(C)
Z (B) ZJ) F (0)

kommutativ, denn fiir ge Morg(A4,B) ist h*(C)Mor(4,f)(g) = h“(C)(fg) = F (fg)(a) =
F(NF(g)a) = F(f)h*(B)(a). Damit ist 1~ ! eindeutig definiert.
Sei ¢ = h®. Dann ist h*(A)(1,) = F(1)(a) = a. Sei a = p{A)(1,). Dann ist h*(B)(f) =

F () = F(f)e(A)(1,) = p(B)Mor(A4, f)(1,) = @(B)(f), also h* = ¢. Damit ist der
Satz bewiesen.

Sei # = h® ein darstellbarer Funktor. Dann gilt fir fe & (4) = h“(4) = Mor(C,A) die
Gleichung h/(B)(g) = Z (9)(f) = f¢g = Mor(f,B)(g), d. h. die im Yoneda-Lemma gegebene
Definition fiir h/ stimmt im Spezialfall eines darstellbaren Funktors # mit der Definition aus
1.14 iiberein.

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die Zuordnung t beim Wechsel des Funktors &
bzw. des darstellbaren Funktors h* verhilt. Die im folgenden Lemma verwendeten kommu-
tativen Diagramme sind so zu verstehen, daB die angegebenen Zuordnungen iibereinstimmen.

Lemmal. Seien # und % Funktorenvon® inMe und sei . F — ¥ einfunktorieller Morphismus.
Sei f: A — B ein Morphismus in €. Dann sind die folgenden Diagramme kommutativ :
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Mor (b, F) 5 F(A)
Morf(h‘,q))l 1@(/4)
Mor  (h*,9) — %(A)

Mor (k' 4 F(f)
T

Mor , (h*,F) 5 7 (4)
Mor ((h®,F) — Z(B)

wobei Mor ((h*,0)(¥) = @y und Mor (W, F)(Y) = Y h’.

Beweis: Sei y:h* » # gegeben. Dann ist tMor, (h*,0)(y) = t(oy¥) = (@¥)(A)(1,) =
@AY (A)(1,) = @(A)1(y). AuBerdem ist tMor (b, Z)(W) = t(Yh') = Y h')(B)(1p)
Y(B)(f) = ¢y(B)Mor(4, f)(1,) = F (v (A1) = F()t().

Korollar 1. Sei € eine kleine Kategorie. Dann sind
Mor (h™, —): € x Funkt(4,Me) - Me und &: % x Funkt(%,Me) — Me
mit Mor (h~, —)(A,%F) = Mor;(h*,F), Mor;(h™,—)(f,0) = Mor,(hf,(p) und ®(A,F) =

F(A), (f,0) = @(B)F (f) = 4(f)p(A) Bifunktoren. Die Zuordnung t ist ein funktorieller
Isomorphismus dieser Bifunktoren.

Beweis: Die Aussage ergibt sich aus dem vorhergehenden und aus 1.14.

Den in Korollar 1 mit & bezeichneten Funktor nennen wir auch Auswertungsfunktor.
Wir wollen jetzt die gewonnenen Resultate auf darstellbare Funktoren anwenden.

Korollar 2. Seien A,B e €. Dann gilt:

a) Morg(A4,B)3f — h/ e Mor (h®,h?) ist eine umkehrbar eindeutige Zuordnung.

b) Bei der umkehrbar eindeutigen Zuordnung a) entsprechen den Isomorphismen aus Mor(A, B)
genaudie funktoriellen Isomorphismen aus Mor ;(h® h*).

c) Fiir kontravariante Funktoren % : % -» Me ist Mor  (h,. %) = .7 (A).

d) Morg(A4,B)> f + h, € Mor ;(h4,hg) ist eine umkehrbar eindeutige Zuordnung, bei der den
Isomorphismen aus Mor¢(A,B) genau die funktoriellen Isomorphismen aus Mor ;(h ., hg) ent-
sprechen.

Beweis: a) ist die Aussage des Yoneda-Lemmas fir # = h”. ¢) und d) ergeben sich durch
Dualisieren. b) Da h/h% = h%/, gehen Isomorphismen in funktorielle Isomorphismen iiber.
Seien umgekehrt h/: h® — h* und h?: h* — h® zueinander inverse funktorielle Isomorphis-
men. Dann ist /% = id,. und h/? = id,s. Es ist aber auch h'4 = id,. und h'? = id,s, also ist
gf=1,undfg =1,

Die Eigenschaften fiir h, die wir im vorausgehenden Beweis verwendet haben, zeigen, da3
fiir eine kleine Kategorie ¥ die Zuordnung 4 — h*, / — h’/ ein kontravarianter Funktor
h™: % — Funkt(%,Me) ist. Wir nennen h~ den kontravarianten Darstellungsfunktor.
Entsprechend ist h_: € — Funkt(%° Me) der kovariante Parstellungsfunktor. Beide Funk-
toren haben die Eigenschaft, daBl die dadurch induzierten Abbildungen auf den Morphismen-
mengen bijektiv sind. Wir nennen einen Funktor voll, wenn die auf den Morphismenmengen
induzierten Abbildungen surjektiv sind. Wir nennen einen Funktor treu, wenn die auf den
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Morphismenmengen induzierten Abbildungen injektiv sind. Ein voller und treuer Funktor
heilt auch voll treu. Die Darstellungsfunktoren sind also voll treu.

Wir haben in 1.8 bemerkt, daB3 das Bild eines Funktors nicht notwendig eine Kategorie bilden
muf. Das ist jedoch der Fall, wenn der Funktor #: € — 2 voll treu ist. Es ist offenbar nur
zu priifen, ob fiir 14 - Bund g: C —» D in € mit & B = & C der Morphismus F¢Z [
im Bild von # auftritt. DaMorg(Z B,# C) =~ Mor(B,C)und Morg (¥ C,& B) =~ Morg(C,B)
ist, existieren h: B > Cund k: C » Bmit Fh = lggund Fk = lgg. Da F(hk) = 145 =
Flc und F(kh)= 135 = F lg, ist hk = 1 und kh = 1. Damit ist aber Fg&F f =

F@ s F () =F(@F WF(f) = F(ghf).

Die voll treuen Funktoren spielen eine ganz besondere Rolle, wie wir am folgenden Beispiel
zeigen wollen. Sei #: € — 2 voll treu. Sei

c Lo,

g
Cs

ein Diagramm in ¥, das durch & in das Diagramm

7z
zc, 2L zc,

s

0'C3

ohne den Morphismus h iibergefiihrt wird. Existiere ein Morphismus h in 9, der das Dia-
gramm kommutativ macht. Die Frage ist, ob auch schon in € ein solcher Morphismus
h': C, —» C;existiert, der das Diagramm in 4 kommutativ macht. Da & voll treu ist, konnen
wir fiir i das Urbild von h nehmen. Die Frage nach der Existenz von Morphismen in ¥
mit bestimmten Eigenschaften ist also in & entschieden worden.

Lemma 2. Sei & : € — < ein voller, treuer Funktor. Seien of und B Diagrammschemata und
Z:d > € bzw. Z': B — & Diagramme. Sei & : .o/ — B ein Funktor, der auf den Objekten
bijektiv ist, so daf das Diagramm

v, %
1,0
a
¢ 2.9

kommutativist. Dann existiert genau ein Diagramm #: B — €,soda F # = P und # & =
gelten.

Beweis: Wir definieren s auf den Objekten von £ durch 2, da & bijektiv auf den Objekten
ist. Auf den Morphismen von # definieren wir # iiber die durch 2 und #~ ! induzierten
Abbildungen auf den Morphismenmengen. Dabei verwenden wir, daB & voll treu ist. Man
verifiziert mit dieser Definition der Abbildung s#, daB s# ein Funktor ist und die geforderten
Kommutativitétsrelationen erfiillt.

Sei € eine kleine Kategorie. Sei .# eine kleine volle Unterkategorie von Me, die die Bilder aller
darstellbaren Funktoren von ¢ in Me umfaBt. In diesem Fall kénnen wir auch vom Dar-
stellungsfunktor h: € — Funkt(%,.#) sprechen. Entsprechend definieren wir einen Dar-
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stellungsfunktor H von Funkt(¥,.#), die ja auch eine kleine Kategorie ist, in
Funkt(Funkt(%,.#), Me). Beide Funktoren sind voll treu. Die Hintereinanderausfithrung von
H und h ergibt einen Funktor, der isomorph ist zum Auswertungsfunktor

&: ¢ — Funkt(Funkt(¥,.#),Me),

der entsprechend dem Auswertungsfunktor @&: € x Funkt(¥,.#) — Me definiert wird. Das
ergibt sich aus Korollar 1. Damit ist der Auswertungsfunktor : ¢ — Funkt(Funkt(%,.#),Me)
voll treu.

Wir wollen die Aussagen des Yoneda-Lemmas noch auf Funktoren erweitern. Dazu be-
trachten wir Funktoren #,%: ¢ — 2. Mit Morg(#—-,-) werde der zusammengesetzte Bi-
funktor von € x 2 in Me mit Morg(#-,-)(C,D) = Mor,(# C,D) und Morg(F-,-)(f,9) =
Morg(# f,g) verstanden. Fiir einen funktoriellen Morphismus ¢: % — ¢ bezeichne
Morg(p—,-): Morg(%9—,-) —» Morg(#-,—) den funktoriellen Morphismus, der durch
Morg (e C,D)(f) = f ¢(C) definiert wird, wobei f € Mor,(% C, D). Mit diesen Bezeichnungen
gilt das

Lemma 3. Die Zuordnung
Mor (#,%)3 ¢ — Morg(p-,-) € Mor (Morg (9-,-), Morg(# —,-))

ist umkehrbar eindeutig. Bei ihr entsprechen den funktoriellen Isomorphismen von & in 4 genau
die funktoriellen Isomorphismen von Morg (% —,—) in Morg (¥ —,—).

Beweis: Ein funktorieller Morphismus : Morg(%9 —,—) — Morg(# —,—) ist eine Familie
von funktoriellen Morphismen y(C): Morg(9C,—) — Morg(Z C,—), die fir jedes De &
(eingesetzt in das zweite Argument) funktoriell in C sind (1.14 Korollar). Die funktoriellen
Morphismen ¥ (C) lassen sich darstellen als Morg (¢ C,—) mit Morphismen ¢ C: FC - 4C
nach dem Yoneda-Lemma. Es geniigt also zu zeigen, daBl ¢ C genau dann funktoriell in C
ist, wenn Morg (¢ C,D) fiir jedes D e @ funktoriell in C ist. Die eine Richtung sieht man,
wenn man fiir D speziell 4 C einsetzt in dem Diagramm

Mor, (@ C,D) MOELD), vror @ C',D)

]
Mor(¢C.D) Mor(p C',D)
(772 -
Mor, (7 C,0) MOIELD), \or 7 ¢, D)

und das Bild von 14 berechnet. Die Umkehrung ist trivial. Die Aussage iiber die funktoriellen
Isomorphismen ergeben sich aus den Uberlegungen aus 1.5 — die Isomorphie braucht nur
argumentweise getestet zu werden — und aus Korollar 2,b).

Da nach dem Yoneda-Lemma die Isomorphie von darstellbaren Funktoren keine stirkere
Aquivalenzrelation fiir die darstellenden Objekte induziert, als die Isomorphierelation fiir
Objekte, und da man in Kategorien nur die ,duBeren* Eigenschaften der Objekte unter-
sucht, die sich also auch auf isomorphe Objekte libertragen, ist es jetzt sinnvoll, den Begriff des
darstellbaren Funktors noch zu erweitern. Ein Funktor #: ¥ — Me heifle darstellbar,
wenn es ein C € 4 und einen funktoriellen Isomorphismus & = h° gibt. Das darstellende
Objekt C ist dabei bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Mit diesem verallgemeinerten
Begriff gilt dann

Lemma 4. Sei #: ¥ x %2 — Me ein Bifunktor, so dap fir alle C € € der Funktor ¥ (C, —):
2 — Me darstellbar ist. Dann existiert ein kontravarianter Funktor 4:% — 9, so duaf
F =~ Morg(%9—,—) gilt.
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Beweis: Sei 2’ ein Skelett von Z. Zu jedem C e ¥ existiert dann genau ein De @' mit
F (C,—) = Morg(D,—). Wir bezeichnen D mit 4(C). Die funktoriellen Isomorphismen
F (C,—) = Morg(D,—) stehen nach dem Yoneda-Lemma in umkehrbar eindeutiger Be-
ziehung zu den Elementen einer Teilmenge #'(C,D) von & (C,D). Fiir jedes C €% ist diese
Teilmenge #'(C,D) eindeutig bestimmt. Nach dem Auswahlaxiom kOnnen wir annehmen,
daB zu jedem C € € genau ein Element ¢ € #'(C, D) gegeben ist. (Mit der von uns verwendeten
Fassung des Auswahlaxioms bilde man eine disjunkte Vereinigung der Mengen #'(C,D)
mit der Aquivalenzrelation ¢ ~ ¢’ < V C mit ¢,¢’ € #'(C,D).) Damit ist fiir jedes C € € ein
funktorieller Isomorphismus h‘: Morg(D, —) —» Z (C, —) gegeben. Sei f: C — C’ ein Mor-
phismus in ¥. Dann existiert nach dem Yoneda-Lemma genau ein Morphismus %f:
%(C') - %(C) in 2, der das Diagramm

Mor,(4(C),—) - #(C,~)
Morg(gf,——)l lg"_(f,—)

Mor(¢(C),-) 25 #(C,-)
kommutativ macht. Diese Eindeutigkeit und die Funktoreigenschaft von & bewirkt, daf3
Yfg=9g%fund G, = ly, gilt. Damit ist ¢ ein kontravarianter Funktor von 4 und &
mit den gewiinschten Eigenschaften.

1.16 Kategorien als Klassen

Schon in 1.2 haben wir davon gesprochen, daB eine Kategorie als eine spezielle Klasse aufge-
faBt werden kann. Das soll jetzt genauer ausgefiithrt werden. Zunéchst beschéftigen wir uns
mit einer Definition der Kategorie, die nur die Eigenschaften der Morphismen beschreibt,
aber keine Objekte definiert. Diese Definition wird in geringfligigem MaBe enger sein als
die frither gegebene. Wir geben erst die Definition und werden dann den Zusammenhang
mit der in 1.1 gegebenen Definition untersuchen.

Eine Kategorie ist eine Klasse .# (von Morphismen) zusammen mit einer Teilklasse
¥" C M x # und einer Abbildung
v 3(a,b) —» abe A,

so daB gilt:
1) fiir alle a, b, ce .# sind dquivalent
i) (a,b), (b,c)e v
i) (a,b), (ab,c)e ¥
iii)  (a,bo), (b,0)e ¥
iv) (a,b), (b,c), (a,bc), (ab,c) € ¥ und (ab)c = a(bc).
2) fiir jedes ae .# existieren ¢, ¢, € .#, so daB (e, a), (a,¢,)e ¥ " und fiir alle (e, b), (b',¢)),
(e,,0), (c’.e,)e ¥ gilt

eb=>b,b¢e, = b,e,c=c,c'e,=c".
e, und e, heiBen dann auch Einheiten.
3) Seien e, e’ Einheiten. {a|(e, a), (a,e’) € ¥} ist eine Menge.
Man verifiziert sofort, dal die Morphismen einer Kategorie (im Sinne von 1.1) diese Defini-
tion erfiilllen. Umgekehrt kann man aus der Klasse der Morphismen die Objekte einer Kate-
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gorie gewinnen, wenn man jeder Identitdt ein Element, genannt Objekt, zuordnet. Dadurch
ist die Klasse der Objekte jedoch nicht eindeutig bestimmt. In diesem Sinne ist die hier ge-
gebene Definition enger. Wir miissen jetzt noch beweisen, daB jede Klasse, die der soeben
gegebenen Definition geniigt, als Klasse von Morphismen in einer Kategorie (im alten Sinne)
auftritt.

Erfiille .#, ¥~ die gegebene Definition. Wir bilden eine Kategorie € (im alten Sinne) mit den
Einheiten ee.# als Objekten. Weiter definieren wir Mor(e',e): = {a|(e,a),(a,€') € ¥'}.
Diese Morphismenmengen sind disjunkt. Ist ndmlich ae Morg(e',e) N Morg(e**,e*), so
sind (e,a), (e*,a), (e,e*a), (e,e*)e¥”, also ist e = ee* = e*. Ebenso ist e’ = e**. Ist
aeMorg(e,e), be Morg(e**,e*), so ist (a,b)e ¥ genau dann, wenn {ae’,e*b),(a,e’),(e*,b),
(¢’.e*) e ¥ genau dann, wenn (¢’.e*) € ¥ genau dann, wenn ¢’ = e*. Weiter ist dann (e.ab),
(ab,e**)e ¥, also ab € Morg(e**,e). Das Assoziativgesetz und die Eigenschaften der
Identitédten sind jetzt leicht zu verifizieren.

Um den Anschlufl an die im Anhang besprochene Mengenlehre zu erhalten, definieren wir
jetzt die Kategorie noch als eine spezielle Klasse. Eine Klasse 2 heifit Kategorie, wenn
folgende Axiome gelten:

a) 2 CUxUxU.

b) D(2) € W(2) x W(2).

c) 2 ist eine Abbildung.

d) Fir #4 =W(2), ¥ = D(2) und Z: ¥~ — # gelten die oben angegebenen Axiome 1),
2) und 3).

Offenbar ist diese Definition dquivalent zu der oben gegebenen Definition einer Kategorie.

Aufgaben zu Kapitel 1

1. Kovariante, darstellbare Funktoren von Me in Me erhalten surjektive Abbildunger.

2. Man priife nach, ob Monomorphismen bzw. Epimorphismen in Ab und Top injektive bzw. surjektive
Abbildungen sind.

3. In Hd ist jeder Epimorphismus f/: 4 — B eine dichte Abbildung. (Anleitung: Als Testobjekt ver-
wende man das Kofaserprodukt von B mit sich selbst iiber A4 (s. 2.6).)

4. Man zeige: Ist 9: 6 — Z eine Aquivalenz von Kategorien und fe 4 ein Monomorphismus, so ist
% f ein Monomorphismus.

5. Sei f: A —» B ein Epimorphismus und Rechts-Nullmorphismus. Wieviele Elemente besitzt dann
Mor (B,C)” Man gebe Morg;(IP.IP) an!

6. Sei A eine Untermenge eines topologischen Raumes (B,(p). {X | X = A N Y; Ye () bildet eine
Topologie auf A4, die Spurtopologie. A C B versehen mit der Spurtopologie heiit topologischer
Unterraum von (B,( g). Die topologischen Unterrdume eines topologischen Raumes sind (bis auf
Aquivalenz von Monomorphismen) genau die Differenzunterobjekte in Top. Man dualisiere diese
Aussage. Dabei definiert man fiir eine surjektive Abbildung f: B —» C eine Quotiententopologie
auf C durch {Z|Z C C;f " (Z)e Cy}.

7. Eine Untergruppe H einer Gruppe G ist cine Teilmenge von G, diec mit der Multiplikation von G
eine Gruppe bildet. Eine Untergruppe H von G heillit Normalteiler, wenn g Hy ™' = H fiir alle
ge G gilt. Man zeige: Die Untergruppen (Normalteiler) von G sind bis auf Aquivalenz von Mono-
morphismen genau die Differenzunterobjekte (normalen Unterobjekte) von G in Gr.

8. Ist fein Isomorphismus, so ist f eine Retraktion. Die Verkniipfung von zwei Retraktionen ist eine
Retraktion. Ist fg eine Retraktion, so ist f'eine Retraktion.
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9. Sei € eine Kategorie mit Nullmorphismen. Der Kern eines Monomorphismus in € ist ein Null-
morphismus.

10. Sei € eine Kategorie mit einem Nullobjekt 0. Sei 4 € 4. Dann ist (4,1,,0.,,,) ein Produkt von
A und 0.

11. Die Diagonale ist ein Monomorphismus.

12. Es gilt
f4) € g™ ((gf)A),
falls beide Seiten definiert sind.

13. Sei #: Me — Me definiert durch 2(4) = {X | X € A} und 2(f)(X) =f~'(X). Dann ist £ ein
darstellbarer, kontravarianter Funktor, der kontravariante Potenzmengenfunktor.

14. Sei 2: Me — Me definiert durch 2(4) ={X | X € A} und 2(f)(X) = f(X). Dann ist 2 ein ko-
varianter Funktor, der kovariante Potenzmengenfunktor. Ist 2 darstellbar?

15. Ist #: Me — Me ein kontravarianter Funktor und f: #({Q}) — A eine beliebige Abbildung, so
existiert genau ein funktorieller Morphismus ¢: # — Mory(—,4) mit ¢ ({@})= f. (Man beachte, daB
Mory(B,Z ({@}) = (F({0}))? ist)

16. Sei #: Me — Me ein treuer, kontravarianter Funktor. Dann existiert ein Element b in Z(2),
das bei den beiden Abbildungen #(2) - (1) in zwei verschiedene Elemente von & (1) abgebildet
wird. Dabei sei 1 eine Menge mit einem Element und 2 eine Menge mit zwei Elementen.

17. (Pultr) Sei #: Me — Me ein treuer, kontravarianter Funktor. Dann existiert eine Retraktion
p: F — P, wobei 2 der kontravariante Potenzmengenfunktor ist. (Nach dem Yoneda-Lemma
geniigt es zu zeigen, daB b e # (2) existiert, fir das p(2)(b) die Identitédt auf 2 ist. Man verwende Auf-
gabe 13, 15 und 16.)

18. In der Kategorie von 1.1 Beispiel 14 ist der groBte gemeinsame Teiler zweier Zahlen das Produkt
und das kleinste gemeinsame Vielfache zweier Zahlen das Koprodukt.

19. Welche der folgenden Beziehungen gelten allgemein, falls sie definiert sind:

U4y € Uray, 1(N4) 2 Nf(A4),
SN YA) € US4y, S U4 2N 1A,

2 Adjungierte Funktoren und Limites

Der Begriff des adjungierten Funktors ist einer der wichtigsten in der ganzen Theorie der
Kategorien und Funktoren. Deswegen wird er auch von den verschiedensten Seiten beleuchtet :
als universelles Problem, als Monade oder als reflexive oder koreflexive Unterkategorie. Die
Limites und Kolimites und viele ihrer Eigenschaften werden aus den Sdtzen abgeleitet,
die iiber adjunktierte Funktoren bewiesen werden. Dieses Vorgehen geht auf D.N.Kan
zuriick. Der Abschnitt iiber Monaden kann als Vorbereitung fiir das dritte Kapitel angesehen
werden. Auf diesem Gebiet sind sicher noch weitere Entwicklungen zu erwarten. Der
interessierte Leser wird mit den hier angegebenen Hilfsmitteln leicht die kommenden Ver-
offentlichungen verfolgen konnen.
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2.1 Adjungierte Funktoren

In 1.15 Lemma 3 haben wir die Frage untersucht, welche Bedeutung fiir zwei Funktoren
Z und ¥ die Isomorphie Morg(# —,—) = Mor, (%9 —,—) hat. Wir wollen jetzt die Frage
untersuchen, unter welchen Umsténden ein funktorieller Isomorphismus Morg (¥ —,—) =
Mor,(—,% —) existiert. Zundchst miissen dazu #:% — 2 und 4: 2 — € Funktoien sein.
Wir nennen zwei solche Funktoren ein Paar adjungierter Funktoren und & heifit
linksadjungiert zu 4 und ¢ heifit rechtsadjungiert zu &%, wenn ein funktorieller
Isomorphismus der Bifunktoren Mor,(F —,—) = Morg(—~,% —) von €° x Z in Me existiert.

Satz 1. Sei der Funktor & : € — & linksadjungiert zu dem Funktor 4: 4 — €. Dann ist
F durch % bis auf funktorielle Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis: Seien # und &' linksadjungiert zu 4. Dann existiert ein funktorieller Isomorphis-
mus Morg(# —,—) = Morg(#'—,—). Nach 1.15 Lemma 3 ist daher # =~ %"

Den bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten linksadjungierten Funktor zu ¢ bezeichnen
wir auch mit *%, falls ein linksadjungierter Funktor zu ¢ existiert. Gehen wir zu den dualen
Kategorien #° bzw. #° iiber, so erhalten wir nach den Uberlegungen von 1.4 Funktoren
OpFOp = F° 6° - P° bzw. Op¥Op = %°: 2° - ¥°, und es ist Morgo(¥9° —, —) =
Morgo(—,#° —). Daher ist 4° linksadjungiert zu #° und ist durch #° bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt. Da ¢ = 4°°, ist auch 4 durch .# bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
So iibertragen sich durch Dualisieren die Eigenschaften von linksadjungierten Funktoren
auf rechtsadjungierte Funktoren. Den bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten rechts-
adjungierten Funktor zu & bezeichnen wir auch mit #*, falls ein rechtsadjungierter Funktor
zu F existiert.

Korollar 1. Seien Funktoren F,: € — % linksadjungiert zu den Funktoren 9. 9 — € fiir
i= 12 Seip:%, - %, ein funktorieller Morphismus. Dann existiert genau ein funktorieller
Morphismus *¢: F, - F ,, so daf das Diagramm

Morg(—,%,—) = Morg(#,—,—-)
Mor@(—,(p—)l J'Morg(*(p—,—)

Mor,(—,%,—) = Morg(#,—-,-)
kommutativ ist. Ist ¢ = idg,, so ist *¢ = idz . Fiir die Verkniipfung von funktoriellen Mor-
phismen gilt *(@ ) = *y *o.
Beweis: Die erste Aussage folgt aus 1.15 Lemma 3. Die iibrigen Aussagen folgen dann trivial.

Korollar 2. Seien 6 und 7 kleine Kategorien. Die Kategorie Funktg (4, %) der Funktoren von
% in 9, die rechtsadjungierte Funktoren besitzen, ist dual zur Kategorie Funkt,(2,%) der
Funktoren von & in ¢, die linksadjungicrte Funktoren besitzen.

Satz 2. Ein Funktor §: % — € besitzt genau dann einen link sadjungierten Funktor, wenn alle
Funktoren Mor,(C,% --) darstellbar sind fir alle C € 6.

Beweis: Folgt aus 1.15 Lemma 4.

Wir miissen uns noch genauer mit den fiir die Definition der adjungierten Funktoren ver-
wendeten funktoriellen Isomorphismen ¢: Morg(# —,—) — Morg(—-,%—) befassen. Wir
nehmen zunichst an, daB ¢ ein beliebiger funktorieller Morphismus ist. Seien Objekte C e ¢
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und D €2 gegeben. Dann ist ¢ (C,D): Morg(# C,D) - Mor,(C,%4 D). Wihlen wir speziell
D = Z C, so erhalten wir einen Morphismus ¢(C,# C)(14¢): C - 4 F C fur alle Ce%.
Diese Morphismen bilden einen funktoriellen Morphismus @: Id, - 4 %. Ist ndmlich
f: C - C' ein Morphismus in €, so ist das Diagramm

T G G F
Mor(# C.# C) Mor(# C,Z f) Mor(Z f,F C')

0(C,7C) l
Mor(C,%9 % C)

Mor (# C,# C) Mor (# C',# C')
wafmj wafml

z FC

MorCEFN, Morc, g7 c)y MELIFC) o 97 C)

kommutativ. Also ist
P(C) f = Mor(f,9F CYo(C,.F C)lgc) = ¢(C,.F C)Mor(Ff,.F C)(15¢)
=@(C,.FCNFSf) = o(C,.FC)Mor(F C,Z f)14()
=Mor(C,9Ff)o(C,.FC)lge)=9FfP(C).

Ist umgekehrt ¢: Id, — % ein funktorieller Morphismus, so definieren wir eine Abbildung
@: Morg(# C,D)a f — %f ®(C)e Morg(C,4D). Diese ist in C und D funktoriell, weil sie
zusammengesetzt ist aus den Abbildungen Morg(# C,D) e Morg(9 % C,%D) und
Mor (4 F C,% D) Mo@CID), Mor, (C,4 D). Beide Abbildungen sind aber funktoriell in
C und D.

Lemma. Seien #:6 — Q und 9. 9 — % Funktoren. Die Zuordnung
Mor,(1d¢, 9 #)3® — 9 —&— e Mor,(Morg (¥ —,—),Morg(—,%9-))
ist umkehrbar eindeutig. Die Umkehrung dieser Zuordnung ist
Mor ;(Morg(# —,—),Morg(—,9-))3¢ = ¢(—,F —)(lz;_)e Mor (ldg, 49 F).

Beweis: Ist @ gegeben, so ist (lzc)P(C) = ¥ F (10)P(C) = &(C). Ist ¢ gegeben, so ist
4f(@(C,F O)13c) = Morg(C,94/)o(C,F C)(1z¢) = ¢(C,D)Morg(F C.f)(15¢)
= @(C,D)(f).
Dual zum Lemma beweist man Mor (% 4,1d,) = Mor (Morg(—,% —),Morg(# —,—)).
Mit denselben Bezeichnungen wie vorher gilt der

Satz 3. Seienp:Mor (¥ —, —) —» Mor,(—,%—)undy:Mor (—,%9—) - Mory(F —,—)
funktorielle Morphismen und @:1dy - 4% und ¥: % — ldg die nach dem Lemma aus
¢ und  konstruierten funktoriellen Morphismen. Es ist o = idyer - -, dann und nur dann,
wenn (4 *8 4.7 G2, §)=id, ist. Es ist Y ¢ = idye s~ -, dann und nur dann, wenn
(F 2 FyF Y2, 7)=id; ist.

Beweis: Es ist
4Y (D)% (D)= 9¥Y(D)p(9D,F%4D)(154p)
= Morg(4D,%9¥(D)o(¥D,# %D)1;.p)
= @(%D,D)Morgy(# 4D, ¥(D)(154p)
= @(9D,D)(¥(D))
= @D, D)W(¥D,D)(14p)
= @y (¥9D,D)(14p).
Entsprechend erhilt man

eY(C,D)(f) = @(C.DWY(C,D)(f) = 4(¥(D)F (f)P(C) = 4¥ (D)4 7 (f)®(C)
=4¥Y(D)®%(D)f.
Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Korollar 3. Der Funktor F: 6 — 2 ist genau dann linksadjungiert zu 4: 9 — €, wenn es
funktorielle Morphismen ®:1dy - $F und ¥: F% > 1d, mit (4¥)(PY) =idy und
(YF)NZF ®) = idy gibt.

Korollar 4. Sei & linksadjungiert zu 4. Dann sind die Abbildungen 4: Morgq(# C,D) —
Mor (4% C,% D) fiir alle C € € und D € & injektiv.

Beweis: Nach den Betrachtungen vor dem Lemma ist der Isomorphismus Morg(# —,—) =
Morg(—,% —) zusammengesetzt aus den Morphismen Morg(# —,—) % Mor (9% —,9—)
und Morg(9 % —,%—) - Morg(—,9-).

Korollar 5. Seien die Kategorien € und 2 dquivalent durch : € — % und 9.9 — €,
O:1dy =9 F und ¥: F% = 1d,. Dann ist F links- und rechtsadjungiert zu 4.

Beweis: Es sind % und 4 ¥ Isomorphismen. Also sind (¥4 ¥)(® %) und ebenso (¥ F)(F )
Isomorphismen. Damit sind y ¢ und ¢y Isomorphismen, also auch ¢ und y.

Satz 4. Ein Funktor . % — @ ist genau dann eine Aquivalenz, wenn F voll treu ist und wenn
zu jedem D € 9 ein C € € existiert, so daf # C = D ist.

Beweis: Ist .# eine Aquivalenz, so sind die Bedingungen leicht zu verifizieren. Sei & voll
treu, und existiere zu jedem De 2 ein Ce ¥ mit # C =~ D. Wir betrachten die Funktoren
H: € - ¢und ¥: 9 — &', die Aquivalenzen zwischen € bzw. 2 und zugehéorigen Skelet-
ten €’ bzw. @' seien. Offenbar ist # genau dann eine Aquivalenz, wenn 4F #: € — &'
eine Aquivalenz ist. ¢ & # ist voll treu und alle Objekte von %' kommen im Bild von 4 & #
vor, weil zwei isomorphe Objekte in &' schon gleich sind. Nach den Uberlegungen iiber das
Bild eines voll treuen Funktors in 1.15 werden verschiedene Objekte aus ¢’ durch 4 F #
auch in verschiedene Objekte abgebildet. 4 # # ist daher bijektiv auf der Klasse der Objekte
und auf den Morphismenmengen. Die Umkehrabbildung ist daher ein Funktor und 4 % #
ist ein Isomorphismus zwischen 4" und 2.

Wir haben in Korollar 3 ein erstes Kriterium fiir adjungierte Funktoren entwickelt. Ehe wir
weitere Kriterien entwickeln und die Eigenschaften adjungierter Funktoren genauer unter-
suchen, wollen wir einige Beispiele fiir adjungierte Funktoren angeben.

Beispiele. 1. Sei 4 € Me. Die Bildung des Produkts mit A4 ist ein Funktor 4 x - : Me -- Me.
Es gibteinen in B,C € Me funktoriellen Isomorphismus

Mory (4 x B,C) = Mory,(B.Mory,(4,C)).

2.Sei Modie Kategorie der Monoide, d. h. der Mengen H mit einer Multiplikation H x H — H,
so daB (hyh,)h;y = h,(h,h;) gilt und ein neutrales Element ee H mit eh = h = he fir alle
h e H existiert, zusammen mit den Abbildungen f; fir die f(h, h,) = f(h,) f(h,) und f'(e) = ¢
gilt. Fiir ein Monoid H definieren wir einen unitéren, assoziativen Ring

Z(H) = {f|feMory, (H,Z) und firfastalle heH ist f(h)=0}.

Wir definieren (f + f')(h) = f(h) + f'(h). Damit wird Z (H) eine abelsche Gruppe. Das Pro-
dukt definieren wir durch (ff")(h) = Zf(h’)f'(h”), wobei die Summe {ber diejenigen Paare
h,h" e H zu erstrecken ist, fiir die h'h” = h ist. Da H ein Monoid ist, ist damit Z (H) ein
unitédrer, assoziativer Ring. Weiter ist Z (—): Mo — Ri ein kovarianter Funktor. Ist jetzt
R € Ri und bezeichnet R’ das Monoid, das R bei der Multiplikation bildet, so ist —": Ri — Mo
auch ein kovarianter Funktor. Es existiert nun ein funktorieller Isomorphismus

MOfRi(Z(—), —) = Mory,(—,-"),
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d. h. die konstruierten Funktoren sind adjungiert zueinander. Dieses und andere algebraische
Beispiele werden wir noch in Kapitel 3 ausfiihrlich untersuchen.

3. Eines der bekanntesten Beispiele, das zur Entwicklung der Theorie der adjungierten
Funktoren AnlaB gab, ist das folgende. Seien R und S unitire, assoziative Ringe. Sei 4 ein
R— S-Bimodul, d.h. ein R-Linksmodul und S-Rechtsmodul, so daB gilt r(as) = (ra)s fir
aller € R,se Sund a € 4. Die Menge Morg (4, C) fiir einen R-Modul C bildet einen S-Links-
modul, wenn man (s f)(a) = f(as) definiert. Morg(4,—): xMod — {Mod ist sogar ein
Funktor. Zu diesem Funktor existiert ein linksadjungierter Funktor A®g—:sMod — Mod,
der Tensorprodukt genannt wird. Es gilt also

Mor (4 ®¢ B,C) = Morg(B,Morg(4,C))

funktoriell in Bund C. Wir bemerken hier, daB dieser Isomorphismus sogar funktoriell in A4 ist.

2.2 Universelle Probleme

Wir betrachten noch einmal 2.1 Beispiel 2. Der funktorielle Morphismus Idy;, = (Z(-))
induziert fiir jedes Monoid H einen Monoid-Homomorphismus H & (Z(H)), der jedem
he H die Abbildung f: H - Z mit f (k') = 1 fir h = k" und f (k') = O fiir h ={= h' zuordnet.
Wir bezeichnen diese Abbildung auch mit f,. Ist jetzt g: H — R eine Abbildung mitg(h, h,) =
g(h)g(h;) und g(e) = 1 € R, so existiert genau ein unitdrer Ringhomomorphismus
g*: Z(H) - R, so daB} das Diagramm

H . zw#H

*

9 Y
R

kommutativ ist. In diesem Diagramm stehen Morphismen aus zwei verschiedenen Kategorien.
p und g sind ndmlich aus Mo und g* ist aus Ri. Entsprechend sind Z(H) bzw. R einmal
Objekt von Mo und dann auch Objekt von Ri. Aullerdem haben wir einen Ringhomo-
morphismus g* mit einem Monoidhomomorphismus p zu einem Monoidhomomorphismus g
verkniipft. Wir wollen eine Struktur angeben, in der diese Konstruktionen moglich sind.
Seien € und 2 Kategorien. Sei eine Familie von Mengen {Mor, (4,B)|4 € ¢, Be 9} gegeben
zusammen mit zwei Familien von Abbildungen

Morg(A,A4") x Mory(A4',B) - Mor(4,B), A,A €% Be9,
Mor,(A4,B') x Mor,(B',B) - Mor,(4,B), Ae¥,B,Be2.
Wir schreiben diese Abbildungen wie iiblich als Verkniipfungen, d. h. sind /€ Mor,(4,4"),

veMor,(A4',B), v'e Mor,(4,B’) und ge Morg(B',B), so seien die Bilder von (f,v) bzw.
(v, g) bezeichnet mit vf bzw. gv'.

Lemma 1. Die disjunkte Vereinigung der Objektklassen von € und & zusammen mit der Familie
{Mor¢(4,4), Mor,(4,B), Morg(B,B)| firalle A,A'€%, B,B %},

von Mengen, die wir als disjunkt ansehen konnen, und mit Verkniipfungen von € und von &
und den oben angegebenen Verkniipfungen bildet genau dann eine Kategorie ¥ (€,2), wenn
fur alle A,A',A" €% und alle B,B,B"€ 9 und fiir alle fe Morg(A4',A4), f' € Mor,(4",4"),
v € Mory (A4,B), g € Morg4(B,B’) und ¢4’ € Mor,4(B',B") gelten
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1) @) f" = v(ff),
2) (g'9)v=4g(gv),
3) (gv) f=glvf),
4) Igp=v=vl,.

Beweis: Die beiden Axiome fiir Kategorien sind trivial zu verifizieren, falls wir
Mory 4.)(B,A) = @ setzen.

Ist das Lemma 1 erfiillt, so nennen wir die Kategorie ¥'(%¥,2) eine direkt verbundene
Kategorie. Die Familie der Mengen Mor, (4,B) heiBt dann auch Verbindung von 4
und 2.

Wollen wir unser Beispiel in dieser Struktur ausdriicken, so miissen wir zunichst eine Ver-
bindung von Mo und Ri angeben. Fiir H € Mo und R € Ri werde definiert Mor(H,R) =
Mor,, (H,R’), wobei R’ das multiplikative Monoid R sei. Durch Indizieren kann man
erreichen, dal Mor,.(H, R) zu allen Morphismenmengen aus Mo disjunkt ist. Die Verkniip-
fungen seien durch die Hintereinanderausfithrung der Abbildungen definiert. Damit erhalten
wir eine direkt verbundene Kategorie ¥" (Mo, Ri). Zu jedem H e Mo existiert jetzt ein Mor-
phismus p: H — Z (H), so daB zu jedem Morphismus g: H — R fiir alle R € Ri genau ein
Morphismus g*: Z(H) — R existiert, der das Diagramm

H—f— zH)

*
g g

R
kommutativ macht.

Allgemein gibt eine direkt verbundene Kategorie ¥ (¢,2) AnlaB zu folgendem univer-
sellen Problem.Sei A € €. Existiert ein Objekt U (4) € Z und ein Morphismus p ,: A — U (A),
so daB zu jedem Morphismus g: A — B fiir alle Be 2 genau ein Morphismus g*: U(4) - B
existiert, der das Diagramm

A P4,y
|

g lg*
B

kommutativ macht? Ein solches Paar (U(4),p,), das die obige Bedingung erfullt, heiBt
universelle Losung des universellen Problems.

Lemma 2. Sei ¥ (¢, 2) eine direkt verbundene Kategorie. Das durch A € € definierte universelle
Problem hat genau dann eine universelle Losung, wenn der Funktor Mor ,(4,—): 4 - Me
darstellbar ist.

Beweis: Nach Definition ist Mor(p,,B): Morg(U(A4), B) = Mor, (4,B), falls (U(A4),p,)
eine universelle Losung ist. AuBerdem ist nach dem Yoneda-Lemma

Mor(p,, —): Mory .4 (U(A), =) = Mory 4 5)(A4,—)

ein funktorieller Morphismus. Ist umgekehrt @: Morg (U (A4), —) = Mor, (4, —), so ist wie-
der nach dem Yoneda-Lemma — weil U(4)e 2 — & = Mor(@(U(A))(1y,),—). Das
heiBt aber, daB beim funktoriellen Isomorphismus Mor (U (4), —) = Mor, (4, —) die Mor-
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phismen aus Mor,(U (A4), B) durch Verkniipfen mit @ (U (A4))(1y4,) in Mor, (A4, B) iibergefiihrt
werden. Damit ist (U(A), (U(A))(1y4)) eine universelle Losung des Problems.

Aus diesem Lemma folgt sofort, daB eine universelle Losung eines universellen Problems
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Eine direkt verbundene Kategorie ¥ (%, 2) heiit
universell direkt verbunden, wenn das zugehorige universelle Problem fiir alle A€ %
eine universelle Losung besitzt.

Hiufig wird die Verbindung fiir eine direkt verbundene Kategorie durch einen Funktor
4. 2 — ¥ gegeben durch

Mor,(A,B): = Morg(A,%B).
Wir schreiben dann auch ¥(%,2). Wegen der Funktoreigenschaft von ¢ erhdlt man so

fiir jeden kovarianten Funktor ¢ eine Verbindung. Ebenso definiert jeder Funktor #: 4 - 2
eine Verbindung durch

Mor,(A,B): = Morg(# A,B).

Lemma 3. Die direkt verbundene Kategorie ¥ (€,2) ist genau dann universell direkt verbunden,

wenn es einen Funktor # :6 — 2 so gibt, daf3 ein funktorieller Isomorphismus Mor . (—, —) =
Mor, (# —. —) existiert.

Beweis: folgt aus Lemma 2 und 1.15 Lemma 4.

Satz 1. Sei 4: & — € ein kovarianter Funktor. Dann sind dquivalent :
1) Es existiert ein linksadjungierter Funktor ¥ : € — 2 zu 4.
2) Die direkt verbundene Kategorie ¥ 4 (6,9) ist universell direkt verbunden.

Wir wollen in diesem Spezialfall nochmals das universelle Problem unter Verwendung der
Definition der Verbindung formulieren. Sei ¥: 2 — € ein Funktor. Sei 4 € ¥. Wir suchen
ein Objekt # A € 2 und einen Morphismus p,: 4 > 4 F A, so daB zu jedem Morphismus
g: A > 9B fir jedes Be 2 genau ein Morphismus g*: # A — B existiert, fiir den das
Diagramm

A—Pr 454 FA
\1{4’9* lg*
4B B

kommutativ ist. Hier wird klar, daB nicht g* mit p , verkniipft wird, sondern %g*. Das Beispiel,
von dem wir zu Anfang dieses Paragraphen ausgegangen sind, hat gerade diese Form.

Seien zwei Kategorien % und & gegeben. Sei eine Verbindung {Mor,(B,4){Be %, Ae ¢}
gegeben,sodall ¥ (Z,%) eine direkt verbundene Kategorie ist. Wir bezeichnen diese Kategorie
auch mit ¥ (%, %) und nennen siedann inversverbundene Kategorie. Man beachte, daf3
jetzt Mory. 4. 4,(B,A) im allgemeinen nicht leer ist, jedoch Mor,. 4 4(4,B) = @ gilt.

Sei ¥7(%,2) eine invers verbundene Kategorie. Wir definieren auch hier ein universelles
Problem. Sei 4 € 4. Existiert ein Objekt U(A4)e 2 und ein Morphismus p,: U(A4) - A(!),
so daB zu jedem Morphismus g: B — A fiir alle B € & genau ein Morphismus g*: B — U(4)(!)
existiert, der das Diagramm
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kommutativ macht? Ein solches Paar (U(4), p,), das die obige Bedingung erfiillt, heiB3t
universelle Losungdes universellen Problems. Besitzt das universelle Problem in ¥ (%, 2)
fir alle A € € eine universelle Losung, so heiBt ¥ '(%,2) universell invers verbunden. Wir
erhalten jetzt eine neue Kennzeichnung fiir Paare adjungierter Funktoren &#: ¢ —» 2 und
9.9 - %.

Satz 2. Seien Kategorien € und 2 und eine Verbindung so gegeben, daf ¥ (€,2) direkt verbun-
den und V"' (2,%9) invers verbunden mit der gegebenen Verbindung sind. Dann sind dquivalent :
1) ¥ (¥, 2) ist universell direkt verbunden und ¥"'(2,%€) ist universell invers verbunden.

2) Die Morphismenmengen der Verbindung werden von einem Paar adjungierter Funktoren ¥
und % induziert durch

Mory,(—, —) = Morg(# -, —) = Morg(—,9—).

Beweis: Die Aussage folgt aus Lemma 3 und dem Dualen von Satz 1.

2.3 Monaden

Seien o/, B, ¥ und 2 Kategorien, #F,7': oA - B, 4,9, 9".: B > € und #,H#':€ > 2
Funktoren und ¢: #F - F', y: 9% > %,y %9 — 4" und p: # — #' funktorielle Mor-
phismen. Schon in 2.1 haben wir gesehen, daB dann auch ¢y #: %% — 4% und
Hy: HG > HY mit (Y F)A) = ¢(F (4) und (H# y)(B) = # (y(B)) funktorielle Mor-
phismen sind. Auf Grund der Definition verifiziert man leicht die folgenden Gleichungen

1) (G e = H(G9),

2) p4F)=(p9TF,

3) (HNF = #(YF).

4) KW NF = (Hy FNHYF).
5) WFNG Q)= (4 p)hF),

wobei die letzte Gleichung aus der Tatsache folgt, daB ¥ ein funktorieller Morphismus ist.
Seien jetzt #: € —» P und ¥: 2 — € ein Paar adjungierter Funktoren mit den funktoriellen
Morphismen @: Idgy - ¥F und ¥: ¥ % — Id,.dieden Bedingungen von 2.1 Satz 3 geniigen.
Wir kiirzen den Funktor 4 % mit ¥ = 4 # ab. Dann haben wir funktorielle Morphismen
e=@:1dg » # und y = VY F: ¥ H# — # Mit diesen Bezeichnungen gilt das

Lemma 1. Die folgenden Diagramme sind kommutativ:

# 2 ww  www T ww

ool SN e
ww 1w #x o
Beweis: Wir verwenden 2.1 Satz 3 und erhalten aus den Definitionen
weH) = (GVYFNPYF) = (9V)F)N(PDF)=(9P)NPY)F =id, F = idy,
WHe)=(GYF)NGF D)= (Y YFWNGF D) =4(YFNF P) = 9id 5 = id,,
UuX)=YGYF)NGYFYGF)=YVYVPFYG)F =%V (FYIY)F
=(9YF)NGFGYF) = u(Hfp.

Wir nennen einen Funktor 3#: % — &, dessen Quell- und Zielkategorie iibereinstimmen,
auch einen Endofunktor. Ein Endofunktor s# zusammen mit funktoriellen Morphismen
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e:1dg » # und p: #H# — A, die die Diagramme von Lemma 1 kommutativ machen,
heiBt eine Monade. Andere Bezeichnungen sind auch Tripel und duale Standardkon-

struktion. Die dualen Begriffe sind Komonade oder auch Kotripel bzw. Standard-
konstruktion.

Zur Erkldarung des Namens iiberlegt man sich, daB ein Monoid eine Menge H zusammen
mit zwei Abbildungen e: {¢} - H und m: H x H - H ist, so daB die Diagramme

HEH pon HxHxH ™ gon
erl 14 lm me[ lm
xH T >H HxH m H

kommutativ sind, wobei wir {@} x H mit H identifiziert haben. Man beachte jedoch, daB es
sich bei einer Monade nicht um das Produkt der Endofunktoren handelt, sondern um eine
Hintereinanderausfiihrung. Die Bezeichnung Monade wurde wegen dieser Ahnlichkeit von
S.Eilenberg vorgeschlagen.

Wir wollen uns jetzt mit dem Problem beschiftigen, ob alle Monaden von Paaren adjungierter
Funktoren in der Weise erzeugt werden, wie wir es in Lemma 1 bewiesen haben. Wir werden
sehen, daB das der Fall ist, daB aber die erzeugenden Paare adjungierter Funktoren durch die
Monaden nicht eindeutig bestimmt werden. Es gibt jedoch zwei wesentlich verschiedene
Paare von adjungierten Funktoren, die diese Bedingung erfiillen und zusitzlich noch gewisse
universelle Eigenschaften besitzen. Diese Paare wurden von Eilenberg-Moore und
Kleisli angegeben. Mit geringen Abweichungen werden wir beide Konstruktionen angeben.

Satz 1. Sei (#,¢e,u) eine Monade iiber der Kategorie €. Es existieren Paare adjungierter
Funktoren $yp: 6 — %y und Typ: G — € bzw. S*: 6 —» 6 und 776" > ¥, die
die gegebene Monade erzeugen. Ist F - € — 2und%:2 — ¥ ein weiteres Paar adjungierter

Funktoren, das die gegebene Monade erzeugt, so existieren eindeutig bestimmte Funktoren
A und &, die das Diagramm

% 1

A \(// y

kommutativ machen.

Beweis: Wir geben zunichst die Konstruktion von %, 7, und €, an. Die Objekte von
% 4 sind dieselben wie die von €. Seien A, B € €. Die Morphismen von A4 in B in € sind die
Morphismen f: # A — # B, fiir die das Diagramm

HH A ﬂ A HB

o, L

x4 —L . #B
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kommutativ ist. Durch Indizieren erreicht man, dafl die Morphismenmengen in %, disjunkt
sind. Die Verkniipfungen seien wie in € definiert. Da # ein Funktor ist, ist 4, eine
Kategorie.

Die Funktoren % und 7, definieren wir durch %A = A, % f= #f und Z,A = #A
Tef =1 Iy ist trivialerweise ein Funktor, wihrend die Funktoreigenschaften von %
aus der Tatsache folgt, daB yu ein funktorieller Morphismus ist. AuBerdem ist J# = 7, %.

Um zu zeigen, daB % linksadjungiert zu 7, ist, verwenden wir 2.1 Korollar 3. Es sei
¢ =¢ldg - #, und ¥: % J — Id,, werde definiert durch YA = p4: #HA — £ A
aufgefafit als Morphismus von .# 4 in A in € ,. Wegen p(# p) = p(u#) ist ¥ A ein Mor-
phismus in ¥ ,. Wegen der Voraussetzungen iiber die Morphismen in %, ist ¥ ein funkto-
rieller Morphismus.

Fiir Objekte 4 €% bzw. A€ € 4 ist dann
(Y %) (G D) (A) = (¥ L (AN P(A) = pA) He(A) = 104 = 1y, 4
und (Fe PNPTL)(A) = (Zp ¥ (ANPTp(A)) = p(A)e H(A) = ey = 15, 4.
Dann ist u = 7, ¥ %, also wird die Monade (#¢, 1) von dem Paar adjungierter Funktoren

% und Z, erzeugt. Da alle Objekte von % als Bild von Objekten aus % bei % vorkommen.
ist Z, treu nach 2.1 Korollar 4, was auch direkt aus der Definition folgt.

Wir geben jetzt 4%, % und 7 * an. Die Objekte von * sind Paare (4,x), wobei A ein
Objekt aus € und a: # A — A ein Morphismus aus € sind, so daf die Diagramme

,}?”‘)?”AZ(—OE%‘A

A/]\ s

HA — A HA —— A

kommutativ sind. Die Morphismen von (A4,2) in (B.f) sind Morphismen f: 4 — B in %,
fir die das Diagramm

#a 2L wp
5

kommutativ ist. Die Verkniipfungen seien wie in 4 definiert. Dann ist € eine Kategorie.
Die Funktoren %% und % definieren wir durch ¥* A4 = (# A,uA), S*f= #f und
T*(A,0) = A, T *f = f T* ist trivialerweise ein Funktor. (# A,uA) ist ein Objekt von
%*, weil (#,¢,p1) eine Monade ist. #f ist ein Morphismus in €%, weil u ein funktorieller
Morphismus ist. AuBerdem ist # = J* F*.

Um zu zeigen, daB %% linksadjungiert zu J* ist, verwenden wir wieder 2.1 Korollar 3.
Es sei @ = ¢: Idy » . Fiir jedes Objekt (4,%) in $* definieren wir einen Morphismus
Y (A,q): S*¥T*(A,x) > (A,a) durch a: # A > A. Wegen der zweiten Bedingung fur
Objekte in €% ist ¥(A,2) ein Morphismus in 4%, denn es ist #* 7 *(4,2) = (# A uA).
¥ ist ein funktorieller Morphismus. Wir erhalten ndmlich ein kommutatives Diagramm
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HAH H# B

B il
\x’x’f xf/
wwa X% w4
uB A l ) la B

w4 2.4

S, N

wenn f ein Morphismus von (4,a) in (B, ) ist. Fiir Objekte A € %€ und (4,a) € €% ist dann

H B B

(PLNS"D)A) = (Y SLH(ANST P(A) = p(A)H e(A) = 1o = lgxs
und (X E)PT*)(A,2) = (7" P (A,0)(@T ¥ (A,2) = 26(A) = 14 = | jwian

Dann ist T*¥YS*(A) = T*¥V(H A,uA) = T*(uAd) = u(A), also wird die Monade
(#,¢,1) von dem Paar adjungierter Funktoren &% und 4% erzeugt. Nach Definition ist
T* treu.

Sei jetzt #: % — Z linksadjungiert zu ¢9: 2 — ¥ mit den nach 2.1 Satz 3 konstruierten
funktoriellen Morphismen ¢': Idy > 4% und ¥': % > Id,. Sei # = 9%, ¢ = ¢ und
u=9Y %, also die Monade (#,¢,u) von dem Paar & und ¥ erzeugt. Wir definieren den
Funktor #": €, — % durch X" A = % A. Sei f: # A — # B ein Morphismus von Objek-
ten A und B in 4. Dann setzen wir ' f = (¥'F B)(F f)(F &' A), was mit # = 4F leicht
als Morphismus von & A in & B zu verifizieren ist. Wegen (¥'#)(# &) = idz ist A ein
Funktor. Fir Ae @ ist X ¥, (A) = # (A). Fiir fe ¥ ist

HS([)=H(H) =W FBUFGFNF VA =WFB(FPBFS)=F/f,
alsoist 4" 7, =F. Weiter ist 4 ¥ A =9F A= HA =7,A und
GAHf=(GY FBYAS) (HPA) = uB)HS)Hed)=[(uA)HeAd) == T,f.

also 4" = 7,.

Zum Beweis der Eindeutigkeit von #" nehmen wir an, daB ein weiterer Funktor #7: €, —» 2
dieselben Faktorisierungseigenschaften hat. Dann ist X' 4 = F A = A A, weil ¥, aufden
Objekten die Identitdt ist. Sei f: # A — # B ein Morphismus von Objekten A4 und B in
%y Dann ist ¢4 = T, f = 4X4"f. Speziell ist FYAf= FGA"f. Wir erhalten also ein
kommutatives Diagramm

_
o754 22 z458
W F A 1‘1”973
F A g FB

sowohl fiir g = £ f als auch fiir g = #"'f. Da ¥' % A4 einc Retraktion ist, ist X f = X'f,
also " = A",

Zur Konstruktion von % sei zunidchst D € & gegeben. Damit haben wir einen Morphismus
GY'D: 4F %D — 4D. Nun ist (4D,4 ¥ D) ein Objekt in €*, es sind nidmlich
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HGY' D

4D und  ##9D 2272, #4D
afﬁDl \ wl)l l 4D
#ep Z¥D, 4p #9p —4¥D | ¢p

kommutativ, das erste Diagramm, weil ¢ = @' ist, das zweite Diagramm, weil # = 4%
und V' (P'F %) = P'(F YY) ist. Wir definieren also ¥ D = (¥D,9¥'D). Sei f: D - D’
ein Morphismus in 2. Dann ist das Diagramm

_
9790 2ZY, yz4p
%'P’Dl l{gwo'
gp — 4, 4p

kommutativ, also ist 4f ein Morphismus in ¢*. Wir definieren .#f = 4f. Dann ist % ein
Furnktor,und es ist F A = (# A, uA) und L F f = #f. AuBerdem ist

T*¥LD=T*(%D,4¥'D)=%D und T*Lf=9f.

Alsoist F =S*und 7* ¥ = 4.
Wir bemerken noch, da3 wegen
AVYA=AH pA=VFAFGYFAF PGT A) = (VF AF(GY)NDYGF A)
=Y FA=Y A
und YD =¥YYDYGYD)=%¥YD=LYD
gilt ¥ =¥ und Y. = LYV, wobei ¥ jeweils der Morphismus von % 7, in Ild,,
bzw. von £* 7% in Id,~ ist.

Zum Beweis der Eindeutigkeit von % sei £': & — é* ein weiterer Funktor mit den ge-
forderten Faktorisierungseigenschaften. Zum Beweis, daB % und ¢’ auf den Objekten iiber-
einstimmen, zeigen wir zundchst noch ¥.¢' = ¥'¥’, was ja jedenfalls fir £ gilt. Dazu
betrachten wir die beiden kommutativen Diagramme

vg9Fap LEXZID, 4 z4p
rFY W'Dl l LD
vgyp —ZL¥D | 4p
gr7xpggp YLFID pzgp
und FETE P YD j L¥'D
)

S*T*LD ——————— LD

Wegen ' FY = 7% = S*T* & sind die Objekte und die senkrechten Morphismen
dieselben in den beiden Diagrammen. Weiter ist ¥V Y* = uy=4¥' F =T L'V F.
Da 7% treuist,istauch V¥ F = ¥ S* = L'V F und VL' FYD = ¥V F%D,d.h
die oberen waagerechten Morphismen in den beiden Diagrammen sind ebenfalls gleich. Da
aber 9 ¥' D eine Retraktion ist und Retraktionen von Funktoren erhalten werden, ist auch
L'YD=YFD,also LYV =V
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SeiDe% und ¥'D = (A,a). Dannist A = T*¥(A,0) =T * ¥ D=%Dund a = T*a =
T*¥V(A,)=T*¥VYL'D=T¥XL'VYD=%¥YD,alsoist #D=¥D.Istf:D—->Ding
gegeben,soist T*¥ #f = 4f = T* ¥'f. Da T * treuist, ist £f = L', also £ = £'. Damit
ist der Satz bewiesen.

Die Objekte der Kategorie * heien #-Algebren und die Objekte der Form &% (4)
freie #-Algebren.

Korollar. /m Diagramm von Satz | sind die Funktoren 7, , 7 und A treu. Ist einer der
Funktoren #, % , S und F treu, so sind alle diese Funktoren treu.

Beweis: Aus den Konstruktionen des Beweises fiir Satz 1 folgt, daB 7% und J * treu sind.
Wegen 7, = 9. ist auch X treu. Ist J# treu, so ist # wegen # = 4 F treu. Sei jetzt &
treu. Wegen 2.1 Korollar 4 ist dann auch # = 4 & treu. Da bei diesen Schliissen & speziell
durch &, bzw. % ersetzt werden kann, ist der Beweis gefiihrt.

Lemma 2. Sei (#,¢, ) eine Monade iiber der Kategorie €, und sei (A,a) eine #-Algebra.
Dann existiert eine freie #'-Algebra (B, ) und eine Retraktion f: B — A in€, die ein Morphis-
mus von H#-Algebren ist.

Beweis: Wegen

A
8Al \A
w4 27

ist o: # A — A eine Retraktion. Weiter ist u: # # A —» H# A eine freie #~Algebra. Wegen

wwa L wa

1

HA — A
ist 2 ein Morphismus von #-Algebren.

Von besonderem Interesse ist die Frage, unter welchen Umsténden der in Satz 1 gewonnene
Funktor £: & — %* ein Isomorphismus von Kategorien ist. Dann kann man nimlich &
als Kategorie der s#-Algebren auffassen. Wir nennen einen Funktor 4: 2 —» ¥ monadisch,
wenn % einen linksadjungierten Funktor & besitzt, so daBl der durch die Monade 4 = #
definierte Funktor #: 2 — %” ein Isomorphismus von Kategorien ist.

Bevor wir diese Frage genauer untersuchen konnen, bendtigen wir einige weitere Begriffe.
Wir wollen zunidchst eine Aussage dariiber machen, wie sich Funktoren in bezug auf Dia-
gramme verhalten. Sei 4: € — % ein kovarianter Funktor. Sei € eine kategorietheoretische
Eigenschaft von Diagrammen (z. B. f: 4 — B ist Monomorphismus, D ist ein kommutatives
Diagramm, B — D ist Produkt des Diagramms D). Besitzt mit jedem Diagramm D in ¥
mit der Eigenschaft € auch das Diagramm %(D) in Z die Eigenschaft €, so sagt man, daf}
%4 die Eigenschaft € erhilt. Besitzt jedes Diagramm D in %, fiir das das Diagramm %(D)
in ¢ die Eigenschaft € besitzt, die Eigenschaft €, so sagt man, da ¢ die Eigenschaft €
reflektiert. Existiert zu jedem Diagramm D in € mit der Eigenschaft €, zu dem eine Dia-
grammerweiterung 4(D) € D” in 2 mit der Eigenschaft €* existiert, genau eine Diagramm-
erweiterung D € D’ in € mit 4(D’) = D", und besitzt dann D' die Eigenschaft €*, so sagt
man, daB ¢ die Eigenschaft €* erzeugt.
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Ein einfaches Beispiel fiir die letzte Definition ist die Aussage, daB der Funktor % Isomor-
phismen erzeugt. Diese Aussage bedeutet, daB zu jedem Objekt C € € und zu jedem Iso-
morphismus f": 4(C) - C" in 2 genau ein Morphismus f': C —» C' in € mit 4(f') = f"
und 4(C’) = C” existiert und daB f’ ein Isomorphismus ist. Die Eigenschaft € besagt nur,
dafB3 es sich bei dem Diagramm D um ein Diagramm mit nur einem Objekt und einem
Morphismus handelt. Die Eigenschaft €* besagt, daB der einzige nichtidentische Morphis-
mus des Diagramms mit zwei Objekten ein Isomorphismus ist. Der Funktor & von 2.4 Satz 3
ist ein Beispiel fiir einen Funktor, der Isomorphismen erzeugt. In diesem einfachen Fall
1dBt man also die Spezifizierung der Eigenschaft € fort.

Ein Paar von Morphismen f;,f;: 4 — B heit zusammenziehbar, wenn cin Morphis-
mus g: B — A existiert, so daB f,g = 15 und f, gf, = f,¢9f, gelten.

Sei h: B —» C ein Differenzkokern eines zusammenziehbaren Paares fy.f,: A — B, so
existiert genau ein Morphismus k: C —» B mit hk = 1. und kh = f,g. Fur f,g: B — B gilt
ndmlich (f;9) fo = (fi19)f;- Da h ein Differenzkokern von ( f,, f,) ist, existiert genau ein
k: C - Bmit kh = f,g. AuBerdem gilt hkh = hf,g = hf,g = hly = 1.h, also ist hk = I,
weil h ein Epimorphismus ist.

Ist umgekehrt f,.f,: A — B ein zusammenziehbares Paar mit dem Morphismus g: B — A.
Sind h: B —» C und k: C - B Morphismen mit hf, = hf,, hk = 1 und kh = f, g, so ist h
ein Differenzkokern von (fy.f;). Ist ndmlich x: B — X ein Morphismus mit xf, = xf,, so
ist x = xfog = xf,g = xkh. Ist x = yh, so ist xk = y. Ein Differenzkokern eines zusammen-
ziehbaren Paares ist also ein kommutatives Diagramm

lp
—_—

St |
h
C.

—

>

fi
B
k h
2
Daraus folgt:
Lemma 3. Jeder Funktor erhdlt Differenzkokerne von zusammenziehbaren Paaren.

Erinnern wir uns an die Definition einer #-Algebra fiir eine Monade (#, ¢, i), so sieht man
sofort, da3 (4,«) genau dann eine #-Algebra ist, wenn das Diagramm

1
HA x4 HA
/
%W%A/,uA
2 lt)fa i

H A

€A o
I/]A \’A

¢
A

kommutativ ist, d. h. wenn o« Differenzkokern des zusammenziehbaren Paares (u A4, # a) ist.

Sei 4: 9 — ¥ ein Funktor. Ein Paar von Morphismen f,,f;: A — B in Z heillt 4-zusam-
menziehbar, wenn (%f,,%f,) zusammenziehbar in € ist. 4 erzeugt Differenzkokerne
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von %-zusammenziehbaren Paaren, wenn zu jedem %-zusammenziehbaren Paar f,,,f;: 4 — B
in 9, fir das (%fo,(ﬁj' ) in % einen Differenzkokern h': ¥ B — C’ besitzt, genau ein Morphis-
mus h: B — C in 2 mit $h = h' existiert und wenn h ein Differenzkokern von (fy,f;) ist.

Lemma 4. Sei 9: & — € ein monadischer Funktor. Dann erzeugt 4 Differenzkokerne von
9-zusammenziehbaren Paaren.

Beweis: Wir konnen 2 = ¢* und 4 = 7% fiir eine Monade (J#,¢,u) annehmen. Sei
foufi: (A,a) = (B,B) ein I *-zusammenziehbares Paar und sei g: B —» A der zugehdrige
Morphismus. Existiere ein Differenzkokern h: B — C von fg,f;: A —» B(f; = 7 *f)). Dann
ist auch s h Differenzkokern von (# f,,, # f,). Wir erhalten also ein kommutatives Diagramm

A h C
T, b
\\< \SB‘ eC
# o
1, HA fo #B Hh
Hf,
/ ,- s
Jo h
A 7, 5

wobei ;' : # C — C durch die Faktorisierungseigenschaft des Differenzkokerns bestimmt ist.
(C,v) erfiillt daher die erste Bedingung fiir eine #-Algebra.

Da p: ## — S ein funktorieller Morphismus ist, ist uC: ## C — # C eindeutig durch
UA: #AH A - H#Aund uB: #H# B — A B als Morphismus zwischen Differenzkokernen
definiert. Die kommutativen Diagramme

wwa XL wa und #ws XL, wp
YO
#A4 2 4 #B -2 B

erzeugen uber fy,f; mit den iiblichen Schliissen iiber Differenzkokerne ein kommutatives
Diagramm

Ay

HAHC —> H#C
<l
HC —— C .

Damit ist (C,y) eine s -Algebra.

Da 7 * treu ist, ist der Morphismus h in $* eindeutig durch den Morphismus h in & bestimmt.
Weiter ist h ein Morphismus von .J#-Algebren mit hf, = hf;. Ist jetzt k: (B,) — (D,d) ein
weiterer Morphismus von #-Algebren mit kf, = kf}, so existiert genau ein Morphismus
x:C > D in € mit k = xh. Also ist #k = # x#h. Da aber s#h Differenzkokern von
H fo und S f, ist, erhdlt man wieder mit den iiblichen Schliissen iiber Differenzkokerne,
daB 65 x = x7y ist. Daher ist x ein Morphismus von #-Algebren. Damit ist gezeigt, daB
h:(B.B) = (C.7) ein Differenzkokern in € ist



58 2 Adjungierte Funktoren und Limites

Satz 2 (Beck). Ein Funktor 4: 4 — € ist genau dann monadisch, wenn 4 einen linksadjun-
gierten Funktor & besitzt und wenn 4 Differenzkokerne von 4-zusammenziehbaren Paaren
erzeugt.

Beweis: Wegen Lemma 4 geniigt es zu zeigen, daB ein Funktor 4, der einen linksadjungierten
Funktor & besitzt und der Differenzkokerne von %-zusammenziehbaren Paaren erzeugt,
monadisch ist. Dazu geniigt es wiederum einen inversen Funktor zum Funktor & aus Satz |
zu konstruieren. Sei (4,2) eine J#-Algebra mit s = 4% . Dann ist uAd, #a: X H A - H A
ein zusammenziehbares Paar mit dem Differenzkokern a: # A4 — A. Da 4(V' ¥ A) =
und 9(F o) = Ko, ist VFAF o FHA— FA ein ¥-zusammenziehbares Paar, das in
% einen Differenzkokern besitzt. Nach Voraussetzung existiert genau ein Differenzkokern
a.FA - Cin Zmit%a =xund 9C = A. Wir definieren £'(A4,a) =

Istf: (4,2) — (B,B)ein Morphismus von #-Algebren und sind #'(B,) = Dundbh: #B — D
der Differenzkokern von (¥' % B, % f), so folgt aus dem kommutativen Diagramm

Y'FA
FY4 FA FA — C
F o
FYF [ ] J
Y'#B
4% B ¥B — D
EZ

die Existenz und Eindeutigkeit des Morphismus g mit 4(g) = f. Sei £'(f) =g¢. Da g als
Morphismus zwischen Differenzkokernen definiert ist, ist ¥ ein Funktor.
Wir verifizieren jetzt, dal Y% = Id¢~» und ¥ ¥ =1d, gelten. Es ist L ¥ (4,a) =
(9C, %Y C)=(A,.9¥'C). Da ¥ ein funktorieller Morphismus ist, ist

A 22 wa

GY' FA l@ ¥ C
; %

HA —— A
mit a = Ya und 4 = ¥C kommutativ. Da ¥¥'F A4 = ud und (¥ C)(H o) = 2(nA) =
a(H «) ist, und da # « als Differenzkokern ein Epimorphismus ist, folgt « = ¢ ¥'C. AuBer-
dem ist L&' (f) = L(g) = 4(g9) = f. wobei g wic oben gewihlt ist. Es ist ¥ £ (C) =
L'(%C,9¥'C). Da 9¥ C Differenzkokern des zusammenziehbaren Paares

GYFYGC,4FGYC.4FHGC - 4F7%C

ist (der zugehorige Morphismus ist @' # % C), ist nach Voraussetzung iiber ¥ der Morphismus
¥Y'C: #9C — C Differenzkokern von (V" Z9C,Z#% ¥ C). Also ist "¢ C = C. Weiter
ist ¥ f="%f Da das Quadrat

F4C -l_p_.g_, C

sl

790 22, p

kommutativ ist und f ein Morphismus zwischen Differenzkokernen ist, ist ' %f = f.
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Lemma 5. Sei ¥: & — € ein Funktor, der Differenzkokerne von %-zusammenziehbaren
Paaren erzeugt. Dann erzeugt 4 Isomorphismen.

Beweis: Sei g:C - D in ¥ ein Isomorphismus und sei C = %4 mit Ae 2. Es ist
14,14,: A > A ein 9-zusammenziehbares Paar mit dem Differenzkokern g: C — D in €.
Also existiert genau ein f: 4 - B mit 4f=g. AuBerdem ist f Differenzkokern von

14,141 A > A. Daaber auch 1,: A > A Differenzkokern dieses Paares ist, ist f ein Isomor-
phismus in Z.

2.4 Reflexive Unterkategorien

Seien 2 eine Kategorie und € eine Unterkategorie von £.Sei §: ¢ — 2 der durch die Unter-
kategorie definierte Einbettungsfunktor. Existiert zu & ein linksadjungierter Funktor
R: 9 — €,s0heibt € einereflexive Unterkategorie von 2. Der Funktor £ hei3t dann
Reflektor und das einem Objekt D € @ zugeordnete Objekt ZD € € Reflexion von D.

Da & eine Unterkategorie von 2 ist, 148t sich das zu einer reflexiven Unterkategorie
gehorige universelle Problem besonders einfach darstellen. Seien C € 4 und D € 2. Zunichst
existiert ein Morphismus f: D - ZD in 9, der durch den funktoriellen Morphismus
Idy — &# induziert wird. Ist g: D — C ein weiterer Morphismus in £, so existiert genau
ein Morphismus h in der Unterkategorie %, der das Diagramm

p L. ap

N

Cc

kommutativ macht.

Dual zu den oben definierten Begriffen heiBt eine Unterkategorie £: ¥ — 2 eine kore-
flexive Unterkategorie, wenn & einen rechtsadjungierten Funktor #: 2 — & besitzt.
Entsprechend heilt dann # der Koreflektor und 2D die Koreflexion des Objektes
De 2.

Wir geben einige Beispiele an, von denen der mit den entsprechenden Gebieten vertraute
Leser leicht verifizieren wird, daB} sie reflexive bzw. koreflexive Unterkategorien definieren.
Einige dieser Beispiele werden spiter noch ausfiihrlicher behandelt werden. Reflexive Unter-
kategorien sind 1) die volle Unterkategorie der topologischen 7;-Riume (i = 0, 1, 2, 3) in
Top, 2) die volle Unterkategorie der reguldren Riaume in Top, 3) die volle Unterkategorie der
total unzusammenhingenden Rdume in Top, 4) die volle Unterkategorie der kompakten
hausdorffschen Riume in der vollen Unterkategorie der normalen hausdorffschen Ridume
von Top, 5) die volle Unterkategorie der torsionsfreien Gruppen in Ab, 6) Ab in Gr und 7) die
volle Unterkategorie der kommutativen, assoziativen, unitdren Ringe in Ri. Die volle Unter-
kategorie der Torsionsgruppen in Ab bildet ein Beispiel einer koreflexiven Unterkategorie.
Andere Beispiele fiir koreflexive Unterkategorien sind die volle Unterkategorie der lokal

zusammenhédngenden Raume in Top bzw. die der lokal bogenweise zusammenhingenden
Raume in Top.

Lemma. Sei € eine volle, reflexive Unterkategorie der Kategorie & mit dem Reflektor ®. Dann
ist die Einschrinkung von A auf die Unterkategorie € isomorph zu 1d,.
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Beweis: Da € eine volle Unterkategorie ist, ist fiir jedes C € ¥ der Morphismus 1: C —» C
eine universelle Losung des durch &: € — 2 definierten universellen Problems. Wegen der
Eindeutigkeit der universellen Losung ist ZC = C funktoriell in C fiir alle Ce €.

Wegen der einfachen Darstellung des durch adjungierte Funktoren definierten universellen
Problems im Falle einer reflexiven Unterkategorie ist es von Interesse, wenn ein Paar ad-
jungierter Funktoren eine reflexive Unterkategorie erzeugt. Eine hinreichende Bedingung
dafiir gibt der

Satz 1. Sei der Funktor F: ¢ — © linksadjungiert zu dem Funktor 4: @ — € und sei 4
injektiv auf den Objekten. Danr ist 9(%) eine reflexive Unterkategorie von 4 mit dem Reflektor
GF.

Beweis: Nach einer Bemerkung zu Beginn von 1.8 ist das Bild von % eine Unterkategorie
von €. Wir definieren Faktorisierungen der Funktoren durch das folgende kommutative
Diagramm von Kategorien

Z

%'

EN

©
b1

K

Y
—

13
—_ ¢

[
wobei €' = 4(Z) sei. Nach 2.1 Korollar 4 ist %: Mory(# —.—) - Morg (4.7 —, % —)

injektiv. Daher ist ¥': Morg(# —,—) - Mor, (4% —,% —) nach Definition von 4’ ein
funktorieller Isomorphismus. Wir erhalten

Q

Morg (9 F —,9' —) = Morg (¥ —,—) = Morg(—.9—) = Mory(—.6% ).
Da sich jedes Objekt aus ¥’ eindeutig als 4 D darstellen 1d8t und da %" voll ist, ist
Morg (F'—,—) = Mor,(—,8 —). Abgesehen von der Einbettung von %’ in ¢ stimmen #’
und 4. iberein.

Satz 2. Sei €’ eine reflexive Unterkategorie von € mit dem Reflektor R. Fiir alle A € €' ist der
durch das zugehérige universelle Problem definierte Morphismus f: A — A A ein Schnitt in €.

Beweis: Sei £: % — % der Einbettungsfunktor. Nach 2.1 Satz 3 ist (62 sn6 % &) = id,,
also ist (4 1> #A %4 4) = 1, fiir alle A €%'. Man beachte dabei. daB f ein Morphismus
in € ist, wahrend &% A4 sogar in ¢’ liegt.

Satz 3. Sei §: € — & eine volle, reflexive Unterkategorie. Ist mit jedem C € 6 auch jedes
DeZ mit C= Din% ein Objekt aus €, so ist & ein monadischer Funktor.

Beweis: Sei s## = &% und # der Reflektor zu &. Es ist ¢(D): D — & D die universelle
Losung des durch & definierten universellen Problems. Sei : # D — D ein Z-Morphismus,

so daB
D

o] N
o

HAD — D

kommutativ ist. Dann ist ¢(D)d&(D) = ¢(D). Da & vollist, ist (D)o = &(fYmit f: AD — AD.
Wegen der universellen Eigenschaft von (D) und der Kommutativitédt von
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DM&%D

E(D)\‘ lé"(f)

EAD

ist = lgp, also £(D)0 = 14, Damit ist ¢(D): D —» #D ein Isomorphismus und De 4.
Weiter ist wegen (Y ZD)(#¢(D)) = lgzp = (#0)(#¢(D)) auch YA D = A9, also u(D) = #9.
Damit ist

##D 2% wp

;t(D)l lé
1

AD —— D

kommutativ und (D, ) eine #’-Algebra.

Ist De ¥, so existiert genau ein 6: #D — D mit d¢(D) = 1, weil ¢(D) eine universelle
Losung ist.

Sei f: D — D’ ein Morphismus und D,D’e¥. Seien (D,d) und (D’,8') die zugehorigen -
Algebren. Dann ist

l/ lff | lf
p U2y 2,y

kommutativ, also ist f ein Morphismus von #-Algebren. Damit ist &£: € — 2% ein Iso-
morphismus von Kategorien.

2.5 Limites und Kolimites

Seien .o/ ein Diagrammschema, % eine Kategorie und Funkt(.e/,%) die in 1.8 eingefiihrte
Diagrammkategorie. Wir definieren einen Funktor #": ¥ — Funkt(«/,%)durch ¢ (C)(4) = C,
A (C)(f) = 1cund £ (g)(A) = g fiir alle Ce ¥, Ae .o/, fe o/ und g ¥ und nennen ¥ den
Konstantenfunktor. Durch den Funktor .#" wird in der invers verbundenen Kategorie
¥ ¥ (Funkt{«/.%),%) mit der Verbindung Mor,(C,#) = Mor (4 C,#) ein universelles
Problem fiir jedes Diagramm # € Funkt(</,%) definiert. Gesucht wird ein Objekt U(F)
aus % und ein Morphismus pgz: U(F) - %, so daB zu jedem Morphismus ¢: C - %
genau ein Morphismus ¢*: C - U(F) existiert mit p; @* = .

Ist o7 die leere Kategorie, so besteht Funkt(.o/,%) aus einem Objekt und einem Morphismus.
Bei " werden alle Objekte aus % auf das Objekt von Funkt(.<Z,%) und alle Morphismen
auf den Morphismus von Funkt(«/,%) abgebildet. Da Mor (# C,#) aus einem Element
besteht, muB3 das Objekt U(#) die Bedingung erfiillen, daB von jedem Ce % genau ein
Morphismus in U (%) fithrt. U(#) ist also ein Endobjekt.

Wir formulieren das universelle Problem ausfiihrlicher. Zunidchst ist ein Morphismus
¢ € Mor,(C.#) = Mor (A4 C,#) eine Familie von Morphismen ¢(4): C — % A, so dal}
fir jeden Morphismus f: 4 — A’ in ./ das Diagramm
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¢ (A)

C FA

@(A) P"f
FA
kommutativ ist. Speziell ist dann p & eine solche Familie von Morphismen p s (4): U(F) — F A,
die entsprechende Diagramme kommutativ machen. Diese Familie von Morphismen soll die

Eigenschaft haben, daB zu jeder Familie ¢ € Mor;(#'C.#) genau ein Morphismus ¢*:
C — U(%) existiert, so daB fiir alle A € & das Diagramm

UF) —— 7oAl FA

kommutativ wird.

Existiert zu dem durch & definierten universellen Problem eine universelle Losung, so heif3t
diese Limes des Diagramms 4% und wird mlthm bezeichnet. Die Morphismen pg(A):
lnm/ — Z A nennen wir Projektionen und bezeichnen sie mit p4 = pg(A). Ist das Dia-
gramm Z als Menge von Objekten C; und Morphismen in 4 gegeben, so schreiben wir haufig
statt I,'L” F auch @C

Wegen der Wichtigkeit der hier eingefiihrten Begriffe definieren wir auch den dualen
Begriff explizit. Der Konstantenfunktor . definiert eine direkt verbundene Kategorie
1 ¢(Funkt(=/,%),%4) mit der Verbindung Mor,(#,C) = Mor(#,% C). Das zu einem
Diagramm .# gehorige universelle Problem driickt sich explmt folgendermaBen aus. Jeder
Morphismus ¢ € Mor, (#,C) = Mor (%, C) ist eine Familie von Morphismen ¢(4):
F A - C, so daB fiir jeden Morphismus f: A - A’ in o/ das Diagramm

Ff
e
FA

A (A) C
)

We—Y

kommutativ ist. Speziell ist dann p4 eine solche Familie von Morphismen p; (4): F A — U(F),
die entsprechende Diagramme kommutativ machen. Diese Familie von Morphismen soll die
Eigenschaft haben, daB zu jeder Familie ¢ eMor (.#..#"C) genau ein Morphismus
o*: U(F) — C existiert, so daB fiir alle 4 € o das Diagramm

kommutativ wird.

Existiert zu dem durch .# definierten universellen Problem eine universelle Losung, so heiBt
diese Kolimes des Diagramms .# und wird mitlim.7 bezeichnet. Die Morphismen pg(A):
FA - lxm/ heilen Injektionen. Ist das Dlagrdmm F als Menge von Objekten C; und
Morphnsmen in ¥ gegeben, so schreiben wir haufig th statt hm
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Existiert in ¢ fur jedes # e Funkt(<Z,%) ein Limes bzw. Kolimes, so heiBt ¥ Kategorie
mit «/-Limites bzw. o/-Kolimites. Existieren in ¥ Limites bzw. Kolimites fiir alle Dia-
gramme # iber allen Diagrammschemata o/, so heiit ¥ vollstindig bzw. kovoll-
standig. Entsprechend definiert man eine endlich vollstandige bzw. kovollstandige
Kategorie, falls in ¢ Limites bzw. Kolimites fiir alle Diagramme iiber endlichen Diagramm-
schemata (endlich viele Objekte und Morphismen) ./ existieren.

Lemma 1. Sei # : o/ — € ein Diagramm. Der Limes bzw. Kolimes von & ist, falls er existiert,
bis auf die Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis: Limes und Kolimes sind als universelle Losung bis auf Isomorphie eindeutig.

Lemma 2. Eine Kategorie € ist genau dann eine Kategorie mit <f-Limites (of-Kolimites),

wenn der Konstantenfunktor X : € — Funkt(o/,€) einen rechtsadjungierten (linksadjun-
gierten) Funktor besitzt.

Beweis: Da die Limites universelle Losungen sind. folgt das Lemma aus 2.2 Satz 1.

Die explizite Formulierung des universellen Problems, durch das ein Limes definiert wird,
gestattet es uns auch, fir Funktoren & : # — % mit beliebigen Kategorien % eines Limes zu
definieren. Selbst wenn % vollstdndig ist, werden allerdings nicht immer Limites von solchen

»groBen” Diagrammen existieren. Man vergleiche dazu die Beispiele am SchluBl dieses
Abschnitts.

Wir wollen jetzt alle Diagramme iiber einer Kategorie 4 (nicht nur die iiber einem festen
Diagrammschema) zu einer Kategorie zusammenfassen. Dazu gibt es zwei interessierende
Moglichkeiten. Die zu konstruierende Kategorie nennen wir grofe Diagrammkate-
gorie und bezeichnen sie mit Dg(¥). Die Objekte von Dg(¥) sind Paare (o7, F), wobei o
ein Diagrammschema und #: o/ — € ein Diagramm sind. Die Morphismen zwischen zwei
Objekten («/,#) und (&',%') sind Paare (4,¢), wobei ¥4: .o/ — o' ein Funktor und ¢:
F — F'% ein funktorieller Morphismus sind. Sind jetzt Morphismen (¥4,¢): (£, %) - (& F")
und (9.,¢"): (', F') - (4", F") gegeben, so sei die Verkniipfung dieser beiden Morphismen
(9'9,(¢’'%) p). Mit dieser Definition bildet Dg(¥%) eine Kategorie.

Wir konstruieren noch eine weitere groBe Diagrammbkategorie Dg (%), die dieselben Objekte
(,F) wie Dg(¥) hat, in der ein Morphismus von (<,%) in (&', %) jedoch ein Paar (¥4, ¢)
mit einem Funktor ¢: o/ — o/’ und einem funktorieilen Morphismus ¢: #'% — % ist. Die
Verkniipfung in Dg' (%) ist (9,¢')(%,¢) = (9%, (0'9)).

Fir jedes Diagrammschema s/ ist Funkt(e/%) eine Unterkategoric von Dg(%) bei der
Zuordnung # — (o, %) und ¢ — (1d,,¢). Ebenso ist Funkt(s/,%)® eine Unterkategorie
von Dg'(¥). Beide Unterkategorien sind nicht voll, weil auBBer 1d,, auch noch andere Endo-
funktoren von &/ existieren konnen.

Sei ¢ eine diskrete Kategorie mit nur einem Objekt. Die Verkniipfung des Konstanten-
funktors #": ¥ — Funkt(¢,%) mit dem Einbettungsfunktor Funkt(¢,%4) —» Dg(%) nennen
wir auch Konstantenfunktor und bezeichnen sie mit K: 4 - Dg(%). Ebenso erhalten
wir einen Konstantenfunktor ]: ¢° — Dg'(%).

Satz 1. Die Kategorie 4 ist genau dann kovollstindig, wenn der Konstantenfunktor
K: € — Dg(%) einen linksadjungierten Funktor besitzt.

Beweis: Bezeichnen wir Mory, ,((/,%), R C) mit Mor((«/,#),8 C), so hat & genau dann
einen linksadjungierten Funktor, wenn Mor((&/,%),8—) fur alle (&/.%) darstellbar ist
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(1.15 Lemma 4). Sei (4,¢) € Mor((«/,.#),8C). Dann ist 4: .o/ — ( eindeutig bestimmt und
o F - A ,C, wobei X ,: € — Funkt(«,%) der Konstantenfunktor ist. Der zu R C ge-
horende Funktor verkniipft mit 4 ordnet namlich jedem Objekt aus o/ das Objekt Ce ¥
und jedem Morphismus aus &/ den Morphismus 1€ € zu. Also ist Mor((«/,#),8C) =
Mor (#,4 ,,C). Man verifiziert sofort, da3 dieser Isomorphismus funktoriell in C ist:
Mor((«#,%),8 —) = Mor (¥, X ,—). Der Funktor Mor (#,4 ,,—) ist genau dann fiir alie
(o, %) darstellbar, wenn € kovollstdndig ist (Lemma 2).

Satz 2. Die Kategorie € ist genau dann vollstindig, wenn der Konstantenfunkror
R: €% - Dg'(€) einen linksadjungierten Funktor besitzt.

Beweis: Dieser Satz folgt aus Satz 1, wenn man % durch %° ersetzt. Es ist nidmlich
Dg(%°) = Dg'(¥).

Speziell haben jetzt folgende Bildungen einen Sinn. Seien #: .o/ — % und ¢: .o/ — € Funk-
toren und sei ¢@: & — % ein funktorieller Morphismus. Dann seilim ¢ =lim (Id,,¢) und
limg = lim(1d,, @), wobei lim bzw. .1m den linksadjungierten Funktor zu & aus Satz 1 bzw.
Satz 2 bedeuten mit Werten in ¢ (auch im Falle von Satz 2). Wir schreiben auch Ixmq;
lim# —lim% und 11m<p hm/' —»llm@ Seien F:of -6, 9: B > € und K#: R
Funktoren. so daB das Dlagramm

PR

Ag/ ¢

kommutativ ist. # sei dabei wie o eine kleine Kategorie. Dann definieren wir |1m A
lim# — lim% bzw. lim #: lim # — lim % durch lim ¢ =lim (#,idg) bzw. lim =
hm (o, ld;)

Wir wollen noch untersuchen, wann eine kleine Kategorie .o/ vollstdandig ist. Sei Mor (4, B)
eine Morphismenmenge mit mehr als einem Element. Sei I eine Menge. die eine grofere
Michtigkeit hat als die Menge der Morphismen von .«. Sei schlieBlich [| B; = C mit B, = B
iel
fir alle i e I. Dann ist die Méchtigkeit von Mor, (4, C) groBer als die Méchtigkeit der Menge
aller Morphismen von /. Daher kann jede Morphismenmenge Mor,(4,B) hochstens ein
Element besitzen. Gleiches gilt fiir eine kovollstindige kleine Kategorie. Definieren wir
A < B genau dann, wenn Mor (A4,B) + @ ist, so ist das eine reflexive und transitive Re-
lation auf der Menge der Objekte von .«7. Eine solche Menge heift auch priageordnete Menge.

Es sei bemerkt, daB man einen Limes auch hiufig inversen Limes, projektiven Limes, In-
fimum oder Linkswurzel nennt. Entsprechend heiBt der Kolimes auch oft direkter Limes,
induktiver Limes, Supremum oder Rechtswurzel. Diese Bezeichnungen werden wir jedoch
zum Teil in anderer Bedeutung verwenden.

2.6 Spezielle Limites und Kolimites

In diesem Abschnitt werden wir spezielle Diagrammschemata ./ und die dadurch definierten
Limites und Kolimites untersuchen. Einige von ihnen sind schon aus Kapitel 1 bekannt. Ist
&/ die Kategorie

. >
—_—
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also eine Kategorie mit zwei Objekten 4 und B und vier Morphismen 1, 15 f/: A - B und
g: A = B, und ist Z: o/ — € ein kovarianter Funktor, so ist lim & = Ke(#f,%g). Er-
innern wir uns ndmlich an die explizite Definition des Limes. Ein Tunktorieller Morphismus
@: A C - F ist ein Paar von Morphismen ¢(4): C - # 4 und ¢(B): C - F B, so daB
F (f)o(A) = ¢(B) = F(g) ¢(A). Gleichbedeutend damit ist die Angabe eines Morphismus
h: C - # A mit der Eigenschaft #(f)h = F(g)h. Der Differenzkern von (& f, Z g) ist
ein Morphismus i: Ke(Z f, # g) — % A mit dieser Eigenschaft, so daB zu jedem Morphis-
mus h: C -> % A mit dieser Eigenschaft genau ein Morphismus h': C —» Ke(Z f, # g) mit
h = ik’ existiert. Das ist genau die Definition des Limes von . i ist dabei die Projektion.
Dual ist lln F = Kok(ZF £, Fg).

Sei «f eine diskrete Kategorie, die wir nach 1.1 als eine Menge I auffassen konnen. Ein Dia-
gramm & iiber & ist dann eine Familie von Objekten {C;}, in €. Die Bedingungen fiir den

Limes l‘@ F von Z stimmen iiberein mit den Bedingungen fiir das Produkt [ | C; der Objekte
iel

C;. Die Projektionen des Produkts in die einzelnen Faktoren stimmen mit den Projektionen

des Limes in die Objekte & (i) = C; iiberein. Entsprechend ist der Kolimes von & das Ko-

produkt der C,.

Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir einen speziellen Limes erhalten wir fiir das Diagramm-
schema

C ——

d. h. fiir eine kleine Kategorie &/ mit drei Objekten 4, B, C und fiinf Morphismen 1, 1,
le, f1 A > C und g: B —» C. Ein funktorieller Morphismus ¢: #'D — £ fiir ein Objekt
D € € und ein Diagramm % ist vollstindig beschrieben durch die Angabe zweier Morphis-
menh: D - FAundk: D - F Bmit F(f)h = F (g)k. Der Limes von & besteht aus einem
Objekt.?'Afxf.@'B und zwei Morphismen p,: 9’A;<C?B — Z Aund pg: .@'AfxcffB - %8B

mit F(f)p, = Z(9)pg, so daB zu jedem Tripel (D,h,k) mit F(f)h = F (g)k genau ein
Morphismus I: D - F A ;x(g?" B existiert, der das Diagramm

FC

kommutativ macht. Wir nennen diesen Limes Faserprodukt von # 4 und .# B iiber # C.
Andere Bezeichnungen sind kartesisches Quadrat und Pullback.
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Sei o/ dual zu dem fiir die Definition des Faserprodukts verwendeten Diagrammschema,
also von der Form

. > -

|

Sei & ein Diagramm iiber ./ in €. Den Kolimes ]1m Z nennen wir dann Kofaserprodukt.
Andere Bezeichnungen sind kokartesisches Quadrat Pushout, Fasersumme und amal-
gamierte Summe.

Satz 1. Sei € eine Kategorie mit endlichen Produkten. ¢ besitzt genau dann Differenzkerne,
wenn € Faserprodukte besitzt.

Beweis: Besitze € Differenzkerne. In dem Diagramm

A -
94 f
Pa
S
K L AxB Pa C
9Py
Pn pB 7]

sei (4 x B, p 4, pg) €in Produkt von A und B und (K, q) ein Differenzkern von ( fp ,, g pg). Weiter
sei g4 = p4q und qg = pgg. Damit ist das Diagramm bis auf das Morphismenpaar (fp,,gp5p)
kommutativ. Wir behaupten, daB (K,q 4 q5) ein Faserprodukt von 4 und B iiber C ist. Es
gilt ndmlichfg, = gqg. Isth: D —» Aund k: D — B ein Morphismenpaar aus ¥ mit fh = gk,
so existiert genau ein Morphismus (h,k): D — A x B mit h = p,(h,k) und k = pg(h,k). Also
ist fp 4 (h,k) = gpg(h,k). Damit existiert genau ein Morphismus [: D — K mit g/ = (h,k), und
es ist g,/ = hund qgl = k. Da das Einfiigen von I: D - K dasumh: D - Aund k: D - B
erweiterte Diagramm kommutativ macht (bis auf (fp,,gps)), ist | eindeutig bestimmt.

Besitze ¥ Faserprodukte. In dem kommutativen Diagramm

K —»A
1 l(f.g)
B —— 45 BxB

sei B x B das Produkt von B mit sich selbst, 4, die Diagonale, (f,¢) der durch zwei Mor-
phismen f: A — B und ¢g: A — B eindeutig bestimmte Morphismus und (K,p, pg) ein
Faserprodukt. Wir behaupten, daB (K, p,) ein Differenzkern des Morphismenpaares (f,g)
ist. (Man unterscheide das Morphismenpaar (f,g) von dem Morphismus (f,¢)!) Seien dazu
g,: BxB - Bund q,: Bx B — B die Projektionen des Produkts. Dann ist (f,g)p, = 43ps.
also fpy = q,(f,9)pa = 4, 45Ps = 13Pp = 4248P5 = 42(/.9)p4 = gp4 Sei h: D — A mit
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fh = gh gegeben. Dann ist fh: D - B und q,45fh = lgfh =q,(f,g)h und q,45fh =
1gfh = lygh = q,(f,9)h, also dgfh = (f,g)h. Daher existiert eindeutig ein Morphismus
k: D - K mit p .k = hund pgk = fh(= gh). Das ist aber die Bedingung fiir einen Differenz-
kern.

Differenzkerne lassen sich auch noch in anderer Form als Faserprodukte darstellen, wie das
folgende Korollar zeigt.

Korollar 1. Seien f,g: A — B Morphismen in €. Das kommutative Diagramm

p

K——— 4

Pl J’(lmf)
a4 U9, 45 p

stellt genau dann ein Faserprodukt dar, wenn (K, p) ein Differenzkern des Paares (f, g) ist.

Beweis: Die Voraussetzung, daB3 die beiden Projektionen K — A des Faserprodukts uber-
einstimmen, ist keine Einschriankung, denn sind h,k: C —» A zwei Morphismen mit(1,,f)h =
(14, 9)k, so erhdlt man durch Verkniipfen mit der Projektion AxB — A die Gleichung

h = kund fh = gh. Damit folgt aber die Behauptung direkt aus den Definitionen des Faser-
produkts bzw. des Differenzkerns.

Lemma 1. Besitze € Faserprodukte und ein Endobjekt. Dann ist € eine Kategorie mit endlichen
Produkten.

Beweis: Sei E ein Endobjekt in %. Seien 4 und B Objekte in ¥. Dann existiert je genau ein
Morphismus A — E und B — E. Sei das kommutative Diagramm

K — A4

L

B — E

ein Faserprodukt. Dann ist K ein Produkt von 4 und B. Die Forderung der Kommutativitit
des Quadrats ist namlich leer, weil von jedem Objekt nur ein Morphismus in E geht.

Satz 2. Sei € eine Kategorie mit (endlichen) Produkten und Differenzkernen. Dann ist €
(endlich) vollsténdig.

Beweis: Seien ./ ein Diagrammschema und #: .o/ — € ein Diagramm. Sei P = [[ # 4.
Aed
Sei Q = [[F Z(f), wobei Z(f) das Ziel von f sei. Wir erhalten fiir jedes Objekt F Z(f)
Jesd
zwei Morphismen von P in #Z(f), namlich fiir f: A — A’ die Projektion p,: P - F A’
und den Morphismus Z (f)p,: P - F A —» Z A". Das definiert zwei Morphismen p: P —» Q
und q: P —» Q. Sei K = Ke(p,q). Sei ein funktorieller Morphismus ¢: #'C — F gegeben.
Dann sind fiir alle 4 e/ Morphismen ¢(A4): C - # A mit der Eigenschaft definiert, daf3

c 2, z4

mm\‘ lff

FA
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fir alle fe o/ kommutativ ist. Also sind die Verkniipfungen

gleich, d. h. es existiert genau ein Morphismus ¢*: C — K, so daf3

*
c 2.k p

o (A) \ { Pa
FA

kommutativ ist. K ist also ein Limes von £.
Korollar 2. Die Kategorien Me und Top sind vollstindig und kovollstindig.

Beweis: Nach 1.9 und 1.11 besitzen beide Kategorien Differenzkerne und -kokerne, Pro-
dukte und Koprodukte. Satz 2 und das Duale von Satz 2 liefern das Ergebnis.

Korollar 3. Eine Kategorie mit Faserprodukten und Endobjekt ist endlich vollstindig.

Beweis: Folgt aus Satz 1, Lemma 1 und Satz 2.

Korollar 4. Sei ¢ eine volistindige Kategorie, und sei 4: ¢ — <% ein Funktor, der Differenz-
kerne und Produkte erhdlt, so erhdlt 4 Limites.

Beweis: Nach Satz 2 ist ein Limes aus zwei Produkten und einem Differenzkern zusammen-
gesetzt. Diese Produkte bzw. Differenzkerne in 4 gehen bei ¢ in entsprechende Produkte
bzw. Differenzkerne in 2 iiber. Sie bilden daher auch in £ einen Limes des durch 4 in ¥
iibertragenen Diagramms.

Ein Funktor, der Limites bzw. Kolimites erhalt, heiflt stetig bzw. kostetig. Speziell erhalt
ein solcher Funktor Anfangs- und Endobjekte als Limites bzw. Kolimites von leeren Dia-
grammen.

Ein spezielles Faserprodukt ist das Kernpaar eines Morphismus. Sei p: B — C ein Morphis-
mus. Ein geordnetes Paar (f;: A — B, f,;: A - B) von Morphismen heilt Kernpaar von
p.wenn 1) pfo = pf; und 2) fiir jedes geordnete Paar (h,: X — B, h,;: X — B)mitph, = ph,
genau ein Morphismus g: X — A4 mit hy = fog und h, = f, g existiert:

(fo.f1) ist genau dann ein Kernpaar von p, wenn A ein Faserprodukt von B iiber C mit sich
selbst ist:
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C
Existieren Faserprodukte in 4, so existieren auch Kernpaare zu beliebigen Morphismen in €.

Lemma 2. g: A — B ist genau dann ein Monomorphismus, wenn (141 ,) ein Kernpaar von
g ist.

Beweis: Sei hg,h,: X - A mitgh, = gh, gegeben. g ist genau dann ein Monomorphismus,
wenn in einem solchen Fall immer hy = h; gilt. Genau dann existiert ein Morphismus
S X > Amitl,f=hyund | ,f=h,.

Korollar 5. Erhdlt ein Funktor Kernpaare, so erhdlt er Monomorphismen.

Lemma 3. In dem kommutativen Diagramm

a-L. g9, ¢
a b cl
+ L 4

sei das rechte Quadrat ein Faserprodukt. (A.f,a) ist genau dann ein Faserprodukt von B und A’
iiber B', wenn (A,gf.a) ein Faserprodukt von C und A’ iber C' ist.

Beweis: Sei (4,gf,a) ein Faserprodukt. Seien h: D - B und k: D - A’ Morphismen mit
bh = f'k. Dann gilt fir gh: D - C und k: D - A’ die Gleichung cgh = g'bh = g'f'k.
Es existiert daher genau ein x: D — A mit gfx = gh und ax = k. Wir zeigen fx = h. Dann
ist ndmlich (A4,f,a) ein Faserprodukt von B und A’ liber B'. Es gilt gh = gh und bh = f'k.
AuBerdem gilt gfx = gh und bfx = f'ax = f'k. Da das Quadrat ein Faserprodukt ist,
folgt aus der Eindeutigkeit der Faktorisierung fx = h.

Sei (A.f,a) ein Faserprodukt. Seien h: D - C und k: D — A’ Morphismen mit ch = ¢'f"k.
Wegen ch = ¢g'(f"k) existiert genauein x: D —» Bmitbx = f"kundgx = h. Wegenbx = f'k
existiert genau ein y: D — A mit fy = x und ay = k. Die Eindeutigkeit von y fir gfy = h
und ay = k folgt dann trivial.

Eine kleine Kategorie 7 heiBt filtrierend, wenn

1) zu je zwei Objekten A,Be o/ stets ein Objekt Ce.o/ mit Morphismen A —» C und
B — C existiert, und wenn

2) zu je zwei Morphismen f,g: A — B stets ein Morphismus h: B — C mit hf = hg existiert.
Eine kleine Kategorie .«7 heilit gerichtet, wenn sie filtrierend ist und wenn jede Morphis-

menmenge Mor,, (4, B) hochstens cin Element enthélt. Sei & : .o/ — ¥ ein kovarianter Funk-
tor. Ist .7 filtrierend. so heilit lmz 7 filtrierender Kolimes. Ist &/ gerichtet, so heiBt
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lim# direkter Limes. Sei #:.#° — € ein kovarianter Funktor. Ist &/ (!) filtrierend, so
heiBtlim & filtrierender Limes. Ist o gerichtet, so heifitlim & inverser Limes. Diese
speziemn Limites und Kolimites werden in abelschen Kaggorien noch eine besondere
Rolle spielen.

Wir geben jetzt noch einige Beispiele fiir endlich vollstandige Kategorien, ohne diese Eigen-
schaft im einzelnen nachzupriifen: Kategorie der endlichen Mengen, der endlichen Gruppen
und der unitiren, noetherschen Moduln iiber einem unitdren, assoziativen Ring. Weiter
bemerken wir, daB in Me, Gr, Ab und Mod jedes Unterobjekt als Differenzkern auftritt.
In Hd treten genau die abgeschlossenen Unterrdume, in Top alle Unterrdume als Differenz-
kerne auf. Das beweist man leicht mit dem Dualen des folgenden Lemmas.

Lemma 4. Sei € eine Kategorie mit Kernpaaren und Differenzkokernen.

a) f ist genau dann ein Differenzkokern, wenn f Differenzkokern seines Kernpaares ist.
b) hy,h,: A — B ist genau dann ein Kernpaar, wenn es Kernpaar seines Differenzkokerns ist.

Beweis: Wir verwenden ein Diagramm

X
X ol |91
h
A——p_ 1 .c
hy
k! y

a) Seifein Differenzkokern von (g,.g,) und sei (hy,h,)ein Kernpaar von f. Istdann khy = kh,,
so ist kg, = kg,, also existiert genau ein y mit yf = k.

b) Sei(hg,h,) ein Kernpaar von k und sei f ein Differenzkokern von (hgy,h,). Dann cxistiert
ein y mit k = yf. Sind g,.¢g, mit fg, = fg, gegeben, so ist kg, = kg,, also existiert genau
ein x mit h;x = g;, i = 0,1.

2.7 Diagrammkategorien

In diesem Abschnitt sollen im wesentlichen Erhaltungseigenschaften von adjungierten
Funktoren und Limites bzw. Kolimites diskutiert werden. Dazu bendtigen wir Aussagen
iiber das Verhalten von Limites und Kolimites in Diagrammkategorien.

Satz 1.Seien <7 ein Diagrammschema und € eine (endlich) vollstindige Kategorie. Dann ist
Funkt («/, %) (endlich) vollstindig, und die Limites von Funktoren in Funkt(o/,%) werden
argumentweise gebildet.

Beweis: Sei # ein weiteres Diagrammschema. Seien ) : ¥ -» Funkt(#,%4) und X:
Funkt(s/,4) - Funkt(%,Funkt(«,%)) Konstantenfunktoren. Seien J# € Funkt(.s/,%) und
% e Funkt(s/,Funkt(4,%)). Sei # # die Hintereinanderausfiihrung von Funktoren. Sei ¢:
X # — % ein funktorieller Morphismus. Dann gehort zu jedem ¢(A4) € Mor (4 #(A4),%(A4))
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ein ¢'(A) e Mor(#(A),@(?(A))), so daB das folgende Diagramm kommutativ ist:
Mor (A H#(A),%(A))

I

Mor (#(A), lim (%(4))

Mor (' #(4),4(/)) j Mor (£ (4) lim (4(/))
Mor (X H#(A),%(A") ~ Mor (s#(A), LiLn(?(A')))
Mor (o #(f)4(4") [ Mor (#(f),lim (&(4')

Mor (X H#(4'),9(A"))

I

Mor (#(4),lim(¥(4)),

wobelf A - A’ ist. Wegen @(ANVAH #(f) = 9(f)o(A) ist ¢'(4)H#(f) = llm(?(f))q)(A
dh ¢:# - hm(g(—)) ist ein funktorieller Morphlsmus und es ist Mor,(f H,9) ~
Mor ;(#, llmg) Definieren wir Funkt(s/,%"): Funkt(s/,4) — Funkt(&/,Funkt(%,%)) durch
Funkt(s/, X)(Jf) A # und Funkt(«/,4)(p) = A p und analog

Funkt(&(’,lim): Funkt(o/, Funkt(%,%)) — Funkt(+,%),

so ist Funkt(s/, #)linksadjungiert zu Funkt (s, hm) Verkniipft mit dem Isomorphismus
Funkt(«/,Funkt(4,%)) =~ Funkt(£%, Funkt(«,%)) ergnbt Funkt(&/,¢") den Funktor X", der
einen rechtsadjungierten Funktor

Iim’: Funkt(4%, Funkt(«/,%)) — Funkt(s/,%)

besitzt. Es gilt dabei lim (%)(A4) = hm (%(A)), was gerade heiflt, daB der Limes argument-
weise gebildet wird. Dabei haben wir ¥ € Funkt (&, Funkt(4,%)) mit dem entsprechenden
Funktor aus Funkt(#, Funkt(s/,%)) identifiziert.

Durch Dualisieren von o/ und € erhilt man die duale Aussage, daB mit € auch Funkt(2/,%)
(endlich) kovollstindig ist und die Kolimites argumentweise gebildet werden. Dabei ver-
wende man Funkt(#/,%4) = Funkt(«°,%°)° aus 1.5.

Satz 2. Sei </ ein Diagrammschema, ¥ : o — € ein Diagramm in € und C € €. Existieren
lim # bzw. lin) .7, so existieren in # und C funktorielle Isomorphismen:
—

@1 Mor(C,F) = Mor(C,lj_llmf/"),
lim Mor(#,C) = Mor(lim&’*’C).
Beweis: Seien §, = Funkt d(é), &2 = Funkt(o/Me), Ze §;, Ce¥ und X € Me. Dann ist

Morg (X X, Morg(# —,C)) = Mory(X,Morg, (#,4 C))

funktoriell in #, C und X. Sei ndmlich fe Morg, (A" X,Morg(# —,C)), so ist f durch
S(A)x): FA - C fir alle xe X und funktoriell in A e/ eindeutig bestimmt. Diesem f
ordnen wir g(x)(A) = f(A)(x):FA — C zu. Dann ist geMorMe(X Mor;} (F, 4 C)). Diese
Zuordnung ist umkehrbar eindeutig und funktoriell in #,C und X. Wir erhalten daher durch
Ubergang zum adjungierten Funktor zu '

MorMe(X,l‘iglMorw(% C) = MorMe(X,Mor@(li_rr}%C)) s

also 1121 Morg(#,C) = Mor“,(l_i_qg & ,C). Dual erhidlt man die andere Aussage.

Hier gelten wieder die Betrachtungen, die wir 1.5 vorangestellt haben, tiber die Verallgemei-
nerung von Begriffen aus Me auf beliebige Kategorien vermoge der darstellbaren Funktoren.
Speziell wird mit diesem Satz die Bemerkung am SchluBl von 1.11 verallgemeinert.
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Korollar 1. Sei #: o — € ein Diagramm. Sei C € €. Dann ist der Limes des Diagramms
W F: o — Me die Menge Mor (A C, F).

Beweis: Im Beweis von Satz 2 existiert ein Isomorphismus Mor (X, lim Morg(#,C)) =
Mory (X, Mor (#F,4 C)), woraus lim Morg(#,C) = Mor (#,4 C) folgt Die Aussage des
Korollars ist dual dazu. Man beachte, daB man zum Beweis nicht die Existenz von hm
benotigt.

Satz 3. Linksadjungierte Funktoren erhalten Kolimites, rechtsjungierte Funktoren erhalten
Limites.

Beweis: Sei #: ¥ — 2 linksadjungiert zu 4: 2 — %. Dann ist fiir ein Diagramm 5#: &/ —» 2
und fiir ein Objekt Ce ¥

Mor(C,?l‘i_r_nJi’) Mor(# C, llm%) ~ hmMor(g*'C H) = llmMor(C GH)
= Mor(C, llmg%)

Daraus folgt ?hﬂ H = L“_“g” Dual erhilt man die zweite Aussage.

Lemma 1. Sei #: o/ x B — ¥ ein Diagramm tiber dem Diagrammschema &/ < #. Existiere

fiir alle Ae o/ ein Limes von ."'(A —): B — ¥. Es existiert genau dann ein Limes von ¥ :
A x B — €,wennein Limes von F : of — Funkt(B,%) existiert. Falls diese Limites existieren,
ist hm lim# = llm

v ‘@ Fxa

Beweis: Zur Klarung, iiber welchem Diagramm der Limes zu bilden ist, haben wir die ent-
sprechenden Diagrammschemata unter den Limes geschrieben. Entsprechende Funktoren
aus Funkt(of x 8,%) bzw. Funkt(<Z, Funkt(%,%)) bzw. Funkt(4,Funkt(/,%)) bezeichnen
wir mit keinem Strich bzw. einem Strich bzw. zwei Strichen. Dallm (F(A,—)) fir alle A e.of
existiert, existiert Lg_n(ﬁ*' ”). Dann gilt funktoriell in Ce¥: e

Mor(C.lim(#) = Mor (X «#C, %) = Mor, (XX, C)'.F") = Mor (X, C.ljm F)
o X B
= Mor(C, limlim#™) .
e

‘@

Dabei sind 4, . 5 : € — Funkt(o/ x 8,%), £, : € — Funkt(«/,%) und .#,: Funkt(=/,¢) —
Funkt (4, Funkt(+,%)) Konstantenfunktoren.

Korollar 2. Limites sind mit Limites und Kolimites mit Kolimites vertauschbar.

Beweis: Offenbar ist lim # = ljm &#. Damit ist ljm lim.# = |imlim#.
PR PE < & % ‘7

Korollar 3. Der Konstantenfunktor A . % — Funkt(«/,%) erhdlt Limites und Kolimites.

Beweis: Es ist
Mor(#,Xlim 4) = LmMor(/ im%) ~lim limMor(#,%) = Mor(# l)_ mX 9),
B

B @ v

wobel F:of - ¥ und 4: # — € sind.

Lemma 2. Seien of eine kleine Kategorie, 6 eine beliebige Kategorie, #,9: of — € Funktoren
und ¢: F — % ein funktorieller Morphismus. Ist @ A fiir alle A€ o/ ein Monomorphismus,
so ist ¢ in Funkt (Z,%) ein Monomorphismus. Ist € endlich vollstindig und ¢ ein Monomorphis-
mus, so sind die @ A Monomorphismen.
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Beweis: Zwei funktorielle Morphismen ¢ und p stimmen genau dann iiberein, wenn sie
punktweise (y A = p A) iibereinstimmen. Damit ist die erste Behauptung klar. Fiir die zweite
Behauptung betrachten wir das kommutative Diagramm in Funkt(2/,%)

7 —2
in dem (5% p,n) ein Faserprodukt von & und & iiber ¥ sei. ¢ ist genau dann ein Isomorphis-

mus, wenn Y 4 fiir alle 4 € o/ Isomorphismus ist. Mit 2.6 Lemma 2 ergibt sich dann die Be-
hauptung, denn Faserprodukte werden in Funkt(</,%) argumentweise gebildet.

Q

Korollar 4. Sei o/ ein Diagrammschema und € eine endlich volistdndige, lokal kleine Kategorie.
Dann ist Funkt (o, ¥) lokal klein.

Beweis: Nach Lemma 2 werden die Monomorphismen in Funkt(</,%) argumentweise
gebildet. Ebenso gilt die Aquivalenz von Monomorphismen argumentweise. Daher ist ein
Monomorphismus in Funkt(#/,%) nur dann ein Unterobjekt, wenn er argumentweise ein
Unterobjekt ist. Da dber .7 eine kleine Kategorie ist und da & lokal klein ist, kann es zu einem
Objekt in Funkt(e/,%) nur eine Menge von Unterobjekten geben.

Korollar 5. Sei

=L A4

B -9, ¢
ein Faserprodukt und f ein Monomorphismus. Dann ist auch p, ein Monomorphismus.
Beweis: Das kommutative Diagramm

si

B

/_l

ist ein Morphismus zwischen zwei Faserprodukten. Da f. 1 und 1, Monomorphismen sind,

ist der zugehorige funktorielle Morphismus ein Monomorphismus, also nach Korollar 2
und 2.6 Korollar 5 auch der Morphismus p,.
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Lemma 3. a) Rechtsadjungierte Funktoren erhalten Monomorphismen. Linksadjungierte
Funktoren erhalten Epimorphismen.

b) Seien #,%: o — € Diagramme in € und sei ¢: F — % ein Morphismus von Diagrammen
mit Monomorphismen 9 A: FA — GA. Exxstzerlllm @: hm —lim ¥, so ist lim¢ ein Mono-
morphismus. - -

Beweis: a) folgt aus Satz 3 und 2.6 Korollar 5.
b) folgt aus Lemma 2, Korollar 2 und 2.6 Lemma 2.

Satz 4. (Kan) Seien o/ und # kleine Kategorien und € eine kovolistindige Kategorie. Sei
F . B — o ein Funktor. Dann besitzt Funkt(#,%4): Funkt(s/,4) — Funkt(%,%) einen links-
adjungierten Funktor.

Beweis: Wir fiihren zunichst die folgende kleine Kategorie ein. Sei A4 €.«/. Dann sei [#,A4]

definiert durch die Objekte (B, f) mit Be # und f/: #B — A in &/. Ein Morphismus sei ein

Tripel (f,f",u): (B.f) = (B'.f")mitu: B —» B'und f'#u = f. Ein Funktor ¥ (A4): [#,4] > #

sei definiert durch ¥{A4)(B,f) = B und ¥ (A)(f.f".u) = u.

Sei g: A — A'. Wir definieren einen Funktor [#g]: [#,A4] - [# 4] durch [£g¢](B, f) =

(B,gf) und [#,g](f.f".u) = (gf,gf".u). Speziell ist daher ¥ (4) = ¥(4)[Z,g].

Ein Funktor ¢: Funkt(%,%4) — Funkt(«/,%) sei definiert durch 4(#)(A) =lim # ¥ (A),
9(#)(9) =lim [Z#.9]: lim # 7(4) - - lim #7/(4) und %(0)(A) = lim(c¥(4)). Wir wollen

zeigen, daB % lmksadjunglert Zu Funkt(gﬂé) ist. Seien dazu #e Funkt(#,%) und

¥ e Funkt(s«/,%) gegeben. Wir zeigen

Mor (9 (), L) = Mor ((#, L F).

Sei @:%9(H#) — & ein funktorieller Morphismus, so ist ¢ (% B): hm HV(FB) - LFB.
Da (B,lgp)e[#,#B], existiert eine Injektion i:#B — Ilm AV (FB). Wir setzen
Y (B) = @(Z B)i. Dadurch ist eine Familie von Morphismen x// ): # B — ¥F B definiert.
Sei h: B —» B’ ein Morphismus in #. Dann erhalten wir [f,fh]. [#,FB] - [#FB],
also lim [#,F h]: Iﬂ].%%"(.ﬁ’B) - li_n}q KV (F B'). Da ¢ ein funktorieller Morphismus ist
und v;f?gen der Eigenschaften des Kolimes, ist das Diagramm

H(B) v(B) L F(B)
-

_—0(#B)

Ii_n} H A (FB) = G(AH)NFB)

H(h) lim [.Z,.7 h] ¥ F(h)

I

/ lim # 1 (FB) = 4(A)F B) W/,

H (B’ L F(B
(B W(B) 7 (B

kommutativ, also ist ¢ ein funktorieller Morphismus.

Sei y: A — P F gegeben. Sei Ae o/. Zu jedem Paar (B.f)e[#,A] erhalten wir einen
Morphismus

#B) Y8, ozm LU, 4w,
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Ist (f.f",u)e [Z A]. so ist

S (u)

H# (B) H(B)

ZL(A)

kommutativ, also existiert genau ein Morphismus ¢(A): li_n'wf‘ff(A) - Z(A), so daB das
Diagramm

#B) —¥B, oz s
i 2(f)
lln,}fi/”(A)M £(A)

kommutativ ist. Wegen der Eigenschaften des Kolimes ist auch fir g: A — A4’'das Diagramm

#B —LB, oz

i | KL
li_r'n)f'f”(A) M» Z(A)
lim[#.9] | |20

lim #7(4) A, 4
kommutativ. Also ist ¢ ein funktorieller Morphismus. Wegen der Eindeutigkeit von ¢ ist
die Zuordnung ¢ —  — ¢ die Identitdt. AuBerdem rechnet man sofort nach,daByy — ¢ — ¥
die Identitdt ist. Also ist Mor (4(s#), %) =~ Mor (#, L F).

Aus den angegebenen Zuordnungen folgt sofort, daB dieser Isomorphismus funktoriell in
# und % ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Korollar 6. Sei 6 kovollstindig und F: # — o ein Funktor von kleinen Kategorien. Dann
erhdlt Funkt(#,%): Funkt(o/,¥) — Funkt(%,%) Limites und Kolimites.
Beweis: Da Funkt (#,%)rechtsadjungierter Funktor ist, erhilt er Limites. Da in Funkt(/,%)
bzw. Funkt (#.%) Kolimites existieren und argumentweise gebildet werden (Satz 2), gilt fiir
ein Diagramm #: 2 — Funkt(«/,%)

li_ng Funkt (#,%) ¢ (B) = lin H F (B) = Funkt (#.€)lim A (B).

Korollar 7. Seien .o und # kleine Kategorien und % eine vollstindige Kategorie. Sei F : B — of
ein Funktor. Danr besitzt Funkt (#,%): Funkt (o/,%) — Funkt(%4,%) einen rechisudjurgier-
ten Funktor.

Beweis: Durch Dualisieren von ./, Z und €.

Satz 5. Seien o/ und # kleine Kategorien und € eine beliebige Kategorie. Sei F: B — o
ein Funktor, der einen rechtsadjungierten Funktor besitzt. Dann besitzt Funkt(F,%):
Funkt(«/,4) — Funkt(%,¥) einen linksadjungierten Funktor.
Beweis: Sei 4: o/ — 2 rechtsadjungiert zu & und seien @: Idg — 4F und ¥: ¢ > 1d,
mit (4 ¥)(P%) = idy und (¥ F)(F @) = id4 gegeben. Dann ist Funkt(®,%):Funkt(ld,,,4) -
Funkt(%.#,%) und Funkt(¥.%): Funkt(# 4,%4) —» Funkt(ld_,%) mit
(Funkt(¥,%) Funkt(%4,%))(Funkt(¥4,%) Funkt(®,%)) = id ¢,ni060)
(Funkt(#,%) Funkt(¥,%))(Funkt(®,%) Funkt(#,%)) = idpuus)

b}
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2.8 Konstruktionen mit Limites
Wir wollen die in Kapitel 1 eingefithrten Begriffe Durchschnitt und Urbild auf ihr Verhalten
in bezug auf Limites untersuchen.

Satz 1. Sei € eine Kategorie mit Faserprodukten. Dann ist € eine Kutegorie mit endlichen
Durchschnitten. Ist € eine Kategorie mit endlichen Durchschnitten und endlichen Produkten,
so ist € endlich vollstindiy.

Beweis: Seien f: 4 - C und g: B — C Unterobjekte von C. Wir bilden das Faserprodukt
A
I
C

&
*

AxB L4,
z

st
B [

—

In dem Diagramm

Ny

B

g
e

sind g, 1 und 1, Monomorphismen. Da

4
I
1/
C——*IC C

A 14, 4
! f
le

cC =% C

auch ein Faserprodukt ist, ist nach 2.7 Lemma 3.b) p,: A x B > A ein Monomorphismus.
C
das bedeutet, daB fp,: 4 x B —» C dquivalent zu einem Unterobjekt von C ist, also bis auf
C

Aquivalenz der Durchschnitt von 4 und B ist.

Seien zwei Morphismen f,g: A — B gegeben. Wie in 2.6 Korollar 1 ist der Differenzkern von
S/ und g das Faserprodukt von (1,,f): A - Ax B und (1,9): A = A x B. Da beide Mor-
phismen Schnitte mit der Retraktion p, sind, sind sie Monomorphismen: das bedeutet, daf}
wir das Faserprodukt durch den Durchschnitt der entsprechenden Unterobjekte ersetzen
konnen. Damit existieren in 4 Differenzkerne. Nach 2.6 Satz 2 ist ¢ endlich vollstindig.

Satz 2. Sei € eine Kategorie mit Faserprodukten. Dann existieren Urbilder in €.

Beweis: Sei f: A — C ein Morphismus und g: B — C ein Unterobjekt von C. Dann ist das
Faserprodukt von 4 und B iiber C Urbild von B bei f (bis auf Aquivalenz von Monomorphis-
men), denn wie im letzten Satz ist p,: A x B - A ein Monomorphismus.

¢

Weil man Urbilder und-Durchschnitte jetzt als Limites deuten kann, erhalten wir nochmals
die Vertauschbarkeit von Urbildern mit Durchschnitten wie in 1.13 Satz, 1). Beliebige Durch-
schnitte sind namlich genau der Limes iiber alle auftretenden Monomorphismen.



2.8 Konstruktionen mit Limites 77

Lemma 1. Sei 6 eine Kategorie mit Differenzkernen und Durchschnitten. Seien f,g,h: A — B.
Dann ist Ke(f.q) n Ke(g.h) € Ke(f.h).

Beweis: Wir betrachten das kommutative Diagramm

a

Ke(f.g)

/ a b

A
\
. g
Kel f.g)n Kelg.h) — Ke(f,h) A B
q
A
Da aq = cq’ ist, ist faq = gaq = gcq’ = hcq’ = haq. Also 148t sich aq eindeutig durch
Ke(f, h) faktorisieren. Da aq ein Monomorphismus ist, ist Ke(f.g) n Ke(g,h) € Ke(f,h).
Lemma 2. Sei € eine Kategorie mit Faserprodukten und Bildern. Seien C C A, D C B und

f: A = Bgegeben.Seig: C — f(C)dervon f induzierte Morphismus. Dannistg~'(f(C)n D)=
Cn f YD)

Kel(g.h) £

Beweis: In dem Diagramm
Cof Hf(C)nD) - fTHf(CO)nD) — f(C)n D
l ! !
C A / B
ist das duBere Rechteck ein Faserprodukt, weil die beiden inneren es sind. Also ist
Cnf~"(f(C)nD) - f(O)ND

! !

c —9 -1

ein Faserprodukt. Damitist CAf ™ '(D)=Cnf ' f(C)nf'(D)=Cnf Y (f(C)nD) =
HS(C)n D).

Diese beiden Lemmata werden wir spéter in Kapitel 4 noch bendtigen.

In Me ist der Differenzkokern g: B — C von zwei Morphismen i, h,: X — Beine Menge
von Agquivalenzklassen in B. Im zugehorigen Kernpaar f,,f,: 4 — B besteht 4 aus den
Paaren von Elementen aus B, die dquivalent sind, genauer aus dem Graphen R der Aqui-
valenzrelation in B x B. f, und f, sind die Projektionen

R>(a,b) » aeB bzw. Rs(a,b) — beB.

Allgemein definieren wir eine Aquivalenzrelation in einer Kategorie % als ein Paar
von Morphismen f,,f;: A — B, so daB fiir alle X € 4 das Bild der Abbildung

(Morg (X, fu), Morg(X,f1)): Morg(X,A4) — Morg(X,B) x Mor,(X,B)

eine Aquivalenzrelation fiir die Menge Morg(X, B) ist. Ist (Morg (X, f,), Mor (X, f,)) injektiv
fir alle X €%. so heiBt die Aquivalenzrelation monomorphe Aquivalenzrelation.
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Wenn ¢ Produkte besitzt, kann statt des Paares f,,f;: A — B von Morphismen auch ein
Morphismus (f,,f1): A = B x B verwendet werden, da

Morg(X,B) x Morg(X,B) = Morg(X,B x B).
Das Paar f,,f,;: A — B ist genau dann eine monomorphe Aquivalenzrelation, wenn es eine
Aquivalenzrelation ist und der Morphismus ( f,f,) ein Monomorphismus ist.
Sei f,,f,: A —» B ein Kernpaar eines Morphismus p: B —» C. Sei

p 21, 4
(1) po[ {f«,
4 1L B

ein Faserprodukt. Dann erhélt man ein kommutatives Diagramm

Py

D———A4

()

in dem m durch die Vorgabe von fypo: D — B und f,p,: D - B mit pfopo = pfipo =
pfoP: = pfip, eindeutig bestimmt ist. Es ist also

3) Jom = fopo; Sim=fip,.
Dariiber hinaus sind wegen 2.6 Lemma 3 alle Vierecke des Diagramms Faserprodukte.
Speziell sind

fo

D———)A'—'

Po

und m
D—-»A‘—fl»B

1

Kernpaare. Aus den kommutativen Diagrammen
B

\IB

A —3B und

Ji

lp
fo r
B
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erhilt man eindeutig bestimmte Morphismen e: B - 4 und s: A — A mit

4 Joe=fie=1g
und mit
5 fos=fi.fis=fo und s*=1,.

Das folgt aus fys? = f, und f;s? = f,, weil die unteren Quadrate Faserprodukte sind.
Wir haben also ein Diagramm

D%A«;—B
04

mit den Eigenschaften (1), (3), (4) und (5) erhalten. Ein solches Diagramm heiBt auch Grup-
poid oder Prdadquivalenzrelation.
Dieselbe Konstruktion 1aBt sich auch durchfiihren, wenn f,,f,: 4 — B kein Kernpaar,

sondern eine monomorphe Aquivalenzrelation ist. In dem Fall fiihre man die Konstruktion
in Me fiir

Morg (X, fo), Morg(X,f,): Morg(X,A4) -+ Morg(X,B)

firalle X € € durch. In Me existiert nimlich zu jeder Aquivalenzrelation ein Differenzkokern,
die Menge der Aquivalenzklassen. Da wir eine monomorphe Aquivalenzrelation betrachten,
ist Morg(X, fo), Morg(X,f,) ein Kernpaar fiir den Differenzkokern. Man verifiziert dann
leicht, daB3 my, ey, sy funktoriell von X abhidngen mitsamt den Bedingungen (2), (3) und (4),
so daB nach dem Yoneda-Lemma damit wieder ein Gruppoid definiert ist. Damit erhalten
wir Teil a) von

Lemma 3. a) Jedes Kernpaar und jede monomorphe Aquivalenzrelation ist eine Prédquivalenz-
relation.

b) Jede Pridquivalenzrelation mit einem Monomorphismus (f,,f,): A = Bx B ist eine Aqui-
valenzrelation.

Beweis: b) Wir konnen Mor(X.4) mit dem Bild von (Mor(X,f,).Mor(X,f,)) in
Mor(X,B x B) = Mor(X,B) x Mor(X,B) identifizieren. Zu jedem b € Mor (X, B) liegt (b,b)
in Mor (X, A4), denn ist ¢b = (b',b"), so ist fo(b',b") = fyeb = b und f,(h',b") = fieb = b,
also ist eb = (b,b). Ist (b,b’)e Mor(X,A), so liegt (b',b) in Mor(X,A). Es ist nimlich fys(b,b’) =
fi(b,b') = b" und f,s(b,b’) = fo(b,b') = b, also ist s(b,b’) = (b',b). SchlieBlich ist mit (b,b’)
und (b',b") auch (b,b") aus Mor (X, A). Es ist namlich

((b,b"), (b’ .b")) e Mor(X,D) = Mor(X,A) x Mor(X,A),
Mor(X.D)
weil fop, (b.B)Y.A(b' D) = [oth b"y = b und [, p,(th.h).(b'.b") = fi(b.h) = b Dann ist
aber  fom((b,b),(b',b") = fopo((b,b),(b',b") = fo(b,b) =b und  fim((b,b),(b’,b")) =
Sip1((b,b),(b',b")) = f,(b',b") = b", also ist m((b,b'),(b",b")) = (b,b") e Mor (X, A).

Lemmad. Seif,,f,: A — Beine monomorphe Aquivalenzrelation. Fiir das zugehérige Gruppoid
sind folyende Diagramme kommutativ :
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g Lm, p
(1 (m,l)l Jm
D _m, A
A (efO’lA) D A (IA’efl) D
(i1) \ l m \ J m
1, 1,
A A
A LA’EL D A M D
(it fOJ lm flJ [m
B £, A B £, A

Beweis: Wir definieren zunéchst E, (1,m) und (m, 1). Es seien alle Quadrate des kommutativen
Diagramms

E——*DLA
J Jpo Jfo
p P4 Sip
p()lf lfo
A <L B

Faserprodukte. Dann ist auch jedes Rechteck ein Faserprodukt. (1,m) werde durch das
kommutative Diagramm

m

definiert. Entsprechend werde (m, 1) durch
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definiert. Dann ist mit (2)

Sfom(1,m) = fopo(l,m) = fopoqo = fomqe = fopo(m,1) = fom(m,1)
und
fim(Lm) = fip,(1,m) = fymq, = fip\q, = fip,(m,1) = fym(m,1).

Also ist (fo.f1)m(1,m) = (fo.f,)m(m,1). Da (f,,f,) ein Monomorphismus ist, ist das erste
Diagramm in Lemma 4 kommutativ. Wir verwenden fiir (i1) die kommutativen Diagramme

A A
SN

W :
(ef;..n\ (I.N
\ und \

efo D Py A 14 b P A
ll’o ]/0 ]Po lfo
4l g 4L, p

Dann ist fom(efo.1) = fopo(efo, 1) = foefo = fo und fim(efo, 1) = fipi(efo 1) = /1, also folgt
aus (fo,f1)mlefo, 1) = (fo.f1) wieder m(efy, 1) = 1,. Entsprechend zeigt man m(l,ef)) = 1.
Fiir (ili) verwenden wir die kommutativen Diagramme

Jpo 110
h

A—— B

Dann ist fom(l.s) = fopo(l,s) = fo = foefo und fim(1,s) = fip(l.s) = fis = fo = fiefo.
Also ist wegen ( fo,f1)m(1,s) = (fo.f1)efo auch m(l,s) = ef,,. Entsprechend zeigt man wieder
m(s,1) = ef].
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Wir haben damit bei einer monomorphen Aquivalenzrelation eine teilweise definierte Ver-
kniipfung (auf D € A x A) auf A, die assoziativ (i) mit neutralen Elementen (ii) und inver-
tierbar (iii) ist. Das ist eine Veraligemeinerung von 1.1 Beispiel 16 auf beliebige Kategorien.
Verkniipfungen, d. h. Morphismen von einem Produkt 4 x A in ein Objekt A, die solche
und dhnliche Eigenschaften besitzen, werden wir noch ausfiihrlich in Kapitel 3 untersuchen.
Wegen der Eigenschaften, die in Lemma 4 bewiesen wurden, wurde auch der Name Gruppoid
gewdhlt.

2.9 Der Hauptsatz fiir adjungierte Funktoren

Satz 1. Sei o/ eine kleine Kategorie. Jeder Funkior # € Funkt(.e7,Me) ist Kolimes der dar-
stellbaren Funktoren iiber &

Beweis: Wir betrachten die folgende Kategorie. Objekte sind die darstellbaren Funktoren
iiber .#, d.h. Paare (h*,¢) mit einem funktoriellen Morphismus ¢: h* — %#. Morphismen

sind kommutative Diagramme
A hB
\ﬁ'

wobei f: B —» A. Wir haben einen Verganunktor (h*,0) = h*, (W, 0, ¥)— h?/ von dieser
Kategorie in Funkt(.o7,Me), der ein Diagramm darstelit. Zu diesem Diagramm existiert ein
Kolimes nach 2.7 Satz 1, der argumentweise gebildet wird. und den wir mit hm h* bezeichnen.
AuBerdem ldBt sich jedes ¢: h* —- % durch lim h* faktorisieren: h* — hmh‘ 5 . Wir
zeigen, daB fur jedes B € o/ der Morphismus T(B) hm h*(B) —» #(B) buekuv ist.

Sei x €.% (B). Dann existiert h*: h® — % mit h*(15) = x nach dem Yoneda-Lemma. Damit
ist 7 (B) surjektiv.

Seien u, Le‘lm h4(B) mit t(B)(u) = t(B)(v). Dann existieren C,De .&/ und veh®(B) und
zehP(B) mit y y > u bei h°(B) -L>llm h*(B)und z — v bei h?(B) 4 lim h*(B) nach Konstruk-
tion des Kolimes in Me. Seien ¢: “h¢ - & und ¥: hP? — #F die entsprechenden Morphismen
in #. Dann ist o(B)(y) = ¥ (B)(z). Nach dem Yoned a-Lemma ist daher o h* = y/ h*: h” Z,
d. h. h® steht mit diesem Morphismus iiber %, und es ist fh*(B)(15) = u und gh*(B)(1p)
Damit ist u = v, also 7(B) injektiv.

Existieren keine funktoriellen Morphismen ¢: h* — #, so ist F(A4) = @ fiir alle A€%.
Esist aber auch lim h*(B) = @ als Kolimes iiber ein leeres Diagramm. Also ist auch in diesem
Falle # =~ ll_}m h*.

Korollar 1. Sei .o/ eine kleine, endlich vollstdndige, arlinsdze Kategorie. Sei F: o/ — Me
ein kovarianter Funktor, der endliche Limites erhdlt. Dann ist F ein direkter Limes von darstell-
baren Unterfunktoren.

Beweis: Wir zeigen, daB sich ¢: h* — # durch einen darstellbaren Unterfunktor von .#
faktorisieren 14Bt. Sei f: B — 4 minimal in der Menge der Unterobjekte von A, so daB ein
kommutatives Diagramm o

h 5 7

| A

hB
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existiert. Dann ist y ein funktorieller Monomorphismus. Dazu geniigt es zu zeigen, daB
Y(C): hB(C) » Z(C) fiir alle Ce.o injektiv ist. Seien x,y € hB(C) mit Y (C){(x) = Y(C)(y).
Sei D ein Differenzkern von (x,y). Da # Differenzkerne erhilt, existiert nach dem Yoneda-
Lemma ein kommutatives Diagramm

hX

W 5 h® — hP

"/

M4

Da D bis auf Aquivalenz von Monomorphismen Unterobjekt von A4 ist und wegen der Mini-
malitdt von B folgt D = B, also x = y. Damit ist y: h® - & ein Unterfunktor, und das
¢: h* - Z entsprechende Element in Z (A4) liegt im Bild von y (A4). Folglich ist hm ht = Z,
wenn man fiir die h* nur darstellbare Unterfunktoren von % zuldBt und falls der Kolimes
gerichtet ist.

Um zu zeigen, daB der gebildete Kolimes gerichtet ist, seien (h*,¢) und (h5y) darstelibare
Unterfunktoren von #. Da & (A x B) = &% (A) x % (B) ist, ist

Mor,(h**8, #) = Mor,(h*, F) x Mor(h®, 7).
Also existiert genau ein p: h**% — # so daB

hA — hAXB‘_ hB

¥

F
kommutativ ist. p ldBt sich durch einen darstellbaren Unterfunktor h* von .# faktorisieren.
Sei F:% — % ein Funktor. Sei D € Z. Eine Menge £, von Objekten in ¢ heiit Losungs-
menge von D beziiglich #, wenn zu jedem Ce % und zu jedem Morphismus D - # C
ein Objekt C' € € und Morphismen f: C' - Cund D — % C'existieren,soda3 das Diagramm

D — FC

J.ﬂ
N
FC

kommutativ ist. Wenn zu jedem D e & eine Lsungsmenge existiert, so sagen wir, dal &
Losungsmengen besitzt.

Korollar 2. Seien € eine endlich vollstiandige Kategorie. Sei % : € — Me ein Funktor, der
endliche Limites erhalt. Existiere eine Losungsmenge zur einpunktigen Menge {Q} = E be-
ziiglich #. Dann ist F ein Kolimes von darstellbaren Funktoren.

Beweis: Sei1 ¥ = £, dic Losungsmenge von E. Sei & die volle Unterkategorie von 4 mit
der Objektmenge €. Nach Satz 1 ist die Einschrankung von % auf & ein Kolimes von dar-
stellbaren Funktoren auf ¢, d. h. hm h*(B) = # (B) fir A,Be ¥. Wir wollen zeigen, daB
diese Gleichung fiir alle Be ¥ gilt, “wobei die linke Seite argumentweise ein Kolimes sei.
Zunichst formulieren wir die Bedingung liber die Lésungsmenge um. Zu jedem C € 4 und zu
jedem x e % (C) existiert ein Ae ¥ und ein f* 4 » C und ein ye FA mit Z f(y) = x, oder
noch anders ausgedriickt: zu jedem C € % und zu jedem h*: h® — F existiert ein 4 € £ und
ein f: A —» C und ein h*: h* — % mit h* = i”h’/. Das ist eine Folge des Yoneda-Lemmas.
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Da die h* alle iiber & stehen und da lim h“4(—)ein Funktor ist, erhilt man einen funktoriellen
Morphismus 7 : lim h*(-) - & durch den sich die funktoriellen Morphismen h* - &
faktorisieren. Auflerdem ist 7(B) fiir alle Be £ ein Isomorphismus. Das wollen wir fiir alle
B e % beweisen. Sei x € & B. Dann existiert ein 4’ €., ein Morphismus 4" — B und ein
yeF A, das bei FA' — & B in x abgebildet wird. Da das Diagramm

lim h*(4') — lim h*(B)

| !

FA — FB

kommutativ ist und l_i_rB hA(A") = F A’ ist, ist lin h*(B) — # B ein Epimorphismus.

Seien x.,ye li_r)n h*(B), die in # B dasselbe Bild haben. Dann gibt es A’ 4" e £ mit
h#*(B)3u — xelln h*(B) und h*"(B)at — yeli_r_r)l h*(B). und die Bilder von u und v in
&% B stimmen iiberein. Also ist

hu

W g

o]

kommutativ. Sei C ein Faserprodukt von u: A" —» B und v: A” - B. Dann ist # C ein Faser-
produkt von #u und Z v. Also 148t sich das Diagramm in zwei Schritten vervollstindigen
zu dem kommutativen Diagramm
h® — pt
ht — h©

™~

h

\ —
F

wobei h*" — # die nach der Losungsbedingung existierende Faktorisierung von h¢ — #

ist mit 4"« %. Damit ist aber das Bild von u und v schon in h* (B) gleich, also auch in

li_rg h*(B). Also ist 7 (B) ein Isomorphismus.

Wir bemerken noch, daBl # C = @ fiir alle C € ¢ genau dann gilt, wenn die Lésungsmenge

zu E leer ist. Der Kolimes iiber ein leeres Diagramm ist ndmlich ein Anfangsobjekt. Ist

leer, so ist die Aussage des Korollars trivial, denn dann ist # Kolimes iiber ein leeres Dia-

gramm von darstellbaren Funktoren, d. h. ein Anfangsobjekt aus Funkt (%,Me).

Satz 2 (Hauptsatz fiir darstellbare Funktoren). Sei 6 eine vollsiindige, nichtleere
Kategorie. Ein Funktor & : € — Me ist genau dann darstellbar, wenn

1) # Limites erhilt,

2) zu {@} = E eine Losungsmenge beziiglich 7 existiert.

Beweis: Da.# leere Limites erhilt, erhidlt # Endobjekte. Also existiertein C e € mit Z C £ .

Nach dem vorhergehenden Korollar wissen wir, dall # Kolimes der darstellbaren Funktoren
iiber & ist, deren darstellende Objekte aus der Losungsmenge £ stammen. Sei ¥ @ o/ —» 4
der Funktor, der das Diagramm der darstellenden Objekte definiert. Sei B = lim ¥~ und
o: X B — ¥ der funktorielle Morphismus der Projektionen. Nach dem Yoneda-Lemma
ist ein Diagramm
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A_bhA
\/w

genau dann kommutativ, wenn % f () = ¢ ist.

Sei f: A" » Aein Morphismus in dem durch ¥ definierten Diagramm und seien o(4): B — A4

bzw. o(A’): B - A’ die zugehorigen Projektionsmorphismen. Dann erhalten wir zwei
kommutative Diagramme

g I
h* LR h* und h* LR h*
;N'/Iw ha(A\ ‘/ha(m
F h®
Da &% (argumentweise) Kolimes dieser darstellbaren Funktoren ist, existiert genau ein

Morphismus n: # — hBmit nh® = h*®. Wir wollen zeigen, daB auch genau ein funktorieller
Morphismus h*: h® — F mit h*h®Y = h® existiert. Da & Limites erhilt, ist # B in dem

kommutativen Diagramm
/f\
—)

ein Limes. Fiir die oben benutzten Elemente p € #4 und Yy e F A’ gilt Z [ (Y) = ¢. Also
existiert genau ein p e & B mit % o(A)(p) = ¢. Daher existiert auch genau ein h*: h® - &
mit h*h°(A) = h®.Wir haben nur benutzt, daB % Limites erhilt, was auch fiir h® gilt. Daher
sind h* und % invers zueinander und & ist darstellbar. Ist umgekehrt # = h® so wird 2)
durch B erfiillt. 1) gilt wegen 2.7 Satz 2.

Satz 3 (Hauptsatz fiir adjungierte Funktoren):Sei 6 eine vollstindige, nichtleere
Kategorie. Sei F .6 — 2 einkovarianter Funktor. Es existiert genau dann ein link sadjungierter
Funktor zu %, wenn

1) # Limites erhdlt,

2) F Losungsmengen besitzt.

Beweis: Nach 2.1 Satz 2 besitzt # genau dann einen linksadjungierten Funktor, wenn
Morg(C,# —)fiir alle D € & darstellbar ist. Fiir ein festes D € & gehen aber die Bedingungen
1) und 2) in die Bedingungen 1) und 2) von Satz 2 {iber, wobei wir auf die Umformulierung
der Losungsmenge von E in Korollar 2 hinweisen. Damit folgt dieser Satz aus Satz 2.

2.10 Generatoren und Kogeneratoren

Fiir die weiteren Anwendungen des Hauptsatzes fir adjungierte Funktoren wollen wir
spezielle Objekte in den betrachteten Kategorien einfiihren. Eine Familie {G,};,; mit einer
Menge I von Objekten in einer Kategorie ¥ heiBt Menge von Generatoren, wenn fiir
jedes Paar verschiedener Morphismen f,g: A — Bin % ein G, und ein Morphismus h: G; - 4
mit fh # gh existieren. Sind die Mengen Mor,(G;, A4) fir alle i € I und alle A € € nicht leer,
so ist dazu dquivalent, daBl der Funktor
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[IMorg(G,,—): 6 - Me

iel
treu ist. Besteht die Menge der Generatoren nur aus einem Element G, so heifit G Generator.
G ist genau dann ein Generator, wenn Morg (G, —) ein treuer Funktor ist. Ist ¢ kovollstidndige
Kategorie mit einer Menge von Generatoren {G;} und sind die Mengen Mor,(G;,A4) alle
nicht leer, so ist wegen [ [ Mor,(G;,—) = Mor,(] [G;,— ) das Koprodukt der G, ein Generator.

Lemma 1. Sei 4 eine Kategorie mit einem Generator. Dann bilden die Differenzunterobjekte
Jjedes Objekts eine Menge.

Beweis: Seien B, B’ zwei echte Differenzunterobjekte von 4. Im Diagramm

G ,/ Br

gl h d\N

ple i ——=¢
b

sei (B,c) ein Differenzkern von (a,b). Sei @’ = ad und b' = bd. Sei jetzt d-Mor,(G.B') =
¢ Morg(G,B) als Teilmengen von Mor,(G, A). Fiir jedes f: G — B’ existiert g: G — B mit
cg =dfalsoista'f = adf = acg = bcg = bdf = b'f. Das gilt fiir jede Wahl von fe Mor,(G,B’),
alsoista’ = b’. Damit existiert genauein h: B'— Bmitch = d. Analog zeigt man die eindeutige
Existenz eines Morphismus k: B — B’ mit dk = ¢. Damit sind ¢ und d dquivalente Mono-
morphismen, die dasselbe Differenzunterobjekt definieren. Damit hat die Menge der Diffe-
renzunterobjekte eine kleinere Michtigkeit als die Potenzmenge von Mor,(G,A), denn
verschiedene Differenzunterobjekte (B,c) und (B',d) miissen zu verschiedenen Mengen
d-Mor,(G,B') # ¢- Mor¢(G,B) fiihren.

Lemma 2. Sei 6 eine Kategorie mit Koproduktien. Ein Objekt G aus € ist genau dann ein Generator.
wenn zu jedem Objekt A aus € ein Epimorphismus f: | [G — A existiert.

Beweis: Wir wollen hier auch das Koprodukt mit einer leeren Indexmenge zulassen, das
cin Anfangsobjekt ist. Sei Mor, (G, 4) = I. Wir bilden das Keprodukt von G mit sich selbst
iiber der Indexmenge I. f:| [G — A definieren wir als den Morphismus, dessen i-te Kom-
ponente i € Mor (G, A) ist. Dann ist f ein Epimorphismus, falls G ein Generator ist. Ist umge-
kehrt fiir jedes A ein Epimorphismus f gegeben. so bleiben verschiedene Morphismen g,h:
A — B bei der Verkniipfung mit f verschieden. Dann miissen aber auch fiir irgendeine
Injektion G — | |G die zusammengesetzten Morphismen verschieden bleiben. Speziell kann
in dieser Situation ] [ G kein Anfangsobjekt sein.

Lemma 3. Sci 6 cine ausgeglichene Kategorie mit endlichen Durchschnitten und einer Menge
von Generatoren. Dann ist € lokal klein.

Beweis: Wie in Lemma | werden wir zeigen, dal3 verschiedene Unterobjckte B, B’ von A
verschiedene Untermengen von Morg(G,, 4) fiir ein i definieren, wobei G; eine Menge von
Generatoren ist. Seien also B und B’ verschieden. Da % ausgeglichen ist, konnen nicht beide
Morphismen B B - B und Bn B’' — B’ Epimorphismen sein, weil sie sonst beide Iso-
morphismen wiren, die mit den Morphismen in A vertrdglich sind, also B = B’ als Unter-
objekt wiire. Set B B’ — B kein Epimorphismus, dann existieren zwei verschiedene Mor-
phismen f,g: B - C,so daB BAB' - B4 C=BnB — B % C ist. Sei h: G; - B mit
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Jh £ gh gegeben. Dann 4Bt sich h nicht durch B n B’ faktorisieren. Da B n B’ ein Faser-
produkt ist, kann also auch kein Morphismus G; - B' mit G; > B' - A=G, 5 B> 4
existieren. Damit werden Mor(G;,B’) und Mor(G;,B) bei den durch B' - A bzw. B —» 4
definierten Abbildungen in Mor(G;, 4) in verschiedene Untermengen abgebildet.

Lemma 4. Sei .o/ eine kleine Kategorie. Dann besitzt Funkt («/, Me) eine Menge von Generatoren.

Beweis: Wir zeigen, dal {h*| A€.o/} eine Menge von Generatoren ist. Seien @,§: F — 4
zwei verschiedenen Morphismen in Funkt(s/, Me). Dann existiert mindestens ein 4 € &/ mit
¢(A) £ ¥(4). Nach dem Yoneda-Lemma ist daher Mor (h*,¢) + Mor (h*,y), also
existiert ein p € Mor ((h*,.#) mit g p + Y p.

Der duale Begriff ist der des Kogenerators. In Me ist jede nichtleere Menge ein Generator
und jede Menge mit mindestens zwei Elementen ein Kogenerator. In Top ist jeder diskrete,
nichtleere topologische Raum ein Generator und jeder topologische Raum X mit mindestens
zwei Elementen und {@, X} als Menge der offenen Mengen ein Kogenerator. Man sagt auch,
daB X die grobste Topologie trigt. In Me* ist jede Menge mit mindestens zwei Elementen ein
Generator und ein Kogenerator. In Top* ist jeder diskrete topologische Raum mit mindestens
zwei Elementen ein Generator und jeder topologische Raum mit der grobsten Topologie
und mindestens zwei Elementen ein Kogenerator. Uber die Kategorien Ab, ;Mod, Gr und
Ri werden wir weiteres in Kapitel 3 und 4 zeigen.

2.11 Spezialfille des Hauptsatzes fiir adjungierte Funktoren

Lemma. Sei € eine vollstéindige, lokal kleine Kategorie und erhalte der Funktor : 6 — Me
Limites. Zu einem Element x € & C existiert ein minimales Unterobjekt C' C C mit einem
Element ye & C', das bei dem induzierten Morphismus & C' - % C in x abgebildet wird.

Beweis: Da # Limites erhilt, sind die induzierten Morphismen & C' - & C Monomorphis-
men nach 2.6 Korollar 5. Daher ist das y € # C’ eindeutig bestimmt. Wir betrachten die Kate-
gorie der Unterobjekte von C, zu denen ein (eindeutig bestimmtes) y € # B existiert, das bei
F B > ZC in x abgebildet wird. Der Limes (Durchschnitt) C' iiber diese Unterobjekte hat
dieselbe Eigenschaft, denn .# erhilt Limites und die Existenz von y € # C' mit dieser Eigen-
schaft ist gleichbedeutend mit der Eigenschaft, daB eine Abbildung {Q} — F ' existiert
die zusammen mit der Abbildung # C' - % C das Element x zum Bild hat. Das gilt aber
fir die B im betrachteten Diagramm.

Satz 1. Sei ¢ cine vollstandige, lokal kleine Kategorie mit einem Kogenerator G. Ein Funktor
F € — Me ist genau dunn darstellbar, wenn ¥ Limites erhdlt.

Beweis: Um 2.9 Satz 2 anzuwenden, miissen wir zu E eine Losungsmenge angeben. Sei
xe# C und sei C' = C im Sinne des Lemmas. Sei ye & G. Existiert ein f: C —» G mit
FJ(x) = y,soistfeindeutig bestimmt. Sind ndmlich zwei Morphismen mit dieser Eigenschaft
gegeben, so sei D — C der Differenzkern dieser beiden Morphismen. Da & Differenzkerne
erhilt, existiert ein x'€ .# D, das bei .#D — ZG in y abgebildet wird. Da C minimal war,
ist D = C, d. h. die beiden Morphismen stimmen iiberein. Damit ist Mor,(C,G) als Teil-
menge von .# G aufzufassen. Nach dem Dualen von 2.10 Lemma 2 ist C — []G ein Mono-
morphismus, wobei das Produkt tiber die Indexmenge Mory (C, G) gebildet wird und die Kom-
ponenten dieses Monomorphismus alle Morphismen aus Mor, (C,G) sind. Dann ist auch
C - []G ein Monomorphismus. wobei das Produkt iiber die Indexmenge &G gebildet
wird und fiir die zusdtzlichen Faktoren des Produktes beliebige Morphismen aus Mor,(C,G)
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als zusdtzliche Komponenten verwendet werden. Bis auf Aquivalenz ist also C ein Unter-
objekt von []G = D und das gilt fiir alle solchen minimalen C. Da % lokal klein ist, bilden
G

diese Objekte eine Menge, eine Losungsmenge von E beziiglich #.

Satz 2. Sei € eine vollstindige, lokal kleine Kategorie mit einem Kogenerator. Sei . 6 — %

ein kovarianter Funktor. Es existiert genau dann ein linksadjungierter Funktor zu &, wenn
F Limites erhalt.

Beweis: Folgt ebenso wie 2.9 Satz 3 aus 2.9 Satz 2.

Korollar. Sei € eine vollstindige, lokal kleine Kategorie mit einem Kogenerator. Dann ist €
kovollstindig.

Beweis: Sei o/ ein Diagrammschema. Der Konstantenfunktor .#': 4 — Funkt(</,%)
erhélt Limites. Nach Satz 2 besitzt ¢ einen linksadjungierten Funktor lim. Das gilt fiir
alle Diagrammschemata .«7. -

Fiir den Satz 2 wollen wir hier ein Beispiel diskutieren, wobei wir fiir die einzelnen Begriffe
und die verwendeten Sétze auf die Lehrbiicher iiber Topologie verweisen miissen. Die volle
Unterkategorie der kompakten hausdorffschen Rdume in Top ist eine reflexive Unterkatego-
rie der vollen Unterkategorie der normalen hausdorffschen Raume in Top. Das Lemma von
Urysohn garantiert, da das Intervall [0,1] Kogenerator ist. Die abgeschlossenen Unterrdume
von kompakten hausdorffschen Ridumen sind wieder kompakt und stellen die Differenz-
unterobjekte dar. Nach dem Satz von Tychonoff sind auch die Produkte wieder kompakt.
Also existiert zum Einbettungsfunktor ein linksadjungierter Funktor. Dieser heifit auch
Stone-Cech-K ompaktifizierung.

Satz 3. Sei 6 eine volle reflexive Unterkategorie einer kovollstindigen Kategorie &. Dann ist
€ kovollstindig.

Beweis: Sei &: € — 2 der Einbettungsfunktor. Sei <7 ein Diagrammschemaund ¥ : &/ — ¢
ein Diagramm. Sei #: % — % der Reflektor zu &. Da & voll treu ist, ist Mor (# %) =
Mor (87,65 fir #,.7' e Funkt(«,%) funktoriell in # und #'. Das zeigt man ebenso
wie in 2.7 Satz 1 den Isomorphismus Mor (4" #,%) = Mor, (#[l_m{ﬁ) Dann ist aber

Mor ((# .4 C) = Mor (6 F,6 #'C) = Mor ((6§F X 6C) = Mor, (liméF,6C)
= Morg(#lim&Z,C)

funktoriell in % und C. Also besitzt ¥ Kolimites.

Satz 4. Sei ¢ ein volle Unterkategorie einer vollstandigen, lokal kleinen und lokal kokleinen
Kategorie 4. Sei € abgeschlossen beziiglich der Bildung von Produkten und Unterobjekten
in Z. Dann ist € eine reflexive Unterkategorie von &.

Beweis: Da ¢ abgeschlossen ist beziiglich der Bildung von Produkten und Unterobjekten,
also speziell von Differenzunterobjekten, ist € beziiglich der Bildung von Limites abgeschlos-
sen. Damit ist % vollstingig, und der Einbettungsfunktor erhilt Limites. Es ist nur eine
Losungsmenge anzugeben. Da der Einbettungsfunktor Limites erhélt, erhilt er Unterobjekte,
und ¥ ist lokal klein. Sei ein Morphismus D — C gegeben. Da der Funktor Mor, (D. —):
% — Me Limites erhilt, existiert nach Lemma | ein minimales Unterobjekt C’ von C,
durch das sich D — C faktorisieren l148t. Seien f,g: C' - D’in & so gegeben, daB fh = gh,
wobei h: D — C’ der Faktorisierungsmorphismus ist. Dann ist # durch den Differenzkern
von (f, g) faktorisierbar. Da C’ minimal war, ist f = g, also A ein Epimorphismus. Die Menge
der Quotientenobjekte von D ist damit eine Losungsmenge.



2.12 Volle und treue Funktoren 89

Wir bemerken, dal wir im Beweis nur verwendet haben, dal € abgeschlossen ist beziiglich
der Bildung von Differenzunterobjekten, statt beziiglich der Bildung von Unterobjekten.
Diese Bedingung ist aber in den Anwendungsféllen schwieriger nachzupriifen.

Als Beispiele erhalten wir, daB3 die volle Unterkategorie der kommutativen Ringe in Ri
reflexiv ist. Ebenso ist die volle Unterkategorie der hausdorffschen Raume in Top eine re-
flexive Unterkategorie. Wir bemerken noch, daB3 die volle Unterkategorie der Integritéts-
bereiche nicht reflexiv in Ri ist, weil sie sonst gegeniiber der Produktbildung in Ri abgeschlos-
sen sein miiite. Das Produkt von Z mit sich selbst ist aber kein Integritdtsbereich mehr.

2.12 Volle und treue Funktoren

Lemma 1. Sei ¥ : 6 — & ein treuer Funktor. Dann reflektiert # Mono- und Epimorphismen.

Beweis: Seien f,g,he¥ mit fg = fh gegeben. Dann ist FfFg=FfFh. Ist Zf ein
Monomorphismus, so ist g = Fh. Da & treu ist, ist g = h. Die Aussage iiber Epimor-
phismen erhélt man durch Dualisieren.

Satz 1. Sei #: € — 2 ein voll treuer Funktor. Dann reflektiert & Limites und Kolimites.

Beweis: Sei ¥: .o/ — 4. Es existiert genau dann ein Limes zu %, wenn der Funktor
Mor (A4 —,%): %° — Me darstellbar ist. Sei C € € mit Mor (X —,F %) = Morg(—,% ()
gegeben. Dann ist Mor (F X —,F ¥) = Morg(# —,#C) als Funktoren von ¢° in Me.
Da & voll treu ist, ist Mor (X —,%) = Morg(—,C). Dual zeigt man, daB Kolimes reflek-
tiert werden.

Satz 2. Sei </ eine kleine Kategorie. Der kovariante Darstellungsfunktor h: of —
Funkt (/% Me) reflektiert Limites und Kolimites und erhdlt Limites.

Beweis: Aus 1.15 wissen wir, daB3 h voll treu ist. Also gilt Satz 1. Die letzte Aussage folgt aus
2.7 Satz 2.

Wir bemerken, daB3 h nicht notwendig Kolimites erhilt. Sei ndmlich &/ ein Skelett der vollen
Unterkategorie der endlich erzeugten abelschen Gruppen von Ab. Dann ist .« klein. Wir
konnen annehmen, dal Z und Z/n Z in </ liegen fiir ein n > 1. Dann ist Z/n Z ein Kokern
von n: Z —Z, der Multiplikation mit n. Aber Mor,(—,Z/nZ) ist kein Kokern von
Mor,(—,n): Mor,(—,Z) - Mor,(—.Z), denn das miiBBte argumentweise gelten. Das ist
aber nicht der Fall fiir das Argument Z/nZ.

Satz 3. Sei F: 6 — & linksadjungiert zu §: % — 6. Sei Y: Morg(—,9—) = Morg(# —. —)
der zugehdrige funktorielle Isomorphismus und W: % — 1d,, der in 2.1 konstruierte funktorielle
Morphismus. Dann sind dquivalent :

1) 4 ist treu.

2) 4 reflektiert Epimorphismen.

3) Ist g: C — %D ein Epimorphismus, so ist auch y(g) ein Epimorphismus.

4) ¥ D: F%D — D ist fur alle D€ Z ein Epimorphismus.

Beweis: 1) = 2) folgt aus dem Lemma. 2) = 3): Nach der Bemerkung nach 2.2 Satz 1 ist
mit g auch %g* = 4(y(g)) ein Epimorphismus. Wegen 2) ist dann ¥ (g) ein Epimorphismus.
3) = 4) folgt. wenn man fir g die Identitdt l,, cinsetzt. 4) = 1): Die Abbildung ¥:
Morg(D.D') - Mory(9D,4D’) ist nach Definition von ¥: %% — ld, zusammengesetzt
aus Mor,(D,D') - Morg(#%9D,D’) = Mory(¥4D,%4D’). Ist ¥ D ein Epimorphismus, so ist
diese Abbildung injektiv.
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Lemma 2. Seien die Bezeichnungen wie in Satz 3. % ist dann und nur dann voll, wenn die Morphis-
men ¥YD: F%4%D — D Schnitte sind.

Beweis: Wir verwenden 1.10 Lemma 3 und die Tatsache, da die Abbildung ¥:
Mor,(D,D’) - Mor(¥D,%D’) zusammengesetzt ist aus Mor,(D,D’) - Morg(#9D,D’) =
Mor((¥D,4D’).

Korollar. Seien die Bezeichnungen wie in Satz 3. %4 ist dann und nur dann voll treu, wenn die
Morphismen Y D: %D — D Isomorphismen sind.

Beweis: Folgt aus Satz 3 und Lemma 2, weil aus der Isomorphie von Mor,(D,D’) und
Morg(# %D, D) fiir alle D’ (funktoriell) die Isomorphie von D und #¥D folgt.

Satz 4. Seien die Bezeichnungen wie in Satz 3 und sei G voll treu. Sei #°: A — & ein Diagramm.
Sei C ein Limes bzw. Kolimes von 4# . Dann ist Z C ein Limes bzw. Kolimes von # . Ist €
(endlich) vollstindig bzw. kovollstindig, so ist auch Z (endlich) vollstindig bzw. kovollstindig.
Beweis: Da Morg(C,—) = Mor (9, 4 —) im Falle des Kolimes ist, ist Morg(#C,—) =
Morg(C,9—) = Mor (4 H,9H ~) = Mor (H, X —).

Die zweite Aussage beweisen wir in der invers verbundenen Kategorie ¥, (Funkt(sZ,%),%),
in der wir ein kommutatives Diagramm

c —2%C L 47c 2 ¢
T
gx 2N, yzan ZYH, 4y

erhalten. Der Morphismus (4% #)(®% %) ist die Identitdt. Da C ein Limes ist, existiert ein
eindeutig bestimmter Morphismus p und p(®C) ist ebenfalls die Identitdt. Damit ist p eine
Retraktion. Da @:1d, — 4.# ein funktorieller Morphismus ist und da 4% & = ¢4 F
wegen (YVY F) 4 F @) = (9VYF)PYF) ist, ist das Quadrat

4FC P C
]
GF(®C) Jcpc
gr797C ZTP, 4z c

kommutativ. Da (4.7 p)(4.% (® C)) die Identitdt ist, ist p ein Isomorphismus, also auch @C.
Da 4P ein Isomorphismus ist, ist auch #%# ein Isomorphismus. Damit ist 4% C ein
Limes von 4.7 4 .#. Da % voll treu ist, reflektiert % Limites. Also ist # C ein Limes von # 9.
Die zweite Aussage des Satzes folgt aus dem Bewiesenen.

—

@

Aufgaben zu Kapitel 2

1. Sei 4: Gr — Me der VergiBtunktor, der jeder Gruppe die unterliegende Menge zuordnet. Man
formuliere das zu 4 € Me gehorige universelle Problem in ¥ , (Me, Gr) und untersuche, ob eine uni-
verselle Losung existiert. Besitzt & einen linksadjungierten Funktor? Wie lautet das universelle Pro-
blem in ¥ 4 (Gr. Me)? Wie dndert sich die universelle Losung. wenn man Gr durch Ab ersetzt?

2. Ist p r
i
B Y.

cin Faserprodukt, so ist f ein Monomorphismus.

—

Nz ®
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3. Ein voll treuer Funktor .# definiert eine Aquivalenz mit dem Bild von #.
4. Hat #: € — Me cinen linksadjungierten Funktor, so ist # darstellbar.

5. Man beweise (ohne Verwendung von 2.8 Lemma 3), daB jedes Kernpaar eine monomorphe Aqui-
valenzrelation ist.

6. (Ehrbar). Seien 2 und # Unterkategorien einer Kategorie ¢. Wir sagen, dal 2 und # die Kate-
gorie € zerlegen, wenn alle Objekte und alle Isomorphismen von % sowohl in 2 als auch in % liegen,
wenn es zu jedem fe € eine 2—%-Zerlegung gibt, d. h. wenn zu jedem fe € ein Paar (q,u)e 2x %
mit f = ugq existiert, und wenn es zu je zwei 2 — %-Zerlegungen (g,u) und (q',u’) desselben Morphis-
mus f€ € genau ein he ¥ mit hq = ¢’ und u = u'h gibt.

h ist ein Isomorphismus.

Ist bg = ua mit ge 2 und ue %, so existiert genau ein Morphismus d € ¢, so daB das Diagramm

4, B

S
L
[
o>

9]

D
kommutativ ist.

Seien fe % und A€ % f heillt relativ epimorph beziiglich 4, wenn Morg(f, 4) eine injektive
Abbildung ist.

Sei ¢ eine Kategorie mit nichtleeren Produkten und werde ¢ von den Unterkategorien 2 und #

zerlegt. Sei U eine Klasse von Objekten aus ¢ mit der Eigenschaft, daB alle g € 2 relativ epimorph

beziiglich aller A € 2 sind. Sei 9 die volle Unterkategorie von % mit den Objekten A € &, fiir die eine

Familie {4}, € % und ein Morphismus u: 4 - []A; mit ue % existieren. 90 ist genau dann eine
iel

reflexive Unterkategorie von %, wenn zu jedem Objekt B e € eine nichtleere Menge L von Morphis-

men fe € mit Q(f) = B, Z(f)e 9% und der Eigenschalft existiert, daB es zu jedem g € 4 mit Q(g) = B

und Z(g)e W ein fe L und ein he € mit g = hf gibt.

(Zum Beweis: Da % Produkte von Morphismen enthilt, enthilt 9 Produkte. AuBerdem sind alle

q € 2 relativ epimorph beziiglich aller 4 € 91 Ist L wie oben und h: B — [_IZ(f) der Morphismus

JelL

mit p,h = ffiir alle fe L, und ist (q,u) eine 2 — %-Zerlegung von f, so ist g der Adjunktionsmorphismus

&(B) mit ¢: Id, — &, wobei # der gesuchte Reflektor ist (2.1 Satz 3 und 2.4))

¢ = Top, 2 die Kategorie der stetigen, dichten Abbildungen in ¢ und # die Kategorie der injektiven,

abgeschlossenen, stetigen Abbildungen definieren mit A = {[0,1]} die Stone-Cech-Kompakti-

fizierung.

3 Universelle Algebra

Die Theorie der gleichungsdefinierten Algebren ist eine der schonsten Anwendungen der
Theorie der Kategorien und Funktoren. Viele der bekannten universellen Konstruktionen,
z.B. Gruppenring. symmetrische oder duBere Algebra, und ihre Eigenschaften konnen
gemeinsam behandelt werden. Der Ansatz fiir diese Theorie in den ersten beiden Abschnitten
stammt aus der Dissertation von Lawvere. Die Methode des dritten Abschnitts fiihrt zu
Lintons Begriff der .varietal category™, der aber nicht expliziert formuliert wird, wihrend
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im vierten Abschnitt die Hilfsmittel der Monaden oder — wie sie in Ziirich genannt
werden — Tripel zum Tragen kommen. Satz 4 im letzten Abschnitt geht im wesentlichen auf
Hilton zuriick.

3.1 Algebraische Theorien

Sei N die volle Unterkategorie von Me, deren Objekte endliche Mengen sind, wobei fiir jede
endliche Kardinalzahl genau eine Menge dieser Kardinalzahl in N liegt. Speziell liege auch
@ in N. Die Objekte von N werden mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet (n € N).
In besonderen Féllen werden auch die Kardinalzahlen der entsprechenden Mengen als Ob-
jekte von N verwendet (0, 1, 2, 3, ... e N).
Sei n e N. Dann ist n ein n-faches Koprodukt (disjunkte Vereinigung) der 1 mit sich selbst.
0(= @) ist ein Anfangsobjekt in N (leere Vereinigung). Folglich gilt Mory(m,n) = Mory(1,n)"
(m-faches Produkt). Da aber jeder Morphismus | — n eine Injektion in das Koprodukt n
ist, sind alle Morphismen in N m-Tupel von Injektionen in Koprodukte. N ist eine Kategorie
mit endlichen Koprodukten.
Sei N° die zu N duale Kategorie. Die Objekte bezeichnen wir ebenso wie in N. Jedes Objekt
n € NO ist n-faches Produkt der | mit sich selbst. 0 ist Endobjekt. Jeder Morphismus ist ein
n-Tupel von Projektionen aus Produkten. Speziell identifizieren wir Morgo(m,n) =
Morye(m, 1)" (n-faches Produkt). N° ist eine Kategorie mit endlichen Produkten.
Ein kovarianter Funktor A: N° — 9, der auf den Objektklassen bijektiv ist und endliche
Produkte erhilt, heiBBt algebraische Theorie. Speziell erhédlt A das Endobjek!.
Da A auf den Objektmengen bijektiv ist, bezeichnen wir die Objekte von 2 ebenfalls mit
kleinen lateinischen Buchstaben oder den zugehorigen Kardinalzahlen. Die i-te Projektion
von n auf 1 werde in N° wie in 2 mit pi: n — 1 bezeichnet. Hiufig werden wir von einer alge-
braischen Theorie U sprechen, ohne den zugehorigen Funktor A besonders zu nennen, da
dieser sich in den wichtigen Fallen aus den hier getroffenen Vereinbarungen iiber die Be-
zeichnungen leicht zuriickgewinnen laf3t.
Seien A: N° » U und B: N° —» B algebraische Theorien. Ein Morphismus von alge-
braischen Theorien ist ein Funktor 4: A — B, so daB gilt A = B. Die algebraischen
Theorien bilden damit eine Kategorie Alt.
Eine algebraische Theorie A: N® — 9 heilt konsistent, wenn A treu ist.
Sei A" eine diskrete Kategorie mit einer abzidhlbaren Menge von Objekten, die wir mit
0, 1, 2, 3, ... bezeichnen. Sei B: Alt - Funkt(.4;Me) ein Funktor definiert durch
B(A,U)(n) = Mory (n,1)
B(%)(n) = (¥: Mory (n,1) = Mory(n,1)).

Satz. B besitzt eincu linksadjungierten Funktor §: Funkt(.4',Me) — Alt.

Beweis: Wir konstruieren § explizit. Sei H:.4" — Me gegeben. Wir konstruieren Mengen
M (r,s) fur r,se 4 auf folgende Weise. Zunichst seien

M,(r,O) = {0} s
M (r,1) = H(r) u Morye(r, 1),

wobei eine disjunkte Vereinigung zu nehmen ist,
M, (r,s) = M, (r, 1) fir s> 1.
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Die s-Tupel bezeichnen wir auch mit (6, ...,0y).

Mi(r,s) = {[o,t]|c e M, (t,s), Te M (r,t),te N} U M,(r,s).

Die Paare [o,7] werden im Gegensatz zu den s-Tupeln in M, (r,s) mit eckigen Klammern
geschrieben.

Sind die Mengen M;_,(r,s) und M;_,(r,s) fiir r,s € 4" schon bekannt, so seien

M (r,0) = M;_,(r,0),
Mi(r71) = M;‘—l(rwl)a
M (r,s) = M;(r, 1) U M;_,(r,s) fir s> 1,
Mi(r,s) = {[0,1]|0 € M;(t,5),T € M;(r,t),t e A} U M,(r,s).

Dann gilt:
{@} € M, (r,0) C M (r,0) € M,(r,0) C M,(r,0) C ---
H(r)u Morno(r,1) € M (r,1) € M (r,1) € M,(r,1) € M5(r,1) C ---
M (r,s) € M (r,s) € M,(r,s) C My(r,s) C -

Wir definieren M(r,s) = |J M,(r,s).
Dann gelten folgende Aussagen:

a) {@} S M(r,0) firaller > 0,

b) H(r) u Morpo(r,1) € M(r, 1),

c) ista,e M(r,1)firi = 1,...,smits > 1,soistdas s-Tupel (¢,,...,0) € M(r,s)fiiraller > 0,
d) ist 6 e M (t,s) und t€ M(r,t), so ist [o,7] € M(r,s) fir alle r,s,t = 0.

Aufden Mengen M (r,s) sei R die durch folgende Bedingungen induzierte Aquivalenzrelation:

1) ist 6,1 e M (r,0), so ist (6,7) € R,

2)isto;eM(r,1) firj=1,...,s,s0 ist ([pi(01,...,09),6)eR furi=1,...s,

3) ist s e M(r,s), so ist (([pi,a], ..., [P,0]),0)€R,

4) ist e M(r.s). so ist ([(p!.....p5).0].0)€ R und ([a.(p}.....PP)].0)€R,

5)sind 6 € M(r,s), Te M(s,t) und p e M(t,u), so ist ([[p,7],0],[p.[z.0]]) € R,

6) sind ¢;,,1;€ M(r,1) und (o;,7)e R fir i = 1,...,s,s0 ist ((6,,...,0),(Ty,.... ) €R,
7) sind 0,0’ € M(r,t) und 7,7 € M(t,s) und (g,6'),(t,7) e R, so ist ([t,0],[t',06") € R.

Man bemerkt, daB zwei Elemente hochstens dann dquivalent sind, wenn sie beide in derselben
Menge M (r,s) liegen. Wir definieren daher Morg, (r,s) = M(r,s)/R als Menge der durch R
definierten Aquivalenzklassen. Seien y € Morg, (r,s) und ¢ € Morg, (s,t) mit den Représen-
tanten te M,(r,s) und ¢ € M(s,t), was sich durch geniigend groBe Wahl von i erreichen la8t.
Dann sei die Verkniipfung ¢y von ¢ mit y die Aquivalenzklasse von [a,1]€ M,, ,(r,t) C
M(r,t). Wegen 7) ist diese Klasse unabhdngig von der Wahl der Représentanten fiir ¢ und .
Wegen 35) ist diese Verkniipfung assoziativ. Wegen 4) ist die Aquivalenzklasse von (p}, ..., p)
Identitit fiir die Verkniipfung. Damit bildet & H eine Kategorie mit den Objekten 0,1,2, ...
und den Morphismenmengen Morgy(r,s).

Wegen 1) ist 0 ein Endobjekt in §FH. Die Bedingungen 2). 3) und 6) bewirken. dal}
Morgy(r,s) = Morgy(r,1)° ist. 6) impliziert ndmlich, dafl fiir Morphismen ¢; € Morgy(r,1)
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mit Reprisentanten ;€ M(r,1) fir i = 1,...,s der Morphismus (¢,,...,®,) € Morg,(r,s),
der (g,,...,0,)€ M(r,s) als Reprasentanten hat, von der Wahl der Représentanten o; unab-
hingig ist. Aus 2) folgt die Existenz eines Faktorisierungsmorphismus ¢, so daB pl,¢ = ¢,
namlich ¢ = (¢,,...,¢,), und aus 3) folgt die Eindeutigkeit eines solchen Faktorisierungs-
morphismus. Damit ist das Objekt se & H ein s-faches Produkt der 1 mit sich selbst.

Offenbar induziert s — s und p’, — pj einen produkterhaltenen Funktor N° —» & H, der freie
von H erzeugte algebraische Theorie FH heilit.

Seien H,H' € Funkt(.1.Me) und sei f/: H — H’ ein funktorieller Morphismus. Da .4 diskret
ist, ist /(r): H (r) - H’ (r) eine beliebige Abbildung. Sei &f definiert durch

& (@) =f(¢) fir @eH(r).
Ff(pt)y = pi fir pleMory (r.1),
(@1, 00 = (B (@), ... & (5)),
(o) = B (@Ff ().

Dann bildet §f die Aquivalenzrelation R in R’ ab. Also ist &/ ein Morphismus von freien
algebraischen Theorien §f: §H — §FH'. Man verifiziert sofort §(fg) = F(f)F (g und
§1y = ldzy. Also ist §§: Funkt(4;Me) — Alt ein Funktor.

Es bleibt zu zeigen, dal3
Mory (FH.(A. ) = Mor (H,B(A,A))

funktoriell in H und (A, ) gilt. Sei f: H — V(A.A) gegeben, d.h. fir jedes r sei f(r):
H(r) - Mory(r,1) gegeben. Wir definieren einen Morphismus g: FH — (A, ) von alge-
braischen Theorien auf folgende Weise. Zunichst sei

g(@) e Mory(r,0) fir @eM(r,0),
g(o) = f(o) firalle seH(r),
a(py) = p;j.
gllo,,...,0,) = xe Morg(r,s) firalle o,eM(r,1), i=1,...,s undallere.4’

wobei x bei Morg(r,s) = Mory(r, 1) dem Element (g(g,), ...,g(a,)) entspricht.
g([o,1]) = g(o)g(r) fiiralle geM(,s),te M(r,t) undaller,s,te.t"

Damit ist g: M(r,s) — Morg(r,s) fiir alle r,s definiert. Da U einc algebraische Theorie ist,
werden R-iquivalente Elemente in M (r.s) in dieselben Morphismen in Mor,,(r.s) abgebildet.
Also erhalten wir einen Funktor g: § H — (A, ), der wegen g(p}) = p} ein Morphismus von
algebraischen Theorien ist. Ist umgekehrt g: § H — (A, ) gegeben, so erhdlt man eine Familie
von Abbildungen f(r): H(r) > Morgy(r,1) > Morg(r,1). Diese beiden Zuordnungen sind
invers zueinander und vertrédglich mit der Verkniipfung mit Morphismen H - H’ bzw.
(A, N) - (B,VB), also funktoriell in H und (A, ).

Seien zwei Morphismen von freien algebraischen Theorien p,.p,: §L — FH gegeben.
Erweitert man die Aquivalenzrelation R, die zur Konstruktion von & H diente, um dic Be-
dingung

8) ist @ € Mor 5. (r.s), so ist (p, (¢),p2 (@) € R,
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so bilden die Aquivalenzklassen nach dieser neuen Aquivalenzrelation wieder eine algebrai-
sche Theorie. Das siecht man ebenso, wie bei der Konstruktion der freien algebraischen Theorie.

Sei umgekehrt U eine algebraische Theorie und ¥: §B(A) — A der Adjunktionsmorphis-
mus aus 2.1 Satz 3. Durch

L(n) = {(0.)] 9.9 € Mor gy, 1), ¥ () = ¥ ()}

und . q,: L(n)3(g,¥) » @ eMorgyy, (n,1)
q2: L3 (@,¥) = Y e Morzyy, (1,1)

werden Morphismen g;: L —» BFB(A) definiert. Da F linksadjungiert zu B ist, erhilt
man Morphismen p;: FL — FB(A). Da in

L4, ggoen 2, gy
gilt B(P)q, = B(¥)q,, gilt fir

YL —— "G%(QI)—»‘ZI

die Gleichung ¥p, = ¥p,. Wegen Mory(r.s) = Morg(r,1)* ist ¥ auf den Morphismen-
mengen surjektiv. Ist ¥(p) = ¥ (), so sind @, e Morgyq,(r,s) = Mor;,,,(,,,(r,l)‘, also sind
ps‘l’((p) = pi ¥ (). Dann smd aber pio,piye Morgge(r, 1) mit ¥ (pig) = ¥ (ply), also sind
pio und piy fiir i = 1,...,s dquivalent beziiglich der um 8) erweiterten Aquivalenzrelation,
ebenso ¢ und Y wegen 2) und 6). Damit definiert diese neue Aquivalenzrelation eine zu A
isomorphe algebraische Theorie.

Jede algebraische Theorie 148t sich daher darstellen durch Angabe von H, L € Funkt (.4, Me)
und zwei Morphismen ¢,,q,: L > BFH (statt p,,p,: FL - FH). Man kann L(n) wie
oben als Menge von Paaren von Elementen aus B H (n) wihlen, so daB g, (n) und g,(n)

als Projektion auf die einzelnen Komponenten definiert werden konnen. Das soll im folgen-
den immer geschehen.

Die Elemente aus H(n) heilen n-stellige Operationen, die Elemente aus L(n) Iden-
titdten n-ter Ordnung. Man kann offenbar verschiedene n-stellige Operationen und
Identitédten n-ter Ordnung zur Darstellung derselben algebraischen Theorie verwenden. So
heiBen auch die Elemente BA(n) n-stellige Operationen.

Beispiel. Ein wichtiges Beispiel ist die tfolgende Darstellung. Die dadurch dargestellte al-
gebraische Theorie heit algebraische Theorie der Gruppen.

n H(n) L(n)

0 le 0]

1 {s} {(m(1,,5);€0,),(m(1,,€0,);1,)}

2 {m} 0]

3 0 {im(m(p}. p3). p3): m(pi,m(p3.p3))}

Hn)y=Ln)=0Q fir n>4.

Explizit bedeutet dieses Schema fiir die algebraische Theorie der Gruppen, daBl Morphismen
e:0 - 1,s:1— 1und m:2 — 1 existieren, so daB folgende Diagramme kommutativ sind:
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sy  U€04) oy Ixixl X0 o

OIJ lm \Jm jl,xm jm
1

0—% - 1 1 Ix1 —" L.

wobei 0,: 1 — 0 der Morphismus von 1 in das Endobjekt O ist und 1, x m = (p},m(p2,p3)) und
mx 1, = (m(p},p3),p3) sind.

Deutet man e als neutrales Element, s als Inversenbildung und m als Multiplikation, so geben
die Diagramme die Gruppenaxiome wieder.

3.2 Algebraische Kategorien

Sei U eine algebraische Theorie. Ein produkterhaltender Funktor A: A —Me heilt A-Alge-
bra. Ein funktorieller Morphismus f: A — B zwischen zwei U-Algebren 4 und B heilBt
A-Algebren-Homomorphismus oder einfach A-Homomorphismus. Die volle Unter-
kategorie von Funkt(, Me) der produkterhaitenden Funktoren wird mit Funkt, (2, Me)
bezeichnet und heiBt die zur algebraischen Theorie U gehorige algebraische Kategorie.
Eine 2A-Algebra A heifit kanonisch, wenn A(n) = A(1) x ... x A(1), wobei das rechte Pro-
dukt die Menge der n-Tupel mit Elementen aus A(l) ist, und wenn A(pi)(x,,...,x,) = X;
fir alle n und i ist.

Sei die algebraische Theorie A durch H und L dargestellt, und sei A eine kanonische U-Alge-
bra. Dann induziert 4 einen produkterhaltenden Funktor B: §H — 2 — Me, der eine kano-
nische § H-Algebra ist. Sei ¢ eine n-stellige Operation aus H(n) und sei A(1) = B(1l) = X.
Dann ist die Abbildung

B(p): Xx..xX—-X

eine n-stellige Operation auf der Menge X im Sinne der Algebra. Sei (¢,¥) € L(n) eine Iden-
titdt n-ter Ordnung. Dann stimmen die beiden Operationen B(¢) und B(y) auf der Menge X
iiberein, obwohl die n-stelligen Operationen ¢ und ¢ in & H verschieden sein konnen. Da-

durch ist eine Identitdt (oder Gleichung) fiir die Operationen auf der Menge X gegeben.
Die A-Algebra A hei3t daher auch gleichungsdefinierte Algebra.

Ist A die algebraische Theorie der Gruppen und A eine kanonische -Aigebra, so ist 4
eine Gruppe. Die Abbildungen

Ale): {@} - A(1), A(s): A(1) > A(1) und A(m): A(1)x A(1) - A(1)

gedeutet als neutrales Element, Inversenabbildung und Multiplikation machen, da A4 ein
Funktor ist, die folgenden Diagramme kommutativ:

Ay —Haawr A6 44

lA(ol) lA(m)
oy — A A1)
Aty Laar AN gy, 4

\ LA (m)
1‘4(1) A(l)
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Alm) x 1,

A(l) x A(1) x A(1) 22X 2400, 4(1)x A(1)
l Lasy % A(m) 1A(m)
A1) x A1) A(m) A(l)

Also ist A (1) eine Gruppe. Ist umgekehrt G eine Gruppe mit der Multiplikation u: Gx G — G,
dem neutralen Element ¢: {@} - G und dem Inversen o: G — G, so definiere man
An)=Gx...xG (n-mal), A(m) = pu, A(e) = ¢ und A(s) = 0. Wenn wir die algebraische
Theorie A der Gruppen wie in 3.1 darstellen, so geniigen diese Angaben, um eine kanonische
& H-Algebra A: §H —Me eindeutig zu definieren. Da aber die Identitédten aus L bei dieser
& H-Algebra erfiillt sind, weil G eine Gruppe ist, ist dadurch sogar eine kanonische A-Algebra
definiert. Also folgt:

Lemma 1. Es existiert eine Bijektion zwischen der Klasse aller Gruppen und der Klasse aller
kanonischen W-Algebren, wenn U die algebraische Theorie der Gruppen ist.

Sei f: A > B ein A-Homomorphismus von kanonischen A-Algebren. Sei ¢:n — 1 eine
n-stellige Operation in UA. Dann ist das folgende Diagramm kommutativ:

A(1) x ... x A(1) SWX M) gy« x B
AW |5

A(l) AU B(1)

Man verifiziert ndmlich leicht mit den Operationen pl,...,p%, daB f(n) = f (1) x ... x f(1)
ist. Ist f eine Abbildung von A (1) in B(1), so daB fiir alle n und alle n-stelligen Operationen ¢
das obige Diagramm kommutativ ist, so ist f ein A-Homomorphismus. Also sind die A-Homo-
morphismen im Sinne der Algebra Homomorphismen, die mit den Operationen vertraglich
sind. Es geniigt nun, eine Abbildung f: A(1) - B(1) vorzugeben, die mit den n-stelligen
Operationen aus H(n) fiir alle n vertréglich ist, wenn man f (n) = f x ... x f definiert. Dann
ist f schon ein A-Homomorphismus. Das folgt direkt aus der Definition von FH.

Im Beispiel der algebraischen Theorie A der Gruppen heit das, daB die Gruppenhomo-
morphismen bijektiv auf die A-Homomorphismen der entsprechenden -Algebren abge-
bildet werden konnen, daB also die Kategorie der Gruppen isomorph zur vollen Unter-
kategorie der kanonischen U-Algebren von Funkt, (2, Me) ist.

Lemma 2. Sei U eine alyebraische Theorie. Dann ist jede W-Algebra A isomorph zu einer kano-
nischen U-Algebra B in Funkt, (U, Me).

Beweis: Sei B(1): = A(1) und B(n): = B(1) x ... x B(1). Sei B(p}) die Projektion auf die
i-te Komponente der n-Tupel in B(1) x ... x B(1). Dann ist B(n) ein n-faches Produkt von
B(1) mit sich selbst. Also existieren eindeutig bestimmte Isomorphismen A(n) = B(n), so
daB fiir alle Projektionen das Diagramm

A(n) = B(n)
ah| | BoY
A(l) B(1)

kommutativ ist. Sei ¢: n — 1 eine beliebige n-stellige Operation in 2. Dann ist B(¢) durch
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die Kommutativitiit von

A(n) = B(n)
A(<p)j | B
A(l) = B(1)

eindeutig bestimmt. Man verifiziert sofort, daB} B eine kanonische -Algebra ist, die nach
Konstruktion dann isomorph zu 4 ist.

Mit 2.1 Satz 4 folgt

Korollar 1. Sei U die algebraische Theorie der Gruppen. Dann ist Funkt (U ,Me)dquivalent
zur Kategorie der Gruppen. Die volle Unterkategorie der kanonischen U-Algebren ist isomorph
zur Kategorie der Gruppen.

Wir haben bisher das Beispiel der Gruppen ausfiihrlicher betrachtet. Ahnliches gilt fiir jede
Kategorie von gleichungsdefinierten Algebren im Sinne der (universellen) Algebra. Darunter
fallen speziell die Kategorien Me, Me*, Ab, ;Mod und Ri. Fir Ri wihle man fiir eine Dar-
stellung der zugehorigen algebraischen Theorie als

0O-stellige Operationen: 0, 1 1-stellige Operation: — 2-stellige Operationen: +,-

Die ldentitdten sind auBer denen der Gruppeneigenschaft beziiglich + die Assoziativitat
und Distributivitdt der Multiplikation, die Kommutativitdt der Addition und die Eigenschaft
der 1 als neutrales Element bei der Multiplikation. Der Leser wird die entsprechenden Dia-
gramme leicht selbst aufstellen konnen.

Me wird durch H = @ und L = @ definiert. Die zugehorige algebraische Theorie ist also N°.
Ein weiteres interessantes Beispiel ist yMod. Die Operationen sind hier e, s und m fiir die
Gruppeneigenschaft und zusitzlich alle Elemente von R als einstellige Operationen auf-
gefafBit! Das ist also ein Beispiel, in dem H(1) unendlich sein kann. Die Identititen ergeben
sich wie oben bei den Ringen aus den definierenden Gleichungen fiir R-Moduln.

Sei Funkt, (U, Me) eine algebraischeKategorie.Die Auswertung auf 1 € 2 ergibt einen Funk-
tor ¥": Funkt,(U,Me) - Me mit ¥ (4) = A(1) und ¥ (/)= f(1). Dieser Funktor wird
Vergilfunktor genannt. Die Menge f (4) = A(l) heifit auch die der A-Algebra A unter-
liegende Menge.

Satz. Sei U eine algebraische Theorie. Die algebraische Kategorie Funkt, (2. Me) ist voll-
standig, die Limites werden argumentweise gebildet, und der Vergififunktor in die Mengen
erhdlt Limites und ist treu.

Beweis: Nach 2.7 Satz 1 ist Funkt(2, Me) vollstindig und die Limites werden argument-
weise gebildet. Da Limites mit Produkten vertauschbar sind, ist ein Limes von produkt-
erhaltenden Funktoren wieder ein produkterhaltender Funktor. Da der VergiBfunktor die
Auswertung auf 1 € U ist und die Limites argumentweise gebildet werden, erhilt ¥~ Limites.
Sind f,g: A » B zwei A-Homomorphismen und ist f (1) = g(1), so ist f(n) = g(n) fiir alle
ne U, da alle Diagramme

Am) LM, g
Alpi) JB(pL)

1
A(l) —— B(l)
kommutativ sind. Daher ist ¥~ treu.
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Korollar 2. Sei f: A — B ein W-Homomorphismus von N-Algebren. f ist genau dann ein Mono-
morphismus in Funkt, (2, Me), wenn f(1) injektiv ist.

Beweis: Da ¥~ treu ist, reflektiert ¥~ Monomorphismen (2.12 Lemma 1). Da ¥~ Limites er-
hilt, erhdlt ¥° Monomorphismen (2.6 Korollar 5).

Ein Unterobjekt f: 4 — Bheilit Unteralgebra. Aus dem Korollar folgt, daB Funkt, (2, Me)
lokal klein ist, weil ¥~ treu ist und Me lokal klein ist.

Der Satz und Korollar 2 sind Verallgemeinerungen einiger Aussagen, die wir in Kapitel 1
iber Me, Me*, Gr, Ab, Ri undgMod gemacht haben.

Wie das Beispiel Z — IP in Ri aus 1.5 zeigt, sind die Epimorphismen in Funkt,(U,Me)
nicht notwendig surjektive Abbildungen (nach Anwendung des VergiBfunktors). Um so

interessanter ist daher das Beispiel aus 1.5, nach dem die Epimorphismen in Gr (und auch in
Ab) genau die surjektiven Abbildungen sind.

3.3 Freie Algebren

Sei A:N° — U eine algebraische Theorie. Wir konstruieren einen produkterhaltenden
Funktor A, : Me® — A, der bijektiv auf den Objektklassen ist, und einen voll treuen
Funktor # : A —» A, so daB das Diagramm

NOLQI

e

Me° hﬁllaC

kommutativ ist, wobei N® — Me? die natiirliche Einbettung ist. Die Objekte von U kdnnen
mit den Objekten von Me° identifiziert werden. Fiir zwei Mengen X und Y definiere man
Mory, (X,Y) = Mory (X, 1)¥. Dann wird A_, ein produkterhaltender Funktor werden.

Zur Definition von Mory (X,1) sei X* die Menge der Tripel (f,n,g), wobei f: X — n ein
Morphismus in Me® und g: n — 1 ein Morphismus in U sind. n ist dabei eine endliche Menge
in N°. Zwei Elemente (f,n,g) und (f', ', g') aus X * sollen dquivalent sein, wenn es eine endliche
Menge n” in N° und Morphismen X — n”, n” — nund n” — n’ in Me® so gibt, daB die Dia-
gramme

n n
/| EN
X —n in Me° und n 1 in A
N |

n' n

kommutativ sind.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation. Dazu ist nur die Transitivitdt zu zeigen. Seien
(fin,g) ~ (f,n',g’) und (f',n',g") ~ (f",n",¢") und seien n* bzw. n** Elemente, die die Aqui-
valenzen erzeugen. Sei m das Faserprodukt von n* — n’mit n** — n’. Dann ist das Diagramm
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|
A

\
i

;

kommutativ. (Die Morphismen sind smngemaB in den entsprechenden Kategorien zu ver-
gleichen.) Die Menge der Aquivalenzklassen sei Mory (X, 1).

Lemma 1. A, ist eine Kategorie.

Beweis: Sei (f,n,g) ein Reprisentant eines Elements aus Mory (X,1). Dann ist f© eine
Abbildung von n in X in der Kategorie Me. Sei n’ das Bild von n bei dieser Abbildung. Dann
konnen wir f> X — n zerlegen als X & n' B n. Offenbar ist dann (f,n',gh) dquivalent zu
(f,n,g). AuBerdem ist n’ (bis auf Aquivalenz von Monomorphismen) eine endliche Teilmenge
ven X. Einen solchen Reprisentanten nennen wir reduziert.

Seien ((fi,ni,gdiey): X — Y und (f',n,g"): Y — 1 reduzierte Représentanten von Morphis-
men in A . Sei r = ) n; (disjunkte Vereinigung oder Koprodukt in N). Dann sind durch
die Produkteigenschaft von r in Me® folgende Morphismen definiert: f: X — r durch die
fiund g: r — n’ durch die g;. Die Verkniipfung der gegebenen Morphismen sei dann (f,r,g’g).
Die Verkniipfung hidngt zundchst noch von der Wahl der Reprédsentanten ab. Sei (f”,n",g")
reduziert und dquivalent zu (f',n’,g'). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir
annehmen, daB n’' € n” € X in Me gilt, und daB mit h: n” — n’' in Me® gilt: hf” = ' und
gh=g"Seir = Zn,, S0 ist

7 -
| 1

kommutativ. Ebenso zeigt man, daf die Verkniipfung auch nicht von der Wahl der Repra-
sentanten der (f;,n;.g;) abhéngt.

Seien p.: X — 1 die Projektionen von X in 1 in Me®. Dann ist ((p,,1,1,).y) die Identitit
auf X in A_. Ist ndmlich (f,n,g9): X > 1 gegeben, so ist (f,n,9)((Ps, 1,1 )xex) = (fin,g). Ist
(fismigdiex): ¥ — X gegeben, so ist (p,, 1, 1)((fi, 1 gidiex) = (S 10.9.)-

Zum Beweis der Assoziativitdt seien ((f},n,,9,)yer): X = Y, (f;:1:.9.).e2): ¥ — Z und
(fin,g): Z — 1 reduzierte Reprisentanten von Morphismen in %,. Da } Y n, = > n, mit

zenyen, yer
r =Y n, gilt, sicht man leicht, daB die Verkniipfung assoziativ ist.
zZen
Korollar. Es existiert ein produkterhaltender, auf den Objektklassen bijektiver Funktor A, :
Me® — U _ und ein voll treuer Funktor #, : A — WA, so daff

N ALy
1
Me® él» A

x

kommutativ ist.
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Beweis: Es geniigt, A aufden Projektionen p,: X — 1 zu definieren. Sei A_ (p,) = (p,,1,1)).
Dann ist klar, daB A Produkte erhilt. Sei £, (n) = n und £ (g9) = (1,,n,9) fir g:n — 1
in A. Da fiir g:n - 1 in N° gilt (1,,n,9) ~ (g,1,1,), ist das Quadrat kommutativ.

Es ist noch zu zeigen, daB} £, voll treu ist. Seien f,g: n — 1 in U gegeben. Sei (1,,n,f) ~
(1,,n,9) in A_. Dann existieren n’ und [: n — n’ mit einem kommutativen Diagramm

n——-—iv/vw'/h‘”\f‘l

Alsoist hl = 1,und k! = 1,. AuBerdem ist fh = gk. Durch Verkniipfen mit / ist dann f = g¢.
Also ist £, treu. Sei jetzt ' 5 n % 1 in A, gegeben. Dann ist (f,n,g) ~ (1,,n,gf) und
£, (gf) =(1,,n',gf). Damit ist £, voll treu.

Lemma 2. Sei A: A — Me ein produkterhaltender Funktor. Dann existiert bis auf Isomorphie
genau ein produkterhaltender Funktor A': W, — Memit A" 4, = A.

Beweis: Damit A4, = A giltund 4’ Produkte erhilt, muB A'(X) = 4’'(1)* und 4'(1) = A(1)
gelten. Weiter muBl A'(p,,1,1,) = A(1)”~ und A'(1,,n,g) = A(g) gelten. Durch Verkniipfung
muB dann A4'(f,n,g) = A(g)A(1)’ gelten. Mit diesen Definitionen ist A’ ein produkterhalten-
der Funktor, und es gilt tatsdchlich 4’4, = A.

Lemma 3. Seien A,B: A — Me produkterhaltende Funktoren und A',B’ die in Lemma 2
konstruierten Fortsetzungen auf WU,,. Sei ¢: A — B ein funktorieller Morphismus. Dann
existiert genau ein funktorieller Morphismus ¢': A" — B' mit ¢’ £, = ¢.

Beweis: Wir definieren ¢'(X) = ¢ (1)*: A(1)¥ - B(1)*. Das ist offenbar die einzige Mog-
lichkeit zur Definition von ¢’, weil die Funktoren A’ und B’ Produkte erhalten. Gleichzeitig
ist klar, daB sich ¢’ in bezug auf alle Projektionen zwischen den Produkten funktoriell ver-
hilt. ¢’ ist aber auch funktoriell in bezug auf die Morphismen aus 2, weil dann nur die Ein-
schrinkung ¢’ #, = ¢ wirksam wird.

Satz 1. Sei U cine alyebraische Theorie. Der Vergififunktor ¥ : Funkt.(UA,Me) — Me ist
monadisch.

Beweis: Wir definieren einen Funktor #: Me — Funkt,(,Me) durch Z(X)(-)=
Mory (X.—). Dann gilt funktoriell fir X eMe, 4 e Funkt, (2. Me):

Mory (X, ¥'4) = Mor,, (X,A(1)) = AN =24 (X)= Morf(Mor\H'(X,—),A')
Mor (#(X),A),

wobei wir die letzten beiden Lemmata benutzt haben.

e i

Wir verwenden jetzt 2.3 Satz 2. Sei f.f;: A = B ein ¥-zusammenzichbares Paar in
Funkt,(W.Me). Da in Me Differenzkokerne existieren, erhalten wir ein kommutatives
Diagramm in Me:
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1
B(l) ——BL— B(1)

m h(1) s h)

wobei wir f; statt f;(1) geschrieben haben. Bilden wir das n-fache Produkt aller Objekte und
Morphismen des Diagramms (1), so erhalten wir wieder ein entsprechendes Diagramm.
Speziell ist

So(n) "
A(n) : B(n) M cqy
Si(n)

ein Differenzkokern. Ist ¢: n — 1 gegeben, so erhdlt man ein kommutatives Diagramm
A(n) > B(n) —— C(1)y

40 B |cw
A(1) B(l) —— C(1),
in dem C(g) eindeutig durch die Eigenschaft des Differenzkokerns bestimmt ist. Also ist
C:¥U - Me mit C(n): = C(1)" ein produkterhaltender Funktor und h: B — C ein funk-

torieller Morphismus, der eindeutig durch h(1): B(1) — C(1) definiert ist. Da C(n) fiir alle
n e A Differenzkokern ist, ist C Differenzkokern von (fy.f,) in Funkt, (2, Me).

Durch diesen Satz sind die U-Algebren und U-Homomorphismen genau die ¥ #-Algebren
und ¥"#Homomorphismen im Sinne von 2.3. Die freien ¥ #-Algebren heilen darum auch
freie U-Algebren. F(X) heilt freie, von der Menge X erzeugte A-Algebra.

Satz 2. Sei 5 die durch ¥ und & definierte Monade. Dann existiert zwischen (Me)° (im Sinne
von 2.3) und W, ein Isomorphismus, so daf3

Me

cﬁp/'\\<t;

(Me,, )’ DI

kommutatir ist.

Beweis: Die Zuordnungauf den Objekten ist klar, weil (%,)° und A, bijektiv auf den Objekt-
klassen sind. Fiir die Morphismen gilt nach dem Yoneda-Lemma

Mory (X, Y) = Mor (Mory (Y,—),Mory (X.—))
funktoriell in den A_-Objekten X und Y. Nach Definition sind die Me,-Morphismen
zwischen den Me ,-Objekten X und Y genau die Morphismen der #-Algebren (# X, uX)
und (A Y,uY), also die Morphismen der freien -Algebren # (X) = Morg_(X.—) und
F(Y)= Mory (Y,—). Nach Definition gilt funktoriell in den A, -Objekten (= Me,-
Objekten): '

MorMex(Y,X) = Mor ;(Mor,, (Y,—),Mory (X,—)).
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Also ist Mory (X,Y) = Morg(X,Y) mit € =Me,. Sind /1 X - X' bzw. g: ¥' = Y
Morphismen aus U, und f bzw. g’ die entsprechenden Morphismen aus (Me,)°, so folgt
aus dem Yoneda-Lemma, dal3

R

Mory (X',Y') = Morg(X',Y')
Mory, (£:4) | | Morgo(s",9)
Mory (X,Y) = Morg(X,Y)

kommutativ ist. Dann stimmen die Verkniipfungen bei dieser Zuordnung der Morphismen
iberein.

Damit ist die Bedeutung der Konstruktion von Kleisli in 2.3 Satz 1 geklidrt. Umgekehrt
steht jetzt eine Methode zur Verfiigung, um aus einer algebraischen Kategorie Funkt, (2, Me)
und dem zugehorigen VergiBfunktor die zugehorige algebraische Theorie zuriickzugewinnen,
wenn man nimlich (%,)°: Me® — (Me,,)° einschrinkt aufdie volle Unterkategorie N° von Me".

Mit diesen Hilfsmitteln kann auch die Bedeutung der konsistenten algebraischen Theorien
aufgezeigt werden.

Satz 3. Seien A: N° — U eine algebraische Theorie, Funkt (U, Me) die zugehérige algebraische
Kategorie und # die durch den monadischen Vergififunktor ¥ : Funkt (U,Me) — Me defi-
nierte Monade. Dann sind folgende Aussagen dquivalent :

1) A: N° — U ist konsistent.
2) Es existiert eine U-Algebra A, deren unterliegende Menge mehr als ein Element besitzt.

3) Der funktorielle Morphismus ¢: 1d,,, — 3 ist argumentweise ein Monomorphismus.
4) . Me — Me ist treu.

Beweis: 1) = 2): Da A treu ist, besitzt Mory (n,1) mindestens n Elemente, die Projektionen.
Mor,, (n,—) ist aber die freie von n erzeugte Algebra.

2) = 3): Sei (A,a) eine H#-Algebra und habe 4 mehr als ein Element. Sei X eine beliebige
Menge. Dann existiert eine injektive Abbildung i: X — A*. Da ae(4): A - # A — A die
Identitdat auf A ist, ist ¢(A) eine injektive Abbildung, also auch ¢(A)i. Da ¢ ein funktorieller
Morphismus ist, ist €(A)i = H#(i)e(X). Damit ist ¢(X): X - #(X) ein Monomorphismus.
3) = 4): Seien f,g: X — Y zwei Abbildungen in Me niit #f = #g. Da (Y)f = #fe(X)
ist und da £(Y) ein Monomorphismus ist, ist f = g, also # treu.

4) = 1): Mit .# ist auch %, treu (2.3 Korollar). Also ist (%) eingeschrinkt auf N° treu,
also auch A.

3.4 Algebraische Funktoren

Sei U eine algebraische Theorie, ¥? Funkt, (2A,Me) - Me der zugehorige VergiBfunktor
und J# die zugehorige Monade.

Lemma 1. Sei f: (A,%) — (B.f) ein Morphismus von #-Algebren. Dann existiert auf der
Menge f(A) = C genau eine A#-Algebrenstrukiur y: #C — C, so daf die Faktorisierungs-
abbildungen g: A — C und h: C — B von f Morphismen von #-Algebren sind.

Beweis: Wir verwenden folgendes kommutative Diagramm:
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wa 29, wc KM, yp
\l‘/x

o X B
y

[‘i\

A—9 ,c_h g

Dabei sei hg = f, g eine surjektive Abbildung und h eine injektive Abbildung, d.h. die
Faktorisierung von f durch das Bild von f. Da g eine Retraktion und h ein Schnitt sind (in
Me!), sind s#g und s#h eine Faktorisierung von J#f durch das Bild von Jf. Sei x und y
die Faktorisierung von fi5#f = fo durch das Bild. Dann existieren Abbildungen 7, und y,,
so daB das obige Diagramm kommutativ wird. Aber y = 7,7, ist der einzige Morphismus,
der beide Quadrate im Diagramm kommutativ macht, weil h ein Monomorphismus und #g
ein Epimorphismus sind. Verwendet man, daB g, #¢g und # # g Retraktionen sind, so sind
die Axiome einer Algebra leicht zu verifizieren.

Korollar 1. Funkt (U, Me) besitzt epimorphe Bilder. Die dabei auftretenden Epimorphismen
sind auf den unterliegenden Mengen surjektiv.

Beweis: folgt aus Lemma 1, 3.2 Korollar 2 und 3.3 Satz 1.

Obwohl Funkt, (2, Me) epimorphe Bilder besitzt, ist Funkt, (2, Me) nicht ausgeglichen, wie
das Beispiel Ri in 1.5 zeigt. Andrerseits ist ein bijektiver Morphismus von #-Algebren ein
Isomorphismus, weil 5# Isomorphismen erhilt.

Sei (A,a) eine s#-Algebra und X eine Teilmenge von A. Dadurch ist ein Morphismus
F*(X) - (A,a) gegeben. Sei (B, 5) das Bild bei diesem Morphismus. Dann ist X C B C 4
und (B,f) die kleinste Unteralgebra von (4,a), die X enthdlt. In jede Unteralgebra von
(A,a), die X enthilt, existiert namlich ein #~Homomorphismus von F*(X). (B,p) heiBt
die von X erzeugte Unteralgebra von (4,x). Eine #-Algebra (A4,a) heiit von der Menge
X erzeugt, wenn X € 4 und wenn (A4,x) die von X erzeugte Unteralgebra von (A,x) ist.
Ist X endlich, so heiBt (4,a) endlich erzeugt.

Lemma 2. Es gibt nur eine Menge von von X erzeugten, nichtisomorphen #-Algebren.

Beweis:Sei X €A und f: # X — A eine surjektive Abbildung. Dann existiert auf A hochstens
eine #-Algebrenstruktur a: # A4 — A, so daB f: .%* (X) — (A,x) ein Algebrenhomomorphis-
mus ist. In dem Diagramm

w#xx 2 w4
u(x) | |=
#x L 4
ist ndamlich #f eine surjektive Abbildung. Es existiert genau dann eine s#-Algebrenstruktur

auf A, wenn (A4,a) von X erzeugt ist. Da es nur eine Menge von nichtisomorphen surjektiven
Abbildungen f mit der Quelle 5# X gibt, ist das Lemma bewiesen.

Korollar 2. Es gibt nur eine Menge von nichtisomorphen A -Algebren, die von epimorphen
Bildern von X erzeugt werden.
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Beweis: X besitzt nur eine Menge von nichtisomorphen epimorphen Bildern.

Sei 4: A - B ein Morphismus von algebraischen Theorien. ¢ induziert durch Ver-
kniipfung einen Funktor

Funkt,(¥,Me): Funkt,(B,Me) —» Funkt, (%,Me),

der algebraischer Funktor heifit. AuBerdem wird das Diagramm

Funkt,(B,Me) — Funkt, (A, Me)

1\ / )
Me

kommutativ, wobei J = Funkt,(%,Me) und ¥; die VergiBfunktoren sind.

Lemma 3. Seien A € Funkt, (2, Me) und B € Funkt (B,Me). Sei f: A — T B ein A-Homo-
morphismus. Dann existiert eine minimale B-Unteralgebra B’ von B, so daf ein U-Homo-
morphismus g: A — 7 B’ existiert, der das Diagramm

AL 7B

~
JB
kommutativ macht.

Beweis: Da ¥;.7 (B) = ¥{(B) ist, ist ¥;(f): ¥;(A) — ¥{(B). Sei B’ die vom Bild von ¥;(A)
in B erzeugte B-Unteralgebra.

Seien X = ¥,(A), Y =v,7 (B), Z = ¥,7 (B), und seien a: #' X - X, f: #Y - Y und
v A Z — 7 die zugehorigen A-Algebra Strukturen. In dem Diagramm

7/(/ . //I ”
H X — A Y HZ

L

x—4 y—L 7

sei it Y — Z die Einbettung von B in B und ig = f. Da f'und i A-Homomorphismen sind,
sind das rechte Quadrat und das duflere Rechteck kommutativ. Aus if§ # (g) = iga folgt
A (g) = g, weil i ein Monomorphismus ist. Also ist g ein A-Homomorphismus.

Da B’ von ¥,(f)(¥3(A)) erzeugt wird, ist B’ minimal.

Satz 1. Jeder algebraische Funktor ist monadisch.

Beweis: Seien .7, ¥7 und ¥; wie in Lemma 3. Sei f,f;: A — B in Funkt,(B,Me) 7-zusam-
menziehbar. Dann IStfo,fl auch ¥{-zusammenziehbar, weil ¥] = ¥,.7 ist. Es existiert genau
dann ein Differenzkokern g:.7 B - C von 7 f,, 7 f, in Funkt,(2,Me), wenn ein Differenz-
kokern h: ¥{B - X von ¥,.7 f,,%,.7 f; in Me existiert. Dann existiert auch ein Differenz-
kokern k: B — D von fy, f; in Funkt, (2,Me), und esist ¥,.7 k = ¥k = h = ¥,9. Da ¥, die
hier betrachteten Differenzkokerne erzeugt, ist / k =g k ist dur(.h ¥,g = h eindeutig be-

stimmt, da 7, monadisch ist. Damit erzeugt .7 Differenzkokerne von .7-zusammenzieh-
baren Paaren.
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Nach 2.3 Lemma 5 erzeugt ¥; Isomorphismen. Es existiert ein eindeutig bestimmter Mor-
phismus f:fl{iﬁn@ - @3‘@ in Funkt, (2,Me) fir ein Diagramm 2 in Funkt,(B,Me),
der durch die universelle Eigenschaft des Limes bestimmt wird. Aber 7; f'ist ein Isomorphis-
mus, da ¥; = ¥;.7 Limites erhilt. Also ist f ein Isomorphismus. Damit erhélt 7 Limites.
Nach 2.9 Satz 3 geniigt es, fiir 7 Ldsungsmengen anzugeben. Sei 4 € Funkt,(2,Me) und
f: A - 7 B ein A-Homomorphismus. Wegen Lemma 3 ist die in Korollar 2 angegebene
Menge eine Losungsmenge von A beziiglich 7.

Satz 2. Sei U eine algebraische Theorie. Dann ist der Funktor Funkt, (2, Me) — Funkt(, Me),
der durch die Einbettung definiert wird, monadisch.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB Funkt, (2,Me) eine reflexive Unterkategorie von
Funkt(2,Me)ist (2.4 Satz 3). Nach Konstruktion der Limites in beiden Kategorien (argument-
weise), erhilt der Einbettungsfunktor Limites. Seien 4 € Funkt(2,Me)und B € Funkt, (U,Me).
Sei f: A - B ein funktorieller Morphismus. Sei B' € B die von f(A4(1)) erzeugte A-Unter-
algebra von B. Sei ¢: n — 1 eine n-stellige Operation aus . Dann ist das folgende Diagramm
kommutativ:

Sy

A(n) B(n)
o~
B'(n)
Al) B(op)
B'(¢)
(1
A(l) 1 S B(1)

k(1) ™ g1y —7i(h)

Dabei ist k(n) dadurch eindeutig definiert, daB B’'(n) n-faches Produkt von B’(1) mit sich
selbst ist. Fiir ¢ = p, ist das Diagramm nach Definition kommutativ. Im allgemeinen Fall
ist nur die Kommutativitit B'(@)k(n) = k(1) A(¢) zu beweisen. Diese gilt aber, weil i(1) ein
injektiver Morphismus ist. Nach dem Korollar 2 ist damit eine Losungsmenge gegeben.

Korollar 3. Funkt, (U, Me) ist kovollstindiy.

Beweis: Folgt aus 2.11 Satz 3 und dem Dualen von 2.7 Satz 1.

Sei 7. € — 2 ein Funktor. Ein Morphismus f: 4 — B in ¥ heiBt relativ zerfallender
Epimorphismus. wenn fein Epimorphismus ist und .7 f eine Retraktion ist. Dual definiert
man einen relativ zerfallenden Monomorphismus. Ein Objekt Pe % heiBt
relativ projektiv (relativ injektiv), wenn fir alle relativ zerfallenden Epimorphismen
(Monomorphismen) f in 4 die Abbildung Mor,(P.f) (Mor,(f, P)) surjektiv ist. Ist J der
Identitidtsfunktor, so sind alle Objekte relativ projektiv und relativ injektiv (1.10 Lemma 3).
Besitzt .7 einen linksadjungierten Funktor % so ist .#’D relativ projektiv fiir alle De &.
Es ist ndamlich Mor (¥ D,f) = Morg(D,.7 f) surjektiv.

Sei J ein algebraischer Funktor mit dem linksadjungierten Funktor & Wir nennen die
Objekte D relativ frei. Dann ist jedes relativ freic Objekt relativ projektiv. Da
77 Funkt(2,Me) — Me auch ein algebraischer Funktor ist, nimlich der von A: N° - A
induzierte, ist jede freie U-Algebra relativ projektiv beziiglich der surjektiven A-Homo-
morphismen. In diesem Fall nennen wir die relativ projektiven Objekte auch W-projektiv.
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Satz 3. Sei U eine algebraische Theorie. Dann existiert ein endlich erzeugter, W-projektiver
Generator in Funkt (2, Me).

Beweis: Die freie UA-Algebra Mor, (1,—) hat diese Eigenschaft. Es ist nur zu zeigen, daB
Mory(1,—) ein Generator ist. Da aber Mor (Morg(1,~),4) = A(1) = ¥'(4) ist und ¥" treu
ist, ist die Behauptung bewiesen.

3.5 Beispiele von algebraischen Theorien und Funktoren

Einige Beispiele fiir algebraische Kategorien sind schon bekannt, ndmlich Me, Me*, Gr,
Ab, :Mod und Ri. Um die weiteren Beispiele bequem angeben zu kénnen, werden wir fiir die
Definition der Operationen zum Teil die iiblichen Symbole (+ - [,] usw.) verwenden und
die Identitdten als Gleichungen zwischen den Elementen von Mory(n,1) darstellen. Der Leser
wird diese Angaben leicht in den allgemeinen Formalismus iibertragen konnen, wenn er sie
mit dem Beispiel der algebraischen Theorie der Gruppen vergleicht.

Beispiele. 1. M-(multiplikatives) Objekt : Die algebraische Theorie der M-Objekte wird de-
finiert durch

1) eine Multiplikation pu: 2 — 1

?2) ohne Identitéten.

2. Halbgruppe :

(1) w2 -1 mit p(x,v)=xy

(2) (xy)z = x(vz).

3. Monoid :

) w:2 = 1;e:0 -1 mit pu(x,y)=xy;e(@) =0
(2) Ox=x=x0;(xy)z=x(z).

4. H-( Hopf-) Objekt :

(1) 2= 1l:e:0 -1 mit pu(x,y) = xy:e(@ =0;
2) - 0x=x=x0

5. Quasigruppe:

(1 22 221021 mit a(x,y) = xy; flx,y) = x/y;v(x,y) = xly

2) (x )y =x;x(x\y) = vix\(xy) =y (xy)y=x.

Die Gleichungen bedeuten, daB3 die Gleichung xy = z nach jedem der drei Elemente ein-
deutig autloshar st

6. Loop:

()] Quasigruppe zusammen mite:0 - 1 mit  ¢(@) =0

(2) 0x=x=x0.

Dabei sollen die Operationen wie auch die Identititen der Quasigruppe gelten.
7. Gruppe:

(1) w2-1isil o lie:0—=1 mit px,y) =xy;s(x)=x 're(@ =1
(2) Ix=x;x"'x=1;(xy)z = x(yz).

8. Ring:

(1) Gruppe (,s,e) zusammen mit v:2 - 1 mit u(x,y) = x + y;

s(x) = —x; e(@) = 0; v(x,y) = xy
(2) X+y=y+x;x(y+z)=(xy)+ (x2), (x + y)z = (x2) + (y2).
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9. unitdrer Ring:

(1) Ring zusammen mit  ¢:0 — 1 mit €(Q) =1
(2) Ix=x=xl.

10. assoziativer Ring:

(1) Ring zusammen mit
) (xy)z = x(y2).

11. kommutativer Ring:

(1) Ring zusammen mit
2) Xy = yx.

12. antikommutativer Ring:

(1) Ring zusammen mit
2) xx =0

(Aus dieser Identitét folgt xy = — yx. Die Umkehrung gilt jedoch nicht allgemein!)

13. Radikal-Ring:

(1) assoziativer Ring zusammen mit ¢: 1 —» 1 mit g(x) = x’

(2) x+x +xx'=x+x+xx=0.

14. Lie-Ring:

(1) antikommutativer Ring (wobei statt u(x.y) = xy gilt u(x.y) = [x.¥])

2) [x.lv.2]] + D [z.x]] + [z.[x.¥]] = 0.
15. Jordan-Ring:

(1) kommutativer Ring zusammen mit

(2) ((xx)y)x = (xx)(¥x).

16. alternativer Ring:

(n Ring zusammen mit

2) (xx)y = x(xy); x(yy) = (xp)y.

17. R-Modul (mit assoziativem Ring R):

(1) kommutative Gruppe zusammen mit r: 1 — | fiiralle reR
(2) r+rim=rm+rm,rim+m)=rm+rm' r(r'm)= (rr'ym.

18. unitirer R-Modul (mit unitdrem, assoziativem Ring R):
(1) R-Modul zusammen mit
(2) Im=m.

19. Lie-Modul (mit Lie-Ring R):
(1) kommutative Gruppe zusammen mit r: 1 — 1 fiiralle re R
(2) (r+rYym=(m)+ (m); [r,r'Im = (r('m)—0"(rm): rim + m') = (rm) + (rm’)

20. Jordan-Modul (mit Jordan-Ring R):
(1) kommutative Gruppe zusammen mit r: 1 — 1 fiir alle re R
(2) (r+rym=(m)+ (r'm);rim+m)=(rm) + (rm’);

r(r'((rm) + (rm))) = (rr')((rm) + (rm)):r((rrym) = (rr)y(rm).

21. S-Rechtsmodul (mit assoziativem Ring $):
wie S-Modul, aber statt (ss')m = s(s'm) gelte (ss')ym = s'(sm).
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22. R—S-Bimodul :
(1) R-Modul und S-Modul mit derselben kommutativen Gruppe zusammen mit
(2) r(sm) = s(rm) fir alle reR und seS.

23. k-Algebra (mit assoziativem, kommutativem, unitirem Ring k):

(1) Ring zusammen mit r: 1 — 1 firalle rek

(2) r+r)x=0x)+Fx);r(x+y)=(x)+ (ry); (rr)x=r(rx); 1x = x;
r(xy) = (rx)y = x(ry).

24. k-Lie-Algebra, k-Jordan-Algebra und alternative k-Algebra erhélt man aus w) durch Er-
setzen von ,.Ring" durch ,Lie-Ring“, ,Jordan-Ring“ oder ,alternativen Ring".

25. Nilalgebra vom Grad n:

(1) k-Algebra zusammen mit
(2) x"=0.

26. nilpotente Algebra vom Grad n:

(1) k-Algebra zusammen mit
(2) X (x50 x,)...)=0.

Von Interesse ist auch zu wissen, welche algebraischen Strukturen nicht gleichungsdefiniert
sind. In speziellen Féllen lassen sich leicht Eigenschaften von algebraischen Kategorien an-
geben, die in diesen Fillen verletzt sind. So bilden die Korper (mit unitdren Ringhomo-
morphismen) keine algebraische Kategorie, weil sich nicht jedes mengentheoretische Produkt
von zwei Korpern wieder zu einem Korper machen 148t (3.2 Satz). Aus demselben Grunde
sind die Integritidtsbereiche (mit unitdren Ringhomomorphismen) keine algebraische Kate-
gorie (2.12 Beispiel). Die teilbaren abelschen Gruppen bilden keine algebraische Kategorie,
weil die Monomorphismen nicht immer injektive Abbildungen sind (3.2 Korollar 2 und
Beispiel 1 in 1.5).

Morphismen von algebraischen Theorien ergeben immer algebraische Funktoren. Viele
universelle Konstruktionen aus der Algebra sind linksadjungierte Funktoren von algebrai-
schen Funktoren. Die meisten Morphismen von algebraischen Theorien werden durch
Hinzufiigen von Operationen und (oder) Identitdten definiert, so wie das schon bei den
Beispielen fiir algebraische Theorien auftrat. Wo diese Konstruktion verwendet wird, werden
wir in den folgenden Beispielen keine besonderen Erlduterungen geben.

Beispiele. 27. U (= algebraische Theorie der Gruppen) — B (= algebraische Theorie der
kommutativen Gruppen) induziert einen algebraischen Funktor

Funkt, (B, Me) - Funkt, (%, Me).
Der linksadjungierte Funktor heiflt Kommutator-F aktorgruppe.

28. U (= k-Modul) —» B (= assoziative, unitdre k-Algebra) definiert (wie in Beispiel a)) den
Funktor Tensoralgebra.

29. A (= k-Modul) —» B (= assoziative, kommutative, unitdre k-Algebra) definiert den
Funktor symmetrische Algebra.

30. A (= k-Modul) —» B (= assoziative, antikommutative k-Algebra) definiert den Funktor
duflere Algebra.

31. A (= assoziativer Ring) — B (= assoziativer, unitdrer Ring) definiert den Funktor Ad-
junktion einer Eins.
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32.UA (= k-Lie-Algebra) — B (= unitire, assoziative k-Algebra), wobei die Lie-Multi-
plikation [,] abgebildet wird in die Operation x y—yx mit der assoziativen Multiplikation,
definiert den Funktor universelle Einhiillende einer Lie-Algebra.

33. WU (= k-Jordan-Algebra) — B (= unitire, assoziative k-Algebra), wobei die Jordan-
Multiplikation abgebildet wird in die Operation x y + y x mit der assoziativen Multiplikation,
definiert den Funktor universelle Einhiillende einer Jordan-Algebra.

34. A (= Monoid) — B (= unitirer, assoziativer Ring) definiert den Funktor Monoid-Ring
(2.1 Beispiel 1).

35. Sei f: k — k' ein unitdrer Ringhomomorphismus von kommutativen, unitiren, assozia-
tiven Ringen.

A (= k-Modul bzw. k-Algebra) - B (= k’-Modul bzw. k'-Algebra) definiert den Funktor
Grundringerweiterung.

36. A (= N°% — B (= unitire, assoziative (kommutative) k-Algebra) definiert den Funktor
(kommututive) Polynomalgebia.

3.6 Algebren in beliebigen Kategorien

Seien € eine beliebige Kategorie und U eine algebraische Theorie. Ein A-Objekt in 4 ist
ein Objekt A € ¥ zusammen mit einem Funktor .«/: €° — Funkt, (2, Me), so daB

((0

,.\/

mit h, = Mor,(—,A) kommutativ ist. Das bedeutet, daB jede Menge Mor,(C', 4) eine
A-Algebrenstruktur tragt und daf jeder Morphismus f: C' — C” einen A-Homomorphismus
Morg(C”, A) = Mor,(C', A) induziert. Wir begegnen hier also wieder dem bekannten Prinzip
(vgl. 1.5), Begriffe aus der Kategorie Me auf die Kategorie ¥ mit Hilfe des Bifunktors
Morg(~,—) im kovarianten Argumant zu iibertragen.

Man mochte viele Rechnungen und Definitionen mit 2A-Objekten durchfithren wie mit
A-Algebren. U-Objekte (4,.9) besitzen nun keine Elemente. Als Ersatz dafiir bieten sich aber
die Elemente der U-Algebren Mor,(C’, A) an, die man haufig auch mit A(C’) (oder besser mit
& (C")) bezeichnet. Man hat dann zusitzlich nachzupriifen, da die Rechnungen und De-
finitionen sich funktoriell beziiglich C’ verhalten.

Ein A-Morphismus f: (4,9) — (B,4%) ist ein funktorieller Morphismus f: .o/ — #. Dieser
induziert einen funktoriellen Morphismus ¥7f: hy — hg, der nach dem Yoneda-Lemma
einen Morphismus f*: A — B definiert. Die Kategorie der A-Objekte und 2A-Morphismen
bezeichnen wir mit €’ und nennen sie Kategorie der 2U-Algebren in €.

Ist 4: A — B ein Morphismus von algebraischen Theorien, so induziert das einen Funktor
@D @B _, @i

Satz 1. Sei € eine Kategorie mit endlichen Produkten. Dann existiert eine Aquivalenz
& = Funkt, (U,¥), so dap fiir alle Morphismen 4: B — U von algebraischen Theorien das
Diagramm

Funkt, (U, Me)
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" =~ Funkt, (UA,%)
%(g]l l Funkt (¥4,%)
€"® =~ Funkt,(B,%)

kommutativ ist.

Beweis: Sei (4, /) ein A-Objekt. Dann kann man ./ als Bifunktor «/: ¢° x A — Me mit
A (C,n) = o (C,1)" = Morg(C,A)" = Morg(C,A") und

A (C,p) = Morg(C,A%): Morg(C,A™) —» Morg(C,A")
auffassen, wobei A%: A™ — A" nach dem Yoneda-Lemma existiert.
Sei f:(A4,%/) - (B,8) ein A-Morphismus und f*: A - B durch f induziert. Dann ist
f(C,n) = Morg(C,(f*)". Diese Zuordnungen definieren einen Funktor € — Funkt, (2, %).
Sei 2 € Funkt, (U, ¥). Dann definieren A = 2'(1) und &/ (C,n) = Morg(C,A" ein Objekt
aus G Ist ndmlich ¢:n — 1 eine n-stellige Operation aus U, so erhdlt man daraus
Z(p): A" - A, also #(C,p) = Morg(C,Z (¢)): Morg(C,A") — Morg(C, A).
Ist x: Z - 2" in Funkt, (U, %) gegeben, so erhilt man

Morg(—,7(=)): Morg(—,Z(=)) = Morg(—,Z'(-)),

also einen Morphismus &/ — /', wenn &/’ durch 2" definiert wird. Das definiert einen
Funktor Funkt,(,4) — €. Diese beiden Funktoren sind nach Konstruktion invers zu-
einander.

Mit dieser Konstruktion ist leicht zu verifizieren, dal ¢: 8 — U ein kommutatives Dia-
gramm wie in Satz 1 definiert.

Definiert man einen VergiBfunktor % von €¥ in € durch (4,.9/) —» A und [ — f*, so ist der
VergiBfunktor verkniipft mit der Aquivalenz, die im Beweis konstruiert wurde, die Auswertung
auf dem Objekt 1, also ¥": Funkt, (A, %) - 4.

Wir zeigen jetzt, daBl produkterhaltende Funktoren 2-Objekte und U-Morphismen er-
halten. Genauer gilt:

Korollar 1. Seien € und 2 Kategorien mit endlichen Produkten. Sei ¥ : € — 2 ein produki-
erhaltender Funktor. Dann existiert ein Funktor 4: €% — 2%, so daf das Diagramm

¢
7 Y g(‘)n

/.711 l V4

kommutativ ist.

Beweis: Sei ¥’ = Funkt, (U, #). Dann ist das Diagramm

'

@™ ~ Funkt, (U,%6) —— Funkt, Q%) = 7%
J?/l /t 1,\
7

3
kommutativ, denn esist F¥ ()= FZ (1) =+ G (X)und F ¥ (1) = F 1(1) = 19 ().
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Speziell erhilt jeder darstellbare Funktor Mor, (C,—): ¥ — Me Produkte, also A-Objekte
und UA-Morphismen. So waren aber die U-Objekte und A-Morphismen definiert worden.
Ein Ko-U-Objektin ¥ ist ein U-Objekt in €°. Ein K o-A-Morphismusin € ist ein 2A-Mor-
phismus in €°.

Satz 2. Sei U eine algebraische Theorie. Dann sind die freien U-Algebren in Funkt, (A, Me)
Ko-U-Objekte und die freien W-Homomorphismen Ko-U-Morphismen.

Beweis: Sei X eMe und A e Funkt, (2,Me). Dann ist Mor (¥ X,A4) = Mor, (X,¥ A)
funktoriell in X und 4. Da aber A eine A-Algebra ist, trigt Mory, (X, ¥~ A) die Struktur einer
A-Algebra (nidmlich die von A*). Auch das gilt funktoriell in X und A. Also ist

Mor (# X, —): Funkt, (2, Me) — Funkt, (A, Me),
d.h. # X ist ein Ko-UA-Objekt in Funkt,(2,Me). Entsprechend zeigt man die Behauptung
fir Ko-U-Morphismen.
Nach einem Ergebnis von Kan stimmen im Fall der algebraischen Theorie der Gruppen A
die freien A-Algebren und A-Homomorphismen mit den Ko-A-Objekten und Ko-A-Mor-
phismen in Funkt,(2,Me) iiberein. Fiir beliebige algebraische Theorien gilt diese Aussage
jedoch nicht.

Seien A: N° — U und B: N° —» B algebraische Theorien. Wir definieren ein Tensor-
produkt A ® B von algebraischen Theorien durch die Angaben:

H(n) = Mor(n,1) U Morg(n,1)

L(n) = Ly(n) U Lg(n) U {(A(p}), BOD)} W {Wa(@4x . X 00, 04lpx ... X )}
wobei Ly(n) bzw. Lg(n) die bei der Darstellung von U bzw. B durch F8(A) bzw. FB(B)
auftretenden Identitdten sind, ¢4 Mory(m,1), Y5e Morg(r,1), 5 x... x g€ Mory(n,m)
und @4 X ... X @ 4€ Morg(n,r) sind. Alle Vereinigungen sind als disjunkte Vereinigungen zu
nehmen. Speziell sind dann Morphismen A - A ® B und B - A ® B von algebraischen
Theorien gegeben.

Satz 3. Sei € eine Kategorie mit endlichen Produkten. Dann existiert ein Isomorphismus
Funkt, (U ® B,%) = Funkt, (U, Funkt, (B,%)).
Beweis: Es ist wegen 1.14 Lemma 3
Funkt(UA x B,¥) = Funkt(A,Funkt(B.¥)).
Dabei geht Funkt, (U, Funkt, (B,%)) iiber in Funki, (A x B,%), die Kategorie derjenigen

Bifunktoren, die in jedem Argument mit endlichen Produkten vertauschbar sind. Wir geben
einen Isomorphismus

Funkt, (U ® B,%) = Funkt, (A x B,¥)

an. Seien # € Funkt, (% x B,%) und ¥ € Funkt, (A ® B,%) gegeben. Dann sind .# und 4
durch folgende Eigenschaften bestimmt:

Fi,j)=F (1,19,

F(u,p) = F W 1)F(1.p) = F(1,,)F(,1,),
%(n) = 91y,
4(t) = %(1y.
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Wir definieren

O (F)n) = F(1,1)",

O F)0) = Flonl),  O(F)en) = (1,05,
Y (9)(i.)) = 9(i), ,

Y (@) (1.p) = G(u"p) = G(p* i),

wenn (u,p): (i,j) — (k,m). Dabei soll ¢, bedeuten ¢ € Bi(A —» A ® B) und entsprechend
fur @5 Die Projektionen sollen in Bi(U — A @ B) liegen.

Fiir funktorielle Morphismen o: #, — %, bzw.f: 4, — ¥, definieren wir

d()(n) = a(1,1)": F (L)' - F(1,1)",
Y(B)(i.j) = BU)): 4,(ij) = 9. (i)).
Damit sind @ und ¥ Funktoren.
Weiter ist:

Y&(F)i,)) = ¢(F))) = # (i),
YO (F)(u,p) = O(F)W"p) = F (1,p),
¥ @ (a)(i,j) = P()(ij) = ali,)),
PY(9)(n) = Y(¥)(L,1)" = 9(n),
DY (D)@ = V(D) (04 1) =90,
DY (%)) = Y(9)(1,,05) = 9(@p),
DY (B)(n) = P(B(L,1)" =B (n).

Damit sind ¢ und ¥ Isomorphismen.

Korollar 2. Das Tensorprodukt von algebraischen Theorien ist bis auf Isomorphie kommutativ
und assoziativ.

Beweis: Die algebraische Theorie ist eindeutig bis auf Isomorphie durch die zugehorige
algebraische Kategorie und deren VergiBfunktor bestimmt. Da

Funkt, (A x B,Me) = Funkt, (B x A, Me)

ist, ist auch Funkt, (U ® B,Me) =~ Funkt, (B ® A,Me) und dieser Isomorphismus ist mit

den VergiBfunktoren vertrdglich. Also ist A ® B =~ B ® A. Analoges gilt fiir die Asso-
ziativitit.

Lemma. Seien «;:0 — 1 (iel) in Wund B;:0 — 1 (jeJ) in B gegeben, und seien I und J
nichtleere Mengen. Dann sind die Bilder der o; und f3; in W ® B alle untereinander gleich.

Beweis: Folgt aus Yz = @, yf firr=m=0.

Satz 4. Seien algebraische Theorien W mit %: 0 —» 1, u: 2 —» 1 und p(20,,1,) = 1, = p(1,,20,)
und B mit f:0 - 1,v:2 > Lundv(p0,1,) =1, =v(l,,$0,) gegeben. Dann gilt fir die in
A ® B induzierten Multiplikationen p* bzw. v*:

1) ur o= v

2) w*(p3,py) = u*, d. h. u* ist kommutativ,

3) w1y x p*) = p*(u* x 1,), d. h. u* ist assoziativ.



114 3 Universelle Algebra

Beweis: Wir betrachten das kommutative Quadrat

v
1 x 1 x 1
X X% L X
1 x1 1
u*xu*l u*
v M

I1x1] —— 1

Dabei ist das Objekt in der linken oberen Ecke des Quadrats das Objekt 4 = 1 x 1 x 1 x 1
aus U @ B. Dann ist auch das Quadrat

v
Mor(n,1) x Mor(n,1) x Mor(n,1)
X X —_— X

Mor(n,1) x Mor(n,1) Mor(n,1)
WX l l#’
Mor(n, 1) x Mor(n,1) —— Mor(n, 1)

kommutativ. Dabeisei ' = Mor(n,u*)und v'= Mor(n.v*). Sei (} ;) ein Element aus Mor (n,4)
und sei y'(w,y) = w-y und v'(w,x) = wxx. Dann ist fir alle w, x, y und z: (w-y) *(x-z) =
(w*x)(y*2).

Da o* = f8* ist, bezeichne (n - 0 % 1) = 0 das neutrale Element beziiglich ' und auch v".
Dann erhilt man

1) wxz=w-0)*0-z)=w=0)-(0*z)=w-z,
2) yx=0y(x0=0x(0=xy
3) wx-z)=w-0)(x2z)=w-x)(0-2)=(w-x) z.

Korollar 3. Sei U die algebraische Theorie der Gruppen und B die algebraische Theorie der
kommutativen Gruppen. Dann ist B = A ® ... ® W (n-mal) fiir n > 2.

Beweis. A @ A besitzt genau ein neutrales Element und genau eine Multiplikation, die
kommutativ ist. Also konnen hochstens die kommutativen Gruppen Gruppen-Objekte
in Funkt, (2, Me) sein. Aber alle kommutativen Gruppen sind Gruppen-Objekte in
Funkt, (2, Me), weil Morg,(A4.B) eine Gruppe ist, falls B eine kommutative Gruppe ist.

Also ist
Funkt, (B, Me) =~ Funkt, (U, Funkt, (2, Me)).

Analog erhidlt man die Aussage fiir n > 2.
Korollar 4. Das einzige Gruppen-Objekt in Ri ist der Nullring {Q}.

Beweis. Alle Multiplikationen und neutralen Elemente stimmen iiberein. Also gilt fiir das
Gruppen-Objekt in Ri 0 = 1 und 0 = 0-a = | - a = a fiir alle a des Gruppen-Objektes.
Sei U die algebraische Theorie der Gruppen. Ist € die Kategorie Top, so heifit Funkt, (A, %)
Kategorie der topologischen Gruppen. Ist ¥ die Kategorie der analytischen Mannig-
faltigkeiten, so heiBt Funkt, (2, %) Kategorie der analytischen Gruppen. Ist ° die Kate-
gorie der endlich erzeugten, unitidren, assoziativen, kommutativen k-Algebren und k ein
Korper, so heiBt Funkt, (U,¥) Kategorie der affinen algebraischen Gruppen.
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Sei §" die n-Sphire in Hpt* = 4. Die Homotopiegruppen eines punktierten topologischen
Raumes T sind definiert durch n,(T): = Mor,(S", T). Diese Mengen tragen funktoriell in
T eine Gruppenstruktur. Daher sind die n-Sphéren Ko-Gruppen-Objekte in Hpt*.

Aufgaben zu Kapitel 3

1. Man zeige, daB} die folgenden Kategorien nicht algebraische Kategorien sind:

a) die torsionsfreien abelschen Gruppen. (Eine abelsche Gruppe G heiBt torsionsfrei, wenn aus ng = 0
folgt n = 0 oder g = O fiir alle ne Zund ge G.)

b) die endlichen abelschen Gruppen.

2. Sei U eine algebraische Theorie. Sei X € Me und A € Funkt, (U, Me). Sei 4 von X erzeugt und
/X - A(1) eine beliebige Abbildung. LBt sich f zu einem U-Homomorphismus g: A — A fort-
setzen, so ist g durch f eindeutig bestimmt.

3. Sei A eine algebraische Theorie. Dann existiert eine A-Algebra A, fiir die A(1) aus einem Element
besteht. Alle einelementigen U-Algebren sind isomorph.

4. Unter welchen Bedingungen fiir die algebraische Theorie U existiert eine leere A-Algebra?

5.Seien A — B ein Morphismus von algebraischen Theorien, 7 : Funkt,(8,Me) —» Funkt, (2, Me)
der zugehorige algebraische Funktor und &: Funkt, (U, Me) — Funkt, (B, Me) der linksadjungierte
Funktor von 7. Seien X € Me, .ZX die freie von X erzeugte UA-Algebra und B € Funkt,(B,Me). Das
Koprodukt By (X) von 7 B und #X heiBt verallgemeinerte Polynomalgebra von B mit den
Variablen X. Es ist X C By (X)(1). Jede Abbildung f: X — B(1) 1aBt sich eindeutig zu einem U-
Homomorphismus By (X) — 7 B fortsetzen, so daB die Einschrinkung auf B die Identitdt und
auf X die Abbildung f ergibt. Dieser Morphismus heilt Einsetzungshomomorphismus. Sei U
die algebraische Theorie der unitédren, assoziativen Ringe, B die algebraische Theorie der unitiren,
assoziativen, kommutativen Ringe. Wie sieht dann ein Einsetzungshomomorphismus aus?

6. Seien R und S aus Ri. Sei f: R — S ein unitdrer Ringhomomorphismus. Man zeige, daB f einen
Morphismus der algebraischen Theorie der unitiren R-Moduln in die algebraische Theorie der
unitdren S-Moduln induziert. Wie sieht der zugehorige algebraische Funktor  und sein linksadjun-
gierter Funktor aus? Was bedeutet die Aussage, daB der zugehorige algebraische Funktor monadisch
ist (Satz von Beck)? Hat 7 einen rechtsadjungierten Funktor?

7. Man zeige, dal Polynomalgebren, Tensoralgebren und symmetrische Algebren Ko-Monoid-
Objekte in der Kategorie der assoziativen, unitaren (kommutativen) k-Algebren sind (vgl. 3.5).

8. Sei k ein Korper. Die Polynomalgebra k[ X] in einer Variablen (von einem Element erzeugt) und
die Monoidalgebra k[Z] von der additiven Gruppe der ganzen Zahlen Z erzeugt (3.5 Beispiel 34
fir algebraische Funktoren) sind kokommutative Ko-Gruppen-Objekte (Ko-2A-Objekte mit der
algebraischen Theorie U der kommutativen Gruppen) in der Kategorie der unitiiren, assoziativen
kommutativen k-Algebren. Das Koprodukt in dieser Kategorie ist das Tensorprodukt. Wie sehen
die Komultiplikationen k[X] — k[X] ® k[X] und k[Z] - k[Z] ® k[Z] aus? (Man gebe den
Wert von Q@€ X = {@} und von | € Z bei diesen Abbildungen an.)

9. Sei ¥ eine Kategorie mit endlichen Produkten, 2 eine algebraische Theorie und # eine kleine
Kategorie. Man charakterisiere die A-Objekte in Funkt(%#,%) als ,,punktweise A-Objekte in ¥, so
daB Morphismen in # A-Homomorphismen induzieren.
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4 Abelsche Kategorien

Die Theorie der abelschen Kategorien ist bisher am weitesten entwickelt. Der Begriff geht
auf eine Arbeit von Grothendieck 1957 zuriick. Wichtige Satze, die fiir Modulkategorien
schon in vielen Lehrbiichern stehen, sind hier allgemeiner fiir abelsche Kategorien bewiesen
worden. Vieles 148t sich mit diesen Hilfsmitteln auch schoner und einfacher darstellen, so
etwa die Sitze iiber einfache und halbeinfache Ringe, in denen die Sidtze von Morita an-
gewendet werden. Der Wunsch, auch das Rechnen mit Elementen, wic es in Modulkategorien
oft durchgefiihrt wird, zu erhalten, hat zu den Einbettungssédtzen gefithrt. Beim Beweis dieser
Sétze sind im wesentlichen Beweismethoden von Gabriel verwendet worden. So geht z. B.
die Konstruktion des nullten rechts-abgeleiteten Funktors auf die im Literaturverzeichnis
zitierte Arbeit von Gabriel zuriick.

4.1 Additive Kategorien

Sei € eine Kategorie mit einem Nullobjekt, endlichen Koprodukten und endlichen Produkten.
Im ersten Kapitel haben wir gesehen, dal & eindeutig bestimmte Nullmorphismen besitzt.
Seien I und J endliche Indexmengen und 4; mit ie [ und B; mit jeJ gegeben. AuBerdem
sei eine Familie f;;: 4; - B; von Morphlsmen in € fir alle ie I und je J gegeben. Das Ko-
produkt der 4; bezexchmn wir mit LA und die Injektionen mit g;: 4; — | [4,. Entsprechend
bezeichnen wir das Produkt der B; mit [] B; und die Projektionen mit p;: [[B; - B;. Dann
existieren eindeutig bestimmte Morphismen f;: 4;— [[B; mit p,f; = f;; und ein ¢indeutig
bestimmter Morphismus f: | [4; — []B; mit p;fq; = f;;.

Sind speziell Morphismen §;;: A, - A; fir ijel mit §; = 1, und §; =0, falls i % j ist,
gegeben, so bezeichnen wir den dadurch eindeutig bestimmten Morphismus mit §,:
[ JA: = T]A. Entsprechend definieren wir é5:] | B; —» []B;

Fiir eine Familie von Morphismen g;: A; — B; mit ie I existiert genau cin Morphismus
Llg:: 114: = [I1B: mit] [g:qx = gig, fiir alle k € I. AuBerdem existiert genau ein Morphismus
[Tg:: T14: = [1B: mit p,[]g: = gipx fiir alie k e I. Dann ist aber das Quadrat

L4, o 1,
3y dg
I14: ﬂi"» [1B:
kommutativ, denn der Morphismus von [ [ 4; nach []B; ist induziert von den Morphismen
fy = {gj, falls j= k,
0, falls j#k.
Es ist ndmlich f}, = p,d5] J9:9, = pe[19:6.49;

Seien 4,: A —» [][A; mit 4, = A und p,4, = 1, die Diagonale und V,:[]4; - A4 mit
V,.q; = 1, die Kodiagonale (vgl. 1.11). Ist § fiir alle endlichen Produkte bzw. Koprodukte
ein Isomorphismus, so wahlen wir fiir die Produkte — z. B. von (4,),,; — die Koprodukte
— also] | 4, — und die Projektionen entstehen aus der Verkniipfung der urspriinglichen
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Projektionen mit 6 — also p;6,: | |[4; = A;. Dadurch wird dann 6 = 1, d. h. wir konnen end-
liche Produkte und endliche Koprodukte identifizieren. Wir bezeichnen das Koprodukt der
endlich vielen A;, i € I dann auch mit @ 4; odermit A, ® A, ® ... ® 4, und nennen es direkte
Summe. Entsprechend verfahren wir mit den Morphismen, denn nach den obigen Uber-
legungen stimmen dann auch die endlichen Produkte von Morphismen mit endlichen Ko-
produkten derselben Morphismen iiberein.

Eine Kategorie € heiBt additive Kategorie, wenn

1) in € ein Nullobjekt existiert,

2) in € endliche Produkte und endliche Koprodukte existieren,

3) der Morphismus 6 von endlichen Koprodukten in endliche Produkte ein Isomorphismus ist,
4) zu jedem Objekt A aus ¥ ein Morphismus s,: 4 — A existiert, so dal das Diagramm

A@A_I_A_QSA,A@A

AJ i l 2

A —m A

kommutativ ist.
In einer additiven Kategorie ¢ definieren wir eine als Addition geschriebene Verkniipfung
auf den Morphismenmengen Morg (A, B) durch

f+g:=Vs(fD g4,
fir alle f,g € Morg (A, B). Weiter definieren wir einen Morphismus t,: A@ A —» A @® A durch
Pitaq, = pataq, =0 und p,t,q, = p,tyq, = 1, Dann ist t,4, = 4, nach Definition
der Diagonale und dual Vgty = Vg Also gilt f+g = Vg(f@g)A4, = Vtg(fD gt 4,4 =
Vs (g®f)4, = g+/, d. h. die Addition ist kommutativ. Die Assoziativitiat der Addition folgt
aus der Kommutativitdt des Diagramms:

A®A AA_(’BI, ADAD®A M&)_h, (B®B)@®B &@L B®B

4y
A
A,

ADA L’Bﬂ, ADADA) K—B—(g% B®(B® B) 1_®£/‘_’_. B®B

(S

i3 113 B

N

=

es ist namlich (4 ,,® 1)4 , wie auch (1 ® 4,) 4,, die Diagonale. Komponentenweise sieht man,
daB (f@0)q, = (f®0)4, und dual p,(f@®0) = F (f®O0), also ist f+0 = p,(f@0)q, = /.
Wegen (f@g)(h@h) = (fh®gh)und 4,h = (h@ h)4, erhalten wir
(f+9h = Vy(f@9)d,h = Vifh@gh)4, = fh+gh.

Dual ist dann h(f+ g) = hf+ hg. Diese Gleichungen zusammen mit der vierten Bedingung
fir additive Kategorien zeigen, daB mit der Addition die Mengen Morg(A,B) abelsche
Gruppen bilden und dafl die Verkniipfung von Morphismen beziiglich dieser Addition
bilinear ist.

Satz. € ist genau dann eine additive Kategorie, wenn in € ein Nullobjekt existiert, wenn in €
endliche Koprodukte existieren und wenn jede der Morphismenmengen Mor (A, B) die Struktur

einer abelschen Gruppe trdgt und zwar so, daf die Verkniipfung von Morphismen bilinear
beziiglich der Addition in diesen Gruppen ist.

Beweis: In den vorhergehenden Uberlegungen haben wir schon gesehen, daB eine additive
Kategorie ¢ die in Satz 1 angegebenen Eigenschaften hat.
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Seien jetzt diese Eigenschaften fiir € erfiillt. Zunichst zeigen wir, da die endlichen Ko-
produkte auch endliche Produkte sind. Seien A,..., 4, Objekte in €, und sei 11A4; deren
Koprodukt. Die Morphismen §;;: A; - A; mit d; = 1,, und §;; = 0, falls i # j ist, definieren
genau einen Morphismus p;:[ | A; = A; mit

M Piq: = (Sij'
Weiter erhalten wir aus (3 ,q;p)q; = >.,4;0;; = q; = 11, ,q,fiiralle j = 1,...,n die Beziechung
(2) Z‘IiPi=lI_I.4.-~

Dabei haben wir verwendet, daB die Nullabbildung das neutrale Element fiir die Gruppen-
struktur von Morg (4, B) ist. Es ist ndmlich 0 = 0(1,+1,) = 01,4+ 01, = 0+0. Seien jetzt
Morphismen f;: C — A4, gegeben. Dann ist Y q,f;: C — [ | 4; der gesuchte Morphismus in das
Produkt, denn p; 3 q,f; = f;. Istg:C— L[ A; ein weiterer Morphismus mit p;jg = f; so ist
pi(g—Y.q:.f) =0. Wegen (2) ist dann Y q;pi(g—Y q;f) =0=g-q;f; d.h. [[4; mit
den Projektionen p; ist ein direktes Produkt der A,.

Der Morphismus 8:][A; — []4; ist definiert durch p;dg;, = &; Da aber p;ljj,.q; = 3,
nach (1), ist 6 = lj .. Damit ist auch Punkt 3 der Definition der additiven Kategorie erfiillt.
Wie am Anfang dieses Abschnitts definiert eine endliche Familie f;;: A; - B; von Morphis-
men genau einen Morphismus f: @ 4; — @ B; mit p;fq; = f;;. Wir schreiben f auch als
Matrix: f = (f;;). Sei eine weitere endliche Familie von Morphismen g;: B; — C, gegeben.
Sei h = (g)(f;j). Dann ist p.hg, = p (90> ;9,0;(fi) 9 = ngjkfij. Also multiplizieren sich
die Morphismen zwischen direkten Summen wie Matrizen:

(3) (gjk)(fij) = (ngjkf;‘j)‘

In dieser Matrixschreibweise ist dann

AA=<}:>; Vs = (1p.1p): f®g=<{) 2>

Also ist f+¢g = Vy(f@g)4,. Speziell ist V,(1,®s,)4, =0 fir s, = —1,. Damit ist der
Beweis gefiihrt.

Korollar 1. Sei € eine additive Kategorie. Dann gibt es genau eine Weise, die Morphismenmengen
zu abelschen Gruppen zu machen, so daf8 die Verkniipfuny von Morphismen in € bilinear ist.

Beweis: Wir haben gesehen, daB f+¢g = Vz(f/®g)4, gelten muB. Also kann die Addition
nur noch von der Wahl der Reprisentanten fiir die direkten Summen abhédngen. Die Uni-
versalitdt der Definition von Vg,f@ g und 4, zeigt daher, daB die Addition eindeutig ist.

Dic in Korollar 1 gemachte Aussage ist im wesentlichen der Grund dafiir, dal wir nicht die
nach dem Satz charakteristischen Eigenschaften einer additiven Kategorie zu ihrer Definition
verwendet haben. Wenn wir im folgenden Mor,(A4,B) als abelsche Gruppe auffassen, so
werden wir dafiir auch schreiben Homg(A4, B).

Korollar 2. Sei € eine additive Kategorie. Seien A,, ..., A, und S Objekte aus € und q;: A; = S
und p;: S — A, fur i = 1,...,n Morphismen in €. Dunn sind dquivalent :

1) S ist eine direkte Summe der A; mit den Injektionen g, und den Projektionen p,.

2) Es ist p;q; = d;; fuir alle i und j und ¥ q,p; = 1.

Beweis: Ist S direkte Summe der A4, so gilt 2) wegen (1) und (2).
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Sei 2) erfiilit. Wie im Beweis des Satzes siecht man dann, daB3 S mit den Projektionen p;
direktes Produkt der A4, ist. Dual erhélt man, daB S Koprodukt der A4; mit den Injektionen
q; ist.

Wir bemerken noch, daB die duale Kategorie einer additiven Kategorie wieder eine additive
Kategorie ist, weil alle vier in der Definition genannten Eigenschaften selbstdual sind.

In einer additiven Kategorie € bilden die Endomorphismen eines Objekts A, also die
Elemente von Homg(A,A), einen assoziativen Ring mit Einselement, den sogenannten
Endomorphismenring.

Beispiel 1. Die Kategorie Ab der abelschen Gruppen ist eine additive Kategorie. Wir haben
schon in Kapitel 1 gesehen. daB Ab ein Nullobjekt und Produkte besitzt. Seien
J,9 € Mor,(4,B). Dann definiert (f+ g)(a): = f(a)+ g(a) auf Mor,y(4,B) eine Gruppen-
struktur, die den Bedingungen des Satzes geniigt.

Beispiel 2. Die Kategorie der teilbaren abelschen Gruppen mit allen Gruppenhomomorphis-
men als Morphismen ist eine additive Kategorie. Dazu definieren wir die Addition von Mor-
phismen wie im Beispiel 1. Es ist also nur zu zeigen, daB endliche direkte Summen existieren.
Dazu geniigt es zu zeigen, daB endliche direkte Summen in Ab von teilbaren abelschen Gruppen
wieder teilbar sind. Seien 4 und B teilbar, d. h. n4 = 4 und nB = B fiir alle n € IN, so ist
n(A®B)=nA®nB=A®B.

4.2 Abelsche Kategorien

In diesem Abschnitt sei € eine additive Kategorie. AuBerdem nehmen wir an, da3 jeder Mor-
phismus in € einen Kern und einen Kokern besitzt. Seien zwei Morphismen f,g € Hom(A4, B)
gegeben, und sei h = f—g. Wir wollen zeigen, dal der Kern von h mit dem Differenzkern
vonfund g iibereinstimmt. Seidazuc: C - Amitfc = gcgegeben. Dannisthc = fc—gc =0,
also existiert genaueind: C — Ke(h)mitc = C — Ke(h) — A. AuBerdem ist Ke(h) - 4 L B=
Ke(h) - A % B. Dual stimmt auch der Kokern von h iiberein mit dem Differenzkokern von
Sund g. In € existieren also Differenzkerne und Differenzkokerne.
Lemma 1. Sei € cine additive Kategorie mit Kernen. Dann existieren endliche Limites in €.
Beweis: Da in 4 Differenzkerne und endliche Produkte existieren, konnen wir 2.6 Satz 2
anwenden.
Sei f: A — B ein Morphismus in 4. In dem Diagramm

A

e
v
Ke(p) L B 25 Kok(f)

existiert genau ein Morphismus g mit ¢'g = f, weil p'f = 0. Abkiirzend bezeichnen wir Ke(p')
auch mit KeKok(f). Dual 148t sich f durch Kok Ke(f) eindeutig faktorisieren.

Diese beiden Aussagen lassen sich vereinigen in dem kommutativen Diagramm:
Ke(f) - 4 L5 KokKe(/)
I
f |

Kok(f) <~ B <& KeKok(f)
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indem h eindeutig durch fbestimmt ist. Der Morphismus ¢ 1Bt sich ndmlich durch Kok Ke(f)
faktorisieren, weil 0 = fq = ¢'gq, also gq = 0. Nach 1.9 Lemma 1 sind ¢ und ¢ Monomor-
phismen und p und p’ Epimorphismen. Macht statt h auch k' das Diagramm kommutativ,
soistg'hp =q'h'p,also h =h'.

Eine additive Kategorie mit Kernen und Kokernen, in der fiir jeden Morphismus f der ein-
deutig bestimmte Morphismus h: Kok Ke(f) - KeKok(f) ein Isomorphismus ist, heit
abelsche Kategorie.

Beispiel. Ein wichtiges und bekanntes Beispiel einer abelschen Kategorie ist die Kategorie
rMod der unitiren R-Moduln. Wie in 4.1 Beispiel 1 zeigt man, daBl Mod eine additive
Kategorie ist. In 3.2 Satz und 3.4 Korollar 3 haben wir gesehen, daB3 in ;Mod Kerne und
Kokerne existieren. Die Aussage, daB h: KokKe (f) —» KeKok (f) ein Isomorphismus ist,
ist nichts anderes, als der Homomorphiesatz fiir R-Moduln.

Das Ziel der Theorie der abelschen Kategorien ist u.a.. die inyMod bekannten Sitze auf
abelsche Kategorien zu verallgemeinern. Das wird in den folgenden Abschnitten durchge-
fiihrt werden. Da in den Objekten einer Kategorie keine Elemente zur Verfiigung stehen,
werden die Beweise oft schwieriger und anders verlaufen, als in ;kMod. Um diese Schwierig-
keiten zu umgehen, werden wir am Schlufl des Kapitels Metasitze beweisen, die es erlauben,
bestimmte in ;Mod bekannte Sitze ohne weitere Beweise auf abelsche Kategorien zu iiber-
tragen.

In diesem Kapitel sei jetzt ¥ immer eine abelsche Kategorie, wenn wir nicht ausdriicklich
andere Eigenschaften fiir € verlangen.

Lemma 2. a) In ¥ ist jeder Monomorphismus Kern seines Kokerns.

b) In € ist jeder Epimorphismus Kokern seines Kerns.

¢) Ein Morphismus f in € ist genau dann ein Isomorphismus, wenn f ein Monomorphismus und
ein Epimorphismus ist.

Beweis: a) Sei f ein Monomorphismus, und sei fg = 0. Dann ist g = 0. ¢ 148t sich also
eindeutig durch 0 — Q(f) faktorisieren, d. h. Ke(f) = 0. Der Kokern dieses Nullmorphis-
mus ist 1: Q(f) —» Q(f). Aus dem kommutativen Diagramm

0 0(f) —— (/)
2
Kok(f) «— Z(f) «— KeKok(f)

folgt, daB Q(f) und KeKok(/f) dquivalente Unterobjekte von Z(f) sind.
b) folgt aus a), weil die Definition einer abelschen Kategorie selbstdual ist.

c) In a) haben wir gesehen, daB3 der Kern eines Monomorphismus Null ist. Ebenso ist der
Kokern eines Epimorphismus Null. ¢) folgt dann aus dem kommutativen Diagramm:

0 — Q(f) —= 0(f)
N
0 — Z(f) 4 Z(n

Lemma 3. Fiir jeden Morphismus fin € ist KeKok (f) das Bild und KokKe (f) das Kobild von f.
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Beweis: Ein Morphismus f 1dBt sich durch KeKok(f) faktorisieren. Da in 4 endliche
Faserprodukte existieren, existieren endliche Durchschnitte. Sei 4 ein Unterobjekt von Z(f),
durch das sich f faktorisieren 148t, dann 148t sich f durch A n KeKok(f) faktorisieren. Da
Q(f) - KeKok(f) ein Epimorphismus ist, ist A n KeKok(f) - KeKok(f) ein Epi-
morphismus und ein Monomorphismus, nach Lemma 2 also ein Isomorphismus. Also
1aBt sich Q(f) — A noch durch KeKok(f) faktorisieren. Dual erhédlt man den Beweis fiir
das Kobild.

Wegen Lemma 3 schreiben wir jetzt immer Bi(f) statt Ke Kok (/) und Kobi( f)statt Kok Ke(f).

Korollar. Ein Morphismus f: A — B ist genau dann Epimorphismus, wenn Bi(f) = B.

Beweis: Nach Lemma 2 ist f Epimorphismus genau dann, wenn B = KokKe(f). Da
Kok Ke(f) = KeKok(f) = Bi(f), ist f genau dann ein Epimorphismus, wenn das Unter-
objekt Bi(f) von B mit B iibereinstimmt.

4.3 Exakte Folgen

Eine Folge (f,.f,) von zwei Morphismen in einer abelschen Kategorie ¢
a o4, Lo g,

heiBBt exakt oder exakt in 4,, wenn Ke(f,) = Bi(f}) als Unterobjekte von A, gilt. Eine
Folge

oy o e g,

von Morphismen in € heilt exakt, wenn sie in jedem A;,, exakt ist, d. h. wenn Ke(f;,,) =
Bi(f}) als Unterobjekte von A4, ,. Ist diese Folge links oder rechts endlich, so ist diese Be-
dingung fiir das letzte Objekt leer.

Eine exakte Folge der Form
0-A->B-C-0
heiBBt kurze exakte Folge.

Sei f: A — B ein Morphismus in ¥. Dann ist B - Kok(f) ein Epimorphismus. Nach 4.2
Lemma 2 ist dann B -» Kok(f) = B —» KokKeKok(f). Ist Ke(f;,,) = Bi(f), so ist
Kok (f) = Kok KeKok(f;) = KokBi(f;) = KokKe(f;,,) = Kobi(f;,,). Also ist die Defini-
tion der Exaktheit selbstdual.

Lemma 1. Die Folge A —/+ BYC st genau dann exakt, wenn (A > B - C)=0 und
(Ke(g) » B — Kok(f)) =0.

Beweis:Sei 4 — B — C exakt. Trivialerweiseistdann 4 — B — C = 0,d. h. Bi(f) € Ke(g).
AuBlerdem haben wir dual einen Epimorphismus Kobi(g) — Kok (f). Durch diesen faktori-
siert B — Kok(f). Aber Ke(g) » B — Kobi(g) = 0.

Ist A > B —> C =0. so ist Bi(f) < Kel(g). Ist auBerdem Ke(gy) - B — Kok(f) =0, so
148t sich Ke(g) — B durch KeKok(f) = Bi(f) faktorisieren, also ist Ke(g) € Bi(f).

Eine Folge

a4, A4 ey

ir2 e
mit f;., f; = 0 fiir alle i heiBt Komplex. Offenbar ist auch dieser Begriff selbstdual.
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Lemma 2. a) 0 — 4 — B ist genau dann exakt, wenn A — B ein Monomorphismus ist.

b) 0 - A — B — C ist genau dann exakt, wenn A — B der Kern von B — C ist.

¢c) 0 > A - B — C — 0ist genau dann exakt, wenn A — B der Kern von B — C ist und wenn
B — C ein Epimorphismus ist.

Beweis: a) Nach 4.2 Korollar ist A —» B genau dann ein Monomorphismus, wenn
Kobi(4 — B) = A = Kok(0 — A).

b) Ist A - B der Kern von B — C, so ist Bi(4 - B) = BiKe(B — C) = Ke(B — ().
AuBerdem ist A — B ein Monomorphismus. Die Umkehrung ist trivial.

c) ist die Zusammenfassung von b) und der zu a) dualen Aussage.

Lemma 3. Sei € eine abelsche Kategorie. Seien A, A, und S Objekte in € und q;: A; > S
und p;: S — A; (i = 1,2) Morphismen in €. Dann sind dquivalent :
1) S ist eine direkte Summe der A; mit den Injektionen q; und den Projektionen p,.
2) Es ist p;g; = 1,, (i = 1,2), und die Folgen
0 — A4, A1, 5 P2, A, — 0
und
0 — 4, 22, 5 21, 4 — 0
sind exakt.
3) q, und q, sind Monomorphismen, p, und p, sind Epimorphismen, es ist q,p,+q,p> = lg
und (q,p,)* = 4, p,.

Beweis: Aus 1) folgt 2): Wegen 4.1 Korollar 2 geniigt es, die Exaktheit von
0 — A4, — S — 4, — 0

zu zeigen. p, ist ein Epimorphismus, weil p,g, = 1 ist. Sei /2 B — S mit p,f = 0 gegeben.
Dann ist f = (9, p, +42P02)f = q,p.f, d. h. f1aBt sich durch g, faktorisieren. Die Faktori-
sierung ist eindeutig, weil ¢, ein Monomorphismus ist.

Aus 2) folgt 1): Seien f;: B — A, gegeben. Sei f = q,f, + q,f>. Dann ist p,f = f. Erfillt ein
Morphismus g: B — S die Bedingung p;g = f, so ist p,(g—f)= 0. Also laBt sich g—f durch
A, faktorisieren: g—f = g, h. Dannist g—f = ¢q,p,q,h = q,p, g—f) = 0.

1) ist dquivalent zu 3): Wegen 4.1 Korollar 2 folgt 3) trivial aus 1). Ist 3) erfillt, so ist
q1P14,1P) = 4, P, = ¢, 14, p,. Durch Kiirzen des Monomorphismus ¢, und des Epimorphis-
mus p, erhalten wir p,q, = 1,. Wegen (1—q,p,)? = 1 —q,p, ist (q;p,)* = ¢, p,. also
Paq, = 1,.. Weiter ist

P14z = P11 P14:P292 = P1(q p)(1—4,p)g2 = pi(q, Py —(q;p1)?)g, =0

und analog p,q, = 0. Mit 4.1 Korollar 2 ist dann 1) erfiillt.
Sei f ein Endomorphismus von S mit f2 = f. f14Bt sich durch Bi(f) faktorisieren. Es sei

pi: S - Bi(f) und ¢q,: Bi(f) — S. Faktorisieren wir entsprechend 1—f= ¢,p,. so ist
S = Bi(f)@® Bi(1—f). Aber nach 2) ist Bi(1 —f) = Ke(f), also S = Bi(f)@ Ke(f).
Lemma 4. a) Das kommutative Diagramm
J J
bl cl
d C

B —
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ist genau dann ein Faserprodukt, wenn die Folge

0o —p L 408 4. C
mit f = (3) und g = (¢, —d) exakt ist.
b) Sei das kommutative Diagramm in a) ein Faserprodukt. Der Morphismus c: A — C ist genau
dann ein Monomorphismus, wenn b: P — B ein Monomorphismus ist.
c) Sei das kommutative Diagramm in a) ein Faserprodukt. Ist ¢: A — C ein Epimorphismus,
so ist das Diagramm auch ein Kofaserprodukt und b: P — B ein Epimorphismus.
Beweis: a) Wir definieren f = Z und g = (¢,—d). Das Minuszeichen konnte natiirlich
auch vor jedem der anderen Morphismen a, b oder ¢ stehen, denn dadurch soll nur erreicht
werden, dafl gf = 0 ist. Ist das Diagramm in a) ein Faserprodukt und h: D - A @® B mit

gh = 0 gegeben, so ist h = Z: und ch, = dhy Also existiert genau ein Morphismus e:

D - Pmitae = h, und be = hg, d. h. mit fe = h. Umgekehrt definiert jedes Paar von Mor-
phismen h,: D —» A und hg: D — B mit ch, = dhg, also mit gh = 0, genau einen Morphis-
mus e: D —» P mit fe = h, d.h. mit ae = h, und be = h.

b) Wenn ¢: A - C ein Monomorphismus ist, so ist wegen 2.7 Korollar 5 auch b: P - B
ein Monomorphismus. Sei jetzt b: P - B ein Monomorphismus. Sei D - 4 - C = 0.
Setzen wir D — B = 0, so existiert genau ein Morphismus D — PmitD - A=D - P - A
undD - P - B =0.DaP — BMonomorphismusist,istD —» P = 0,alsoauchD - 4 = 0.
Das bedeutet, daB 4 — C ein Monomorphismus ist.

¢) Ist ¢c: 4 —» C ein Epimorphismus, so ist c = A - A@® B — C ein Epimorphismus, also
auch A@B — C. Wegen Lemma 2 ist die Folge 0 > P - A®B — C — 0 exakt. Wegen
a) ist das Diagramm in a) ein Kofaserprodukt. Die zu b) duale Aussage ergibt c).

Im folgenden werden wir den Kokern eines Monomorphismus 4 — B auch mit B/A be-
zeichnen. Das entspricht der iiblichen Schreibweise bei R-Moduln. Im dualen Fall werden
wir fir den Kern eines Epimorphismus keine besondere Schreibweise einfilhren. Diese
Zuordnungen, die jedem Unterobjekt eines Objekts B ein Quotientenobjekt und jedem
Quotientenobjekt ein Unterobjekt zuordnen, sind invers zueinander. Auflerdem kehren sie
die Ordnung um, wenn wir in der Klasse der Unterobjekte A < A4’ genau dann setzen, wenn
es einen Morphismus a gibt, so dal3

al \\‘B
A/

kommutativ ist, und wenn wir in der Klasse der Quotientenobjekte C < C’ genau dann setzen,
wenn es einen Morphismus ¢ gibt, so daf3

B/C
T~

-0

Ne

kommutativ ist. Das folgt aus dem kommutativen Diagramm mit exakten Zeilen
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00— A — B —C — 0
al 181 cl
00— A —B — C —0

in dem a genau dann existiert, wenn ¢ existiert.

Lemma 5. In einer abelschen Kategorie € existieren endliche Durchschnitte und endliche Ver-
einigungen von Unterobjekten. Der Verband der Unterobjekte ist antiisomorph zum Verband
der Quotientenobjekte eines Objekts.

Beweis: Da € Faserprodukte besitzt, existieren endliche Durchschnitte in 4. Seien A und B
Unterobjekte von C. Dann definieren wir A U B = Bi(4 @ B — C). Sei ndmlich D ein
Unterobjekt von C' und seien Morphismen C —» C', A > D und B — D so gegeben, dal}

die Diagramme
I T
D D

kommutativ sind. Dann existiert ein Morphismus A@B —» D,sodaB A®B - C - C' =
A®B — D — C'ist. Also 148t sich Bi(4®B — C) - C — C' durch D — C' faktorisieren.
Damit bildet die Klasse der Unterobjekte von C einen Verband. Aus den vorausgegangenen
Uberlegungen folgt direkt die zweite Behauptung des Lemmas.

—_— —_—

Oe——O0O
A0

’

e —_—

Korollar. Existieren in der abelschen Kategorie € unendliche Produkte, so existieren in %
beliebige Durchschnitte von Unterobjekten. Existieren in € unendliche Koprodukte, so existieren
in € beliebige Vereinigungen von Unterobjekten.

Beweis: Wenn in ¢ unendliche Produkte existieren, so ist ¢ vollstindig, also existieren
auch beliebige Durchschnitte von Unterobjekten. Wenn in € unendliche Koprodukte
existieren, so 148t sich der Beweis von Lemma 5 fiir unendlich viele Unterobjekte wortlich
wiederholen.

Lemma 6. a) Seien f: A - Bund g: B — C Morphismen in einer abelschen Kategorie 6. Dann

ist Bi(gf) € Bi(g).
b) Seien f,g: A — B Morphismen in 6. Dann ist Bi(f + ¢) € Bi(f) u Bi(g).

Beweis: a) Das Diagramm

VAV

Bi(f) - Bi(g)

/

Bi(h)

ist kommutativ, 4 — Bi(f) — Bi(h) ist ein Epimorphismus und Bi(h) — Bi(g) — B ist ¢in
Monomorphismus. Also ist Bi(h) = Bi(gf) C Bi(g).
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b) Es ist f+g=A 44045 Bi(f)®Bi(g) » B@®B % B. Nach Definition ist Bi(f)u
Bi(g) = Bi(4b). Also ist nach a) Bi(f+g) € Bi(f) v Bi(g).

4.4 Isomorphiesitze

Satz (3 x 3-Lemma). Sei das Diagramm

0 0 0
0 — 4, — A, — A; — 0

0 — B, — B, — B; — 0

kommutativ mit exakten Zeilen und Spalten. Dann existieren eindeutig Morphismen C, — C,
und C, — C,, die das Diagramm kommutativ machen, und die Folge 0 - C, - C, > C; -0
ist exakt.

Beweis: Die Existenz und Eindeutigkeit von C; - C,und C, — C; folgt aus der Tatsache,
daB C, = Kok(4, » B,)und 4, - C, = 0 bzw. daB C, = Kok(4, - B,) und 4, - C; =0.
AuBerdem ist C, » C, ein Epimorphismus, weil B, - C, - C; =B, - B; —» C; ein
Epimorphismus ist. Lassen wir aus dem Diagramm das Objekt C, und die Morphismen

B, - C, und C, - C, fort, so ist das verbleibende Diagramm selbstdual. Auflerdem ist
die Folge

(n 0 — A4, — B, — C, — C; — 0

exakt. Aus Dualitdtsgriinden geniigt es, die Exaktheitvon0 — 4, — B, — C, nachzuweisen,
d.h. 4, = Ke(B, > C,).SeiD - B, mit D —» B, - C, = 0 gegeben. Dann existiert D — A, mit
D-B, -B,=D—- A, > B, DaD - B; =0und A; - B; ein Monomorphismus ist,
istD - A, > A; =0, also existiert D » A, mitD - 4, =D - A, - A,. Weil B, - B,
ein Monomorphismusistund D - B, - B, =D —> A, > B, - B,,istD—- B, =D - A, - B,.
Die Eindeutigkeit dieser Faktorisierung folgt aus der Tatsache, dall 4, — B, ein Mono-
morphismus ist.

Es ist Ke(B, - C,;) = A, und Kok(B, - C,) = C;. Also ist C; = Kobi(B, - C,) =
Bi(B, — C,) = Ke(C, — C,) als Unterobjekte von C, und C, — C; ist Epimorphismus.

Korollar 1.(I. Isomorphiesatz). Seien Unterobjekte A € B C C gegeben. Dannist B/A & C/A
und (C/A)/(B/A) = C|B.

Beweis: Man wende das 3 x 3-Lemma auf das Diagramm
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00— A4 —5> 4 — 00— 0

0 — B —C —>CB —0

B/A C/A C/B

an!

Korollar 2. (II. Isomorphiesatz). Seien Unterobjekte A C C und B C C gegeben. Dann ist
(A U B)/B = A/(A N B), d. h. das Diagramm

0 0 0

0 — AnB—— B —— B/(AnB) - 0

0 —> A ——> AUB— (AUB)4 — 0

0 - A(AnB) - (AuB/B —— 0—— O

0 0 0

ist kommutativ mit exakten Zeilen und Spalten.

Beweis: Um das 3x3-Lemma anwenden zu konnen, ist zu zeigen, dal3 B/(4 ~ B) —
(AU B)/A ein Monomorphismus ist. Sei DB mit D >B—>AUB—->(4AUB)/A=0
gegeben. Dann existiert genau ein Morphismus D - 4 mit D - 4 - AuB=D -
B - Au B. Also existiert genau ein D > AnB mit D> B=D— AnB — B und
D—-A=D-> AnB — A,d.h. An B ist der Kern von B — (4 u B)/A. Aber der Mor-
phismus Kok Ke(B — (4 u B)/A) — (A U B)/A ist immer ein Monomorphismus.

Wenden wir jetzt das 3 x 3-Lemma an, so ist noch zu zeigen, dal C,(= ((4 v B)/A)/(Bj(A N B)))
verschwindet. Esist A - AU B —» C; = 0und B - Au B — C; = 0. Nach Definition der
Vereinigung ist daher 4 U B — C; = 0. Aus dem Diagramm folgt, daB A U B — C, ein
Epimorphismus ist. Daher ist C, = 0.

Korollar 3. Sei C = A U B und A~ B = 0. Dann ist C direkte Summe von A und B mit den
Einbettungen von A und B in C als Injektionen.

Beweis: Man setze in das Diagramm von Korollar 2 A n B =0 ein. Dann sind
A - A[(AnB) - (AuUB)/B und B - B/(AnB) - (AU B)/A Isomorphismen. Nehmen
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wir als Projektionen fiir die direkte Summe die Inversen dieser Isomorphismen verkniipft

mit AuB — (4 U B)/B bzw. AU B — (4 U B)/A, so kann man leicht 43 Lemma 3 an-
wenden.

4.5 Satz von Jordan-Holder

Wir nennen ein Objekt A + 0 in einer abelschen Kategorie ¢ einfach, wenn fiir jedes
Unterobjekt B von A4 entweder B = 0 oder B = 4 gilt.

Sei 0 = B,C B, C ... B, = A eine Folge von Unterobjekten von A, die alle verschieden
sind. Eine solche Folge heiBt Kompositionsreihe, wenn die Objekte B,/B;_, einfach
sind fur alle i = 1,...,n. Die Objekte B;/B;_, heiBen die Faktoren der Kompositions-
reihe und n heit die Ldange der Kompositionsreihe.

Lemma 1. Seien A € C und B C C nichtdquivalente Unterobjekte von C. Seien C/A und C/B
einfach. Dann ist C = A U B.

Beweis: Da A € A U Bund B C 4 uU B, ist mindestens eins der Unterobjekte, etwa B, von
A U B verschieden. Nach dem 3 x 3-Lemma existiert ein kommutatives Diagramm mit
exakten Zeilen und Spalten:

0

B

0
B 0 0
0 — AUB—— C — C/(AUB) - 0

|

0 - (AuB)YB - C/B - C/(AuB) - 0

0 0 0

Nach Annahme ist (4 U B)/B =|= Ound (4 U B)/B € C/B. Da C/B einfach ist, ist C/(4 U B) = 0,
also C = AU B.

Lemma 2. Sei 0 = B,C ...C B, = A eine Kompositionsreihe. Sei C C A und A/C einfach.
Dann existiert eine K ompositionsreihe von A durch C der Liangen:0 = C,C ... CC,_, CC C A.

Beweis: Durch vollstindige Induktion nach n. Fiir n = 1ist0 C A die einzige Kompositions-
reihe von A (bis auf Aquivalenz von Unterobjekten). Gelte der Satz fiir Kompositionsreihen
der Lange n— 1. Wir betrachten das Diagramm

wobei wir annehmen konnen, daB C und B, _, nicht-dquivalente Unterobjekte von 4 sind, da
sonst schon eine Kompositionsreihe durch C existiert. Nach Lemma 1istalso 4 = CUB,_,.
Nach dem II. Isomorphiesatz ist B,_,/(C n B,.,) = A/C einfach. Da B,_, einc Komposi-
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tionsreihe der Lange n— 1 besitzt, existiert eine Kompositionsreihe von B,_, durchCn B, _,
der Linge n—1. Also hat C n B,._, eine Kompositionsreihe der Linge n—2. Diese ver-
langern wir durch C und A4, denn es sind C/(C n B,_,) =~ A/B,_, und A/C einfach.

Satz 1 Jordan-Hdolder). Das Objekt A aus € besitze eine Kompositionsreihe. Dann haben
alle Kompositionsreihen von A gleiche Linge und bis auf die Anordnung isomorphe Faktoren.

Beweis: Durch vollstandige Induktion nach der Lange einer Kompositionsreihe minimaler
Linge von A. Fiir n = 1 existiert wie oben nur eine Kompositionsreihe von A. Sei der Satz
jetzt schon fiir alle A mit Kompositionsreihen der Lange < n—1 bewiesen. Seien zwei
Kompositionsreihen 0 =B, C ... CB,=A4 und 0=C,C...CC, = A gegeben. Wir
bilden

BM—Z —_ Bn—l

\‘A
Ne

Cm—Z _— Cm—l

. Bn—l mcm—l

Da nach dem il. Isomorphiesatz alle Fakioren des Diagramms einfach sind: 4/B,_, =
Cpn-1/(B,oynC,_y) und A/C,,_,=B,_,/(B,_,nC,_,), sind alle Folgen im obigen
Diagramm Kompositionsreihen, denn fiir B,_, gilt der Satz schon. Wir haben dabei ver-
wendet, da3 B,_, und C,_, nicht dquivalente Unterobjekte sind, denn sonst 1aBt sich die
Aussage auf B,_, zuriickfithren. Da B,_, und C, ., Kompositionsreihen gleicher Linge
haben, ndmlich durch B,_, n C,,_,, ist m = n. Die Faktoren der Kompositionsreihen von
B,_,und C,,_, unterscheidensich alsonurin B,_ /(B,_, n C,, _,)bzw.C,,_,/(B,_, n C,,_,).
Aber beide Faktoren treten in der Kompositionsreihe von 4 durch B, n C,,_, auf. Damit
haben beide vorgegebenen Kompositionsreihen von A4 gleiche Lange und bis auf die Reihen-
folge isomorphe Faktoren.

Wenn A eine Kompositionsreihe der Lange n hat, dann sagen wir auch, dal das Objekt 4
die Lange n hat. Besitzt 4 eine Kompositionsreihe, die nach Definition endlich ist, so sagen
wir auch, daB3 4 ein Objekt endlicher Lange ist.

Satz 2. Sei A ein Objekt endlicher Linge und C ein Unterobjekt von A. Dann existiert eine
Kompositionsreihe von A, in der C als Element vorkommt.

Beweis: Sei 0 = B, C ... C B, = A eine Kompositionsreihe von A. Wir bilden die Folgen
0=CnB,C...€CnB,=Cund C=CuUB,<..<CCuB, = A. Genau wic im Beweis
des II. Isomorphiesatzes zeigt man mit dem 3 x 3-Lemma, daB} das Diagramm

0 0 0

1

0 — CnB,_, — CnB;, — CNnB,/CAB;_, - 0

i1 B; Bi/B;., —— 0

0 > B_,/CnBi_, » BJCAB, » CUB/CUB,_, —» 0
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kommutativ mit exakten Zeilen und Spalten ist. Es ist ndmlich C~ B;_, = (C n B;) " B;_,.
AuBerdem ist unter Verwendung beider [somorphiesitze:

CUB{/CUB; | =(CuB/C)(CuB,;,_/C) = (B/Cn B)(B;_,/C~B;,_,).

Da B;/B;_, einfach ist, ist jedes Faktorobjekt von B;/B;_, entweder einfach oder Null, da der
Kern des Morphismus in das Faktorobjekt entweder Null oder einfach sein muB. Also ist
jeweils eines der Objekte C n B,/C n B;_, bzw. C U B;/C U B;_, einfach und das andere
Null. Héngt man die oben angegebenen Folgen hintereinander und 148t man mehrfach
auftretende Glieder bis auf eins fort, so ist diese neue Folge eine Kompositionsreihe durch C.

Ein Objekt endlicher Lange kann durchaus unendlich viele nichtdquivalente Unterobjekte
haben (s. Aufgabe 8). Aber jedes echte Unterobjekt hat nach Satz 2 eine Lénge, die kleiner
als die Lange des Objekts ist. In jeder Menge von echten Unterobjekten eines Objekts end-
licher Linge sind also die Unterobjekte maximaler Lange maximal und die Unterobjekte
minimaler Lange minimal, und solche Unterobjekte existieren immer, falls die vorgegebene
Menge nicht leer ist.

Korollar 1. Ein Objekt hat genau dann endliche Linge, wenn es artinsch und noethersch ist.

Beweis: Wir brauchen nur noch zu beweisen, daB jedes artinsche und noethersche Objekt
A endliche Lange hat. In der Klasse der zu A nichtdquivalenten Unterobjekte von A4 existiert
ein maximales Unterobjekt B,. Da B, wieder artinsch und noethersch ist, kdnnen wir auf
dieselbe Weise B, B, ... konstruieren. Das ergibt eine absteigende Folge von Unterobjekten
von A. Weil A artinsch ist, bricht diese Folge nach endlich vielen Schritten ab. Auflerdem
sind die Faktoren dieser Folge nach Konstruktion einfach, sie ist also eine Kompositions-
reihe von A.

Korollar 2. Sei B ein Objekt endlicher Linge und sei die Folge 0 - A - B —» C — 0 exakt.
Dann sind A und C Objekte endlicher Linge, und es ist

Lange(B) = Lange(A4) + Lange(C).
Speziell ist ein Epimorphismus zwischen Objekten gleicher Linge ein Isomorphismus.

Beweis: Sei 0 = B, C ... ¢ B = AC ...CB, = B eine Kompositionsreihe von B durch A.
Dann ist (B,/A)/(B,-,/A) = B,/B,_, einfach fiir alle i < k < n. Also ist 0 = B4 C ... C
B,/A = C eine Kompositionsreihe der Linge n—i AuBerdem hat 4 die Linge i. Die zweite
Behauptung folgt aus der Tatsache, daB der Kern des Epimorphismus die Linge Null hat
und daB jedes Objekt der Lange Null ein Nullobjekt ist.

4.6 Additive Funktoren

Der Tatsache, dal die Morphismenmengen in einer additiven Kategorie 4 additive Gruppen
bilden und daB die Verkniipfung von Morphismen bilinear ist. entspricht als Forderung fiir
die Funktoren #:% — & zwischen additiven Kategorien, daB fir alle A,Be% die Ab-
bildungen

(n F(A,B): Homy(A,B) - Homy(# A, % B)
Gruppenhomomorphismen sind. Ein Funktor %, der die Bedingung (1) erfiillt, heif3t

additiver Funktor. Es gibt natiirlich auch noch andere Funktoren zwischen additiven
Kategorien, die nicht notwendig additiv sind.
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Auf Grund der Bilinearitat der Verkniipfung von Morphismen in einer additiven Kategorie
& ist fir jedes Objekt 4 € ¥ der durch 4 dargestellte Funktor additiv, wenn wir darunter
den Funktor Hom (4, —) mit Werten in Ab verstehen.

Satz 1. Ein Funktor F .6 — 2 zwischen additiven Kategorien ist genau dann additiv, wenn F
endliche direkte Summen mit den zugehorigen Injektionen und Projektionen erhdlt.

Beweis: Ist & additiv, so erhdlt # die Bedingung 2) aus 4.1 Korollar 2 fiir direkte Summen.
Erhdlt # endliche direkte Summen mit ihren Injektionen und Projektionen, so ist
F(f+9) = F(f)+F(g9). Sind nimlich Objekte 4, B, C, D aus ¥ und Morphismen
fiA—> B und g: B - D gegeben, so ist f@g eindeutig durch (f@g)q, = qcf bzw.
(f®9)qs = qpg bestimmt. Diese Bedingungen werden von # erhalten. AuBlerdem erhalt
& Diagonalen und Kodiagonalen bei endlichen direkten Summen. Also ist mit 4.1 Korollar 1

F(f+9)=FW)F(f@9F(4,) = Vsp(F[@F g A5, = Ff+Fg.

In einer abelschen Kategorie kann man zusitzlich die Erhaltung von gewissen exakten
Folgen durch den Funktor # fordern. In dem Diagramm

./A Jizly /

A —2 4

\/\
/\/\(

[

)

ist die Folge der f; genau dann exakt, wenn die Folgen 0—B;_, = 4;— B;—0 exakt sind,
wobei B; = Bi(/;)sind. Genau dann gilt namlich B;_, = Ke(f;). Wenn # kurze exakte Folgen
erhilt. dann erhdlt & also beliebige exakte Folgen. Daher nennen wir & einen exakten
Funktor, wenn &% kurze exakte Folgen erhdlt. Erhdlt % exakte Folgen der Form
0—->A—->B—-C bzw. A-»B—-C—0, so heit # links- bzw. rechtsexakt. Wenn fir jede
exakte Folge 0»A4—»B—C—0 die Folge #A4—% B— #C exakt ist, dann heillt .# halb-
exakt.

Die Bedingung fiir einen halbexakten Funktor verwechsle man nicht mit der Bedingung,
daB fiir jede kurze exakte Folge A — B— C auch die Folge #4—- % B— Z C exakt ist, denn
dann ist # exakt. Ein Funktor & ist genau dann links- bzw. rechtsexakt, wenn % Kerne bzw.
Kokerne erhalt. Offenbar ist jeder exakte Funktor linksexakt und rechtsexakt und jeder
links- bzw. rechtsexakte Funktor halbexakt. Aulerdem ist ein Funktor, der links- und rechts-
exakt ist, exakt, wie man aus 4.3 Lemma 2 sofort sicht.

Satz 2. Ein halbexakter Funktor F : 6 — & zwischen abelschen Kategorien € und & ist additiv.
Beweis: Nach Satz 1 miissen wir nur zeigen, da % direkte Summen von zwei Objekten
mit den zugehorigen Injektionen und Projektionen erhélt. Charakterisieren wir diese durch

4.3 Lemma 3, so erhalten wir wegen der Halbexaktheit von #, daBB #p, #¢; = 1;,, ist und
die Exaktheit der Folgen

74, 24y, g5 TP,

‘12

Z P F A,

‘&

FA, — /S-—f—b./Al.
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Aus der ersten Bedingung folgt aber schon, dal die & p; Epimorphismen und die #q; Mono-
morphismen sind. Also sind die Folgen

G (273

0 FA, 29, 55 TP, 5y, L0
G (773

0o Fd, 29, g5 TP, 54 0

nach 4.3 Lemma 2 exakt. Wegen 4.3 Lemma 3 ist damit der Satz bewiesen.

Ein Beispiel fiir einen linksexakten Funktor von einer abelschen Kategorie ¢ in die Kategorie
Ab ist wieder der durch ein Objekt 4 € ¥ dargestellte Funktor Hom(A4,—): € — Ab. Ist
namlich 0—» B4 C % D exakt und h: A— B ein Morphismus mit Hom(A4, f)(h) = 0, so ist
fh = 0. Da f ein Monomorphismus ist, ist h = 0, also Hom(A4, f) ein Monomorphismus.
Ist h': A—C ein Morphismus mit Homy (4,g)(h") = gh’ = 0, so existiert ein Morphismus
h:A-»Bmitfh = i, weilf: B»C der Kern von g ist. Also ist Homg (A4, f)(h) = h'. Zusammen
mit Homg(A4,g)Homy (4, f) = O ergibt das die Exaktheit der Folge

0 — Hom, (4, B) 22Me(S), yor (4, c) Homedod), yyon 4 p).

4.7 Grothendieck-Kategorien

Sei & eine kleine Kategorie. Dann bilden die Funktoren von & in die abelsche Kategorie ¢
zusammen mit den funktoriellen Morphismen eine Kategorie Funkt(&,%).

Satz 1. Funkt(&£,%) ist eine abelsche Kategorie.

Beweis: Nach 2.7 Satz 1 ist Funkt(&,%) endlich vollstindig und kovollstindig. AuBerdem
ist der Funktor ¢: & - % mit ¢(E) = O fiir alle E € & ein Nullobjekt fir Funkt(&,%). Wir
konnen wie in4.1 einen Morphismus é von den Koprodukten in die Produkte definieren. Fiir
Funktoren #; e Funkt(&,%) stimmt dann &4 (E):|[Z(E) - [T#(E) mit é5 4, iiberein,
d.h.  wird argumentweise gebildet. Also ist nach 1.5 § in Funkt(&,%) ein Isomorphismus.
Entsprechend sind 4 und ¥V argumentweise zu bilden. AuBerdem bilden die Morphismen
s#. funktorielle Morphismen, die die Bedingung 4) fiir additive Kategorien erfiillen. Auch
der funktorielle Morphismus h aus 4.2 vom Kobild in das Bild eines Morphismus in Funkt(&£,%)

wird argumentweise gebildet. Daher ist h immer ein Isomorphismus und Funkt(&,%) eine
abelsche Kategorie.

Da nach 2.7 Korollar 2 der Kolimes mit Koprodukten und Kokernen vertauschbar ist, gilt

Korollar 1. Der Funktor lim: Funkt(8,6) — ¥ ist rechtsexakt, falls er existiert.

Sei im folgenden ¥ eine abelsche kovollstindige Kategorie. AuBlerdem verlangen wir, dal
in ¢ eine Bedingung erfillt ist, die in allen Modulkategorien gilt. Es soll fiir jedes Unterobjekt
B € A und jede Kette {A4;} von Unterobjekten von 4, d. h. fiir jede Familie von Unterobjekten
von A, die beziiglich der Enthaltenseins-Relation fir Unterobjekte eine streng geordnete
Menge bildet, gelten:

(1 (U4a)nB=U4,nB).

Diese Bedingung nennen wir Grothendieck-Bedingung. Man beachte, dafB3 die Glei-
chung (1) fir beliebige Mengen {A4;} von Unterobjekten von A in Modulkategorien nicht
erfiillt ist. Eine abelsche, kovollstindige, lokal kleine Kategorie mit Grothendieck-Bedingung
nennen wir Grothendieck-Kategorie.
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Wir werden die Bedingung (1) im folgenden nicht nur fir Ketten von Unterobjekten von A
bendtigen, sondern auch fir gerichtete Familien von Unterobjekten. Dabei verstehen wir
unter einer gerichteten Familie von Unterobjekten von A einen Funktor # von
einer gerichteten kleinen Kategorie & in die Kategorie ¥ derart, dal & (E) fir alle E€ &
ein Unterobjekt von A ist und fiir alle E — E’in & der Morphismus .#(E) — #(E') mit den
Monomorphismen in A ein kommutatives Diagramm

F(E) — ZF(E)
N\

bildet. Das heiBt, daB vom Funktor & in den konstanten Funktor X & — € ein funkto-
rieller Morphismus u: # — X, gegeben ist, so daB u(E): # (E) - #,(E) fur alle E€ & ein
Monomorphismus ist.

Lemma 1.Sei B eine geordnete Menge, in der fiir jede Teilmenge {v;} ein Supremum | ) v; existiert.
Sei B eine Teilmenge von B, die beziiglich der Bildung von Suprema in B von Ketten in I
abgeschlossen ist. Sei @ + B'C B. Ist dann | Jv ¢, so existieren schon endlich viele
re®’

Uy Uy € B'mit v, U LU L, ¢ 1.

Beweis: Sei B (') die Potenzmenge von B'. Jede Teilmenge von B 148t sich auf verschiedene
Weise wohlordnen unabhéngig von der vorgegebenen Ordnung in 8. Sei Q(¥B') die Menge
aller Wohlordnungen aller Teilmengen von ¥'. Jedes Element von Q(YB') trdgt also eine
Ordinalzahl. Sei Q' (') die Teilmenge der Elemente von Q(L'), fiir deren zugehorige Menge
P e B(B) gilt: U v ¢ 3. Nach Voraussetzung ist Q'(B') nicht leer, also existiert ein Q € Q' (V')

P

mit kleinster Ordinalzahl y. Sei P e B(B’) die zugehorige Teilmenge von B, und seien die
Elemente von P in der Reihenfolge ihrer Wohlordnung mit den Ordinalzahlen kleiner als
indiziert. Fiir alle # < y ist dann Uv € W. Also ist U i + Uv,, wegen der Abgeschloesen-

1<f p<vaaf R
heit von W beziiglich der Suprema von Ketten. Die Menge der (Jv, ist ndmlich eine

1<ﬂ
Kette. Damit kann y keine Limeszahl sein. st ; unendlich, so gibt es eine Bijektion zwischen
den Ordinalzahlen, die kleiner als y, und denen, die kleiner als 7 — 1 sind. Diese Bijektion

bildet y— 1 auf 0 und »n auf n+ 1 ab. Diese Umordnung dndert nichts am Wert von \Ut. Das
veP
ist ein Widerspruch zur Minimalitdt von y. Also ist 7 endlich.

Lemma 2. Sei ¢ eine Grothendieck-Kategorie. Seien B C A ein Unterobjekt von A€ % und
{A;} eine gerichtete Familie von Unterobjekten von A. Dann ist

(U4aynB=U,nB).

Beweis: Da 4, ~ B € ({JA4,) A B, ist allgemein (4, ~ B) € (U4, n B. Sei C = U4, n B).
Die Menge der Unterobjekte von A bildet eine geordnete Menge mit Suprema. Wir
definieren eine Teilmenge der Unterobjekte von 4 durch DeIB dann und nur dann,
wenn D N B € C. Wegen der Grothendieck-Bedingung ist 9B beziiglich der Bildung von
Suprema von Ketten abgeschlossen. Nehmen wir an, da (UA;) ~ B ¢ C. Nach Lemma 1
existieren dann A,,..., 4, mit (4, u...UA4,)NB <.I; C. Da die {A,-} eine gerichtete Familie
von Unterobjekten bllden existiert ein Ak mit A;C A, firj=1,....n Alsoist 4,nB ¢ C.
Das ist offenbar ein Widerspruch, also ist (UA )N \B = U(A s B)
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Nachdem wir die Grothendieck-Bedingung auf gerichtete Familien von Unterobjekten
ausgedehnt haben, wollen wir jetzt ihre Bedeutung fiir direkte Limites diskutieren. Sei dazu
% eine Grothendieck-Kategorie, & eine kleine gerichtete Kategorie und #: &8 — € ein
Funktor. Wir bezeichnen die Objekte von & mit ijk,... und setzen # (i) = F,. Fir i <j
bezeichnen wir den durch # induzierten Morphismus von F; in F; mit f;: F; - F;. Die
Injektionen bezeichnen wir mit g;: F; — liﬂﬁf.

Lemma 3. Sei ¥ eine Grothendieck-Kategorie und & eine gerichtete kleine Kategorie. Sei
& € Funkt(€,%). Dann gilt

Ke(g;: F, - lim#) = UKe(f: F, > F)).

i<j
Beweis: Wir bezeichnen Ke(g;) mit K; und Ke(f;;) mit K;;. Wegen der Kommutativitat von
F;, — F;

N/

lim#

—
fur alle i < jist K;; € K, also UK;; € K.

i<j
Nach 2.6 Satz 2 ist lim# der Kokern von g: [[F;; - [[F,, wobei F;; = F fir alle i < j
i<j

und g komponentenweise fiir die F;; definiert ist durch g;; = g;—q,f;; Sei A;; = Bi(g;).
Dann ist die Folge

0 - Uay »1IF, - lim#F - 0

exakt. Sei E eine endliche Teilmenge der Menge der Paare (i,j) mit i < j und i,je &, und

sei Ap = U A;j- Die Menge der so definierten endlichen Mengen E zusammen mit der
(i,j)eE

Enthaltenseins-Relation bildet wieder eine gerichtete kleine Kategorie & Es ist

Uay = U4,

i<j Eeé
Das Diagramm

Ky

(UAij) NF, — Fy

NI

0 — Udy— [[F; — lim#F — 0

ist kommutativ mit exakter unterer Zeile. Da K, — [ [ F; — lim# = 0, existiert genau ein
Morphismus K, — A4, mit K, » U4, >[1F, = K, » F, > [[F. Also existiert genau
ein Morphismus K, — (UA,-j)m F, mit K, — (UA,-j)r\ F, - F, = K, — F,. Umgekehrt
ist (UAU.) N F, - F, - lim.# = 0, also existiert genau ein Morphismus (UA )0 F - K,
mit (UAij)m F, - K, —»_I-zk = (UA,-j)r\ F, — F,. Daraus folgt, dal (UA,-J-)r\ F, =K, als
Unterobjekte von | | F..

Fir Eeé” sei | > fir alle j mit (i,j)e E und | > k. Weiter definieren wir Morphismen
hy: Fi —» F, durch h, =f;, fir i <! und h; = 0 sonst. Dadurch wird ein Morphismus
h:]]F; - F, bestimmt. Das Diagramm
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K

N

AgnF, — F,

RN

Ag —»UF,- — F,

ist kommutativ und es ist Az > || F, > F, =0, weil F;; > | [F, » F, =0 fir j < [ nach

Definition von h. Also ist A F, - F,=0. Da K,, = Ke(F, - F) und AN F, ein

Unterobjekt von F ist, ist Az N F, € K.

Damit ist K, = (UAU») NnF=( UAE)m F,= U4~ F) < UK,. wobei wir Lemma 2
Ees’ Ee8’ k<l

angewendet haben.

Satz 2. Sei € eine abelsche, kovollstindige, lokal kleine Kategorie. Folgende Aussagen sind
dquiralent :

1) Direkte Limites in 6 sind exak!.

2) Fiir jede gerichtete Familie (A;)
lim (4,) — A ein Monomorphismus.
3) € ist eine Grothendieck-Kategorie.

von Unterobjekten von A€ ¥ ist der Morphismus

il

Beweis: Aus 1) folgt 2): Wir fassen / als gerichtete kleine Kategorie auf und bilden die
Funktoren #: [ —» % mit # (i) = A, und 4: I — % mit 4(i) = A fiir alle i. Die Morphismen
von / werden in die Monomorphismen der 4; bzw. 4 in 4 abgebildet. Da lim 4 = 4, gilt
wegen 1), daB lin # — 4 ein Monomorphismus ist.

Aus 2) folgt 3): Sei {A4,} eine Kette von Unterobjekten von 4 und B € A. Nach dem II. Iso-
morphiesatz erhalten wir ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten:

0 0 0

0 — AnB —— B —— B/A,nB —- 0

0 — A, —— A, UuB — A, UB/A, - 0

0 - AJA,AB — A, UB/B —— 0 —— 0

0 0 0

fir alle iel. Morphismen A; — A; induzieren Morphismen zwischen den zugehdrigen
3 x 3-Diagrammen, so daB alle vorkommenden Quadrate kommutativ sind. Wenden wir den
Funktor li_n} auf diese Kette von 3 x 3-Diagrammen an, so sind li_nJ(Ai NB)— A,B - A,
lij}A,. — A und Ii_T(Ai u B) - A Monomorphismen wegen 2). Da sich ]_]A,. — A durch
lim A; faktorisieren 1dBt und[ [ 4, - ]_i_r_rgAi ein Epimorphismus ist, konnen wir Ii_n}A,. mit
\UA; als Unterobjekt von A identifizieren. Weil li_rg rechtsexakt ist und Isomorphismen
erhalt, ist das Diagramm
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([ 0
0 — U, nB)

l

0 U4, U4, 0 B) — lim(4;, U B/4) — 0

lim (B/A; A B) — 0

— D —O

—

0 — lim(4,/A;n B) — lim(4; U B/B) 0 0

O "

0 0

kommutativ mit exakten Zeilen und Spalten. Sind nun Morphismen D — B und D — UA
mit D - B — U(A uUB)=D — UA,~ - U(A U B) gegeben, so ist D — hm B/A; N B) =
und D — lim(4;/4;n B) = 0. Also existierenf: D — U4,nB)ymitD » B=D ) L (A; nB)-»B
und g: D = UA4; A B)mit D —» UA, = D % (4, n B) » A, Da aber D 4 U4, ~ B) -
Ud, 0 B) = D 5 U4, ~ B)— U4, 0 B) und da U4 nB)—» U4, U B) ein Mono-
morphismus ist, ist f = g. Damit ist U(A N B) das Faserprodukt von UA und B iiber
U4, u B), also U4; n B) = (U4, n B.

Aus 3) folgt 1): Wegen Korollar 1 und 4.3 Lemma 2 geniigt es zu zeigen, daB fiir eine gerichtete
Kategorie & und einen funktoriellen Monomorphismus u: & — 4 auch llm,u llmJ - hmg
ein Monomorphismus ist. Da Funkt(&£,%) abelsch ist und in Funkt(&, (6) Kerne argument-
weise gebildet werden, ist y;: F (i) —» %(i) fur alle i € & ein Monomorphismus. Wir bezeichnen
Z (i) = F; und %4(i) = G,. Seien K; = Ke(F, » llm/), L; = Ke(G; —» hm?) A; = Bi(F, -
Inm./) B; = Bi(G;, —» lim¥), K = Ke(hm,u) und C das Faserprodukt von A N K mit F; iiber
A Dann erhalten wir ein kommutatives Diagramm

K, — L,

| |

C — F, — G;

! l |
A,nK — 4, — B,

| | |
0——»K—>lﬂly"'—vli_r’n(£

dessen letzte Zeile exakt ist. Wegen UA = llm./ und der Grothendieck-Bedingung ist
K = (U A)NnK = U(A M K), denn die A; “bilden eine gerichtete Familie von Unter-
objekten von 111'157' Sind alle A, " K = 0, so ist also K = 0 und linu ein Monomorphismus,

was zu zeigen ist. Da F; - A; ein Epimorphismus ist, ist C - A4; n K wegen 4.3 Lemma 4
ein Epimorphismus. Es geniigt zu zeigen, daB dieser Epimorphismus ein Nullmorphismus ist.
Esist C — hm’g = 0. Da C - G, ein Monomorphismus ist, ist C £ L; als Unterobjekt von
G;. Da nach Lemma 3 L, = U L;;, wobei L;;=Ke(G;, = G)), ist also C=CnL,;

i<j

(UL,-,-) NnC= U(LU- ~ C). Das Diagramm
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ij

l

L,
; G;
;i — G;
ist kommutativ. Weil L;nC - G;=0 und F; - G; ein Monomorphlsmus ist, ist
L;nC—-F;=0, alsoL N CCK;; DaherlstC (L;; r\C)CL)K<—K Aus dem

vorhergehenden Diagramm folgt dann C—>F, - A4,=0 Da A,nK - A; cin Mono-
morphismus ist, ist C - 4,n K =0.

Korollar 2. Ist & eine Grothendieck-Kategorie, so ist der Morphismus 6: | |A; - [] A4, (aus 4.1)
ein Monomorphismus.

Beweis: Sei {4,},; eine Menge von Objekten in 4. E sei eine endliche Teilmenge von I.
Wir definieren Ay = @ A;. Da Ag - [JA; = [[A; = Ag = 1,, ist, ist A, ein Unterobjekt

ieE iel iel
von| | 4, Die Menge dieser Unterobjekte bildet eine gerichtete Familie von Unterobjekten,

und es ist A, =[] 4, Alsoist][[A4, = lim Ag. Andrerseits sind die A, auch Unterobjekte
von [] A4, Also ist llmAb - []A4;ein Monomorphlsmus

Wie schon in vorhergehenden Fillen ist auch hier eine Methode verwendet worden, die
typisch ist fiir Beweise in Grothendieck-Kategorien. Wir haben nidmlich eine unendliche
beliebige Vereinigung UA,- = | | 4; ersetzt durch eine Vereinigung einer gerichteten Familie
von Unterobjekten, die alle aus endlichen Vereinigungen bestehen. Der entsprechende Schluf3
in Modulkategorien, in denen die Vereinigungen Summen sind (nicht notwendig direkte
Summen!) und in denen man mit Elementen rechnet, ist, daB fir xe ZA,-( = UA,-) eine end-
liche Indexmenge i,....,i, existiert mit xe 4, + ... + 4, .

Korollar 3. Seien Monomorphismen u;. A; - B; gegeben und existiere ]_I A, n A; und
H B,, ﬂ B; in der Grothendieck-Kategorie €. Dann ist der durch die y; induzierte Morphismus
u: U A - ” B; ein Monomorphismus.

Beweis: Es existiert ein kommutatives Diagramm
L4, — LIz,
3] 3|
[T4 — 1B

wiein4.1. Nach 2.6 Korollar 5 erhalten Produkte Monomorphismen. Da] [4; - []4; - []B:
ein Monomorphismus ist, ist auch | [ 4; — [ | B; ein Monomorphismus.

Korollar 4. Sei € eine Grothendieck-Kategorie. Sei {A;} eine gerichtete Familie von Unter-
objekten von A und f: B — A ein Morphismus in €. Dann ist

Uty =r-1Uay.

Beweis: Sei Bi(f) = A’. Aus dem kommutativen Diagramm
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fTHA) = AinA — A,

l I

B— A — A4

und 2.6 Lemma 3 folgt, daB das linke Quadrat ein Faserprodukt darstellt. Nach 4.3 Lemma 4
c) ist daher f ~'(4;) » 4; » A’ ein Epimorphismus. AuBerdem enthilt f~'(4;) den Kern
K von f. Mit dem 3 x 3-Lemma erhalten wir ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen
und Spalten:

0
0 — K K 0 0

0> f'(4) — B — BJf"'(4) —» 0

—

0> A4nA — A — AJA,nA -0

Speziell ist der durch den Epimorphismus B — A’ induzierte Morphismus B/f ~'(4;) —
A'|A;n A’ ein Isomorphismus. Also gilt auch B/f“‘(UAi) = A'/(\UA) N A’. Da direkte
Limites exakt sind, erhalten wir durch Anwendung des direkten Limes auf das obige Dia-
gramm wieder ein entsprechendes kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten.
Daraus ergibt sich ein Isomorphismus B/Uf‘ YA4) = A’/U(A,» N A’). Wegen der Grothen-
dieck-Bedingung ist A'/U4; n 4) = 4'/(UA) ~ A" Damit ist B/Uf ~*(4) = B/f "' (U4,
und U =14y = £~ (U4,

4.8 Satz von Krull-Remak-Schmidt-Azumaya

In 4.5 haben wir die Eindeutigkeit geniigend feiner Ketten von Unterobjekten eines Objekts
untersucht. Jede Zerlegung eines Objekts in eine direkte Summe induziert auf verschiedene
Weise Ketten von Unterobjekten. Diese sind jedoch im allgemeinen Fall nicht fein genug,
daB wir den Satz von Jordan-Holder anwenden konnen, selbst wenn wir die Zerlegung
so fein wie moglich machen. Wir werden daher andere Methoden verwenden, um die Ein-
deutigkeit von geniigend feinen Zerlegungen in direkte Summen zu untersuchen. Dabei
werden wir auch unendliche Zerlegungen zulassen.

Sei ¢ in diesem Paragraphen eine Grothendieck-Kategorie. Ein Objekt A €% heifit
unzerlegbar, wenn A # O und fiir jede Zerlegung von A in eine dirckte Summe A = 4, @ 4,
entweder 4 = A, oder A = A, gilt. Ist A nicht unzerlegbar, so heilit A zerlegbar.

Ein Element r eines assoziativen Ringes R mit Einselement heilt Nichteinheit, wenn
Rr + Rund rR + R ist. Gleichbedeutend damit ist, da3 weder ein x € R mit xr = 1 noch ein
y€ Rmitry = lexistieren. R heitlokaler Ring, wenn jede Summe von zwei Nichteinheiten
aus R wieder eine Nichteinheit ist. Ein Element re R heiit Idempotent, wenn r? = r.
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Lemma 1. Sei r ein Idempotent in einem lokalen Ring R. Dann ist entweder r = 0 oder r = 1.

Beweis: Esist (1—r)2 = 1 —r. Da | = (1 —r) + r keine Nichteinheit ist, ist entweder r oder
1 —r keine Nichteinheit. Ist r keine Nichteinheit, so ist xr = 1, also r = xr? = xr = 1. Ist
rx = 1, so verlduft der Beweis symmetrisch. Ist x(1—r) = 1 bzw. (1 —r)x = 1,soist 1 —r = 1,
also r = 0.

Ein Element re R heilt Einheit, wenn ein xe R mit xr = rx = | existiert.

Lemma 2. Ist R ein lokaler Ring, so bilden die Nichteinheiten ein Ideal N. Alle Elemente aus R,
die nicht in N liegen, sind Einheiten.

Beweis: Sei r eine Nichteinheit und x € R. Es ist zu zeigen, daB} xr eine Nichteinheit ist. Nach
Definition kann kein ye R mit yxr = 1 existieren. Ist aber xry = 1, so ist (yxr)(yxr) =
y(xry)xr = yxr. Da yxr ein Idempotent ist, ist yxr = 1. Wire ndmlich yxr = 0, so wire
1 = (xry)(xry) = xr(yxr)y = 0, also R = 0, was wir ausschlieBen wollen. Damit ist N gegen
Addition und Multiplikation mit Ringelementen von beiden Seiten abgeschlossen. Ist re R
und r¢ N, so existiert ein x € R mit xr = 1 oder rx = 1. Sei xr = 1. Wie oben ist (rx)? = rx,
also rx = 1. r ist eine Einheit.

Lemma 3. Sei A € € mit lokalem Endomorphismenring. Dann ist A unzerlegbar . Ist A unzer-
legbar und von endlicher Linge, so ist der Endomorphismenring von A lokal.

Beweis:Seid = B® Cund f= A > B — A, wobei p: A —» B die Projektion und ¢q: B — A
die Injektion bei der Zerlegung in die direkte Summe seien. Dann ist f2 = gpgp = f= 0
oder f = 1. Also ist entweder B = 0 oder B = A. Da der Endomorphismenring von 4 nicht
der Nullring ist, ist A # 0, also unzerlegbar.

Sei A unzerlegbar und von endlicher Lidnge. Sei f: 4 — A gegeben. Dann ist
Ke(f) € Ke(f?) C ... eine aufsteigende Kette von Unterobjekten von A. Aus dem kom-
mutativen Diagramm

0 - Ke(f?) — 4 £ Bi(/2) - 0

1l

0 Ke(f) — 4 L5 Bi(f) =0

A
mit exakten Zeilen folgt, daB Bi(f) 2 Bi(f2) 2 ..., denn g*q"p" ist die eindeutige Faktori-
sierung von f% durch Bi(f?). Beide Ketten brechen nach n Schritten ab, d. h. esist Ke(f") =
Ke(/"*") und Bi(f") = Bi(f"*") fur alle r € N, weil A endliche Linge hat. Sei g = f". Seien
qp = g die Faktorisierung von g durch Bi(g) und ¢ p' = ¢* die Faktorisierung von g? durch
Bi(g?). Da Bi(g) = Bi(g?), ist ¢ = ¢'. Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

4L, Big) 4 4

AN 1.11’ llg
4 LoBigy 4Loa

Es ist ndmlich ggqp = qpg. Da Ke(g) > A % 4 — Bi(g?) = 0, existiert eindeutig g’ mit
g'p=pg =p.Aus qqg'p = gqp folgt g9’ = gq, da p ein Epimorphismus ist. Weil p’ ein Epi-
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morphismus ist, ist auch ¢’ ein Epimorphismus. Da Bi(g) und Bi(g?) gleiche Linge haben,
ist g’ ein Isomorphismus mit dem inversen Morphismus h. Dann ist

(ghp)(ghp) = qh*g'pghp = qh*pgqhp = qh*pqg'hp = qh*pg = qh*g'p = qhp.

ghp ist also ein Idempotent mit dem Bild Bi(g). Nach 4.3 Lemma 3 ist A = Bi(g) @ Ke(ghp).
Da A unzerlegbar ist, ist entweder Bi(g) = 4 oder Bi(g) = 0.Imersten Fall ist g und daher auch
fein Isomorphismus, weil A endliche Linge hat. Im zweiten Fall ist /" = 0.

Im Endomorphismenring Homg¢(A4, 4) ist also jedes Element f, das nicht eine Einheit ist,
d. h. das kein Isomorphismus ist, nilpotent, d. h. es gibt ein ne N mit /" = 0. Seien f und
" Nichteinheiten. Wir nehmen an, daB f + f' keine Nichteinheit ist. Dann existiert ein
x € Homg(A4,A) mit xf + xf' = 1. Da xf und xf’ keine Einheiten sind, sind sie nilpotent.
Sei i minimal mit (xf)' = 0 und sei j minimal mit (xf")(xf)'~! = 0. Notwendigerweise sind
i und j von Null verschieden. Dann ist (xf'Y ™ '(xf) "' = (xfY '(xf" + xf)xf )~ ' =
Y)Y + (xf'Y Y (xf) = 0 im Widerspruch zur Minimalitdt von i und j. Also ist
f + [ eine Nichteinheit und Homg(A4, 4) ein lokaler Ring.

Wenn wir im folgenden von Koprodukten von Unterobjekten eines Objekts in € sprechen,
so sollen die zu den Unterobjekten gehorigen Monomorphismen gleichzeitig die Injektionen
in das Koprodukt sein. Nichtdquivalente Unterobjekte werden, selbst wenn sie isomorph
als Objekte sind, verschieden bezeichnet werden. Hingegen diirfen die Projektionen auf
direkte Summanden sich dndern, ohne daB3 wir die Bezeichnung fiir das Objekt dndern, das
vermoge der Projektion als Quotientenobjekt aufgefaBt werden konnte.

Lemma 4. Sei A = | [A; und seien die Endomorphismenringe Homg(A,, A;) lokal. Seien f und
iel

g Endomorphismen von A mit f + g = 1,. Sei E = {i,...,i,} eine endliche Teilmenge von I.

Dann existieren Unterobjekte By, ..., B, von A und Isomorphismen h;: A; — B, firj = 1,...,n,

so dap fiir jedes j das Diagramm

N

A B;
A A
fiirh = foder h = g kommutiert. Auferdem existiert eine Zerlegung A = B, ® ... ® B, ® [ [ 4.
igE
Beweis: Die zu den A; gehdrenden Injektionen und Projektionen bezeichnen wir mit g;
bzw. p. Esist p,fq; + pigq; = 1,4, firiel. Da Homg(A4;,A)) ein lokaler Ring ist, ist einer der
beiden Summanden, etwa p,fg;, ein Automorphismus mit dem inversen Morphismus
a;: A;— A;. Seii = i, € E. Wir faktorisieren fg, : A;, = Adurch B,: = Bi(fq, )als fg;, = q\h,
mit ¢;: B; = A und h,: A, — B,. Da p, q\h, = p; fq;, ein Monomorphismus ist, ist h, der
gesuchte Isomorphismus. Weiter ist (q)h,a; p;,)* = ¢ 1h,a;p; und Bi(g)h,a;p;) = B,
Ke(g\h,a;p;,) = Ke(p;,) =] A Nach 4.3 Lemma 3 ist A = B, ®] ] A Von diesem Ko-
i%i; i¥i,
produkt ausgehend konnen wir jetzt A4;, durch B, ersetzen. Nach n Schritten ist dann das
Lemma bewiesen.

_h,

Satz (Krull-Remak-Schmidt-Azumaya). Sei € eine Grothendieck-Kategorie und A € €.
Sei

A =]]A; mit lokalen Ringen Homg(A;,A))

iel
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und A =][B; mitunzerlegbaren B;
JjeJ

gegeben. Dann existiert eine Bijektion ¢: 1 — J, so daf fiir alle i€ I gilt

A, =B

10N

Beweis: Die Injektionen bzw. Projektionen der A; bezeichnen wir mit g; bzw. p;, die der

B; mit g bzw. pj. Wir zeigen zunéchst, daB zu jedem B; ein isomorphes A; existiert und daB3

dieser Isomorphismus von g;p;: A — A4 induziert wird. Dann sind die Endomorphismenringe

der B; auch lokal, die 4; unzerlegbar und die Voraussetzungen des Satzes sind dann symme-

trisch.

Seien f = g;p;und f' = 1—f Dann ist f + f" = 1, f? = fund f* = f'. Weiter ist Bi(f) =

Ke(f’) = B; nach 4.3 Lemma 3. Sei E C I eine endliche Teilmenge und Az = @ A4;. Die

ieE

Ag bilden eine gerichtete Familie von Unterobjekten von A. Es existiert ein E mit A 0 B; % 0,

dennesist B; = (U Ag) " B; = U(Agn B)). Essei E = {i|,...,i,}. Nach Lemma 4 existieren

C, € A und Isomorphismen h;: A;, — C;, k = 1,...,n,die von f oder von f" induziert werden.

Wir nehmen an, daB} alle h, von [’ induziert werden. Sei C; = @ C,. Dann erhalten wir ein
k=1

kommutatives Diagramm

AgnB; — Ay = C;

Lo

B~ L 4.

Da f'q;=0 und A" B; > Ay = C; - A ein Monomorphismus ist, erhalten wir einen
Widerspruch zu 4, N B; % 0. Also existiert mindestens ein iq € E, so daB das Quadrat

kommutativ ist. Nach Definition von f gilt aber C,, € B; Weil aber C, direkter Summand
von A ist, ist C,, auch direkter Summand von B; B; ist unzerlegbar, also ist C, = B; Da
J4i,= 4P}, st ist by = pigi

Sei jetzt A;, = B, . Wir miissen diec Anzahl |«| der zu 4, isomorphen A4; mit der Anzahl |f]|
der zu B, isomorphen B; vergleichen. Aus Symmetriegriinden geniigt es |« = |B| zu zeigen.
Sei || zunéchst endlich. Zu j, € § existiert nach der vorhergehenden Konstruktion ein i, € %,
so daB f; = ¢qj,pj, einen Isomorphismus 4; = B;, induziert. AuBBerdem ist dann

A=B; ®]]B; =4, ®]] B,
it it
Vergleichen wir jetzt die zweite direkte Summe mit 4 = | | 4; und wenden dasselbe Verfahren
iel
an, so erhalten wir nach n Schritten
A=B,®..@®8,® || B=4 .04 [| B

Jtivee . oon s n

Wir bemerken hier noch einmal, daB zwar die Injektionen der 4; bzw. B; unverdndert bleiben,
daB aber die Projektionen sich dndern. Die Tatsachc. daB die Injektionen der A; unverindert
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bleiben, garantiert auch, daB die i,,...,i, alle paarweise verschieden sind, weil bei einer Zer-
legung in eine direkte Summe keine zwei Injektionen gleich sein kénnen. Da i,,...,i, €,
ist |ai= || '

Sei |«| jetzt unendlich. Sei E C J eine endliche Teilmenge, j € 2 und j ¢ E. Sei weiter A; = B; '
vermoge des durch f = ¢p; induzierten Isomorphismus. Dann ist das Diagramm

A;"Bg— A4, = B;

L1

By — A > A

kommutativ, wobei By = ®B;. Esist 4, " By = 0, weil B - 4 - A = 0und
JjeE

A;nBy— A, =B;—» A

ein Monomorphismus ist. Andrerseits ist A; = ({J Bg) n 4; = U (4; n By) + 0. Also existiert
EcJ EcJ

eine endliche Teilmenge E € J mit A; ~ B, # 0. Jedes je J, das vermdge ¢;p; einen Iso-
morphismus 4; = B, fiir das oben bestimmte i induziert, muB in diesem E liegen; es gibt also
nur endlich viele solche j. Wir nennen diese Anzahl E(i). Zu jedem j € 8 ldBt sich ein solches
i € 2 konstruieren. Daher ist

UE® = 8.

Damit haben wir |x| > || bewiesen.

4.9 Injektive und projektive Objekte und Hiillen

Sei % eine abelsche Kategorie. Ein Objekt Pe % heiBt projektiv, wenn der Funktor
Homg (P, —) exakt ist. Dual heiBt ein Objekt Q € ¥ injektiv, wenn der Funktor Homg(—, Q)
exakt ist. Da der Funktor Homy (A, —) fir jedes A € € linksexakt ist, ist P genau dann pro-
jektiv, wenn Homg (P, —) Epimorphismen erhilt, d. h. wenn fiir jede exakte Folge A - B — 0
und jeden Morphismus f: P — B ein Morphismus g: P — A existiert, so da3 das Diagramm

o/ |1

A—-B-0

kommutativ ist. Dual ist Q genau dann injektiv, wenn flir jede exakte Folge 0 - 4 - B
und jeden Morphismus f: 4 — Q ein Morphismus g: B — Q existiert, so dal das Diagramm

0-A—-B

1/

kommutativ ist.

Da in einer Modulkategorie alle Epimorphismen surjektive Morphismen sind, stimmen in
einer Modulkategorie die projektiven Moduln mit den in 3.4 eingefiihrten relativ projek-
tiven Moduln beziiglich des VergiB3-Funktors in die Kategorie der Mengen iiberein.
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Lemma 1.Seien P; €6 und P = | | P; gegeben. P ist genau dann projektiv, wenn alle P, projektiv
sind.

Beweis: Sei A - B — 0 exakt. Seien Morphismen f;: P, > B und f: P - B mit q;f = f;
gegeben. Wir verwenden das Diagramm

p, i p
N
A— B —0.
Ist P projektiv, so existiert P > A mit P > B = P - 4 — B. Also ist fiir jedes i:
P,-P—->A->B=f.

Da f durch die f; eindeutig bestimmt ist, sind die P, projektiv.

Sind die P; projektiv, so existieren P; > A4, die das obige Diagramm kommutativ machen.
Diese bestimmen eindeutig einen Morphismus P - 4 mit P -» 4 - B = f. Also ist P pro-
jektiv.

Lemma 2. P € ¥ ist genau dann projektiv, wenn jeder Epimorphismus A — P eine Retraktion ist.

Beweis: Sei P projektiv und A — P ein Epimorphismus. Dann ist der Morphismus ¢ in
P
/v
A->P -0

ein Schnitt zu 4 - P.
Sei A » B — 0 exakt und P — B gegeben. Wir bilden das Faserprodukt

C—->P

I

A—B.
Weil A — B Epimorphismus ist, ist C — P ein Epimorphismus, also eine Retraktion mit dem
Schnitt P - C. Dannist P B=P—-C—> A — B.

Ein Monomorphismus A — B heil}t wesentliche Erweiterung von A4, wenn jeder Mor-
phismus B — C, fir den 4 —» B — C ein Monomorphismus ist, ein Monomorphismus ist.
Ein Unterobjekt A von B heiit groB, wenn fiir jedes von Null verschiedene Unterobjekt
C von B auch A4 n C von Null verschieden ist.

Lemma 3. A — B ist genau dann eine wesentliche Erweiterung, wenn A ein grofies Unterobjekt
von B ist.

Beweis: Wir verwenden das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

0-ANC->A—-A4/ANnC-0

I

0—C—B——D—0

in dem wie beim Beweis des Il. Isomorphiesatzes die senkrecht laufenden Morphismen
Monomorphismen sind. Ist A — B wesentliche Erweiterung und C # 0. dann ist B - D
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kein Monomorphismus, also auch nicht A — D. Alsoist An C = Ke(4 —» D) + 0(s. 4.4(1)).
Ist A groB in Bund B — D’ kein Monomorphismus und D das Bild von B —» D',soist C % 0,
also auch A " C = Ke(4 - D) + 0.

Korollar 1. a) Eine wesentliche Erweiterung einer wesentlichen Erweiterung ist wesentlich.

b) Ist A — B ein Monomorphismus in einer Grothendieck-Kategorie und {C;} eine Kette von
Unterobjekten von B, die alle A enthalten. Sind alle C; wesentliche Erweiterungen von A, so
ist auch UC,- eine wesentliche Erweiterung von A.

Beweis:a)Ist 4 C BgroBund B< CgroBund0 4 D < C,soistAnD=AN(BnD)+0.
b)Sei0+ D < |JC,. Dannist D = (|JC) nD = [ J(C;n D). Fiirein i ist C; n D % 0. Also
istAnD=ANnC;,nD#0.

Da in einer Grothendieck-Kategorie limC; = Uc; fiir eine Kette {C;} und da nach
4.7 Lemma 3 die Morphismen C; — llmC Monomorphlsmen sind, ist in dem vorhergehen-

den Korollar die Vorgabe von B sogar uberﬂu551g, da B immer durch llmC ersetzt werden
kann.

Ein Monomorphismus 4 — Q mit einem injektiven Objekt Q heifit injektive Erweiterung
von A. Eine injektive, wesentliche Erweiterung heiflt injektive Hiille. Wir nennen eine
wesentliche Erweiterung, A — B maximal, wenn fir jede wesentliche Erweiterung A — C,
die sich durch B faktorisieren 1a8t: A - C = A - B - C der Morphismus B — C ein
Isomorphismus ist. Eine wesentliche Erweiterung 4 — B heif3t groBte wesentliche Erwei-
terung, wenn sich 4 — B durch jede wesentliche Erweiterung 4 — C faktorisieren ldBt:
A - B=A - C — B. Eine injektive Erweiterung A — B heit minimal, wenn fir jede
Faktorisierung A - C — B von A — B mit einem injektiven Objekt C und einem Mono-
morphismus C —» B der Morphismus C — B ein Isomorphismus ist. Eine injektive Erwei-
terung A — B heiBt kleinste injektive Erweiterung, wenn fiir jede injektive Erweiterung
A — C ein Monomorphismus B - C mit A > C = A - B — C existiert.

Satz 1. Sei A € € und besitze A eine injektive Hiille. Dann sind fiir einen Monomorphismus
A — B dquivalent :

1) A — B ist eine injektive Hille von A.

2) A — B ist eine maximale wesentliche Erweiterung von A.
3) A -» B ist eine grofite wesentliche Erweiterung von A.

4) A — B ist eine minimale injektive Erweiterung von A.

5) A — B ist eine kleinste injektive Erweiterung von A.

Beweis: Wir benotigen die Diagramme

A — B A — B

(1) und (2) g /1 gl/,h
C C

1) ist dquivalent zu 2): Sei f eine injektive Hiille und g eine wesentliche Erweiterung in (1).
Weil f wesentlich ist und g ein Monomorphismus ist, ist & ein Monomorphismus. Weil B
injektiv ist, ist h ein Schnitt: C = B@ D. Weil g wesentlich ist, ist D = 0, also h ein Isomor-
phismus. Sei umgekehrt f maximale wesentliche Erweiterung und g injektive Hiille von A4 in
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(1). h existiert, weil C injektiv ist, und ist ein Monomorphismus, weil g ein Monomorphismus
und f wesentlich sind. Da f maximal ist, ist h ein Isomorphismus und B injektiv.

1) ist 4quivalent zu 3): Ist in (2) f injektive Hiille und g wesentliche Erweiterung, so existiert
h, weil B injektiv ist. Ist umgekehrt f groBte wesentliche Erweiterung von A und g injektive
Hiille von 4 in (2), so ist h ein Monomorphismus, weil g wesentlich ist und f'ein Monomorphis-
mus ist. Weil C injektiv ist, ist h ein Schnitt, also ein Isomorphismus.

1) ist dquivalent zu 4): Ist in (2) finjektive Hiille und g injektive Erweiterung und h ein Mono-
morphismus, so ist h ein Schnitt, also ein Isomorphismus. Ist umgekehrt in (2) f eine minimale
injektive Erweiterung und g injektive Hiille, so existiert ein Monomorphismus h, der ein
Isomorphismus sein muf.

1) ist dquivalent zu 5): Ist in (1) finjektive Hiille und g eine injektive Erweiterung, so existiert
ein Monomorphismus a. Ist umgekehrt in (1) f kleinste injektive Erweiterung von 4 und g
injektive Hiille, so existiert ein Monomorphismus h, der ein Schnitt ist, also ein Isomorphis-
mus ist.

Lemma 4. Sei € eine Grothendieck-Kategorie und Q € 6. Q habe keine echte wesentliche Er-
weiterung. Dann ist Q injektiv.

Beweis: Sei f: Q — A ein Monomorphismus. Sei B die Menge der Unterobjekte B von 4
mit Q n B = 0. Ist {B;} eine Kette in B, so ist wegen (UB,-) nQ = U(B,.m Q) = 0 auch
UB,»e B. Nach dem Lemma von Zorn existiert in B ein maximales Objekt B'. Wir werden
zeigen, daB Q 5 4 % A/B’ ein Isomorphismus ist. Dann ist f ein Schnitt und Q nach der
zu Lemma 2 dualen Aussage injektiv. Wegen Ke(gf) = B n Q = 0 ist gf ein Monomor-
phismus. Wir betrachten Q als Unterobjekt von A und Q" = g(Q) als Unterobjekt von 4/B'".
SeiC € A/BundQ' A C = 0.DannistQ ng "(C)C g " (Q'nC)=BundQ ng ' (C) < Q,
also ist Q g~ '(C) € B'n Q = 0. Andrerseits ist g~ ' (C) 2 B, also gilt g7 '(C) = B’ wegen
der Maximalitdt von B'. Weil g ein Epimorphismus ist, ist C = gg~'(C) = 0, d.h. gfist ein
wesentlicher Monomorphismus. Nach Voraussetzung muBl damit gfein Isomorphismus sein.

Satz 2. Wenn € eine Grothendieck-K ategorie mit einem Generator ist, dann besitzt jedes Objekt
aus € eine injektive Hiille.

Beweis: Wir werden zu jedem Objekt A € 4 eine maximale wesentliche Erweiterung kon-
struieren. Diese wird nach Korollar 1 keine echte wesentliche Erweiterung mehr haben,
also nach Lemma 4 injektiv sein. Fiihren wir in der Klasse aller echten wesentlichen Mono-
morphismen in € eine Aquivalenzrelation f ~ g genau dann, wenn Q(f) = Q(g), ein, so
wird durch das starke Auswahlaxiom jedem nichtinjektiven Objekt B € € eine echte wesent-
liche Erweiterung zugeordnet. Da injektive Objekte nach Satz 1 keine echte wesentliche
Erweiterung besitzen, ordnen wir ihnen den identischen Morphismus zu. Wir konstruicren
jetzt eine Folge von wesentlichen Erweiterungen

A-B - ... ->B —-B,,, ..

fir alle Ordinalzahlen «. Ist die Folge bis B, konstruiert, so sei B, — B,,, die soeben mit
dem starken Auswahiaxiom bestimmte wesentliche Erweiterung. Ist § eine Limeszahl, so
definieren wir By = li_rtnB, fiir alle o < f, wie in Korollar 1. Dann ist fiir alle x der Mono-
morphismus 4 — B, ein wesentlicher Monomorphismus.

Wir wollen jetzt zeigen, daBl diese Folge von einer bestimmten Ordinalzahl an konstant
wird. Da fiir nichtinjektive Objekte B, die Erweiterungen nach Konstruktion echt sein
miissen, wird das Objekt B,, von dem ab die Folge konstant ist, injektiv sein.
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Sei G ein Generator in € und G’ ein beliebiges Unterobjekt von G. Seien « < f# Ordinal-
zahlen. Wir bilden die Menge (G, «, 8) der Morphismen f: G' — B,, zu denen ein Morphismus
g: G — By existiert, so daf} das Diagramm

G — G

1

B, — B,

kommutativ ist. Es ist (G',a,8) € Hom¢(G',B,). Fir B < f' ist (G',a,B) € (G',a,p'); diese
Folge muB konstant werden, weil Hom¢(G’,B,) nur eine Menge von Untermengen hat.
Da G auch nur eine Menge von Unterobjekten G’ hat, existiert sogar eine Ordinalzahl
o* > a mit (G',a,a*) 2 (G',a,pB) fiir alle G' € G und alle f > a. Da es geniigt zu zeigen, dall
eine kofinale Teilfolge konstant wird, konnen wir annehmen, daB a* = a+1 ist.

Sei y die erste Ordinalzahl, die eine groBere Machtigkeit als die Menge der Unterobjekte
von G hat. y ist eine Limeszahl und es ist B, = hmB fur alle « < y. Fassen wir die B, als
Unterobjekte von B, ., auf, so ist B, = UB Sei jetzt f: G —» B,,, ein Morphismus, der

a<y

sich nicht durch B, faktorisieren laBt. Em solcher Morphismus existiert immer, solange
B, % B,.,, was wir jetzt annechmen wollen. Wir erhalten eine Kette von Unterobjekten
f"(Ba) von G und wegen 4.7 Korollar 4 ist { “!(B,) = Uf'(B,). Sei K = {« If 1B, C

a<y
£ '(By+1)}, und sei |K| die Kardinalzahl von K. Dann ist |K| < |y| wegen der Annahme
iiber y. AuBerdem ist |x| < |y|. Nach Anhang Lemma 2 existiert dann ein f < 7 mit o < f8
fiir alle a € K, d. h. fur alle §' > B ist f ~'(By) = f ' (By), also ist f "*(B,) = f ~'(By).
Da nach unserer Konstruktion f* = §+1 ist, erhalten wir (f ~'(By),8,7) = (f ~'(Bp).B.7 + 1)

Der von f induzierte Morphismus f*: f ~'(B,) — B, Bt sich also schon zu einem Morphis-
mus g': G — B, fortsetzen, so daB das Diagramm

fﬁl(Ba) — G

1

B, — B,

kommutativ ist. Sei g: G — B,,; der von ¢ induzierte Morphismus. Dann ist g # f, aber
G-NSTBN=@-Nf"" By =0

Da B, groB in B,,, ist, ist Bi(g—f)n B, 4 0, also existiert ein Morphismus h": G -
(g-f)"'(Bilg—f) N B,), so daB G — (g—f)"'(Bi(g—f) n B,) - Bi(g—f) n B, £ 0 ist. Sei
h: G — G der von h' induzierte Morphismus. Dann ist (g—f)h # 0 und Bi((g—/f)h) € B,
Da Bi(gh) € Bi(g) € B, ist Bi(fh) € B, d.h. Bi(h) € f~'(B,). Dann muB aber (g—f)h =0
sein. Das ist ein Widerspruch zu unserer Annahme, daB B, # B, ., ist.

Wir haben in diesem Beweis zum Testen der maximalen wesentlichen Erweiterung nicht alle
Objekte der Kategorie ¥ bendtigt, sondern nur den Generator G und die Unterobjekte von
G. Daher geniigt es auch, die Injektivitdt von Objekten nur fiir die Unterobjekte von G zu
priifen.

Korollar 2. Sei ¢ eine Grothendieck-Kategorie mit einem Generator G. Sei Q € € ein Objekt,
so dap fiir alle Unterobjekte G' C G die Abbildung Hom(G,Q) — Homg(G',Q) surjektiv ist,
dann ist Q injektiv.
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Beweis: Wenn Q keine echte wesentliche Erweiterung besitzt, so ist Q nach Lemma 4
injektiv. Sei Q — A ein echter Monomorphismus. Dann existiert ein Morphismus f: G — 4,
der sich nicht durch Q faktorisieren l1d8t. Wir bilden das kommutative Diagramm

Q) — G
f'J' !
Q0 — 4.

Nach Voraussetzung existiert G — @ mit f~(Q) > Q@ =/"1(Q) > G - Q. Sei g =
G - Q — A. Dann ist g # f. Wie im letzten Absatz des vorhergehenden Beweises erhalten
wir dann Bi(g—f) n Q = 0. Also kann Q — A kein wesentlicher Monomorphismus sein.

Mit den jetzt zur Verfiigung stehenden Hilfsmitteln konnen wir zeigen, daf3 der Satz von
Krull-Remak-Schmidt-Azumaya auch fiir injektive Objekte verwendet werden kann,
so wie wir mit 4.8 Lemma 3 gezeigt haben, daB dieser Satz auf Objekte endlicher Linge
angewendet werden kann. Die Schwierigkeit ist namlich immer zu zeigen, daBl der Endomor-
phismenring von gewissen unzerlegbaren Objekten lokal ist.

Satz 3. Sei € eine Grothendieck-Kategorie mit einem Generator. Ein injektives Objekt Q aus €
ist genau dann unzerlegbar, wenn Homy(Q,Q) lokal ist.

Beweis: Wegen 4.8 Lemma 3 brauchen wir nur die eine Richtung zu beweisen. Sei also Q
unzerlegbar und injektiv. Jeder Monomorphismus f: Q — Q ist ein Isomorphismus, weil f°
ein Schnitt ist und Q unzerlegbar ist. Weiter ist jedes von Null verschiedene Unterobjekt
von Q groB. Sei ndmlich 0 + A C Q gegeben und sei Q' injektive Hiille von A. Nach Satz 1,
S)ist Q' € Q, also muB wegen der Unzerlegbarkeit von Q gelten Q' = Q, d. h. Q ist injektive
Hiille von A4. Die Nichteinheiten von Hom(Q,Q) sind die Morphismen mit von Null ver-
schiedenem Kern. Haben f,g €e Hom(Q,Q) von Null verschiedene Kerne, so ist Ke(f+g) 2
Ke(f) n Ke(g) # 0 nach 2.8 Lemma 1 und weil alle von Null verschiedenen Unterobjekte
von Q grof sind. Also ist f+ ¢ eine Nichteinheit.

Ist ein injektives Objekt als Koprodukt von unzerlegbaren Objekten dargestellt, die dann
notwendig auch injektiv sein miissen, weil sie alle auch direkte Faktoren sind, so ist diese
Darstellung im Sinne des Satzes von Krull-Remak-Schmidt-Azumaya eindeutig.
Umgekehrt ist jedoch nicht jedes Koprodukt von injektiven Objekten injektiv. Deshalb
wird es uns interessieren, unter welchen Voraussetzungen wir jedes injektive Objekt in ein
Koprodukt von unzerlegbaren Objekten zerlegen konnen und wann jedes Koprodukt von
unzerlegbaren injektiven Objekten ein injektives Objekt ist.

Wir bemerken noch, daB jede Modulkategorie eine Grothendieck-Kategoric ist und einen
Generator, nimlich den Ring R, besitzt. Deshalb gelten alle in diesem Paragraphen bewiesenen
Sétze auch in Modulkategorien.

Eine weitere wichtige Anwendung von Satz 2 werden wir spiter noch bendtigen, ndmlich
die Existenz von injektiven Kogeneratoren in einer Grothendieck-Kategorie mit einem
Generator. Allgemeiner beweisen wir dazu:

Satz 4. Sei € eine abelsche Kategorie mit einem Generator G, in der zu jedem Objekt eine
injektive Erweiterung existiert. Ist € vollstindig oder kovollstindig, so existiert in € ¢in injek-
tiver Kogenerator.

Beweis: Wir beweisen den Satz fiir den Fall, dal ¥ Koprodukte besitzt. Bei Existenz von
Produkten kann man an allen Stellen des Beweises die Koprodukte durch Produkte ersetzen.
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Da G nur eine Menge von (normalen) Unterobjekten besitzt (2.10 Lemma 1), besitzt G nur
eine Menge von Quotientenobjekten G'. Sei H das Koprodukt aller dieser Quotienten-
objekte und K eine injektive Erweiterung von H. Wir wollen zeigen, daB K ein Kogenerator
ist. Sei dazu ein Morphismus f: 4 — B in € mit f £ 0 gegeben. Dann existiert ein Morphis-
mus G — A4,s0daB G - 4 - B+ 0ist. Sei G » G’ — B die Faktorisierung dieses Mor-
phismus durch das Bild. Dann ist G’ # 0 ein Quotientenobjekt von G. Da die Injektion
G' - H ein Monomorphismus ist, existiert ein Monomorphismus G' - H — K # 0, also
ist auch G - G' > H - K £ 0. Da K injektiv ist und G’ > B ein Monomorphismus ist,
existiert ein Morphismus B — K, so daf} das Diagramm

G — G —H
N
A “— B — K

kommutativ ist. Da G - K + 0 ist, ist auch 4 - K + 0. Das beweist die Kogenerator-
Eigenschaft von K.

Korollar 3. Sei € eine Grothendieck-Kategorie mit einem Generator. Dann besitzt € einen
injektiven Kogenerator.

Beweis: Folgt aus Satz 2 und Satz 4.

Korollar 4. Sei zMod eine Modul-Kategorie und M die Menge der maximalen Ideale M von R.
Dann ist jede injektive Erweiterung von | | RIM bzw. [|R/M ein injektiver Kogenerator.
MeM Mem

Beweis: Beachten wir,daB R ein Generator in gMod ist, so fillt im Vergleich zur Konstruktion
des injektiven Kogenerators im Beweis von Satz 4 auf, daBl im Koprodukt bzw. Produkt
weniger Faktoren auftreten. Da aber in einem Ring R jedes Ideal I in einem maximalen
Ideal M enthalten ist (s. Anhang Lemma von Zorn), laBt sich jeder von Null verschiedene
Quotientenmodul von R epimorph auf einen Modul der Form R/M abbilden. Wir erweitern
also das Diagramm aus dem Beweis von Satz 4 zu einem kommutativen Diagramm

R — R — RM — H

R

wobei H das Koprodukt bzw. das Produkt der R/M ist und K eine injektive Erweiterung
von H. Der Morphismus R — K ist von Null verschieden, damit kann der Beweis von Satz 4
iibernommen werden.

Korollar 5 (Watts). Seien fMod und (Mod Modulkategorien. Sei .7 : zqMod — (Mod ein
Funktor. .7 erhilt genau dann Limites, wenn ein R —S-Bimodul gAg existiert, so daff T =
sHomg (A, —), d.-h. wenn 7 darstellbar ist.

Beweis: Ist J darstellbar, so ist die Aussage klar. Erhalte  Limites. Nach Korol-
lar 4 und 2.11 Satz 2 besitzt 7 einen linksadjungierten Funktor *7. Dann ist J B =
Homg(S,7 B) = Homg(*7 S, B) funktoriell in B, also ist .7 darstellbar. Dabei hat *7 S nach
Definition eine R-Linksmodul-Struktur. Fiir se S ist die Rechtsmultiplikation von S mit s
ein S-Linkshomomorphismus r(s). Also definiert *7 (r(s)) eine R-S-Bimodul-Struktur auf
*7(S).
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4.10 Endlich erzeugte Objekte

Sei € eine Kategorie mit Vereinigungen. Ein Objekt 4 € € heiBt endlich erzeugt, wenn
fir jede Kette {A4;} von echten Unterobjekten von 4 auch (U4, ein echtes Unterobjekt von
A ist. Ein Objekt 4 € € heiBt kompakt, wenn in jeder Familie {4;} von Unterobjekten
von A mit UA; = A eine endliche Anzahl A,,..., A, von Unterobjekten existiert, so daB
Aju...UA, = Aist.

Satz 1. Ein Objekt A € € ist genau dann endlich erzeugt, wenn es kompakt ist.

Beweis: Sei A kompakt. Sei {4} eine Kette von Unterobjekten von A4 mit | ] A; = A. Dann
existieren A4,, ..., A, in dieser Kette mit A, U ... U 4, = A. Unter diesen ist eines — etwa
A, — das groBite. Also ist A = 4,, und A ist endlich erzeugt.

Sei A endlich erzeugt. Sei B eine Menge von Unterobjekten von A4, die bei der Bildung von
Vereinigungen abgeschlossen ist und die A enthilt. Sei 18 die Teilmenge von B, die auBler 4
alle Elemente von 8 enthilt. Da A endlich erzeugt ist, erfiillen B und I die Voraussetzungen
4.7 Lemma 1. Ist UA,- = A fir Objekte A;€ B, so existieren also endlich viele 4,...., 4,
mit A, U...U A4, = 4, d h. 4 ist kompakt.

Mit diesem Satz werden ein algebraischer Begriff (endlich erzeugt) und ein topologischer
Begriff (kompakt) miteinander in Beziehung gesetzt. Dabei ist zu bemerken, dal3 die in der
Algebra iibliche Definition von endlich erzeugten Objekten zwar mit Elementen gegeben
wird (3.4 und Aufgabe 14), daB aber bei Beweisen nur die Bedingung der hier gegebenen
Definition verwendet wird. Sie 1Bt auch leicht die Anwendung der Grothendieck-
Bedingung zu.

Korollar 1. Sei A ein Modul iiber einem Ring R. A ist genau dann im algebraischen Sinne
endlich erzeugt, wenn A im kategorietheoretischen Sinne endlich erzeugt ist.

Beweis:Ist A = Ra; + Ra, + ... + Ra,, d.h.ist A im algebraischen Sinne endlich erzeugt,
und ist {4;} eine Kette von Untermoduln von 4 mit (U4, = 4, so existiert zu jedem a; ein
A, mit a;€ A,. Sei | = max({k), so ist ;e 4, firalle j = 1,...,n, also ist 4 = 4,.

Ist jetzt A im kategorietheoretischen Sinne endlich erzeugt, so ist A kompakt. Sei {g;} ein
Erzeugendensystem fir A, d.h. sei A = (URa, so ist A = Ra, U ... URa, fiir geeignete
a,,...,a, A ist also im algebraischen Sinne endlich erzeugt.

Sei ¢ wieder eine abelsche kovollstindige Kategorie.

Lemma 1. Sei f: A — B ein Epimorphismus in €. Ist A endlich erzeugt, so ist auch B endlich
erzeugt.

Beweis: Sei {B;} eine Kette von Unterobjekten von B mit (B, = B. Seien A, = / ~'(B)).
Dann ist f(\UA4,) =f(Uf“(Bi)) = UB,~ = B. Da f ein Epimorphismus ist und der Kern
von fin \JA, enthalten ist, ist UA,. = A, was man mit dem 3 x 3-Lemma sofort sieht. AuBer-
dem folgt A; € A;aus B; € B, d. h. {4;} ist eine Kette von Unterobjekten von 4. Da A4 endlich
erzeugt ist, ist A; = A fir ein i. Aber B; = f(A4,) = f(A) = B, also ist B endlich erzeugt.
Wir nennen ein Objekt A€ % transfinit erzeugt, wenn in A eine Menge von endlich
erzeugten Unterobjekten A; existiert, so daB UA; = A.

Lemma 2. Hat € einen endlich erzeugten Generator, so ist jedes Objekt transfinit erzeugt.

Beweis: Sei 4 € 4. Da nach 2.10 Lemma 2 fiir jedes echte Unterobjekt A" C A ein Morphis-
mus G — A existiert. der sich nicht durch 4’ faktorisieren 1dBt. ist der durch alle Morphismen
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aus Hom(G,A) induzierte Morphismus [ [ G — A4 ein Epimorphismus, wobei im Kopro-
dukt soviele Faktoren genommen werden, wie Homg(G,A) Elemente hat. Das Bild muf3
namlich mit 4 iibereinstimmen. Also ist A = UA', wobei die A’ die Bilder der Morphismen
G — A sind. Da G endlich erzeugt ist, sind die A’ nach Lemma 1 endlich erzeugt. Daher ist
A transfinit erzeugt.

Satz 2. Sei € eine Grothendieck-Kategorie. Sei A € € transfinit erzeugt. Dann ist A direkter
Limes von endlich erzeugten Unterobjekten.

Beweis: Wir werden zeigen, daB die Vereinigung von endlich vielen endlich erzeugten
Unterobjekten von 4 wieder endlich erzeugt ist. Ist dann 4 = UA,~ und fiir jede endliche
Teilmenge E der Indexmenge Ap = UA,., so bilden diese (endlich erzeugten) A eine ge-

1€
richtete Familie von Unterobjekten von A, und es ist A = UAE.

Seien B und C endlich erzeugte Unterobjekte von A. Sei {D,} eine Kette von Unterobjekten
von Bu C mit UD, = Bu C. Dann ist (UD,)n C = C und (D)) »n B = B. Wegen der
Grothendieck-Bedingung ist dann U(D,-nC) = C und U(D,.nB) =B. Da B und C
endlich erzeugt sind, existiert also ein j mit D;nC = Cund D;n B = B,d.h. D; 2 B und
D; 2 C. Damit ist D; = Bu C und B u C endlich erzeugt. Durch Induktion zeigt man, dal3
alle endlichen Vereinigungen von endlich erzeugten Unterobjekten endlich erzeugt sind.

Lemma 3. Seien € eine Grothendieck-Kategorie und A €€ endlich erzeugt. Sei f: A — UB,-
ein Morphismus in €. Dann existieren B,,...,B,, so daf sich f durch B, ® ... ® B, — ]_[Bi
faktorisieren ldft.

Beweis: Sei B =[]B,, und fiir jede endliche Teilmenge der Indexmenge sei By = ® B;.
ieE

Die B, bilden dann eine gerichtete Familie von Unterobjekten von B und es ist B = \JB;.
Sei Ap = f '(Bg). Dannist 4 = f~'(B) = f " (UBp) = U "(By) = UA,. Da 4 kompakt
ist,ist A = Ag, U ... U Ag. Damitist f(4) = f(Ag) U ... Uf(Ag) S By, U...UBg C By =
B,®..®B,

Vergleichen wir die Definition eines noetherschen Objekts mit einem endlich erzeugten
Objekt, so ist klar, daB jedes noethersche Objekt endlich erzeugt ist. Die Umkehrung gilt
nicht immer. Eine Grothendieck-Kategorie mit einem noetherschen Generator nennen
wir lokal noethersch. Eine Modulkategorie iiber einem noetherschen Ring R (d.h. R
ist noethersch in gMod) ist lokal noethersch. Wir wollen einige Eigenschaften der lokal
noetherschen Kategorien untersuchen.

Satz 3. a) In einer lokal noetherschen Kategorie ist das Koprodukt von injektiven Objekten
injektiv.

b) Sei € eine Grothendieck-Kategorie, in der alle Objekte transfinit erzeugt sind und in der
jedes Koprodukt von injektiven Objekten injektiv ist. Dann ist jedes endlich erzeugte Objekt
noethersch.

Beweis: a) Seien G € ¢ ein noetherscher Generator und {Q,} eine Familie von injektiven
Objekten in €. Sei G’ € G ein Unterobjekt von G. Da G noethersch ist, ist G’ noethersch,
also endlich erzeugt. Sei ein Morphismus f: G' — | [Q; gegeben, den wir auf G fortsetzen
wollen. Dann 148t sich f nach Lemma 3 durch eine direkte Summe Q, @ ... @ Q, faktori-
sieren. Diese ist als Produkt von injektiven Objekten injektiv. Also 148t sich der Morphismus
G - Q, ®...® Q, auf G fortsetzen. Damit ist aber auch f auf G fortgesetzt worden. Nach
4.9 Korollar 2 ist | [Q; damit injektiv.
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b) Sei B ein endlich erzeugtes Objekt in 4. Um zu beweisen, daBl B noethersch ist, geniigt
es zu zeigen, daB jede aufsteigende Folge A, € A, C ... von Unterobjekten von B konstant
wird. Sei 4 = UA; und Q; injektive Hiille von A/A4,. Die Morphismen A — A/A; - Q,
definieren einen Morphismus 4 — []Q,. Da 4 transfinit erzeugt ist, ist 4 = UCj mit endlich
erzeugten Unterobjekten C;. Esist C; = (UA,») NnC;= U(A,. n C)). Da C;endlich erzeugt ist,
ist C; = A; n C; flir ein iy. Also ist C; C A, fiir alle i 2 iy, d.h. C; = 4 — Q, = 0 fiir alle
i > iy. Damit 146t sich C; > A - []Q; durch 0, @ ... ® Q,, faktorisieren. Jeder Mor-
phismus C; - A4 — []Q; 1Bt sich also durch [19; faktorisieren. Da 4 = UCj, 1aBt sich
A - []Q; durch 110; faktorisieren. Nach Voraussetzung ist 110: injektiv. Also 14Bt sich
A — ]]O; auf B fortsetzen:

A —— B

|

UQ: I nQ:

Da B endlich erzeugt ist, 1dBt sich B — []Q; durch eine direkte Summe Q, @ ... ® Q,
faktorisieren. Dasselbe gilt dann auch fiir 4 und wir erhalten 4 - [[Q;=4 > 0, ® ... ®
0, — [] Q. Damit ist fiir fast alle i der Morphismus A - Q, = 4 - [[Q; = Q; = 0. Das
bedeutet, daB fiir fast alle i gilt A = A4,

Korollar 2. In einer lokal noetherschen Kategorie sind alle endlich erzeugten Objekte noethersch.
Beweis: Wegen Lemma 2 sind alle Objekte in € transfinit erzeugt.

Korollar 3. Sei R ein Ring. R ist genau dann noethersch, wenn in gMod jedes Koprodukt von
injektiven Moduln injektiv ist.

Beweis: Ist R noethersch, so ist gkMod lokal noethersch. Ist umgekehrt jedes Koprodukt
von injektiven Moduln injektiv, so ist R als endlich erzeugtes Objekt noethersch.

Lemma 4. Sei 6 eine lokal noethersche Kategorie. Dann enthdlt jedes injektive Objekt ein
unzerlegbares injektives Unierobjekt.

Beweis: Ein Objekt A €% heiBt koirreduzibel, wenn fiir Unterobjekte B,C € A mit
B~ C = 0 immer gilt: B = 0 oder C = 0. Ist 4 koirreduzibel, so ist die injektive Hiille Q(4)
von A unzerlegbar. Ist ndmlich Q(4) = Q' @ Q",s0ist Q' N Q" =0 =(Q' N A)n(Q" N A).
Alsoist Q' A = 0 oder Q"N A = 0. Da A4 groB in Q(A) ist, ist daher Q' = 0 oder Q" = 0.
Sei Q € € ein injektives Objekt, und sei Q # 0. Da Q transfinit erzeugt ist, enthélt Q ein von
Null verschiedenes endlich erzeugtes Unterobjekt A. Da % lokal noetherschist, ist A noethersch.
Ist A nicht koirreduzibel, so existieren von Null verschiedene Unterobjekte A, und B, von 4
mit A, n B, = 0.Ist 4, nicht koirreduzibel, so existieren von Null verschiedene Unterobjekte
A, und B, von A; mit A, n B, = 0. Durch Fortsetzung dieses Prozesses erhalten wir eine
aufsteigende Folge B, C B, @ B, C ... von Unterobjekten von A. Diese Folge muf3 abbrechen,
da A noethersch ist, also miissen wir bei dieser Konstruktion nach endlich vielen Schritten
auf ein von Null verschicdenes koirreduzibles Unterobjekt A’ von Q stoBen. Die injektive
Hiille von A’ ist ebenfalls ein Unterobjekt von Q und nach dem oben Bemerkten unzerlegbar.

Mit diesen Hilfsmitteln und mit dem Satz von Krull-Remak-Schmidt-Azumaya
konnen wir jetzt Strukturaussagen iiber injektive Objekte in lokal noetherschen Kategorien
machen. Wir verweisen dazu noch einmal auf 4.9 Satz 3 und die im Anschluf3 daran gemachten
Bemerkungen.
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Satz 4 (Matlis). Sei € eine lokal noethersche Kategorie. Jedes injektive Objekt Q aus € lifst
sich in ein Koprodukt von unzerlegbaren injektiven Objekten zerlegen:Q = ]_l Q. Ist

Q= ]_JQJ eine weitere Zerlegung von Q in unzerlegbare injektive Objekte Q, so extstzert eine

Byektton @: 1 = J,sodap fir alleiel gilt: Q; = Q.

Beweis: Es geniigt, die erste Behauptung zu zeigen. Die zweite folgt aus 4.8 Satz und 4.9
Satz 3. Da in € ein Generator existiert, hat Q nur eine Menge von Unterobjekten. Wir be-
trachten Familien {Q;} von unzerlegbaren injektiven Unterobjekten von Q mit der Eigenschalft,
daB g, =11 Q; als Unterobjekte von Q. Nach dem Lemma von Zorn existiert eine maximale
Familie {Q;}. Sei Q' =[] Q;. Da Q' nach Satz 3 injektives Unterobjekt von Q ist, ist Q =
Q' @®Q" Ist Q"+ 0, so enthdlt Q" ein unzerlegbares injektives Unterobjekt Q* und
{Qi} U {Q*} erfillt die Bedingungen fiir die oben definierten Familien von Unterobjekten
im Widerspruch zur Maximalitdt von {Q;}. Alsoist @ = Q' =[] Q.

Satz 5.(Austauschsatz). Seien € eine lokal noethersche Kategorie, {Q;};., eine Familie von
unzerlegbaren injektiven Objekten in € und Q' ein injektives Unterobjekt von Q = | |Q;. Dann
iel
existiert eine Teilmenge K C I, so daB[]Q, ® Q' = Q.
ieK
Beweis: Wir betrachten die Teilmengen J C I mit der Eigenschaft, daB Q' n][]Q; = 0.
ieJ
Unter diesen existiert nach dem Lemma von Zorn eine maximale Teilmenge K.
Q" = Q' ® [ [Q; ist dann ein injektives Unterobjekt von Q. Fiir alle Q; gilt dann Q" n Q; 0.
ieK
Da die Q; unzerlegbar injektiv sind, sind sie die injektive Hiille von 4; = Q" n Q,. Wir wollen
zeigen, daB Q die injektive Hiille von Q" ist, also Q = Q" gilt.
Zunichst ist Q;, @ Q,, wesentliche Erweiterung von A;, U A;,. Ist ndmlich B # 0 ein Unter-
objekt, soist das Bild von Bbei Q;, @ Q;, 4 Q;, oderbei Q;, @ Q;, % Q,, von Null verschieden.
Sei B' % 0 das Bild von Bin Q; . Dann ist B' N A4;, % 0. In 2.8 Lemma 2 ist der Morphismus
g, also auch f~'(D) n C - f(C) N D ein Epimorphismus. Daher ist B, = B f~'(4;) # 0.
Istg(B,) % 0,s0ist B, n g~ '(4;,) + 0.Dannist B (4;, U A;)=Bnf '(4;)ng (A4, $0.
Ist aber g(B,) = 0, s0 ist B, € Q;, und B, n 4; # 0. Damit ist

Bn(A;, VA 2BNf " (A4,)n A, + 0.

Durch Induktion zeigt man, dall direkte Summen Q, von den unzerlegbaren injektiven
Objekten Q; wesentliche Erweiterung von endlichen Vereinigungen A der A; mit derselben
Indexmenge sind. Die Q, und die A; bilden eine gerichtete Familie von Unterobjeklen von
Q. Esist Q" = Q" n( 6 > U Q" nQ)= UA UAE Sei C # 0 ein Unterobjekt von
Q= UQ,;. Dann ist ( QE)mC = (@, 0) = C, also ist QEr'\C # 0 fiir ein E. Dann
ist AznC 4 0. Aber Q"N C2(UJdapnC= U(AE n C) £ 0 bedeutet, dal Q" groBes
Unterobjekt von Q ist.

Wegen Korollar 2 geiten die letzten beiden Sdtze in jeder Modulkategorie iiber einem
noetherschen Ring.
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4.11 Modulkategorien

Wir wollen in diesem Paragraphen die zu den Modulkategorien dquivalenten abelschen
Kategorien charakterisieren. Da wir dabei gleichzeitig die Aquivalenzen zwischen Modul-
kategorien bestimmen werden, werden wir eine gewisse Ubersicht iiber die Aquivalenzen
erhalten. In diesen Zusammenhang gehdren auch die Sdtze von Morita, die wir im néchsten
Paragraphen fiir die Diskussion der Sitze von Wedderburn iiber halbeinfache und ein-
fache Ringe verwenden werden.

Ein projektives Objekt P in einer abelschen Kategorie heiBe endlich, wenn der Funktor
Homg (P, —) Koprodukte erhilt.

Lemma 1. Jedes endliche projektive Objekt P in ¥ ist endlich erzeugt. Ist € eine Grothendieck-
Kategorie, so ist jedes endlich erzeugte projektive Objekt P in € endlich.

Beweis: Sei {P,} eine Kette von Unterobjekten von P mit {J P, = P. Dannist [ [P, » P ein
Epimorphismus, also existiert ein Morphismus p: P — [ [ P; mit P — [1P; = P = 1. Aber
peHomy(P,][P) = [[Hom¢(P,P;) hat die Form p=p, + ..+ p, Also ist auch

P5P,®..®P,—P =1, Damit ist |JP, = P. Da die P, eine Kette bilden, ist P = P,
i=1

fur ein i.

Sei 4 eine Grothendieck-Kategorie. Dann liBt sich jeder Morphismus f: P — [ | 4, durch
eine endliche Teilsumme A, @ ... ® 4, wegen 4.10 Lemma 3 faktorisieren, da P endlich
erzeugt und projektiv ist. f induziert einen Morphismus g: P — [] 4; in Homg(P,[] 4) =
[1Homg(P,4,). Da € eine Grothendieck-Kategorie ist, ist | [ 4, »[] 4;, also auch
Hom¢(P,[ [ 4) » Homg (P, [] 4;) ein Monomorphismus. Wegen

Homg(P,[] 4) = [] Hom,(P, 4))

konnen wir f als Element von [| Homg(P,A,) auffassen. Da sich f durch 4, @ ... @ 4,
faktorisieren 148, ist p;g: P - A, nur fiir endlich viele i von Null verschieden, d. h. f hat in
[T1Homg(P.A;) nur endlich viele von Null verschiedene Komponenten. Daher liegt f in
der Untergruppe | | Homg (P, 4;) von [ ] Homg(P, 4;). Umgekehrt 14Bt sich jedes Element aus
[IHom(P,A,) aufgefaBt als Morphismus von P in [14; durch eine direkte Summe von
Ajs faktorisieren, liegt also in Homg(P, | | 4,). Damit ist gezeigt, daB bei dem Isomorphismus
[THom¢(P,A4,) = Homg(P, [] 4,) die Untergruppen | | Hom¢ (P, 4;) bzw. Homg(P, ][4,
isomorph aufeinander abgebildet werden.

Ein endlicher projektiver Generator heilt Progenerator. Wir konnen jetzt die Modul-
kategorien unter den abelschen Kategorien (bis auf Aquivalenz) charakterisieren.

Satz 1. Sei € eine abelsche Kategorie. Es existiert genau dann eine Aquivalenz F 1 € — Mod R
zwischen € und einer K ategorie von Rechts-Moduln, wenn in € ein Progenerator P und beliebige
Koprodukte von Kopien von P existieren. Ist F eine Aquivalenz, so kann P so gewdhit werden,
daff Homy(P,P) =~ R und # =~ Homg(P,—) ist.

Beweis: Sei P ein Progenerator in 4. Dann ist Homg (P, —): € — Modg mit R = Homg(P,P)
definiert wieHomg (P, —): ¥ — Ab,nurdaBdieabelschen Gruppen Homg (P, A)eine R-Rechts-
Modul Struktur tragen vermoge der Verkniipfung von Morphismen aus Hom (P P) und aus
Hom(P,A). Ein Morphismus f: A — B definiert dann einen R-Homomorphismus

Homg(P,A) - Hom¢(P,B).
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Der Funktor Homg(P, —) definiert einen Isomorphismus
Homg(P,P) =~ Homg(Hom(P,P), Hom(P,P)).

Zunichst ist Homg (P, — ) treu, weil P ein Generator ist. Ist jetzt f: Homg(P,P) - Hom/(P, P)
ein R-Homomorphismus und g =f(1p), so ist f(r)=f(p-r)=f(p)r=gr=
Homg/(P,g)(r), d. h. Homg (P, —) ist in diesem Falle surjektiv. Da P endlich projektiv ist, ist
fir Familien {P;},, und {P;},, mit P, = P = P;

Homg ([P, [[P) =[] [[Hom¢(P,P;) =[] [[Homg(R;,R)) = Homg ([ [R,,[[R)),

iel jeJ iel jeJ iel jeJ iel jed

wobei R; = Homg(P,P)) = R, R; = R und der Isomorphismus von Homg(P, —) induziert

wird. Daher induziert der Funktor Homy(P, —) eine Aquivalenz zwischen der vollen Unter-

kategorie der Koprodukte von Kopien von P in € und der vollen Unterkategorie der Ko-

produkte von Kopien von R in Modj (2.1 Satz 4).

Zu jedem A €% existiert ein Epimorphismus [ [P, » 4. Deswegen kénnen wir fiir jedes
iel

A € € eine exakte Folge
[IP;41]P;»A>0
und entsprechend fiir jedes B € Mody eine exakte Folge
IR, 21IR, - B -0

konstruieren, wobei die Indexmengen {i} = I bzw. {j} = J natiirlich von 4 bzw. B abhéngen.
A bzw. B sind als Kokerne durch f bzw. g eindeutig bis auf Isomorphie bestimmt. Wenden
wir auf die erste Folge den Funktor Hom (P, —) an, so erhalten wir eine exakte Folge von
der Form der zweiten Folge, weil P projektiv ist, also Homg (P, —) exakt ist. g hat dann die
Form Hom(P, f). Zu jedem B existiert ein g = Homg (P, f). Daher ist B = Homg (P, Kok(f)).

Jeder Morphismus ¢: 4 —» A’ in € induziert ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

]_[le—»]_[Pi——»A—vo

L

e, L 1ipe — 4 —o0,

da die Koprodukte von Kopien von P projektiv sind. Entsprechend erhalten wir fiir jeden
R-Homomorphismus z: B — B’ ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen:

LRr; L [IR, = B =0

PR
1[R; % [|R: — B —0.

Das Paar (x,y) hat die Form (Hom(P,a), Hom¢(P,b)). Weiter ist ¢ durch (a,b) eindeutig
bestimmt, ebenso wie z durch (x,y) eindeutig bestimmt ist als Morphismus zwischen Ko-
kernen. Damit ist z = Homg(P,c¢), d. h. Homg(P, —) ist voll. Da P ein Generator ist, ist
Homg (P, —) auch treu, also Isomorphismus auf allen Morphismenmengen.

Damit sind die Voraussetzungen fiir 2.1 Satz 4 erfiillt, und Hom,(P, —) ist eine Aquivalenz
von Kategorien.
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Sei # : 6 — Modg eine Aquivalenz von Kategorien und 4: Mody — % die zugehdrige inverse
Aquivalenz. Dann ist 4 linksadjungiert zu .Z. Also ist Hom(9R, —) = Homg(R,# —) = #
als Funktoren. Weiter ist R = Homg(R,R) = Homy(9%R,9R). Da R in Mod, ein Pro-
generator ist, ist auch 4R in % ein Progenerator. Damit ist der Satz bewiesen.

Die kategorischen Eigenschaften von Modulkategorien sind nach diesem Satz auch in
kovollstindigen abelschen Kategorien mit einem Progenerator erfiillt. Speziell gilt:

Korollar 1. Eine kovolistindige abelsche Kategorie mit einem Progenerator ist eine Grothen-
dieck-Kategorie und besitzt einen injektiven Kogenerator.

Seien R, S, und T Ringe und gA4s, sByund xC; Bimoduln. Bezeichnen wir die R — S-Bimodul-
Homomorphismen mit Homg_(—,—), so verifiziert man leicht, daB die Adjungiertheit des
Tensorprodukts zum Hom-Funktor auch entsprechende Operator-Bereiche beriicksichtigt,
so daB wir einen in den Bimoduln A, B und C funktoriellen Isomorphismus erhalten

Homg_1(rA® s By, gCr) = Homg_ 1 (sBr,sHomg(rAs, 2 Cr)7)

wobei wir die Operatorenbereiche jeweils explizit angegeben haben. Dabei ist fiir
feHomg(gAs,zCr), a€ A, seS und te T: (sft)(a) = (f(as)t, also Homg(gAs,xCyr) ein
S — T-Bimodul.

Satz 2 (Morita). Seien Ringe R und S und ein R — S-Bimodulg P geyeben. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent :

a) Der Funktor P ® s — :sMod — Mod ist eine Aquivalenz.

b) Der Funktor — ® y P: Mod, — Mody ist eine Aquiralenz.

¢) Der Funktor Homg (P, —):xMod — jMod ist eine Aquivalenz.

d) Der Funktor Homg(P, —): Modg — Mody, ist eine Aquivalenz.

e) xP ist ein Progenerator und die Multiplikation von S auf P definiert einen Isomorphismus
S = Homg(P,P)°.

f) Pg ist ein Progenerator und die Multiplikation von R auf P definiert einen Isomorphismus
R = Homg(P, P).

Beweis: Die Aquivalenz von d) und f) wurde in Satz 1 gezeigt. Die Aquivalenz von ¢) und e)
folgt symmetrisch, wenn wir beachten, dafB} nach unserer Definition Endomorphismenringe
immer von links operieren, wihrend S auf P von rechts operiert.

Die Aquivalenz von a) und c) bzw. von b) und d) erhalten wir, weil die Funktoren P ® —
bzw. — ®j P linksadjungiert sind zu den Funktoren Homg (P, —) bzw. Homg(P, —).

Um die Aquivalenz von e) und f) zu zeigen, bendtigen wir einige Vorbemerkungen. Der Bi-
modul ,Pg ist genau dann ein Generator in Modg, wenn ein Bimodul ¢Q und ein Epimor-
phismus Q ® g P — S von S—S-Bimoduln existiert. Wenn P nidmlich ein Generator ist.
wihlen wir fir Q = Homg(P,S) und die Auswertung als Homomorphismus. Ist Q ® x P —» S
ein Epimorphismus, so existiert ein Epimorphismus ]_]Pq — Smit P, = P.Da S ein Generator
€

ist, ist auch P ein Generator. e

Seien P, sQr = Homg(P,S)und R = Homg(P, P) gegeben. Dann existiert ein R — R-Homo-
morphismus ¢: P ®sQ — R, der durch ¢(p ® q)(p') = py(p’) definiert ist, wobei q(p) e S.
P ist genau dann endlich erzeugt und projektiv, wenn ¢ ein Epimorphismus ist. Wenn ndmlich
P endlich erzeugt und projektiv ist, und wenn {p,,...,p,} ein Erzeugendensystem von P ist,
dann existiert ein Epimorphismus g: e, S ® ... ® ¢,S - P mit ¢;— p, und ¢;S = S. Da P
projektiv ist, existiert ein Schnitt f: P — e, S @ ... @ ¢,S. Dieser induziert Homomorphismen
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fii P> S.Dannistp=gf(p) =Y glefi(p) = Y p:fi(p) fiiralle pe P,d. h. o (3 p; ® q;) = 1.
Da ¢ ein R— R-Homomorphismus ist, ist ¢ ein Epimorphismus. Ist umgekehrt ¢ ein Epi-
morphismus, so existieren endliche Familien {p;} und {f;} mit p =Y p.f(p) fiir alle pe P.
Sei {e;} eine endliche Familie von Elementen mit derselben Indexmenge, so definieren wir
P->e,S®...®e,Sdurchp Y e fi(p)und e, S P ... ® e,S — P durch e; — p;. Dann ist
(P->e;S®...De,S > P)= lp, also ist P endlich erzeugt. Da ¢, S @® ... ® ¢,S projektiv
ist, ist auch P projektiv.

Sei jetzt ) erfillt. Dann haben wir einen Epimorphismus P ® ¢Q — R. Also ist gP ein Gene-
rator. Auflerdem induziert dieser Epimorphismus einen Homomorphismus @ — Homg(P,R)
von S—R-Bimoduln. Da Q ®zP — S ein Epimorphismus ist, kommt 1 €S im Bild dieses
Homomorphismus vor. Also kommt 1, e Homg(P,P) im Bild von Homg(P,R) ®gP —
Homg(P,P) vor. Dieser Homgk(P, P)—Homg (P, P)-Homomorphismus ist ein Epimorphis-
mus. Daher ist P endlich erzeugt und projektiv, also ein Progenerator. Wir miissen noch
zeigen,da3 § = Hompg (P, P)° ist bei dem durch die Rechts-Multiplikation induzierten Homo-
morphismus. Ist ps = Ofiirallepe P,soists = Ls =) fi(p)s = Y fi(p;s) = 0. Istfe Homg(P, P),
so st f(p) =f(ply) = (L pfip) =f (T o0 @ /p)) = X 0 @ () = p(L(Sf PI)-

Damit ist e) erfiillt. Symmetrisch zeigt man, daB f) aus e) folgt.

Wir nennen P einen R—S-Progenerator, wenn P eine der dquivalenten Bedingungen von
Satz 2 erfiillt.

Lemma 2. Seien & und % additive Funktoren von fMod in sMod. Sei n:F — 4 ein funktoriel-
ler Morphismus. Ist n(R): F (R) —» 9(R) ein Isomorphismus, so ist n(P): F (P) — 4(P) ein
Isomorphismus fiir alle endlich erzeugten projektiven R-Moduln P.

Beweis: Esist P@P = R® ... ® R = R". Da & und ¢ additiv sind, ist #(R"): # (R") -

%(R" ein Isomorphismus, denn #(R") = (¥ (R))" und %(R") = (4(R))". Die Injektion
P — R" und die Projektion R" — P induzieren ein kommutatives Diagramm

F(P)» F(R") > 7 (P)
{ | |

P) > 9(R") - 4(P),

N

in dem der mittlere Morphismus ein Isomorphismus ist. Das linke Quadrat impliziert, dal
n(P) ein Monomorphismus ist, das rechte, daB #(P) ein Epimorphismus ist.

Dieses Lemma gilt natiirlich auch dann noch, wenn & und 4 Bifunktoren sind und wir die Be-
trachtung auf das cine Argument beschrianken. Zwei Anwendungen dieses Lemmas sind der
funktorielle Morphismus A ® gz B3a ® b — (f — f(a)b) e Homz(Homg(A4,R),B), der funk-
toriell in 4 und in B ist und der funktorielle Morphismus

Homg(A,R) ® g B3f® b+~ (a— f(a)b)e Homg(A,B),

der auch in 4 und in B funktoriell ist. Bei diesen funktoriellen Morphismen ist ndmlich
R @z B =~ Homg(Homg(R,R),B) und Homg(R,R) ® x B = Homg(R,B). Speziell sind fiir
einen R —S-Progeneratorg P folgende Funktoren isomorph:

P ®5— = Homg(Homg(P,S), —),
— ®g P = Homgz(Homg(P,R), —),
Homg(P,—) @ —®sHomg(P,S),
Homg (P, —) = Homg(P,R) ®p —.
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Korollar 2. Sei P ein R— S-Progenerator. Sei Q = Homg(P, R). Dann gilt :

a) Q ist ein S — R-Progenerator.

b) Q =~ Homg(P,S) als S — R-Bimoduln.

¢) Zentrum (R) =~ Zentrum (S).

d) Der Verband B (gxP) der R-Untermoduln von P ist isomorph zum Verband B(sS) der Links-
Ideale von S. Entsprechend gilt

B(Ps) = B(Rg), B(Qr) = B(Ss), B(;Q) = B(rR)
und B(gPs) = B(sSs) = B(xRr) = B(5Qr)-

Beweis: a) Nach Lemma 2 ist Homg(Q, —): Mod; — Mod; eine Aquivalenz von Kate-
gorien.

b) P ®s — ist adjungiert zu Homg(P, —). Nach vorausgegangener Bemerkung ist daher
Homg(Homg(P,S), —) adjungiert zu Q ®z —. Aber auch Homg(Q, —) ist adjungiert zu
Q ® g—. Also ist Q = Homg(P,S) als S-Moduln. Da R® Endomorphismenring von ¢Q als
auch von sHomg(P,S) ist, ist der Isomorphismus ein S — R-Isomorphismus.

¢) Wir zeigen, dafl zwischen den Elementen des Zentrums 3(R) und den Endomorphismen
des Identitdtsfunktors .# von Mod eine Bijektion existiert, die mit der Addition von funk-
toriellen Morphismen bzw. von Elementen aus 3(R) ebenso wie mit der Multiplikation in
3(R) bzw. der Verkniipfung von funktoriellen Morphismen vertréglich ist. Da zwischen den
Endomorphismen des Identitidtsfunktors auf zMod und den Endomorphismen des Identitéts-
funktors auf jMod eine alle Verkniipfungen erhaltende Bijektion existiert, ist dann c) gezeigt.
Sei p: & — 4 ein Endomorphismus des Identitdtsfunktors auf zMod. p bestimmt einen
R-Homomorphismus p(R): R — R. Sei r, = p(R)(1), dann ist p(R)(r) = rp(R)(1) = rr,. Fir
jeden R-Modul A und jeden R-Homomorphismus f: R — A erhalten wir ein kommutatives
Diagramm o(R)

R R
il
4P
Daher ist fp(R)(1) = p(A) f(1), d. h. fiir alle ae 4 ist p(A)(a) = r,a, da f immer so gewidhlt
werden kann, daB f (1) = a (R ist Generator!). Fiir alle re R ist rr, = p(R)(r) = r,r, also ist
r,e 3(R). Sind py.py: # — .9 gegeben, so ist (p, + p;)(R)(1) = (p,(R) + p,(R)(1) =
p1(R)(1) + p2 (R)(1) und (p; p2)(R)(1) = p(R)p2(R)(1) = (p(R}(1))(p, (R)(1)). Umgekehrt
definiert die Multiplikation mit einem Zentrumselement einen R-Endomorphismus fiir
jeden R-Modul A. Diese R-Endomorphismen sind mit allen R-Homomorphismen vertausch-
bar, definieren also Endomorphismen von .#. Diese Zuordnung ist invers zu der oben an-
gegebenen Zuordnung.

d) Die Aquivalenz Homg (P, —) erhiilt die Verbinde von Unterobjekten. Da Homg(P,P) = S,
folgt die erste Behauptung. Multiplikation mit Elementen aus S definiert R-Homomorphis-
men von P. Diese werden von Homg (P, —) als Multiplikation erhalten, denn fiir 5,5 € S, die
sowohl als Elemente aus S als auch als Rechtsmultiplikatoren von P aufgefalit werden, ist
Homg(P,s)(s) =s-s = (s's) wegen S = Homg(P.P)’. Bei dem angegebenen Verbands-
isomorphismus gehen R —S-Untermoduln von P in §—S-Untermoduln von S iiber. Um-
gekehrt gehen bei der inversen Aquivalenz die S—S-Untermoduln von S iiber in die R —S-
Untermoduln von P, denn es ist auch Homg(S,S)° = S. Die iibrigen Verbandsisomorphismen
folgen durch Symmetrie.



4.12 Halbeinfache und einfache Ringe 157

Wir bemerken noch, daB Homg(Q,R) = Homg(Q,S) = P als R—S-Bimoduln gilt wegen
der auf Lemma 2 folgenden Bemerkungen. Aus denselben Griinden ist P ®sQ =~ R als
R — R-Bimoduln und Q ® x P = S als S — S-Bimoduln.

4.12 Halbeinfache und einfache Ringe

Neben vielen anderen Anwendungen der Sitze von Morita (Frobenius-Erweiterungen,
Azumaya-Algebren) ist die Strukturtheorie der halbeinfachen und einfachen Ringe eine
der bekanntesten Anwendungen dieser Theorie. Wir wollen sie hier, soweit sie kategorie-
theoretisch interessant ist, darstellen.

Sei R ein Ring. R heifit artinsch, wenn R als Objekt in ;Med artinsch ist. Ein Links-Ideal
(= R-Untermodul in zMod) 4 von R heiBt nilpotent, wenn 4" = 0 fiir einn > 1. Der Ring
R heiBt halbeinfach, wenn R artinsch ist und auer den Nullideal keine nilpotenten Links-
ideale besitzt. Der Ring R heifit einfach, wenn R artinsch ist und kein von Null und R
verschiedenes zweiseitiges Ideal (= R — R-Untermodul) besitzt.

Lemma 1. Jeder einfache Ring ist ein halbeinfacher Ring.

Beweis: Sei A # 0 ein nilpotentes Ideal im einfachen Ring R. 4" = 0 ist dquivalent zu der
Aussage, daB fiir jede Folge a4, ...,a, von Elementen von 4 gilt: a, ... a, = 0. Wir zeigen, daB}
C= z A fiir alle nilpotenten Ideale 4 ein zweiseitiges Ideal ist. Es geniigt zu zeigen, dafl
fir jedes ae A und re R das Element ar in einem nilpotenten Ideal liegt. Es ist ar € Rar und
(riar)...(r,ar) = (rya)(rrya) ... (rr,a)r = Or = 0, also ist (Rar)" = 0. Wegen A4 + 0 ist auch
C # 0. Da R einfach ist, ist R = C, also ist 1€ C. Daraus folgt, daB 1e 4, + ... + A4, fur
gewisse nilpotente Ideale. Die Summe zweier nilpotenter Ideale 4 und B ist wieder nilpotent.
Ist ndmlich 4" =0, so ist (a,b,)...(a,b,) = a;(b,a;)...(b,_,a,)b, = 0. Damit ist A + B
nilpotent. Wir haben gezeigt, daB 1 € R Element eines nilpotenten Ideals ist, da also 1" = 0
ist. Dieser Widerspruch entstand aus der Annahme, daB R ein von Null verschiedenes nil-
potentes Ideal besitzt. Also ist R halbeinfach.

Lemma 2. Ist R ein halbeinfacher Ring, so ist jedes Ideal von R direkter Summand.

Beweis: Weil R artinsch ist, existiert in der Menge der Ideale, die nicht direkte Summanden
von R sind, ein minimales Element A (falls diese Menge nicht leer ist). Besitzt A ein echtes
Unterideal B C A, so ist B direkter Summand in R, es existiert also ein Morphismus R — B,
so daB B— 4 > R — B = 1 ist. Damit ist B auch direkter Summand in 4 und es ist
A= B®C. Auch C ist direkter Summand von R. Die Morphismen R - B und R - C
induzieren einen Morphismus R - B@® C, so daB (A =B@C->R->B®C)=1,. Ist
A nicht direkter Summand in R, so muB3 A4 einfaches Ideal sein. Fiir ein ae 4 ist Aa + 0,
denn sonst wire 42 = 0. Da A einfach ist, ist Aa = A4, also 4 - R % 4 = 1,. Die Menge
der Ideale, die nicht direkte Summanden von R sind, ist daher leer.

Lemma 3. /st R ein halbeinfacher Ring, so sind alle R-Moduln injektiv und projektiv.

Beweis: Wir wenden 4.9 Korollar 2 auf den Generator R an. Da jedes Ideal A direkter
Summand von R ist, ist fiir jeden R-Modul B die Gruppe Homg(4, B) direkter Summand
von Homg(R, B), also ist die Abbildung Homg (R, B) —» Homg (4, B) surjektiv. Damit sind alle
Objekte injektiv. In allen exakten Folgen 0 - 4 - B —» C — 0 ist der Morphismus 4 —» B
ein Schnitt. Daher muB jeder Epimorphismus B — C eine Retraktion sein. Nach 4.9 Lemma 2
ist jeder R-Modul C projektiv.
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Lemma 4. Jedes endliche Produkt (in der Kategorie der Ringe) von halbeinfachen Ringen ist
halbeinfach.

Beweis: Es geniigt, das Lemma fiir zwei halbeinfache Ringe R, und R, zu beweisen. Sei
R = R, x R,. Erinnern wir uns an die Konstruktion des direkten Produkts von Ringen in
.11 und 3.2 Satz, so ist klar, daB sich R, und R, gegenseitigannullierenunddaB R = R, ® R,
als R-Moduln. Sei p: R — R, die Projektion der direkten Summe auf R,. Sei A4, eine abstei-
gende Folge von Idealen in R. Dann ist p(A4,) eine absteigende Folge von Idealen in R,. Seien
K; = Ker(A4; — p(A;)). Die K; bilden eine absteigende Folge von Idealen in R,. Die beiden
letzten Folgen werden fiir i > n konstant. Wir erhalten ein kommutatives Diagramm mit
exakten Zeilen:

0- K,ij= Assj—o P4, )~ 0

I | I

0_’1('1_”4"_"”(’4")—*0~

in dem 4, ; € 4,. Dieser Morphismus ist auch ein Epimcrphismus. Ist nimlick g,¢ 4,
so existiert ein a,, ;€ A, ; mit p(a,, ) = p(a,). Also ist a,—a,.; €K, = K,,; € 4,,; Damit
ist auch a, € 4, ;. R ist daher artinsch.

Ist A C R ein nilpotentes Ideal mit 4” = 0, so ist fiir ae A auch (Ra)" = 0. Es ist Ra =
Ra, + Ra, = Rya, + R,a, mit a;eR;. Er ist ndmlich rya, + rya, = (r; + ry)(a, + a,).
Deshalb ist (R,a, + R,a,)" = (R;a,)" + (Rya,)" =0, also a;, = a, = a=0,da R, und R,
keine von Null verschiedenen nilpotenten Ideale besitzen. Damit ist R halbeinfach.

Satz 1. Ist R halbeinfach, so ist R = A, @ ... @ A,, wobei A; einfache Linksideale in R sind.

Beweis: Da jeder R-Modul injektiv ist, ist jede direkte Summe von injektiven Moduln
injektiv. Nach 4.10 Korollar 3 ist R noethersch. Jedes unzerlegbare injektive Objekt ist ein-
fach, weil alle Objekte injektiv sind. Wegen 4.10 Satz 4 148t sich R in ein Koprodukt von ein-
fachen Linksidealen zerlegen. Da R endlich erzeugt ist, gilt 4.10 Lemma 3, d. h. R 148t sich
in eine endliche direkte Summe von einfachen Linksidealen zerlegen.

Satz 2. Der Ring R ist genau dann einfach, wenn R isomorph zu einem vollen Matrizenring mit
Koeffizienten aus einem Schiefkorper ist.

Beweis: Ein Schiefkdrper ist ein nicht notwendig kommutativer Korper. Ein voller
Matrizenring iiber einem Schiefkorper ist der Ring aller n x n-Matrizen mit Koeffizienten
aus dem Schiefkorper. Ein solcher Ring ist bekanntlich isomorph zum Endomorphismenring
eines n-dimensionalen Vektorraumes iiber dem Schiefkorper K. Ein Vektorraum endlicher
Dimension ist ein K-Progenerator. Bezeichnen wir den vollen Matrizenring mit M, (K),
so sind die Kategorien der K-Moduln (K-Vektorrdume) und der M, (K)-Moduln dquivalent.
Da der n-dimensionale K-Vektorraum K" artinsch ist, ist auch M, (K) artinsch nach 4.11
Korollar 2. Da K keine Ideale besitzt, besitzt auch M, (K) keine zweiseitigen 1deale nach dem-
selben Korollar. Also ist M, (K) einfach.

Ist R einfach und P ein einfacher R-Modul, so ist P endlich erzeugt und projektiv nach Lemma
1 und Lemma 3. Sei K = Endg(P). Dann ist K ein Schiefkorper. Ist ndmlich f: P — P ein
von Null verschiedener Endomorphismus von P, so ist das Bild von fein Untermodul von P,
stimmt also mit P iiberein, da P einfach ist. Ebenso ist der Kern von f Null, also ist f ein
Isomorphismus und besitzt einen inversen Isomorphismus in K. Diese Aussage, die fir alle
einfachen Objekte in einer abelschen Kategorie gilt, heiBt auch Lemma von Schur.
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Der Auswertungshomomorphismus P ® ¢ Homg(P,R) — R ist ein R— R-Homomorphis-
mus. Das Bild dieses Homomorphismus ist ein zweiseitiges Ideal in R. Da P einfach ist,
existiert ein Epimorphismus R — P. Da P projektiv ist, ist dieser Epimorphismus eine
Retraktion, und es existiert ein von Null verschiedener Homomorphismus P — R. Das Bild
des Auswertungshomomorphismus ist daher von Null verschieden. Da R einfach ist, muf}
das Bild mit R iibereinstimmen. Der Auswertungshomomorphismus ist ein Epimorphismus.
Im Beweis,von 4.11 Satz 2 hatten wir festgestellt dafl diese Bedingung hinreichend dafiir
ist, daB P ein Generator ist. Damit ist P ein R — K-Progenerator. Nach 4.11 Satz 2, f) ist
R = Homg/(P,P) und P ein endlich erzeugter projektiver K-Modul, d. h. ein endlich dimen-
sionaler K-Vektorraum.

Satz 3. Fiir den Ring R sind folgende Aussagen dquivalent :

a) R ist halbeinfach

b) Jeder R-Modul ist projektiv.

¢) R ist ein endliches Produkt (in der Kategorie der Ringe) von einfachen Ringen.

Beweis: Lemma 3 zeigt, daB} b) aus a) folgt. Lemma 4 zeigt, daB a) aus c) folgt. Wir miissen
daher noch von b) auf c) schlieBen.

Da jeder R-Modul projektiv ist, ist jeder Epimorphismus eine Retraktion. Dann ist jeder
Monomorphismus als Kern eines Epimorphismus ein Schnitt. Das bedeutet nach 4.9 Lemma
2, daB jeder R-Modul ein injektiver Modul ist. Jeder R-Modul 148t sich in ein Koprodukt
von einfachen R-Moduln zerlegen, wie wir im Beweis von Satz 1 schon gesehen haben. Es
gibt nur endlich viele nichtisomorphe einfache R-Moduln A;. Ist ndmlich A; einfach, so gibt
es einen Epimorphismus R — A;, der eine Retraktion ist. Daher ist A4; bis auf Isomorphie
direkter Summand von R. Nach 4.10 Satz 4 kommt A, bis auf Isomorphie in einer Zerlegung
von R in ein Koprodukt von einfachen R-Moduln vor. Nach 4.10 Satz 5 ist A4; isomorph zu
einem der direkten Summanden von R bei der in Satz 1 angegebenen Zerlegung.

Seien E,,...,E, alle Klassen von isomorphen einfachen R-Moduln. SeiR = 4, @ ... @ A,
mit einfachen R-Moduln A; gegeben. Wir fassen die isomorphen in E, liegenden A; dieser
Zerlegung zusammen zu der direkten Summe A; @ ... @ A, = B,. Entsprechend fassen
wir die in E; liegenden A; in einer direkten Summe B; zusammen. So erhalten wir
R =B, ® ... ® B, Da zwischen nichtisomorphen einfachen R-Moduln nur Null-Mor-
phismen existieren und da alle einfachen in B; liegenden R-Moduln wegen der Eindeutigkeit
der Zerlegung isomorph sind, existieren fiir verschiedene i und j zwischen B; und B; auch nur
Null-Morphismen. Mit b; € B; ist die Rechtsmultiplikation b;: B; —» B;ein R-(Links-)Homo-
morphismus. Das beweist, daB B;B; = 0 fiir i % j, und B;B; C B;. Jedes B, ist zweiszitiges
Ideal und die B; annullieren sich gegenseitig.

In der Zerlegung R = B, @ ... ® B, ist | = ¢, +...+e,. Fiir b;e B, ist b; = 1b, = e;b,. Also
wirkt e; in B; wie ein Einselement, d. h. B; ist ein Ring und R ist das Produkt der Ringe
B,...,B,. Jeder B-Modul ist ein R-Modul, indem man die B; mit j % i als Null-Multi-
plikatoren auf den B,-Moduln operieren 148t. Die R-Homomorphismen und die B;-Homo-
morphismen zwischen den B;-Moduln stimmen iiberein. Also sind alle B-Moduln projektiv.
B; ist nach Konstruktion eine direkte Summe von einfachen isomorphen R-Moduln, die auch
als Bi-Moduln einfach und isomorph sind. Sei P ein solcher einfacher B-Modul, dann ist P
endlich erzeugt und projektiv und auch ein Generator, da B;= P @ ... ® P. Also ist P ein
B;— K-Progenerator mit einem SchiefkGrper K, wobei wir das Lemma von Schur ver-
wendet haben. Wie in Satz 2 ist jetzt B; = Endg(K™), d. h. ein einfacher Ring.
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Wir schlieBen noch eine Bemerkung iiber die Eigenschaften von einfachen Ringen an, die sich
jetzt leicht beweisen lassen.

Korollar 1. Das Zentrum eines vollen Matrizenringes iiber einem Schiefkorper K ist isomorph
zum Zentrum von K.

Beweis: Die Kategorie der Moduln iiber einem vollen Matrizenring iiber K ist dquivalent
zur Kategorie der K-Vektorraume. Nach 4.11 Satz 2 und 4.11 Korollar 2, c) ist dann die
Behauptung klar.

Korollar 2. Sei R ein einfacher Ring. Dann ist jeder endlich erzeugte R-Modul P ein Progenerator
und Homg (P, P) ein einfacher Ring.

Beweis: Die Kategorie der R-Moduln ist 4quivalent zur Kategorie der K-Vektorrdume mit
einem Schiefkorper K. In (Mod ist die Aussage trivial.

4.13 Funktorkategorien

Die Resultate dieses Paragraphen sollen im wesentlichen zum Beweis des Einbettungssatzes
fiir abelsche Kategorien im nichsten Paragraphen dienen. Wir werden uns daher auf die
wichtigsten Eigenschaften der betrachteten Funktorkategorien beschranken.

Seien o und ¥ abelsche Kategorien und sei die Kategorie o klein. Aus 4.7 Satz 1 wissen
wir, daB Funkt(=/,%) eine abeische Kategorie ist. Wir bilden die volle Unterkategorie
A (£ %) von Funkt(.«/ %), die aus den additiven Funktoren von .o/ in € besteht.

Satz 1. AU/, b) ist eine abelsche Kategorie.

Beweis: Wir wissen, daB Limites Differenzkerne und Kolimites Differenzkokerne erhalten
(2.7 Korollar 2). Nach 4.6 Satz 2 sind daher Limites und Kolimites additive Funktoren.
Da nach 2.7 Satz 1 Limites und Kolimites von Funktoren argumentweise gebildet werden,
ist sowohl ein Limites als auch ein Kolimes von additiven Funktoren in Funkt(s}%) wieder
ein additiver Funktor. Damit ist die volle Unterkategorie (=4 %) von Funkt(s/%) bei der
Bildung von Limites und Kolimites abgeschlossen. In (/%) existieren Kerne, Kokerne.
endliche direkte Summen und ein Nullobjekt und stimmen mit den entsprechenden Bildungen
in Funkt(s %) iberein. AuBerdem ist jeder Isomorphismus in Funkt(s%), der in U(/ %)
liegt, auch ein Isomorphismus in A (s4€), weil U (4 %) voll ist. Damit ist A (o4 ) eine abel-
sche Kategorie.

Fiir unsere Uberlegungen bendtigen wir noch eine weitere volle Unterkategorie von
Funkt(%/,%), ndmlich Q(«/. %), die Kategorie der links-exakten Funktoren von .« in €. Offen-
bar ist (%) auch eine volle Unterkategorie von (= %), weil jeder links-exakte Funktor
additiv ist. Wir wollen £(.o/%) weiter untersuchen und speziell zeigen, daB auch diese Kate-
gorie abelsch ist. Dabei wird sich jedoch herausstellen, daB die in £ (s, %) gebildeten Kokerne
vonden in A(./,%) gebildeten Kokernen verschieden sind. Das bedeutet, daB der Einbettungs-
funktor nicht exakt ist. Um den Kokern in £(s4%) zu konstruieren, werden wir zeigen, daf3
L(s/ ¥) eine reflexive Unterkategorie von U (/%) ist. Dazu 16sen wir das zugeh6rige univer-
selle Problem mit der folgenden Konstruktion.

Sei A € & Mit S(A) bezeichnen wir die Menge der Monomorphismen a: A — X in &/ mit
der Quelle 4 und beliebigem Ziel X € &£ Man beachte, daB .« klein ist. Zu S(A) konstruieren
wir eine kleine gerichtete Kategorie T (A4) mit den Elementen von S(A) als Objekten. Es sei
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a < b, d. h. es sei ein Morphismus von a nach b in T (4) genau dann definiert, wenn es in &/
ein kommutatives Diagramm
X
a
A< lx
b

Y

gibt,d. h. wenn sich b durch a faktorisieren 148t. Diese Faktorisierung x braucht nicht eindeutig
zu sein. Andrerseits kann nach Definition der gerichteten Kategorie zwischen a und b in T (4)
hochstens ein Morphismus existieren. Wir nennen x den Reprasentanten dieses Morphismus.
Trivialerweise ist a < a durch die Identitit erfiillt. Auch die Verkniipfung von Morphismen
in T(A) ist erfiillt, weil sich in o/ Morphismen verkniipfen lassen. Sind Objekte a und b in
T (A) gegeben, so erhalten wir ein ¢ aus T(A4) mit a < ¢ und b < c aus dem folgenden Ko-

faserproduktdiagramm

A2

X
o| ]
Y — Z
als Diagonale 4 — Z, denn nach der zu 4.3 Lemma 3, c) dualen Aussage ist mit b auch
X — Z ein Monomorphismus. Damit ist auch ¢ ein Monomorphismus.
Sei f: A — B ein Morphismus in ./ Sind a und @' Monomorphismen in & und Z bzw. Z’

die Kofaserprodukte von f mit a bzw. a’ und ist a < a', so erhalten wir ein kommutatives
Diagramm

X
e
s

Z
ST T~ L

in dem b und b’ Monomorphismen sind und Z — Z’ eindeutig durch X — X'und b’ bestimmt
ist. Durch f wird ein Funktor T(f): T(4) — T (B) definiert, der mit den Bezeichnungen des
Diagramms einem Objekt a aus T(A) das Objekt b aus T(B) so zuordnet, daB aus a < a’
folgt T(f)a)=b < b = T(f)(a). Da T(A) und T(B) gerichtete kleine Kategorien sind,
ist damit T(f) ein Funktor.

Istf: A — Bein Monomorphismus in .o¢ und sind b,b’ € T(B), so sind in dem kommutativen
Diagramm

X

b | b

5
/

1%

—
>

! Iy
X

X
B%b,\X'
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bf und b’f auch Monomorphismen und liegen als Objekte in T(A4). Istb < b’,soist bf < b'f.
Wir erhalten daher einen Funktor T*(f): T(B) — T(A). Ist ae T(A) und b = T(f)(a), so
folgt aus dem kommutativen Diagramm

X

A
/|
B by,

daB mit fauch bf ein Monomorphismus ist und a < bf gilt. Fiir einen Monomorphismus f
ist also

a
—_—

a< THNT()a).
Lemma 1. T ist ein Funktor von o in die Kategorie der kleinen Kategorien mit Isomorphie-
klassen von Funktoren als Morphismen.

Beweis: Aus der Definition von T folgt trivialerweise T(1,) = 1, Seien Morphismen
fiA > B und ¢g: B — C in o/ gegeben. Sei ae T(4). Wegen 2.6 Lemma 3 ist dann
T@) T(f)a) = T(gf)(a). Da alle Diagramme in T(C) kommutativ sein miissen, ist dieser
Isomorphismus ein funktorieller Isomorphismus T(g9)T(f) = T (gf).

Sei ein additiver Funktor # : of — % gegeben. Wir konstruieren einen Funktor £*: T(4) » ¥
fiir jedes Objekt 4 € oZ Ist ae T(A) gegeben, so ist dadurch eine exakte Folge

0—+Aa—)X——>K0ka—>0
definiert. Da & nicht notwendig exakt ist, braucht # bei Anwendung auf die exakte Folge
speziell den Kern 4 von X — Koka nicht zu erhalten. Definieren wir %*(a) als den Kern
von Z(X) —» #(Koka), so erhalten wir ein kommutatives Diagramm mit exakter Zeile
F(A)
l F(a)
0 — #£*(a) — F(X) — Z(Koka),
in dem #(A) » %*(a) cindeutig existiert, weil F(4) » F(X) » F(Koka) =0 ist. Ist

a < a' in T(A), so existiert in .o/ ein Morphismus x: X - Y mit X = Z(a), Y = Z(d') und
xa = a'. Wir erhalten dadurch ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0 — #*(a) —2*— F(X) — F(Koka)
~ e
.%*(x)l F(A) J.?(x)

0 — .Z*(a')/——i——> F(Y) — F(Koka))
in dem Z#(Koka) - #(Koka') durch den natiirlichen Morphismus Koka — Koka' be-
stimmt wird und % *(x) existiert, weil das rechte Quadrat des Diagramms kommutativ ist.
Wegen der Eindeutigkeit von Faktorisierungen durch Kerne bzw. Kokerne ist %*(x) durch
x eindeutig bestimmt.
Wir miissen jetzt zeigen, dal der Morphismus £ *(x) nicht von der Auswahl des Reprisen-
tanten fiir a < o’ abhéngt. Seialsoauchy: X — Y mitya = o’ gegeben. Dann ist (x—y)a = 0.
Also 148t sich x — y durch Kok a faktorisieren. Dann 148t sich auch % (x —y) durch # (Kok a)
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faktorisieren, und es ist #(x—y)i, = 0, also #(x)i, = Z (y)i,. Aus dem obigen Diagramm
folgt i, Z*(x) = i, Z*(y)und FZ*(x) = Z*(y). Damitist #* auf T (A) definiert. Die Funktor-
eigenschaften folgen trivial aus den Funktoreigenschaften von # und der Eindeutigkeit der
Faktorisierungen.

Sei f: A —» B ein Morphismus in .. Dann sind Funktoren %5 T(f): T(A) - € und %*:
T (A) - € definiert. Wir konstruieren einen funktoriellen Morphismus #*: * — ZJ T (f).
Seia: A — X ein Monomorphismus in &7, also ein Objekt in T(4),soist T(f)(a@) =b:B - Y
ein Monomorphismus in das Kofaserprodukt Yvon X und B iiber A. Wir erhalten ein kom-
mutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0—A4A— X —Koka—20

|

0—B —Y — Kokb—0.

Dieses Diagramm induziert ein weiteres kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0— £*(a) — F(X) — Z(Koka)

|

0— ZFb) — F(Y) — F(Kokb).

Den Morphismus Z*(a) - 5 (b) = ¢ T (f)(a) bezeichnen wir mit F*(a). Er ist offenbar
durch f und a eindeutig bestimmt. Ist g: B — C ein weiterer Morphismus in ./, so ist wegen
dieser Eindeutigkeit das Diagramm

/ T(f) a)
/'11!\ %*T(f (a)

F*T(gf)(a

kommutativ. Ist a < @’ in T(A4) gegeben, so ist T(f)(a) = b < b’ = T(f)(a’). Mit demselben
Argument wie flir die Eindeutigkeit von F *(a)zeigt man, dal der Morphismus %* (a) — %*(b")
eindeutig bestimmt ist. Damit ist das Diagramm

J'*(x
F*(a) A= F*(a)
F*(a) 1 l/,*
F _)__,’rB* )

kommutativ, wobei x Reprisentant fir a < a"und y = T(f)(x) Représentant fiir b < b’ sind.
Also ist #* ein funktorieller Morphismus.

Wir setzen jetzt voraus, daB ¥ eine Grothendieck-Kategorie ist. Dann existieren die
direk:en Limites der Funktoren Z*. Nach 2.5 existiert ein Morphismus

lim T(f): lim FFT(f) > Iim Fg.

Auflerdem induziert #%* einen Morphismus lim %*: 11m F* — 11m FFT(f). Die Zu-
sammensetzung dlCSCI‘ belden Morphismen bezeichnen wir m1t (R/)(f) und hm F* mit
(RF(A). (RF)(S): (A) = (RF)(B) ist so definiert, dal das Diagramm
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Fxa) —TOD__, gxp)

g
®#)4) LE, R 7)(5)

kommutativ ist. (R #)(f) ist eindeutig dadurch bestimmt, daB} alle Diagramme dieser Form
fir alle ae T(4) kommutativ sind. Die senkrechten Pfeile sind dabei die Injektionen in den
direkten Limes.

Wegen ¥ (a) = 1g;,, ist (RF)(1,) = 1(39)(“ Wegen F*(b)F*(a) = 7 (a) ist weiter
(RE)G)(RF)(f) = (RF)(gf). Daher ist (R F) ein Funktor von .o in €. Aus der Konstruk-
tion von % *(a) haben wir Morphismen & (4) — %*(a), so daB fiir a < @' das Diagramm

F (A)

#*(d)

kommutativ ist. Wir erhalten so einen Morphismus % (4) - Z£*(a) —» (R Z)(A), der von a
unabhingig ist. Da fiir f: A > B das Diagramm

7 ZY), z@

kommutativ ist, ist auch

g
®#)4) BRI, R 5(B)

kommutativ. Der Morphismus # (4) — (R #)(A4) ist also ein funktorieller Morphismus,

den wir mit p: & — (RF) bezeichnen wollen.

Lemma 2. Seien 4: ./ — € e¢in linksexakter Funktor und ¢: F — 4 e¢in funktorieller Mor-

phismus. Dann existiert genau ein funktorieller Morphismus n// (R F) - ’f so daff yp =
ist.

Beweis: Sei a e T(A4). Dann erhalten wir wegen der Linksexaktheit von % ein kommutatives
Diagramm mit exakten Zeilen:

0 — Z*(a) F(X)— F(Koka)
\ / a)
F(A) @ (X) ¢ (Kok a)
AA)
0— %(A) 4(X) — %(Koka) |,

indem #*(a) » % (A)eindeutig durch ¢ bestimmtist. Ista < a’, so ist wegen dieser Eindeutig-
keit das Diagramm
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Z*(a)
F(A ~ 4(4)
Z*(a ) -

kommutativ. Wir kénnen also ¢(A4) durch (RF)(A) = hm #* faktorisieren:

@(A) = (F (4) 245 (RF)(4) L4 9(A4)),
wobei i (4) durch diese Eigenschaft schon eindeutig bestimmt ist, denn (R #)(A) ist ein direk-
ter Limes.

Wir miissen noch zeigen, daB i ein funktorieller Morphismus ist. Sei dazu f: A — B ein Mor-
phismus in «/. Sei b = T'(f)(a). Dann erhdlt man durch zweimalige Anwendung des ersten
Diagramms in diesem Beweis zusammen mit der Konstruktion von b, dal

F*(a) — Fg(b)

%(4) — %(B)
kommutativ ist. Beim Ubergang zum direkten Limes bleibt diese Kommutativitit erhalten,
d. h. ¥ ist funktorieller Morphismus.

Lemma 3. Wenn f: A — B ein Monomorphismus in < ist, so ist (RF)(f) ein Monomorphis-
mus in 6.

Beweis: Ahnlich wie bei der Definition von Z* definieren wir einen funktoriellen Mor-
phismus #,": #* T (f) » &3 durch das kommutative Diagramm

0 — FZ*(bf) — F(Y) — F Kok bf)
|70
0 — Fgb) — F(Y)— F(Kokb).
Wie bei #* sieht man auch hier, dal #,* ein funktorieller Morphismus ist. Aus dem obigen
Diagramm geht aber auch hervor, daB & (b): #*(bf) — %5 (b) ein Monomorphismus ist,
weil Z*(bf) - F (Y)ein Monomorphismus ist. Da nach Voraussetzung iiber ¢ die Grothen-

dieck-Bedingung gilt, ist auch hm i hm FrT(f) » llm #g¢ ein Monomorphismus
(4.7 Satz 2).

Seiae T(4) und b = T(f)(a). Aus dem kommutativen Diagramm
—_—

L4

f ly

ol
|, |

B—)Y

folgl, daBl #*(a) sich durch # (T (f)(a): Z*T (f)T(f)(a) = 5 T(f)(a) faktorisieren
1aBt, wobei der Morphismus #*(a) > Z*T*(f)T(f)(a) von a < T*(f)T(f) induziert
wird. Diese Faktorisierung bleibt beim Ubergang zum direkten Limes erhalten. Beachten
wir, daB die Morphismen #*(a) = .%*T* (f)T(f)(a) beim Ubergang zum direkten Limes
die ldentitét ergeben, so erhalten wir die Behauptung des Lemmas.
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Lemma 4. Sei F . .o/ — € ein additiver Funktor, der Monomorphismen erhdlt. Dann ist (RF)
linksexakt.

Beweis: Seia < a' in T(A) gegeben. Wir zeigen zunichst, dal3 der dadurch induzierte Mor-
phismus Z*(x): %*(a) - %#*(a’) ein Monomorphismus ist. Dazu bilden wir das Kofaser-
produkt

Y —Z.

Der zusammengesetzte Morphismus a”: 4 — Z ist ein Monomorphismus, weil in dem Ko-
faserprodukt der Morphismus X — Z ein Monomorphismus ist. Wir erhalten daher ein
Diagramm

Z*(a) F(X)

l N g —F j.«f(x)
v ~

Z*(a') 7(2),

in dem die beiden inneren und das duBere Viereck kommutativ sind, aber nicht notwendig
das rechte Dreieck. Wegen a < a’ < a” ist jedoch das linke Dreieck auch kommutativ! Da
nach Voraussetzung % (x) ein Monomorphismus ist, ist %*(a) > % (Z) und damit auch
Z*(a) - #*(d') ein Monomorphismus.

Sei eine exakie Folge 0 —» A4 4 B % C — 0 gegeben und ein Objekt h e T(B). Dann erhalten
wir ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

f g

00— A —=—>B-2C—0

lAl bfbl ci

O——‘*A—')Y—-——»Z—-———-)O’

in dem das rechte Quadrat ein Kofaserprodukt ist. Aus den Eigenschaften des Kofaser-
produkts folgt, daBl ¢ ein Monomorphismus und Y — Z ein Epimorphismus ist. Nach Kon-
struktionist 4 € Ke(Y — Z). Um die Umkehrung zu zeigen, betrachte man das entsprechende
Diagramm mit Y/A anstelle von Z. Dann erhilt man einen Morphismus Z — Y/A4, so dal3
Y- Y/A=Y->Z->Y/Aist. Das bedeutet, daBl Ke(Y — Z) € A ist. Da 1,, b und ¢ Mono-
morphismen sind, koénnen wir dieses Diagramm nach dem 3 x 3-Lemma vervollstdndigen.
Sind U = Kok (b) und V = Kok(c), so ist U = ¥, weil Kok(1,) = 0. Wenden wir # auf das
Diagramm an und bilden die entsprechenden Kerne, so erhalten wir ein kommutatives
Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten:
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Da Z*(bf)— #(Y) - Z (U) = 0 ist, existiert genau ein Morphismus % *(bf) — Z3(b), der
das Diagramm kommutativ erhdlt. Dannist aber & * (bf) — Z5 (b) —» F&F(c) = 0,also ldBtsich
F*(bf) — F(b) eindeutig durch Ke(d) faktorisieren. Damit ist Ke(d) = #*(bf).

Fiir b < b’ erhalten wir jetzt ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0— Z*T"(f)b) — F5b) — FXT(9b)

L

0 — Z*TT (/) — Fg ) — FXTg)®) ,

das bei Anwendung des direkten Limes in die exakte Folge

lim 77 lim #*
0 — lim £* T* (f) ——— RF)(B) ——— lim #2T(g)

iibergeht. Aus dem Beweis von Lemma 3 wissen wir schon, daB li_n)l FXT*(f)=(RZF)A)
ist und lim &/ = (R)(f). Nach Definition ist (R#)(g) = lim T(g)lim #*. Um die Be-
hauptung des Lemmas zu beweisen, geniigt es zu zeigen, da l@ 9) elh_Monomorphlsmus
ist.

Da fiir ¢ < ¢’ der Morphismus F&(c) - FZ*(c') ein Monomorphismus ist, sind die Mor-
phismen ZX(c) - (R #)(C) Monomorphismen nach 4.7 Lemma 3. Nach 4.7 Satz 2, b) ist
li_rr}x T (g) ein Monomorphismus.

Lemma 5. (R%) ist ein additiver Funktor.

Beweis: Seien 4 und B Objekte in .o/ und sei S = A @ B deren direkte Summe. Sei ein Ob-
jekt ce T(S) gegeben. Fassen wir A vermdge A - S - X als Unterobjekt von X auf und
entsprechend B C X, so ist der von X —» X/4 und X — X/B induzierte Morphismus
X - X/A @ X/B ein Monomorphismus, weil sein Kern 4 n B = 0 ist. Der Morphismus
S X > X/A® X/B =d ist wieder ein Monomorphismus und es gilt ¢ < d in T(S).
Weill A->S—> X/A=0und B—> S - X/B=0, ist d die direkte Summe der Monomor-
phismen 4 - S - X/B=aund B— S — X/4 = b. Also ist der Kokern von d die direkte
Summe der Kokerne von a und b. Da % ein additiver Funktor ist, erhilt & diese Zerlegungen
in direkte Summen. Da Kerne direkte Summen erhalten, ist der Kern von # (X/4 @ X/B) —
F (Kok d)die direkte Summe der Kerne von # (X/A4) —» & (Kok b)und # (X/B) - % (Kok a).
Bei dieser Konstruktion bleiben die Injektionen und Projektionen entsprechend erhalten.
Damit ist F¢(d) = %*(a) ® F(b). Beim Ubergang zum direkten Limes erhalten wir
(RF)(S) = (RF)(A) ® (RF)(B). Es geniigt namlich, den direkten Limes iiber diejenigen
Objekte d € T(S) zu bilden, die sich als direkte Summe von Objekten a € T (4) mit Objekten
b e T(B) schreiben lassen, denn zu jedem Objekt ¢ existiert ein solches Objekt d mit ¢ < d.

Lemma 6. R: A (o, %) —» WU(A, %) ist ein linksexakter Funktor.
Beweis: Sei 0 - F % ¢ -L # — 0 eine exakte Folge in W(sZ,%). Fir jedes Ae.«/

und jedes a € T (A) erhalten wir dann ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und
Spalten:
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— Yl — HA*()

0 — F(X) — 4(X) —— #(X)

0 - #(Koka) - ¢4(Koka) - #(Koka).

Die so konstruierten Morphismen % (a) — %,(a) sind offenbar beziiglich A € & und a e T(A4)
funktoriell. Damit konnen wir in der ersten Zeile zum direkten Limes iiber T{A) libergehen
und erhalten eine exakte Folge

0 — RF)A) BV, (Rg)a) ROA, gopya),

in der die Morphismen durch « und 8 eindeutig bestimmt sind und nach Konstruktion
funktoriell in .« sind. Wegen der Eindeutigkeit ist klar, daB R ein Funktor ist. Wegen der
Definition der Exaktheit in A (s4%¥) ist R ein linksexakter Funktor.

Mit diesen Hilfssdtzen konnen wir jetzt leicht das am Anfang dieses Paragraphen beschriebene
universelle Problem 16sen.

Satz 2. Sei .o/ eine kleine abelsche Kategorie und ¢ eine Grothendieck-Kategorie. Dann ist
(4 E) eine reflexive Unterkategorie von U(A,€). Der Reflektor R®: A (%) — L(LE) heift
nullter rechts-abgeleiteter Funktor.

Beweis: Wir wissen, daB es geniigt, das zugehorige universelle Problem zu 16sen. Seien also
FeW(A¥), 9€L(L%) und ein funktorieller Morphismus ¢: % — % gegeben. Durch
zweimalige Anwendung von Lemma 2 erhalten wir ein kommutatives Diagramm

F (RF) ———-»(RR/))

\ 'ﬁ

wobei p’ der zu (R¥) gehorige funktorielle Morphismus ist, der wie p konstruiert ist. { und
¢’ sind durch ¢ eindeutig bestimmt. Nach Lemma 3 erhilt (R#) Monomorphismen. Nach
Lemma 4 ist daher (R(RZ)) linksexakt. Das universelle Problem ist damit gelost. Aulerdem
ist R°.F = (R(RF)).

Korollar 1. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 ist ¥ (.7, %6) eine abelsche Kategorie.

Beweis: Weil die direkte Summe von linksexakten Funktoren linksexakt ist, stimmen die
direkten Summen in £(2£%) und (%) liberein. AuBerdem ist der Nullfunktor linksexakt.
Nach 4.1 Satz ist £(4%) eine additive Kategorie.

Sei ¢: # — ¥ ein funktorieller Morphismus von linksexakten Funktoren. Der Kern dieses
Morphismus in Funkt(.24%) — also argumentweise gebildet — ist mit Kernen vertauschbar,
d. h. linksexakt. Wir bezeichnen diesen Funktor mit Ke(¢). Er hat auch in £(%%) die Eigen-
schaften eines Kerns. Sei ¢ der Kokern von ¢ in Funkt(2/%). Sei y: 4 — # ein Morphis-
mus in £(4%) mit Yy ¢ = 0. Dann erhalten wir ein kommutatives Diagramm
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in dem ¢” durch ¢ eindeutig bestimmt ist. Also ist R°#" = Kok(¢) der Kokern von ¢ in
LA E).

In A (4 ¥) haben wir eine exakte Folge
0 — Ke(t) — ¢ 5 o — 0.
Da nach Lemma 6 R linksexakt ist, ist auch R linksexakt. Wir erhalten so die exakte Folge
0 — R°Ke(r) — ¢ — R

in A(A%¥) (und auch in L(H%)), denn es ist ¥ = R°%, weil 4 linksexakt ist. Sei £ der Ko-
kern von Ke(p) - & in U(¥). Dann erhalten wir eine exakte Folge

0 — Ke(p) — F — R°Z.

Da % das Kobild von ¢ in U (%) und Ke(z) das Bild von ¢ ist, ist & =~ Ke(1). Also ist auch
R°% =~ R°Ke(r). Die beiden letzten exakten Folgen zeigen aber, daB R°.¥ das Kobild von
¢ in 2(£%) und R°Ke(r) das Bild von ¢ in L(£%) ist. Damit ist L(%) eine abelsche
Kategorie.

Satz 3. Sei .o/ eine kleine abelsche Kategorie und Ab die Kategorie der abelschen Gruppen.
Dann ist (s, Ab) eine Grothendieck-Kategorie mit einem Generator.

Beweis: Da Funkt(«/,Ab) Koprodukte besitzt und Koprodukte von additiven Funktoren
additiv sind, ist A(e/, Ab) kovollstindig. Da £(</, Ab) eine volle reflexive Unterkategorie
von (s, Ab) ist, ist auch £(o#, Ab) kovollstindig (2.11 Satz 3).

Wir zeigen, daB in Funkt(s4Ab) die Grothendieck-Bedingung gilt. Ist {#} eine gerichtete
Familie von Unterfunktoren von ¢ und 5 ein Unterfunktor von 4. Da Unterfunktoren
Kerne in Funkt(s4Ab) sind, sind die entsprechenden Monomorphismen punktweise Mono-
morphismen.Da Limites und Kolimites in Funkt (. Ab) punktweise gebildet werden, werden
auch Durchschnitte und Vereinigungen von Funktoren punktweise gebildet:

(Ug) n #)(4) = (UF(4) n #(4) = U(F(A) ~ #(4) = UF ~ #)(A).

Damit sind direkte Limites in Funkt (< Ab) exakt. Da sie additive Funktoren erhalten, sind
sie auch in A(<4Ab) exakt. Da Kerne in (<4 Ab) mit Kernen in 2(sZ Ab) iibereinstimmen,
stimmen auch die Monomorphismen iiberein. Da direkte Limites Monomorphismen in
A (=4 Ab) erhalten, erhalten sie auch Monomorphismen in £(s/Ab), denn direkte Limites
von linksexakten Funktoren sind wegen der Grothendieck-Bedingung wieder linksexakt.
Damit sind direkte Limites in £(s/Ab) exakt, d. h. es gilt die Grothendieck-Bedingung.

Um zu zeigen, daB £(2/ Ab) lokal klein ist, geniigt es zu wissen, daBB in £ (.«/. Ab) ein Generator

existiert. Wir behaupten, daB [ [#* = G ein Generator ist. Zunéchst ist h* fir alle A € .o/
Ae

linksexakt. Dann ist das Koprodukt von linksexakten Funktoren linksexakt (2.7 Korollar 2),
also G e 2(«4Ab). Seien ¢ und  zwei verschiedene funktorielle Morphismen von % in
% in £(= Ab). Dann existiert mindestens ein 4 € o/ mit ¢(A) + ¥ (A). Also sind die Produkt-

morphismen von [ #(4) in []#%(A) verschieden. Nach dem Yoneda-Lemma werden diese
Ae o/ Ae .
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von den Morphismen Mor(G,) bzw. Mor(G,y) induziert, denn es ist Mor (G,#) =
ﬂﬁ(A) und Mor (G,9) = [[%(A). Da F(A) @ fiir alle A€ .o ist Mor (G, F) + @ fiir
ed

Aed

alle & € £(4 Ab). Damit ist G ein Generator fiir £(./Ab).

Korollar 2. £ (.s/,Ab) ist eine abelsche Kategorie mit einem injektiven Kogenerator.

Beweis: Folgt aus 4.9 Korollar 3.
Satz 4. Der kontravariante Darstellungsfunktor h: o/ — (<7, Ab) ist voll, treu und exakt.

Beweis: Wir bezeichnen den injektiven Kogenerator von £(24Ab) mit . Der Funktor
Mor (—,#"): £(4Ab) — Ab ist treu und exakt nach Definition von .#. Nach 4.3 Lemma 2
und 2.12 Lemma 1 ist eine Folge in £(.«/, Ab) genau dann exakt, wenn ihr Bild bei Mor ((—, ")
exakt ist. Sei

00— A4 —>B —C —0

eine exakte Folge in & Dann ist die Folge 0 — h¢ — h® — h* exakt, weil fiir alle De.o/
die Folge 0 — h®(D) — h?(D) — h*(D) exakt ist und in ¥ (2 Ab) Kerne punktweise gebildet
werden. Damit sind die Folgen Mor (h*,%) = Mor(h®,¢") - Mor (h°,¢") - 0 und
A (A) » HA'(B) > A(C) —» 0 exakt. Da X aber ein linksexakter Funktor ist, ist sogar
0— H'(A) > H(B) - A(C) - Oundauch0 > Mor (h*, ") - Mor ;(h®, ") - Mor (h€,¢') — 0
exakt. Mit der obigen Bemerkung ist daher

0 — h® — ¥ — 1 — 0

exakt. DaB der Darstellungsfunktor voll treu ist, wissen wir schon aus 2.12 Satz 2.

4.14 Einbettungssitze

Die Bedeutung voller treuer Funktoren haben wir schon frither (in 2.12) untersucht. Bei
abelschen Kategorien kommt ein weiterer wichtiger Begriff hinzu, ndmlich der des exakten
Funktors. Wieder ist das Verhalten von Funktoren in bezug auf Diagramme von Interesse.
Da die zugehorigen Diagrammschemata jedoch im allgemeinen keine abelsche Kategorien
sein werden, miissen wir hier die Exaktheit anders formulieren.

Als Beispiel moge uns ein Teil der Aussage des 3 x 3-Lemmas dienen. Wenn ein kommutatives
Diagramm in einer abelschen Kategorie ¢
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mit exakten Spalten und exakter erster und zweiter Zeile gegeben ist, so ist auch die dritte
Zeile exakt. Wie konnen wir diese Aussage in der Sprache der Diagrammschemata formu-
lieren? Sei zunichst ein Diagrammschema & mit den entsprechenden Objekten A}, B;, C;
(i = 1,2,3) und 0 gegeben. Bei der Angabe der Morphismen von & konnen wir auch die
schon bestehenden Kommutativititsrelationen mit beriicksichtigen. Sei & der Funktor, der
2 auf unser vorgegebenes Diagramm abbildet. Die Exaktheitsaussagen miissen wir in €
nachpriifen. Wir konnen aber schon in Z sagen, fiir welche Paare von Morphismen die Exakt-
heit nachzupriifen ist, ndmlich fiir

0 - AL,A, - A)),...,(By > C3,Cy — 07,
nicht aber flir

0> C1,C, = C,(Cy » C3,C; > Cy) und (C; - C5,Cy - 0).

Wenn diese Paare von Morphismen bei Anwendung von & exakt werden, so werden nach
dem 3x3-Lemma auch die Paare (0 — C|,C| — C3),...,(C, = C5,Cy — 0) exakt bei
Anwendung von &. Dabei haben wir aber noch nicht beriicksichtigt, daB #(0') das Null-
objekt von € sein soll. Wir konnten das natiirlich getrennt von den Exaktheitsaussagen
fordern. Es gibt aber eine Exaktheitsaussage, die diese Bedingung automatisch nach sich
zieht. Wenn (0' 5 0,0" 5 0') nach Anwendung von % exakt wird, so kann Z(0') nur das
Nullobjekt von € sein. Wir werden spiter noch weitere solcher Bedingungen durch Exakt-

heitsbedingungen ausdriicken. Die bisherigen Uberlegungen wollen wir jedoch zunichst
formalisieren.

Sei & ein Diagrammschema. Eine Menge E von Paaren von Morphismen aus & heif3t Menge
von Exaktheitsbedingungen, wenn fiir jedes Paar (a,b) € E gilt Z(a) = Q(b), d. h. wenn
sich die beiden zu einem Paar zusammengefiigten Morphismen in & verkniipfen lassen. Sei
F: 9 — € ein Diagramm iiber 2 in €. Wir sagen, dal # die Exaktheitsbedingungen E
erfiillt, wenn fiir jedes Paar (a,b) € E die Folge
G T |

#o@ L9 Fz@) L0 Fze)
exakt ist. Bezeichnen wir mit E, die Exaktheitsbedingungen fiir das Nullobjekt und die Exakt-
heit der Spalten und der ersten und zweiten Zeile und mit E, die Exaktheitsbedingungen fur
die Exaktheit der letzten Zeile des vorgegebenen Diagramms, so 148t sich das 3 x 3-Lemma
auch folgendermallen formulieren. Jedes Diagramm %, das die Exaktheitsbedingungen E,
erfiillt, erfiillt auch die Exaktheitsbedingungen E,.

Wenn % cine Menge von vorgegebenen Exaktheitsbedingungen erfiillt, so ist es moglich,
dal} gewisse Teile des Diagramms kommutativ werden, deren Kommutativitdt in 2 nicht
erkennbar oder gegeben war. Die Kommutativitit von Diagrammen 148t sich nun auch durch
eine Menge K von Paaren von Morphismen aus & ausdriicken, fiir die aus (a,b) € K immer
folgen muBl Q(a) = Q(b) und Z(a) = Z(b). Eine solche Menge K nennen wir auch Menge
von Kommutativitidtsbedingungen. Wir sagen, dall # die Kommutativitdtsbedingun-
gen K erfiillt, wenn fiir jedes Paar (a,b) € K gilt: # (a) = F (b). Unter einer exakten kate-
gorischen Aussage in einer abelschen Kategorie 4 beziiglich des Diagrammschemas &
mit den Exaktheitsbedingungen E und E' und den Kommutativititsbedingungen K und K’
verstehen wir eine Aussage der Form: Jedes Diagramm # iiber & in ¢, das die Exaktheits-
bedingungen E und die Kommutativititsbedingungen K erfiillt, erfiillt auch die Exaktheits-
bedingungen E" und die Kommutativitdtsbedingungen K.
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Da die Identitdten und Verkniipfungen von Morphismen schon in & formuliert werden
konnen und durch den Funktor & erhalten werden, 148t sich eine Reihe unserer bisherigen
Begriffe in- abelschen Kategorien durch Exaktheits- und Kommutativitdtsbedingungen
erhalten. Da wir nur an Funktoren & interessiert sind. die die vorgegebenen Exaktheits-
und Kommutativitdtsbedingungen erfiillen, konnen wir die zu den Begriffen dquivalenten
Exaktheits- bzw. Kommutativitdtsbedingungen in 4 unabhéngig vom Diagrammschema &
formulieren.

Es gelten folgende Aussagen in einer abelschen Kategorie 4:

A=0 genau dann, wenn AH A5 A4 exakt
A->B=0 genau dann, wenn A — B-L B exakt.
4 - B Monomorphismus genau dann, wenn 0 - 4 > B exakt
(A - B)=Ke(B—- () genau dann, wenn 0 > A4—> B— C exakt
S = A @ B mit den Projek- A — S - B exakt
tionen bzw. Injektionen B - S - A exakt
S— AS— B, genau dann, wenn A= S—>A) =4 A4
A->SB->S (B-S—-> B)=(B L B).

C—»Sc}iurch'CaAund‘ (€ > S = A)=(C —A)
C — B induzierter Morphismus genau dann, wenn (€C > S — B)=(C - B)
in die direkte Summe N :
P - A

l l Faserprodukt } genau dann, wenn 0 - P—> A®B — C exakt.
B - C

Diese Beispicle mogen geniigen fir diec Vielzahl weiterer Begriffe, dic auf dicse Weise dar-
gestellt werden konnen. Speziell lassen sich endliche Limites und Kolimites mit ihren uni-
versellen Eigenschaften so erfassen.

Lemma 1. Sei 4: B — € ein treuer, exakter Funktor -wischen abelschen Kategorien. Sei die
durch (% ,E.K,E',K') definierte exakte kategorische Aussage in 6 wahr. Dann ist sie auch in
B wahr.

Beweis: Wir miissen zeigen, daB ein Diagramm % : & — %, daB die Exaktheitsbedingungen
E und die Kommutativititsbedingungen K erfiillt, auch die Exaktheitsbedingungen E" und
die Kommutativitdtsbedingungen K’ erfiillt. Nach Voraussetzung erfiillt 4% : 2 — ¢ die
Bedingungen E und K'. Wenn % nimlich E und K erfiillt, so erfiillt 4% die Bedingungen
E und K, weil ¢ exakt ist. Da ¢ treu ist, miissen die Bedingungen K auch schon in # erfiillt
sein. Wir miissen noch zeigen, daB3 eine Folge A — B — C in # exakt ist, falls 4(4) — ¥%(B)
— %(C) in € exakt ist. Dann ist namlich auch E" in £ erfiillt.

Seid 4 B % Cin4nichtexakt. Dannist4 —» B — C # OoderKe(g) » B — Kok(/) + 0.
Da ¢ treu und exakt ist, erhidlt ¢ Kerne, Kokerne und von Null verschiedene Morphismen.
Also ist 9(A) — 9(B) — 9(C) + 0 oder Ke(%(g)) — 9(B) - Kok(%(/)) + 0. Damit ist auch
%4(A) — 9(B) — %(C) nicht exakt (4.3 Lemma 1).

Nach diesem Lemma konnen wir die Wahrheit von exakten kategorischen Aussagen liber
treue, exakte Funktoren priifen. Da ein Diagramm immer nur eine Menge von Objekten
und Morphismen umfaflt, wire es von Interesse zu wissen, ob jedes Diagramm in einer
abelschen Kategorie schon in einer kleinen abelschen Kategorie liegt. Wie wir spiter sehen
werden, lassen sich fiir kleine abelsche Kategorien treue, exakte Testfunktoren in die Kategorie
der abelschen Gruppen angeben.
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Satz 1. Jede Menge von Objekten in einer abelschen Kategorie liegt in einer kleinen, vollen,
exakten, abelschen Unterkategorie.

Beweis: Sei .o/, die volle Unterkategorie der abelschen Kategorie ¢ mit der vorgegebenen
Menge von Objekten aus ¥ als Objekten. Wir konstruieren jetzt eine Folge von vollen Unter-
kategorien . von € durch folgende Konstruktion. Ist o gegeben, so bestehe <, , aus den
Kernen und Kokernen aller Morphismen von 2 sowie allen direkten Summen von Objekten
aus &, wobei die Kerne, Kokerne und direkten Summen in ¢ zu bilden sind und zu
jedem Morphismus nur ein Kern bzw. Kokern und zu jeder endlichen Menge von
Objekten nur eine direkte Summe hinzugenommen wird. .« , sei die durch diese Objekte
definierte volle Unterkategorie von . Mit & ist auch &7, , klein. AuBerdem ist & C <, ,,

o
wenn wir zum Beispiel A als Kern von 0: A —» A verwenden. Daher liegt %4, in & = Udg,
i=0
und £ ist eine kleine, volle, exakte, abelsche Unterkategorie von €. # ist nach Definition
eine kleine volle Unterkategorie. & enthélt das Nullobjekt von € als Kern von einer Identitit
und die Morphismenmengen in % bilden in derselben Weise wie in € abelsche Gruppen.
AuBerdem existiert flir jede endliche Menge von Objekten in 2, die ja schon in einem der
o, liegen miissen, eine direkte Summe in . Damit ist & eine additive Kategorie. Auflerdem
stimmen Kerne und Kokerne von Morphismen aus # mit Kernen und Kokernen in € nach
Definition iiberein und existieren. Der natiirliche Morphismus vom Kobild in das Bild eines
Morphismus in Z stimmt mit dem in ¢ iiberein, hat also auch in % seinen inversen Mor-
phismus. Damit ist 2 abelsch und der Einbettungsfunktor exakt.

Satz 2. Sei .o/ eine kleine, abelsche Kategorie. Dann existiert ein kovarianter, treuer, exakter
Funktor & : of — Ab von . in die Kategorie der abelschen Gruppen.

Beweis: Wir verwenden 4.13 Satz 4 und 4.13 Korollar 2. Der kontravariante Darstellungs-
funktor h: o/ — £(«7,Ab)ist treu und exakt. Sei ” ein injektiver Kogenerator in £ (27, Ab).
Dann ist der kontravariante darstellbare Funktor Mor (—,%"): £(=/,Ab) — Ab nach
Definition des injektiven Kogenerators treu und exakt. Die Hintereinanderausfithrung
dieser beiden Funktoren ist kovariant, treu und exakt, und es ist Mor, (=, #)h = .
Damit ist )¥: o/ — Ab ein kovarianter, treuer, exakter Funktor.

Nach Lemma 1 geniigt es jetzt, exakte kategorische Aussagen nur in der Kategorie der abel-
schen Gruppen Ab auf ihre Wahrheit zu priifen. Das gilt auch fiir beliebige abelsche Katego-
rien ¢, da jedes Diagramm nach Satz 1 schon in einer kleinen abelschen Kategorie .o/ liegt
und die Exaktheitsbegriffe in ./ und € iibereinstimmen. Da wir in Ab Exaktheit und Gleich-
heit von Morphismen elementweise nachpriifen konnen, werden viele Beweise erheblich
erleichtert. Wir formulieren diese Tatsache im

Metasatz 1. Eine exakte kategorische Aussage. die in der Kategorie Ab der abelschen Gruppen
wahr ist, ist in jeder abelschen Kutegorie wahr.

Als Anwendung dieses Metasatzes zeigen wir, daB in jeder abelschen Kategorie der Verband
der Unterobjekte eines Objekts modular ist. Ein Verband hei3t modular, wenn fiir Elemente
A, B und C des Verbandes aus A € C folgt AU(BnC)=(4AuB)nC. Es gilt immer
AU (BN C) < (Au B)n Cunter der Voraussetzung A € C. Um die Gleichheit im Verband
der Unterobjekte zu zeigen, ist zu zeigen, daB} der Morphismus A U (BN C) S (AU B)nC
ein Isomorphismus ist. Zur Formulierung von Durchschnitt und Vereinigung bendtigen
wir endliche Limites und Kolimites. Also ist die Modularitdt des Verbandes der Unter-
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objekte eines Objekts in einer abelschen Kategorie eine exakte kategorische Aussage. Wir
diirfen sie in Ab nachpriifen. Ist aber ce (A UB)n C,soist c =a + b mitae A und be B.
Da ACC.istc—a=beC,also be Bn C. Damit ist gezeigt, daBc=a + be AU (BN C),
dh AuBnC)=(AuBnC.

Korollar 1. Der Verband der Unterobjekte eines Objekts in einer abelschen Kategorie ist
modular.

Bei unserem Beispiel des 3 x 3-Lemmas haben wir nur einen Teil dieses Lemmas als exakte
kategorische Aussage erfassen konnen. Obwohl es in diesem Falle leicht ist, die Existenz
der Morphismen in der unteren Zeile nachzuweisen, die das Diagramm kommutativ machen,
so ist es doch von prinzipiellem Interesse, auch diese Aufgabe mit einem geeigneten Funktor
in eine andere Kategorie zu verlagern. Es handelt sich bei diesem Problem um zwei Diagramm-
schemata mit denselben Objekten, wobei die Morphismen des einen auch Morphismen des
anderen sind. Im zweiten Diagrammschema sind aber noch weitere Morphismen hinzu
gekommen.

Sei 2 ein Diagrammschema mit den Exaktheitsbedingungen E und den Kommutativitéts-
bedingungen K. Sei &' ein weiteres Diagrammschema mit den Exaktheitsbedingungen E'
und den Kommutativititsbedingungen K. Sei .#: 2 — 2’ ein Funktor, der auf den Objekten
bijektiv ist. (.£,7.%' E,K,E',K’) definiert eine volle exakte kategorische Aussage in
bezug auf eine abelsche Kategorie 4 der folgenden Form: Zu jedem Diagramm #: & — €,
das die Exaktheitsbedingungen E und die Kommutativitdtsbedingungen K erfiillt, existiert
ein Diagramm % : 2 - % mit F f = %, das die Exaktheitsbedingungen E' und die
Kommutativitdtsbedingungen K’ erfiillt. Das 3 x 3-Lemma ist also eine volle exakte katego-
rische Aussage, die in jeder abelschen Kategorie wahr ist.

Lemma 2. Sei 4: B — € ein voller, treuer, exakter Funktor zwischen abelschen Kategorien.
Sei die durch ( #,2,2',E,K,E',K') definierte volle exakte kategorische Aussage in € wahr.
Dann ist sie auch in B wahr.

Beweis: Erfiille #: 2 — 4 die Bedingungen E und K. Dann erfiillt auch 4% : 9 — € die
Bedingungen E und K, weil ¢ exakt ist. Es gibt also ein Diagramm #": 9" — €, das die
Bedingungen E" und K’ erfiillt. Nach 1.15 Lemma 2 148t sich #” eindeutig durch # faktori-
sieren mit einem Diagramm % : 2 — # und " = 4% . Da ¥ trev und exakt ist, erfiillt
mit 4 auch &' die Bedingungen E’ und K'. Das hatten wir schon in Lemma | gezeigt.
Nach Satz | konnen wir jede volle exakte kategorische Aussage schon in einer kleinen abel-
schen Kategorie entscheiden, ndmlich in der kleinen, vollen, exakten, abelschen Unterkate-
gorie, die alle Objekte des Diagramms % : 2 — ¢ umfaBt. Diese Kategorie héngt natiirlich
von der Wahl des Diagramms & ab. Wenn wir aber zeigen, daB eine volle exakte kategorische
Aussage in jeder kleinen, vollen, exakten, abelschen Unterkategorie von € wahr ist, so ist
sie auch in & wahr. Fiir die folgenden Uberlegungen benétigen wir noch einen weiteren Satz.

Satz 3. Sei 4 eine kovollstindige abelsche Kategorie mit einem projektiven Generator P. Sei
o eine kleine, volle, exakte, abelsche Unterkategorie von €. Dann existiert ein voller, treuer,
exakter, kovarianter Funktor % : of — Modg von ./ in eine Kategorie von R-Moduln.

Beweis: Der Beweis verlduft dhnlich, wie der Beweis von 4.11 Satz 1. Da P nicht endlich
ist, werden wir die Objekte von .o/ nicht durch Epimorphismen von Koprodukten von P
mit sich selbst zu erreichen suchen, sondern durch Epimorphismen von einem projektiven
Generator. Da jedes Koprodukt von Kopien von P wieder ein projektiver Generator ist,
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wihlen wir die Anzahl der Faktoren so groB3, daB3 jedes Objekt A von .«/ durch einen Epi-
morphismus | [P — 4 erreicht werden kann. Das ist moglich, weil .o/ klein ist. Wir nennen
[IP = P und R = Hom¢(P,P’). Da P cin projektiver Generator ist, ist der Funktor
Homg(P',—): ¢ — Mody treu und exakt. Wir miissen noch zeigen, daB die Einschrinkung
Z von Hom(P',—) auf die Unterkategorie .o/ voll ist. Dann ist # voll, treu und exakt. Sei
% = Homy(P',—).

Sei f: F A — # B fiir Objekte 4,B e .o/ gegeben. Wir miissen einen Morphismus f': 4 — B
mit #f = ffinden. Seien a: P - A und b: P — B Epimorphismen. Da der Ring R pro-
jektiv ist, erhalten wir ein kommutatives Diagramm

7.
Ke(@a) — R 2% 74

T

R@»FB.

Der Morphismus R — R liBt sich in der Form %g darstellen, weil Homg (P, P') = Homg(R,R)
bei dem Funktor Homy(P',—) ist. Da ¥ exakt ist, ist Ke(%9a) = 9(Ke(a)). Da ¥ treu ist, ist
mit Ke(%9a) - R - R - #B = 0 auch Ke(a) - P' - P — B = 0. Daher existiert in dem
Diagramm

Ke(@) — P 45 4
yl lf '
b

P —

genau ein Morphismus ', der das Quadrat kommutativ macht. Also wird das obere Diagramm
auch kommutativ, wenn wir f durch Zf" ersetzen. Da aber %a ein Epimorphismus ist, ist

f=7f.

Satz 4 (Einbettungssatz von Mitchell). Sei o/ eine kleine, abelsche Kategorie. Dann
existiert ein kovarianter, voller, treuer, exakter Funktor 7 : o/ — Modg von o/ in eine Kate-
gorie von R-Moduln.

Beweis: Der Funktor h: of — £(g/,Ab) ist kontravariant, voll, treu und exakt. Sei h°
der entsprechende Funktor von .« in die zu £(.«/,Ab) duale Kategorie £°(</, Ab), die nach
4.13 kovollstindig ist und einen projektiven Generator besitzt. 4° ist dann kovariant, voll,
treu und exakt. Sei # die kleine, volle, exakte, abelsche Unterkategorie von £2°(s7, Ab), die
durch h°(.<7) nach Satz 1 erzeugt wird. Nach Satz 3 existiert ein voller, treuer. exakter Funktor
A — Mod, fir cinen Ring R. Damit ist auch.«/ - # — Mod, kovariant. voll. treu und
exakt.

Wie im Falle des Metasatzes | folgt aus Lemma 2 und Satz 4 der

Metasatz 2. Eine volle exakte kategorische Aussage, die in allen Modulkategorien wahr ist,
ist in jeder abelschen Kategorie wahr.

Mit diesem Satz konnen wir jetzt auch Existenzaussagen iiber Morphismen in einfach zu
handhabenden Kategorien, nimlich in Modulkategorien, in denen man elementweise rechnen
kann, entscheiden. Das 3 x 3-Lemma brauchte mit diesen Hilfsmitteln nur noch in einer be-
liebigen Modulkategorie bewiesen zu werden, um dann schon in allen abelschen Kategorien
zu gelten.
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Das bekannteste Anwendungsbeispiel dieses Satzes ist die Existenz des verbindenden
Homomorphismus.

Korollar 2. Sei das Diagramm

A, — A, — A

0 — C, — C, — C,

D, — D, — D;

0 0 0

in einer abelschen Kategorie € kommutativ mit exakten Zeilen und Spalten. Dann existiert
ein Morphismus Ay — D, so daf} die Folge

A, — Ay — D, — D,

exakr ist.

Beweis: Die Aussage des Korollars ist eine volle exakte kategorische Aussage. Wir brauchen
sie also nur in Modulkategorien nachzupriifen. Wir definieren dazu die folgende Zuordnung:
Ay3a3- by— b, — ¢, — ¢, = d, € D,. Dabei seien die Elemente aus den entsprechend indi-
zierten Moduln. b, sei so gewahlt, dall b, bei B, — Bj; auf b; abgebildet wird. Da ¢, bei
C, — C; auf 0 abgebildet wird, liegt ¢, schon in C, als ein Element c,. Die einzige Mehr-
deutigkeit bei dieser Zuordnung ist die Wahl von b,. Diese ist bis auf einen Summanden b € B,
festgelegt. Es ist aber b, + b, = c, + ¢, > ¢; + ¢; = d;, weil B, » C; —» D, =0 ist.
Diese Abbildung ist offenbar ein Homomorphismus, den wir mit 6: 4; -» D, bezeichnen
und verbindenden Homomorphismus nennen.

Ist 3(a;) = O, so existiert ein b, € B, mit b, — ¢, bei B, = C,. Dann ist b,—b| — 0 bei
B, — C,. Damit existiert genau ein a, mit a, — b,—b|. Dann ist a, — a, bei A, - A,
also ist A, - Ay - D, exakt.

Istd, € D, so gegeben, daB d, bei D, — D, auf 0 abgebildet wird, so existiert ¢, mit ¢, — d,
und ¢, wird bei C, - C, - D, in 0O abgebildet. Also existiert ein b, mit b, — ¢, und
¢, — ¢,. Deshalb geht b, bei B, - B; — C; in 0 iiber, d. h. es existiert ein a; mit a; — b,
und b, — b;. Nach Definition von 4§ ist 5(a;) = d,. Damit ist die Folge

A, — Ay — D, — D,
exakt.
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Aufgaben zu Kapitel 4

1. Man zeige, daB 4.1 Beispiel 2 keine abelsche Kategorie ist.
2. Die Folge 0 - A — B — 0 ist genau dann exakt, wenn A — B ein Isomorphismus ist.
3. Sei ¥ eine abelsche Kategorie. Wenn das folgende Diagramm in €

f g

0 — A4 ~“~>B > C —0

0 —a LB g e o

kommutativ ist und beide Zeilen kurze, exakte Folgen sind, so gilt:

1) sind ¥ und w Monomorphismen, so ist v ein Monomorphismus,
2) sind u und w Epimorphismen, so ist v ein Epimorphismus.

4. Man dualisiere 4.3 Lemma 2.

5.5¢i0 - A 4 B % C — 0 eine exakte Folge. Dann sind dquivalent:
1) fist ein Schnitt.

2) g ist eine Retraktion.

3) B=A®PCundf: A - A @ B ist die Injektion zu A.

6. Man zeige, daB die Kategorie der geordneten abelschen Gruppen nicht abelsch ist. Eine
abelsche Gruppe G heiBt geordnet, wenn G eine geordnete Menge ist (1.1 Beispiel 2), so daB gilt
a £ b= a+ x < b+x.Seien G und G’ geordnete abelsche Gruppen. Ein Homomorphismus f: G » G’
heiBt ordnungstreu, wenn a < b = f(a) < f(b). Die geordneten abelschen Gruppen zusammen mit
den ordnungstreuen Homomorphismen bilden eine additive Kategorie, die Kategorie der geordneten
abelschen Gruppen.

7. Man zeige, daB die Behauptung von 4.5 Lemma | auch ohne die Annahme, daB C/A einfach ist, gilt.

8. Man gebe ein Objekt endlicher Lange mit unendlich vielen verschiedenen Unterobjekten in einer
abelschen Kategorie an.

9. Man zeige, daB3 zMod fir jeden unitdren, assoziativen Ring R eine Grothendieck-Kategorie ist.

10. In einer Modulkategorie ;Mod ist die Vereinigung (im kategorietheoretischen Sinne) von Unter-
moduln eines Moduls die Summe (im modultheoretischen Sinne) dieser Untermoduln.

11. Man beweise den Steinitzschen Austauschsatz fiir Vektorraume mit 4.10 Satz 5.

12. Man zeige, daB in 4.9 Korollar 4 der Modul R/M fiir einen lokalen Ring R kein Kogenerator ist,
daB also im allgemeinen ||R/M kein Kogenerator ist.

13.(Zu 4.14 Lemma 1). Ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien ist genau dann treu,
wenn er exakte Folgen reflektiert.

14. Gilt 4.10 Korollar 1 fiir beliebige gleichungsdefinierte Algebren anstelle von R-Moduln?

15. ) Sei M € xMod. Sei {G,},., die Menge der groBen Untermoduln von M und {E} ., die Menge der
einfachen Untermoduln von M. Dannist{ |G, = || E; mit einer geeigneten Teilmenge K € J und heift
Sockel von M. jek

b) M € gMod heifle kokompakt, wenn M in zMod® kompakt ist. M ist genau dann kokompakt, wenn
der Sockel von M groB in M und endlich erzeugt ist.



Anhang Mengentheoretische Grundlagen

Auf der Grundlage des Axiomensystems von Gddel und Bernays sollen hier die aus der naiven
Mengenlehre weniger bekannten Tatsachen dargestelit werden. Der Unterschied zwischen Mengen
und Klassen und die Folgerungen aus dem starken Auswahlaxiom spielen eine wichtige Rolle fiir die
Theorie der Kategorien. Da der axiomatische Aufbau der Mengenlehre sehr formal ist, solien die
Formeln soweit wie moglich zusidtzlich in Worten ausgedriickt werden. Man beachte, daB bei der
axiomatischen Darstellung einer Theorie zwar Sétze iiber und in dieser Theorie bewiesen werden,
daB im allgemeinen jedoch keine Modelle, die den Axiomen geniigen, zu dieser Theorie gehdren. So
ist auch die axioinatische Mengenlehre nur ein Rechnen mit den angegebenen Fermeln; ,.die Klasse
aller Mengen" oder besser ein Modell fiir die Klasse aller Mengen wird nicht angegeben. Die Axiome
und die daraus hergeleiteten Sétze sollen allerdings immer eine Deutung in den naiv-anschaulichen
Mengenbegriffen haben.

Wir verabreden folgende Zeichen: Klassenvariable X, Y, Z, ...; spezielle Klassen @, U, A,, 4,, ....
Mengenvariable x, y, z, ... und Formeln ¢, i, .... Diese Zeichen konnen auch zusitzlich mit Indizes
versehen werden, so daB auf diese Weise abzidhlbar viele Zeichen zur Verfiigung stehen. Gleich-
heit = und Element von € stehen zwischen Mengen- bzw. Klassenvariablen bzw. speziellen Klassen,
wobei auf beiden Seiten verschiedene Arten dieser Zeichen stehen kdnnen. Logische Zeichen sind:
non 1. oder V,und A, es folgt =. genau dann folgt <>, es existiert V, es existiert genau ein V! und
fiir alle A. Das Zeichen — steht vor Formeln. Die Zeichen V, A, =, <> stehen zwischen Formeln.
Die Zeichen V, V!und A stehen vor Variablen in Klammern, denen eine Formel oder eine sonstige
Zeichenfolge folgt.

Zwischen den logischen Zeichen bestehen Beziehungen, durch die alle logischen Zeichen auf die
drei logischen Zeichen —1, A und V (und das Gleichheitszeichen) zuriickgefiihrt werden konnen.

Die iibrigen Zeichen konnen als Abkiirzungen aufgefat werden:

o Xy ist dquivalent zu  — (79 A DY)
o=y ist Zquivalent zu "1 (@ A TV Y)
=, ist dquivalent zu (¢ => ¥) A (¢ = @)

(A X)o ist dquivalentzu (VX))
(V!X)p istdquivalentzu (V X)o A ((V Y)p = (X =Y)).

Eine Formel ist fiir Variable oder spezielle Klassen A, I' induktiv definiert durch

1) A€ ist eine Formel.

2) Sind ¢ und ¢ Formeln, so sind auch =1 ¢, @ A ¥ und (V x)¢ Formeln, wobei x durch eine andere
Mengenvariable ersetzt werden kann und Abkiirzungen (z. B. mit anderen logischen Zeichen) zu-
lassig sind.

3) Nur die nach 1) und 2) gebildeten Zeichenfolgen heiBen Formeln.

Kommt eine Variable zusammen mit einem der sogenannten Quantoren V, Aoder V!(z.B.(V X)...,
(A X)...,(V!y)...) vor, so heiBBt die Variable gebundene Variable, sonst frcie Variable.

Die Axiome der Mengenlehre werden in mehrere Gruppen unterteilt. Die Axiome der Gruppe A sind
Al: x st eine Klasse.

Jede Menge ist eine Klasse.

A2: Xe Y = Xisteine Menge.
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Jede Klasse, die Element einer anderen Klasse ist, ist eine Menge.

A3: (Aw(ueX <sueY)=X=1Y.

Extensionalitdtsaxiom: Wenn zwei Klassen dieselben Elemente haben, so sind sie gleich. (Sind zwei
Klassen gleich, so haben sie nach den logischen Eigenschaften des Gleichheitszeichens auch dieselben
Elemente.)

A4: (Au,t)(Vw)(xewssx=uv x =1).

Axiom der Paarbildung: Zu zwei Mengen u,  existiert eine weitere Menge, die genau v und ¢ als Ele-
mente enthalt.

Als Elemente von Klassen bzw. Mengen konnen nur Mengen auftreten. Elemente sind also keine von
den Mengen unterschiedenen Objekte, wie das oft in der naiven Mengenlehre der Fall ist. Vielmehr
handelt es sich um die sprachliche Umschreibung des Zeichens €, wenn man von Elementen spricht.

Wir fiihren eine Reihe von Abkiirzungen ein, die bis auf die ersten beiden auch in Formeln zugelassen
werden. Dabei hat ,,;: =" die Bedeutung von ,ist Abkiirzung von™.

M(X) X ist eine Menge.

K(X) = X ist eine Klasse, aber keine Menge.

X+Y =1X=Y

Xé¢Y = XeV.

{xy} = die nach Axiom A 4 existierende Paarmenge zu x und y, die nach Axiom A 3 ein-
deutig bestimmt ist.

{x} = {xx}, also {x} = {xx}.

{xyy = {{x}{xy}} (das geordnete Paar von x und y).

(x> =

X.
Xy xpy 1= (X {x; ... x,») fiir alle positiven ganzen Zahlen n. Damit sind geordnete endliche
Mengen definiert.

Leer(X) := "V u)ue X)), X istleer.

Ex(X,Y) =V ulueX ~nueY) X und Y haben kein gemeinsames Element.

Ein(X) = (A u,eow)((Ceude X A {wude X) = w =), die Teilklasse von X, die nur aus
geordneten Paaren besteht, enthélt zu jedem u hochstens ein Paar (vu), d. h. X ist
eindeutig.

Xcvy (AuueX = ueY).

xXcy (XCY) ~ (X £Y)

Die Axiome der tibrigen Gruppen B, C und D sind:

B1: (VA(AxKxy>e A= xey).

Es existiert eine Klasse A4, die das geordnete Paar {xy) genau dann als Element enthalt, wenn x € y
gilt.

B2: (AN ABYV C)(ANud{ueA AueB)ysue().

Zu je zwei Klassen 4 und B existiert eine Klasse C, der Durchschnitt A n B von 4 und B, dic aus
genau denjenigen Mengen besteht, die Elemente sowohl von A4 als auch von B sind.

B3: (A A)V BY(Au)ug¢ A<=ueB).

Zu jeder Klasse A4 existiert eine Klasse B, das Komplement — 4 von 4, die genau diejenigen Mengen
als Elemente enthilt, die A nicht enthilt.

B4: (A ANV B)Y(A u)(ueB<(V y)({yudeAd).

Zu jeder Klasse A existiert eine Klasse B,der Definitionsbereich D(4) von A, die genau die zweiten
Komponenten der geordneten Paare in A enthilt.

BS: (A ANV B)(A xyyx>eB<=xeA).

Zu jeder Klasse A4 existiert eine Klasse B, die ein geordnetes Paar genau dann enthilt, wenn die zweite
Komponente in A liegt. Uber die Elemente von B, die keine geordneten Paare sind, ist nichts ausge-
sagt! B 5 dient zur Konstruktion des Produktes.
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B6: (A A)(V B)Y(A xy){xy) eA<=yx>€B).

Zu jeder Klasse A existiert eine Klasse B, die als geordnete Paare genau die geordneten Paare von A
mit vertauschter Reihenfolge enthilt.

B7: (A AV B)(A x,y,2)({xyzy e A< {yzx) €B).

B8: (A AV BY(A x,y,2)({xyz)e A< {xzy) e B).

Zu jeder Klasse A existiert eine Klasse B, die als Tripel genau die Tripel von 4 mit der nach B 7 bzw.
B 8 gednderten Reihenfolge enthilt.

Cl: (V a)(—1 Leer(a) A (A x)(xea=(V y)(yea A x Cy))).
Es existiert eine Menge a, die mindestens abzdhlbar unendlich viele Elemente enthilt.
C2: (A XV (A uv)uev Avex=>uey).

Zu jeder Menge x existiert eine Menge y, die die Vereinigung der Mengen enthilt, die Elemente von x
sind.

C3: (AXNV (AUl x=>uey).
Zu jeder Menge x existiert eine Menge y, die jede Teilmenge von x als Element enthilt.
C4: (A x,A)(Ein(A) = (V y)(A u)(uey<(V v)(vex A {uv) € A))).

Zu jeder eindeutigen Klasse A4 (einer Zuordnung) und zu jeder Menge x existiert eine Menge y, die
aus genau den Elementen besteht, die den Elementen von x durch A zugeordnet werden.

D: -1 Leer(A)= (V u)(ue A A Ex(u,A)).
Fundierungsaxiom: Jede nichtleere Klasse enthilt eine zu ihr disjunkte Menge als Element.

Lemmal. Es existiert genau eine Klasse @ mit (A u)(ué@) und genau eine Klasse U mit (A u)(u e U).

Beweis: Nach Axiom B 1 existiert eine Klasse 4. Nach B 3 existiert das Komplement B = — A4 zu
A. Nach B2 existiert der Durchschnitt C von 4 und B mit (Au)(ueC <> ue A ueB), d h.
(ANu)ueC <> ueAd n 1 (ue A). Also gilt (A u)(ué C), weil ue A A 71 (ue A) immer falsch ist. Wir
setzen ) = C. Nach A 3 ist @ eindeutig bestimmt. U sei das Komplement von @ (B 3). Auch U ist ein-
deutig bestimmt.

Wir nennen U die Allklasse. @ wird dieleere Menge genannt, wobei wir erst spater beweisen werden,
daB @ eine Menge ist.

Metasatz der Klassenbildung. Sei ¢(x, ... x,) eine Formel, in der keine anderen freien Variablen als
Xy, .., X, torkommen. Dann existiert genau eine Klasse A, so daf gilt

(Awued < (V... ,x)u=<,x...x,) A @(x;...x,))).
Beweis: 1) Wir konnen annehmen. daf} in ¢ cine spezielle Klasse nicht links von € steht. denn
(AyelN) = (Vx)(x = A, Ax€el)).
2) Wir konnen annehmen, daB in ¢ auBer speziellen Klassen und Variablen nur €, 71, A und V
(mit Klammern) in den Formeln auftreten (und kein Gleichheitszeichen), denn
(A=T)< (Ax)(xeAd <« xel)).

3) Sei ¢ = (x,€xy). Ist r =5, 50 ist ¢ = (x, € x,). Aber es ist x, € x, und x, € {x,}, also 7 Ex(x,,{x,})
im Widerspruch zu Axiom D. Wir setzen 4, = Q. Ist r < s, so gilt nach B 1:

( vAl)( /\X,,X;)(<X,XS>EA] had X,Exs).

Ist r > 5,50 gilt nach B1 und B6: ( VA Ax,,x)({x;x,>€ A, < x,€x,). Mit B5, B6. B7 und B8
erhalten wir in allen drei Fallen mit 1 <r <nund i <s < n:

(VA NN X5, X ) (XX €Ay == X, €X).
4) Sei ¢ = (x,€ A;). Dann gilt ( VA4,)(x,€ 4, < x, € A,). Mit B5—B 8 erhalten wir fir 1 <r < n:
(VANNA Xy, X)Xy oo X €Ay <= X, EAY).
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5) Wir filhren eine Induktion nach der Anzahl der in der Formel auftretenden logischen Zeichen
=, A bzw. V durch. Die notwendigen Induktionsschritte sind:

—1 ¢: Nach B 3: (A Xy X)Xy oo X EAy < @(X, ... X)) =

(A X, X)Xy X € — Ay, <= 10X, .. X))
@ A ¢: Nach B2: (A Xy X)Xy o XD €Ay <= Xy ... X)) A

(A g X)Xy XY € A = (X X)) =

(A Xy X)Xy oo XD EAZ N Az <= (@ A Y) (X, ... X))
(V x): Nach B4: (A XXy, X)) ((xxy o x ) €Ay < @(xx, ... X)) =

(Axp, s x) (X x> € D(Ay) <= (V X)(@lxx, ... X))

6) Wir definieren 4 x B durch
(AXx)(xeAxB<=(Vyz)(x=<(yz)y AyeA A zeB)).

Weiter sei A" = A x A"~ '. Alsogilt speziell
(Au)(uel™ <= (Vxy,....,x,)(u=<{x; ... X))
Wir ersetzen die nach 5) erhaltene Klasse B (= — A,, A, N A3, D(A4,)) durch 4 = BAU". Nach A 3

ist dann A eindeutig bestimmt durch
(ANw(ued <= (V.. ,x)u=<{x...x0 Ao(xy...x,)).

Das im Metasatz der Klassenbildung konstruierte 4 wird auch als 4 = {<x, ... x,>|@(x, ... x,)}
geschrieben. Damit erhdlt man weitere Abkiirzungen:

A-B i= {x|xeAd A x¢ B},
AUB {x|xed A xeB},
Ux {x|(Vi)xey A ye X)},
Nx x[(Avye X =xey)},

R(X) = {x|x < X},

X! = {x[(Vy.2)(x = {yzd A (zp)eX),

IR(X) = D(X ') (Wertebereich von X),

F((X)) = W(F n (U x X)) (Bildklasse von X bei F, d. h. die Klasse der Elemente, die

als Bilder bei Anwendung von F auf Elemente von X auftreten).

Eine Reihe von neuen Formeln wird definiert durch:

Rel(X) = X ¢ U?,
Aqu. Rel (X) = Rel(X) A (A x)(xe D(X) = {(xx)e X)
AA X KXy e X = (yxde X)
ALAX P e X A (rde X = (x2de X).
Abb(X) = Rel(X) A Ein(X),
F Abb auf X = Abb(F) A D(F) = X,
FAbbvon XinY:= FAbbaul X A}(F)C Y,
bijektiv (F) = Ein(F) A Ein(F ).

Seien F eine Klasse und x eine Menge. Dann ist F(x) eindeutig definiert durch:

(VIYKyxd> e F) = KF(x)x>e F) A (M (VIy)Kyx)eF) = F(x)= Q).
Sei F Abb von X in Ygegeben. F heitinjektiv, wenn Ein(F~'). F heiBt surjektiv, wenn 0 (F) = Y.
Statt F Abb von X in Yschreiben wir auch oft F: X — Ybzw. X 3x — F(x)e Y bzw. X £Y. Man be-
achte dabei, daBl der Pfeil — zwischen Mengen steht, die einander zugeordnet werden, wihrend der
Pfeil — zwischen Mengen bzw. Klassen steht, deren Elemente einander zugeordnet werden. Eine
Familie F von Elementen aus Y mit Indexklasse X ist (F Abb von X in Y).
Es gelten folgende
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Regeln der Mengenlehre

a) fo=wNu=0:Jo=0: Ju=1u

b) ocxcu;

c) X=Y=XCYAYCX;

d) D)= W; WA = U,

e) RU) = U;

f) M(@); K();

g M(X) = M(X A Y) A MCB(X) A M(UX);

h) X4 0=MNX);

i) M(X) A (Y € X) = M(Y);

k) M(X) A M(Y) = M(X xY) A M(X UY);

1) F Abb auf x = M(F) A M(IB(F)) A M(F((x);

m) K(X) = K(BX) A KIUX) A KIXUY) A KX =)
n) K(X)A Y+ Q=KXxY);

o) bijektiv(F) A X € D(F) A K(X) = K(F(X));

p) F Abbauf A A G Abbauf4 = (A u)(ue A = F(u) = G(u)) = F = G).

Beweis: a), bj, ¢), d) uand e} sind trivial zu verifizieren.

i) Sei A = {{zz)|ze Y), so ist 4 eindeutig (Ein(A)). Nach Axiom C 4 ist dann y = Y, also M(Y).

g) M(X N Y) ist nach i) trivial. M(®(X)) und M(|J X) folgt mit den Axiomen C 2 und C 3 aus i).
k) Nach Axiom A 4 ist {X,Y} eine Menge. Nach g)ist M(X U Y). Esist X x Y CR P (X U Y), also
ist nach i) und g) M(X x Y).

1) M(23(F)) und M(F((x))) gelten wegen Axiom C4. F C x x W3 (F) impliziert M(F).

m), n) und o) werden analog bewiesen.

p) gilt nach Definition von F(x).

f)® € X und die Existenz einer Menge (Axiom C 1) impliziert M(@). Sei M(1[). Dann ist U € U und
U e {U} im Widerspruch zu Axiom D. Also ist K(2[).

hyveX a(NX<y=MX.

Das von Gddel verwendete starke Auswahlaxiom ist dquivalent zu dem hier verwendeten Auswahl-
axiom. das fir die Anwendung in Kategorien besonders geeignet ist. (Die Aquivalenz der beiden
Axiome gilt allerdings nur, wenn das Fundierungsaxiom gilt.) Dieses Auswahlaxiom lautet:

Aqu.RelR = ( VX)(A u)ue D(R) = (V') ve X A {ur)eR).
Zu jeder Aquivalenzrelation R auf D(R) existiert ein vollstandiges Reprisentantensystem X n D(R).

Satz. Das Auswahlaxiom ist dquivalent zu dem folgenden Godelschen Auswahlaxiom:
(VA)(Ein(A4) A (Ax)(Leer(x) = (Vy)yex A {yx)ed).
(Es gibt eine eindeutige Klasse (eine Zuordnung), die jeder nichtleeren Menge x eines ihrer Elemente

zuordnet.)
Bewcis: Gelte das Auswahlaxiom. Sei E die Klasse der e-Relation: E = {{xy)>|xe y}. Sei
R = {{wxyz)|{wx)eE A {yz)eE A x = z}.

Dann ist R eine Aquivalenzrelation auf E. Sei 4 ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir R. Ist
v % @, so existiert genau ein x mit {xy>€ A C E. Damit ist A die gesuchte Auswahlfunktion fiir das
Godelsche starke Auswahlaxiom.

Die Umkehrung des Beweises soll hier nur angedeutet werden. Das Go6delsche starke Auswahl-
axiom impliziert, daB U wohlgeordnet werden kann. Ist dann R eine Aquivalenzrelation. so ist

X ={x|xeDR) A (A¥reDR) A {xy)eR = x < v}

ein vollstandiges Reprdsentantensystem.



Anhang Mengentheoretische Grundlagen 183

Speziell steht dadurch das Lemma von Zorn zur Verfiigung. Dazu definiert man eine Kette K in
einer geordneten Menge X (im Sinne von 1.1 Beispiel 2) als eine Teilmenge von X, so daB fiir je zwei
Elemente x,y e K immer x < y oder y < x gilt. Eine obere Schranke fiir eine Kette K in X ist ein
Element s(K) e X, so daB fiir alle x e K gilt x < s(K). Ein maximales Element m € X ist ein Element
mit der Eigenschaft. dafB fiir alle x e X mit m < x gilt m = x.

Lemma von Zorn: Ist X eine geordnete Menge und gibt es zu jeder Kette K in X eine obere Schranke, so
gibt es in X ein maximales Element.

Zum Beweis dieses und des folgenden Lemmas iiber Ordinalzahlen sei der Leser auf die Lehrbiicher
der Mengenlehre verwiesen.

Lemma 2. Sei K eine wohlgeordnete Menge von Ordinalzahlen «, sei y die erste Ordinalzahl mit

|K| < |y| und |«| < |y| fiir alle x € K. Dann existiert eine Ordinalzahl B mit B < y und o < B fiir alle
1€ K.
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