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Die vorlierende Ausarbeitung enthdlt im wesentlichen den Inhalt
meiner Vorlesung liber endliche Hopf-Algebren vom Winter-Semester
1972/73 . Es war mein Ziel, endliche Hopf-Algebren iliber beliebigen
kommutativen Ringen zu untersuchen, den Zusammenhang mit Frobenius-
Alegebren darzustellen und eine Einfiihrung in die Theorie der
Moduln, also die Darstellungstheorie, der endlichen Hopf-Algebren
zu geben. Dabei ist der Begriff der Frobenius-Algebra einer

Arbeit von Morita folgend zu P-Frobenius-Erweiterungen ausgeweitet
worden. Auf diese Grundlagen aufbauend habe ich in der Vorlesung
noch die Kohomologiegruppen der endlichen Hopf-Algebren unter-
sucht. Ich muB fiir die Darstellung dieser Fragen, die ich nicht

in diese Ausarbeitung aufgenommen habe, den Leser auf die am SchluB
angegebene Spezial-Literatur verweisen. Die wichtigen Struktur-
Satze iiber kokommutative endliche Hopf-Algebren wie etwa die
Zerlegung in separable und infinitesimale Anteile sind hier
ebenfalls nicht behandelt, da ausfiihrliche Darstellungen in der
Lehrbuch-Literatur schon vorhanden sind.

Ich bin Herrn Dr. Th. Wilhelm fiir das sorgfiltige Lesen eines

Korrekturabzugs dieser Ausarbeitung zu Dank verpflichtet.

Miinchen, den 6.4.1973 Bodo Pareigis
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Es sei in dieser Ausarbeitung k ein kommutativer, assoziativer
Ring mit Einselement. Alle Moduln seien unitadre k-Moduln, falls
nichts anderes gesagt ist. Jeder k-Links-Modul M wird auch als

k-Rechts-Modul betrachtet vermdge ma = am fiir aek und meM.

Sind M und N k-Moduln, so sei MeN := Me, N und Hom(M,N)
:= Homk(M,N). Beide Moduln werden in der natiirlichen Weise wieder
als k-Moduln betrachtet. Wir werden hiufig M mit keM bzw.
Mek identifizieren vermoge des in M funktoriellen Isomorphis-
m‘us Mam+—> 1lemekeM . Ebenso identifizieren wir M und

Hom(k,M) vermdge des in M funktoriellen Isomorphismus

Hom(k,M) s f —> f(1)eM .

Sei P(k) die volle Unterkategorie der Kategorie der k-Moduln,
bestehend aus den endlich erzeugten, projektiven k-Moduln. Fir
PsP(k) sei P":= Hom(P,k) , der zu P duale k-Modul. Bekanntlich
ist P wieder aus P(k) . D:= Hom(-,k): P(k) —> P(k) defi-
niert eine Anti-Aquivalenz von Kétegorien und ist zu sich selbst
(dquivalenz-)invers. Wir identifizieren P und P** vermége des
in P funktoriellen Isomorphismus

Psp +—> (P"s p* —> p*(p) ek) e P*™ .

DaB dieser und dhnliche spdter noch zu konstruierende Homomor-
phismen Isomorphismen sind, wird wie folgt gezeigt. Zun&dchst
iberzeugt man sich, daB

Msm+—> (M*3 0" — n™(m) e k) e M*"
ein in M funktorieller Morphismus zwischen additiven Funktoren

ist. Sodann zeigt man, daB dieser Homomorphismus fir M = k ein

0o
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Isomorphismus ist. SchlieBlich wende man das folgende Lemma an:

Lemma 1.1: Seien A und B assoziative Ringe mit Einselement.

Seien A-Mod bzw. B-Mod die Kategérien der unitdren A-Links-

bzw. B-Links-Moduln. Seien F,G: A-Mod —> B-Mod additive Funk-

toren. Sei g: F —> G ein funktorieller Morphismus. Ist

g(A): F(A) —> G(A) ein Isomorphismus, so ist ¢(P): F(P) —> G(P)

ein Isomorphismus fiir alle endlich erzeugten, projektiven

A-Moduln P .

Nach diesen Vorbetrachtungen geben wir jetzt eine Definition
von k-Algebren, die &dquivalent zu der iiblichen Definition von

k-Algebren ist, die aber fiir unsere Zwecke geeigneter ist.

Definition 1.2: Ein Tripel (A,V,») bestehend aus

1. einem k-Modul A |

2. einem k-Homomorphfsmus V: AeA —> A, der Multiplikation, und
3. einem k-Homomorphismus = : k —> A , der Einheit,

heiBt eine k-Algebra, wenn folgende zwel Diagramme kommutieren:

b, AeAoeA—2Ys a6

V”l ] lv

AeA—— 7

5. A—122 3462

N T

Ae A —>4A .

Wir sprechen hdufig von einer k-Algebra A statt (A,V,q) .

Man lberzeugt sich leicht davon, daB diese Definition &dquivalent
dazu ist, daB A ein assoziativer Ring mit Einselement ist und
”: k —> A ein unité@ Ringhomomorphismus von k in das

Zentrum von A ist.
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Definition 1.3: Seien (A,Vk,yA) und (B,Vb,yB) k-Algebren. Sei

feHom(A,B) . f heiBt k-Algebren-Homomorphismus, wenn die beiden

folgenden Diagramme kommutieren:

1. Aea-L®f,p5e3

[ [7s

A——— B

Es bezeichne k-Al1g(A,B) die Menge der k-Algebren-Homomorphismen
von A nach B , k-Alg die Kategorie der k-Algebren und A-Mod
die Kategorie der unitdren A-Links-Moduln. Entsprechend sei

Mod-A die Kategorie der unitidren A-Rechts-Moduln.

In Analogie zur Definition der k-Algebra definieren wir durch Umkehrung

der Abbildungsrichtungen eine k-Koalgebra.

Definition 1.4: Ein Tripel (C,4,€) bestehend aus
1. einem k-Modul C ,
2. einem k-Homomorphismus A: C —> C e C , der Diagonalen oder

der Komultiplikation, und

3. einem k-Homomorphismus &: C —> k , der Koeinheit oder Augmentation,

heift eine k-Koalgebra, wenn folgende zwei Diagramme kommutieren:
b c—=2 sScec
Pal A e 1

v 4
Cec—128,cecCec

i
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Wie bei den k-Algebren sprechen wir hiufig von einer Koalgebra

C statt von (C,A,¢)

Definition 1.5: Seien (C,Ac,é und (D,AD,ED) k-Koalgebren.

c)
Sei feHom(C,D) . f heiBt k-Koalgebren-Homomorphismus, wenn

die folgenden beiden Diagramme kommutieren:

1. c—f 5

Es bezeichne k-Koalg(C,D) die Menge der k-Koalgebren-Homomor-
phismen von C nach D und k-Koalg die Kategorie der k-Ko-

algebren.

Wie die Multiplikation einer k-Algebra gewshlich durch V(aea') =
aa' abgekiirzt wird, so benotigt man fiir groBere Rechnungen auch
eine Abkiirzung der Komultiplikation. Dazu wurde von M. SWEEDLER
die folgende Notation eingefiihrt. Sei C eine Koalgebra. Wir
filhren fir A(c) = z: c; @ ci die Schreibweise

Alc) = Z 1) ® C(2)
ein. Analog definieren wir

s Y ]

(A e 1)A(c) c(l) ) °(2) ® c(3) (1 e A)A(c),

wobei die letzte Gleichung aus der Koassoziativitdt der k-Koalgebren

folgt. Durch Iteration werden die Ausdriicke zz C(1) ® -+ @ C(py

definiert.

Ist f: C x ...x C —>M eine multilineare. Abbildung und

f': Ce ... @ C —> M der induzierte Homomorphismus, so definieren
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wir
o — 1
z: f(c(1),...,c(n)) e= f (z: C1y ® --- ® c(n))
Man rechnet leicht die folgenden Rechenregeln nach:

z: €1y © --- ® Ae

(i)) © ... 8Cry
Z: (1) ® =+ ® C14)
und
z: C(1)® --- ® é(c(i)) ®...0c = ‘
z: 1y ® --- @ le... e C(n=1) =
z: 1) e ... o C(n-1) °
wobei die letzte Gleichung aus der Identifizierung C e k = C

stammt.

Definition 1.6: Ein Element ceC heift kokommutativ, wenn
z: c(1) [} c(a) = Z: °(2) o c(1) gilt. Eine k-Koalgebra C
heiBt kokommutativ, wenn alle Elemente von C kokommutativ
sind. Gleichbedeutend damit ist, daB das Diagramm

a
C—>CecC
2 mnT .

CeC

mit T(c e ¢c') = ¢c' @ ¢ kommutiert.

Wir geben jetzt zwei Beispiele fiir k-Koalgebren an. Die Einzel-
heiten der dabei aufgestellten Behauptungen seien dem Leser zum

Beweis iiberlassen.

Beispiel 1.7: Sei X eine Menge und kX der freie k-Modul mit
dem freien Erzeugendensystem X . Dann ist C = kX zusammen mit
A: C —> C e C definiert durch A(x) = x e x fir alle xeX
und &€: C —> k definiert durch &(x) = 1 eine kokommutative
k-Koalgebra. Man beachte dabei, daB man k-Homomorphismen auf
einem freien k-Modul nur auf dem freien Erzeugendensystem defi-

nieren bzw. nachpriifen muB. Dann kann man hier alle Eigenschaften
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einer kokommutativen k-Koalgebra leicht nachpriifen. Die Zuordnung
X —> (C,A,e) definiert einen Funktor von der Kategorie der
Mengen in die Kategorie der (kokommutativen) k-Koalgebren. Dieser
Funktor hat den folgenden rechts-adjungierten Funktor G :

G(C) := {ceCl A(c) =cec, €(c) = 1} .

Insbesondere erhdlt der Funktor X —> (C,4,€) Kolimites.

Im Spezialfall X = {1} des eben angegebenen Beispiels erhdlt man,
da C =k mit A: k —> ke k = k und &: k —> k die iden-

tischen Abbildungen eine kokommutative Koalgebra ist.

Beispiel 1.8: Sei X eine Menge und egX . Sei C := k(Xu{e})
der freie k-Modul mit dem freien Erzeugendensystem X v {e} .

A: C —> C & C werde definiert durch A(e) = e o e, A(x) =

x @ e +e e x fir alle xeX . €: C —» k werde definiert
durch €(e) =1, &(x) = O fiir alle xeX . Dann ist (C,4,¢)
eine kokommutative k-Koalgebra. Weiterhin hat man einen
k-Koalgebren-Homomorphismus m: k—>C mit '72(1) =e,

eine sogenannte Koaugmentation. X —> (C,A,e,'vz) definiert
einen Funktor von der Kategorie der Mengen in die Kategorie

der (kokommutativen) k-Koalgebren mit Koaugmentation. Dieser

Funktor hat den folgenden rechts-adjungierten Funktor L :

L(c,A,s,-sz) i= {ceCI A(c) =c e 'rl(l) + 'rz(I) @ c, £€(c) = O} .

Seien jetzt eine k-Algebra (A,V,vl) und eine k-Koalgebra

(C,A,6) gegeben. Wir fithren auf der Menge Hom(C,A) der

k-Homomorphismen eine Multiplikation ein durch die Definition
(twg)(e) = ) £le(;)aley))

mit f, geHom(C,A) und ceC . Offenbar ist dann fxg

wieder ein Element von Hom(C,A). Nach Definition ist

fxg=V(f e g)A . Die so definierte Multiplikation ist
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assoziativ, denn fir f, g, heHom(C,A) und ceC gilt:
((fxg)xh)(c) = Z (f*g)(c(”)h(c(z))
= L gy yatezyntegsy)
f(c(1))(g* h)(c(Z))
(f =(g»*h))(c)

Dabei haben wir die Assoziativitdt von A ebenso verwendet wie
die Koassoziativitdat von C . Die Distributivitidt ergibt sich
daraus, daf die Multiplikation als Abbildung

Hom(C,A) ® Hom(C,A) —> Hom(C @ C,A & A) —H2BBAV)y yoncc ay
aufgefaft werden kann. Zu dieser Multiplikation ist ne: C—>A
Einselement, denn

(f »ne)(c) = Z f(c(]))'rle(c(a))
tlegryele(ay))

f(c)

und analog (ne »f)(c) = f(c) . Das beweist den

Satz 1.9: Fir eine Algebra (A,V,v) und eine k-Koalgebra (C,4,¢)

ist Hom(C,A) mit der Multiplikation fxg =V(f @ g)4 und dem

Einselement -75 eine k-Algebra.

Folgerung 1.10: Sind C eine kokommutative k-Koalgebra und A

eine kommutative Algebra, so ist die k-Algebra Hom(C,A) kommutativ.

Beweis: (f xg)(c) = z: f(c(l))g(c(z)) = z: g(c(l))f(c(a)) =(gxf)(c)//

Folgerung 1.11: Ist C eine k-Koalgebra, so ist c* eine k-Algebra.

Beweis: Man setze in Satz 1.9 A = k ein. /

Satz 1.12: Seien 7: C' —> C ein k-Koalgebren-Homomorphismus und

y: A —> A' ein Algebren-Homomorphismus. Dann ist 4
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Hom(t?,y/): Hom(C,A) —> Hom(C',A')

ein k-Algebren-Homomorphismus.

Beweis: Hom(ef,y/)(f*g) = yz(f*g)?: «f)V(f ® g)Af: "y o }U)(f ® g)(fo y)A
= V(yfg e yg9)d = yfgxygy und Hom(?,}V)('vze) = ypep= e - Y

Folgerung 1.13: Hom(-,-): k-Koalg x k-Alg —> k-Alg ist ein Funktor.

Beweis: Man braucht nur zu verifizieren Hom(g',y')Hom(p,y) =
A} -

Hom(yf’,y/ y) und Hom(1c,lA) = lHom(C,A) - /Y

Bisher stand im ersten Argument von Hom(-,-) eine k-Koalgebra

und im zweiten Argument eine k-Algebra. Nun &dndern wir die Situation,

so0 daB im ersten Argument von Hom(-,-) eine k-Algebra und im

zweiten eine k-Koalgebra steht. Im allgemeinen kann man dann

keine verniinftige Struktur auf Hom(A,C) finden. Das ist jedoch nicht

der Fall, wenn man die k-Modul-Struktur von A 1in geeigneter

Weise einschriankt.

Satz 1.14: Sei (A,V,vl) eine k-Algebra mit endlich erzeugtem,

projektivem k-Modul A . Sei (C,A,e) eine k-Koalgebra. Dann

ist Hom(A,C) eine k-Koalgebra.

Beweis: Der k-Homomorphismus ¢: Hom(A,C) e Hom(A',C') —>
Hom(A® A',CeC') mit g(f e g)(aa a') := f(a) e g(a') ist

in den k-Moduln A und A' ein funktorieller Morphismus. Fiir
A = A' = k 1ist er ein Isomorphismus. Also ist er nach Lemma 1.1

auch ein Isomorphismus fiir endlich erzeugte, projektive k-Moduln

A und A' .

Die Diagonale fiir die k-Koalgebra Hom(A,C) sei jetzt
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Hom(V -1
Hom(A,C) ——*Al-‘r Hom(A @ A,CeC) o S Hom(A,C) @ Hom(A,C)

und werde mit A' bezeichnet. Identifizieren wir vermdge ¢,

s0 ist (A' @ 1)A'(f) = (A e 1)AfTP(V e 1) = (1 e A)ATV(1 ¢ V) =
(1 @ A')A'(f) . Also ist die Komultiplikation koassoziativ.

Die Koeinheit fiir Hom(A,C) sei Hom(w,e): Hom(4,C) —> Hom(k,k)
= k und werde mit ¢g' bezeichnet. Dann ist (&' o 1)A'(f) =

(c o l)AfVCQ @ 1) = f und analog (1 @ €')4'(f) = £ . //

Der hier gegebene Beweis hingt wesentlich von der Eigenschaft ab,
daB A als k-Modul endlich erzeugt und pro jektiv ist. Wir werden
im folgenden eine k-Algebra A bzw. eine k-Koalgebra C endlich
nennen, wenn der k-Modul A bzw. C endlich erzeugt und

projektiv ist.

Analog zu den Sdtzen bzw, Folgerungen 1.10 - 1.13 wird der Leser
die in dieser Ausarbeitung nicht weiter bendtigten Aussagen

verifizieren:

Ist A eine endliche kommutative k-Algebra und C eine kokommu-

tative k-Koalgebra, so ist Hom(A,C) eine kokommutative k-Koalgebra.

Ist A eine endliche k-Algebra, so ist A* eine endliche

k-Koalgebra.

Sei k-Alge die Kategorie der endlichen k-Algebren. Dann ist

Hom(-,~): k-Alge x k-Koalg —> k-Koalg ein Funktor.

Seien A und A' k-Algebren. Dann ist A e A' wieder eine
k-Algebra, wenn man die Multiplikation durch (a] ° a{)(a2 ® aé)
= a,a, @ a{aé definiert. Das Einselement ist dann 1 o 1!

Ebenso kann man fiir k-Koalgebren C und C' eine k-Koalgebra
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C ® C' bilden, wenn man die Komultiplikation durch
COC'M'—)COC@C'OC'1O—TO‘—1—>COC'OCOC'

mit T(c @ c') = ¢c' @ ¢ definiert. Die Koeinheit ist dann

£e® £': CeC' — k.

Ist A eine endliche k-Algebra und C eine k-Koalgebra, so ist

Hom(A,C) 2 A® e C als k-Koalgebren.

In Analogie zur Definition eines A-Links-Moduls fiir eine k-Algebra
A definieren wir jetzt einen C-Rechts-Komodul fiir eine k-Koalgebra
C . Der Leser mdge eine Definition von A-Moduln so angeben, daB

die folgende Definition von C-Komoduln daraus durch Umkehrung

der Abbildungsrichtungen hervorgeht.

Definition 1.15: Sei (C,A,&) eine k-Koalgebra. Ein C-Rechts-Ko-
modul ist ein Paar (M,x) mit
1. M ist ein k-Modul,

2. & M—>Me C ist ein k-Homomorphismus,

3, M—A— 3yMecC

x| [ea

Me C—AL'yMecCeC ist kommutativ und

[’ M—F——)M.C

\ y.e

M =M k ist kommutativ.

Wir schreiben #hnlich wie bei k-Koalgebren :x(m) = z: M) ® By o
wobei bei multilinearen Abbildungen m(o) im Argument fiir
Elemente aus M und m(1) im Argument fir Elemente aus C
stehen. Man rechnet leicht die folgenden Rechenregeln nach:

2: Moy © --- ezﬁ(m(i)) e ...em =
z: X(m(O)) @ ... ® mny =
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e Tmy e e )

und

z: Moy © --- © e(m(i)) ® ...@m =

LMoy ® oo @ m gy -

Definition 1.16: Seien (M'IM) und (N’XN) C-Rechts-Komoduln.

Sei feHom(M,N) . f heiBt C-Komodul-Homomorphismus, wenn das

folgende Diagramm kommutiert:

M —————L———9 N

x,,l z,,l

Mec-folnesc .

Wir bezeichnen die Menge der C-Komodul-Homomorphismen von M
in N mit C-Komod(M,N) . Die Kategorie der C-Rechts-Komoduln

werde mit Komod-C Dbezeichnet.

Am SchluB dieses Kapitels werden wir sehen, daR der Begriff

des Komoduls im allgemeinen Schwierigkeiten bereitet, wenn man
von Unterstrukturen, also von Unterkomoduln sprechen will. Daher
besprechen wir jetzt Methoden, die es erlauben, aus einem Komodul
einen Modul zu machen. Dazu betrachten wir den funktoriellen
Morphismus (funktoriell in P )

A: Hom(M,N e P) —> Hom(P* e M,N), A(f)(p" e m) = (1 e p™£(m)

Lemma 1.17: Fiir endlich erzeugte, projektive k-Moduln P 1ist

A: Hom(M,N ® P) —> Hom(P" ® M,N) ein Isomorphismus.

Beweis: Man verifiziert leicht, daB A fir P = k ein Isomor-

phismus ist. Dann wende man Lemma 1.1 an. //

Satz 1.18: Sei C eine k-Koalgebra. Sei (M,y) ein C-Rechts-

Komodul. Dann ist M ein C¥-Links-Modul mit der Multiplikation
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Aly)+ c e M —M .

Beweis: Zundchst ist c* eine k-Algebra nach Folgerung 1.11.
Die Multiplikation ist dabei in folgénder Weise erklirt:
c¥d¥(c) = Z c*(c“))d"(c(a)) . Fiir die Multiplikation auf dem
c*-Modul M nmiissen wir das Assoziativgesetz (c*d’)m = ¢*(d"m)
nachpriifen:

(c*d*)m

AQx)(c*d¥ ® m)

(1 e c'd”)x(m)
L
= L noye et y)
Ls *
L 2oy (a1 )8 (o)
¥ X
c m(o)d (m(1))

= c*(d'm)
Weiter ist nachzupriifen, ob M unitar ist:

€m=Zm(O)E(m(1)) =m . //

Satz 1.19: Seien (M'XM) und (N'XN) C-Rechts~Komoduln und sei

f: M —> N ein C-Komodul-Homomorphismus. Dann ist f ein

C*-Modul-Homomorphismus.

Beweis: Wir verwenden die folgenden kommutativen Diagramme
Hom(M,M & C) —2A 5 Hom(c" o M,M)
Hom(M,f o 1)1 _ Hom(C* & M,f)
Hom(M,N & C) —2—> Hom(C" o M,N)
Hom(f,N e C)T ]hom(I e f,N)
Hom(N,N @ C) —Ji—ﬁ Hom(C* e N,N)
A 1ist ndmlich funktoriell in allen drei Argumenten. Da f ein
Komodul-Homomorphismus ist, ist Hom(M,f e 1)(XM) = (f @ 1)XM =
XNf = Hom(f,N e C)(XN) . Aus der Kommutativitdt der obigen Diagramme
folgt dann f)(XM) = Hom(C" e M,f)A(XM) = A(Hom(M,f o DGy)) =

A(Hom(f,N @ C)(xy)) = Hom(1 @ £,M)Ayy) = AyyXt @ £). //
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Man erhdlt also einen Funktor von der Kategorie der C-Rechts-
Komoduln in die Kategorie der c*-Links-Moduln. Dieser Funktor
ist jedoch nur eine Aquivalenz, wenn C eine endliche k-Koalgebira

ist. Das s0ll mit den ndchsten beiden S&tzen gezeigt werden.

Satz 1.20: Sei C eine endliche k-Koalgebra und M ein k-Modul.

x: M —> M e C definiert genau dann eine C-Rechts-Komodul-

Struktur M, wenn A(y): C*¥e M — M eine C”"-Links-Modul -
Struktur wenn  A(y

auf
Struktur auf M definiert. Weiterhin ist jede C*-Links-Modul-
Struktur auf M von der beschriebenen Art.

Beweis: Nach Lemma 1.17 ist A ein Isomorphismus. Weiter ist
¢: Me PaQ— Hom(P' © Q",M) mit ¢(moe pe a)(p*eaq”) =
p¥(p)a*(q)m ein in P und Q funktorieller Morphismus. Fir
P=Q =k ist (4 ein Isomorphismus, also ist ¢ auch ein
Isomorphismus fiir endlich erzeugte, projektive k-Moduln P uncdl

Q .

Wir wollen jetzt die Koassoziativitdt von ¥ nachweisen, wenn
)(x) eine C*-Links-Modul-Struktur definiert. Dazu ist

(xo l)x= (1 @A)y zu zeigen. Sei x

Uxolm-(ledwﬂm

e Mo Co C . Es geniigt zu zeigen x =0

i

Nach Definiton ist c*m = )(x)(c* am) =(1e c*)x(m) = z: m(o)c*(m(l)

Also ist

)

g(X)(c" e d S(ZX("(o)) ® m“))(c"' o df)
- (L m(yy #Amyy))(c” 0 aF)

* x
Z (1 e ch)ylm y)d (meyy)

- z: m(o)(cr'a d’)A(m(,))
* %
Z c*m(ojdx(m(l)) - Z m(O)(c d )(m(1))

c*(d*m) - (¢¥a¥)m =0 .



- 15 -

Damit ist g(x) =0 .Da ¢ ein Isomorphismus ist, ist x = O.
¢ 1ist Koeinheit fiir M , weil z: m(o)E(m(1)) = €&m =m ist.

paf jede C"-Links-Modul-Struktur von der Form 2(1) ist, folgt

aus der Tatsache, daB A ein Isomorphismus ist. //

Satz 1.21: Sei C eine endliche k-Koalgebra und seien (M,lM)

und (N’lh) C-Rechts-Komoduln. f: M —> N 1ist genau dann ein

C-Komodul-Homomorphismus, wenn f ein C*—Modul-Homomorphismus ist.

Beweis: Im Beweis von Satz 1.19 sind die Homomorphismen A
Isomorphismen. Daher ist fAC(M) = )(XN)(I e f) izquivalent zu

Nach diesen Uberlegungen ist es jetzt gleichgiiltig, ob wir
Komoduln iiber einer endlichen Koalgebra C oder Moduln iiber

der endlichen Algebra C*

studieren, weil diese beiden Kategorien
isomorph sind. Insbesondere besitzt die Kategorie der C-Komoduln
fiir eine endliche k-Koalgebra C Kerne und Kokerne. Ist die
k-Koalgebra C jedoch nicht flach (bzw. nicht endlich), so
existieren in der Kategorie der C-Komoduln zwar noch Kokerne
und diese werden wie in der unterliegenden Kategorie der k-Moduln
gebildet. Jedoch kann man auf diese Weise im allgemeinen keine
Kerne erhalten. Ist N € M né&mlich ein k-Untermodul, so ist
N e C kein Untermodul von M @ C. Also wird die Komultiplikation
X M—>MaC auf N im allgemeinen keine Komultiplikation
induzieren, und selbst, wenn es ein N’ N—>Ne C so gibt, daB
das Diagramm

N——>M

Bl

Ne C—>MeC
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kommutativ ist, so braucht N im allgemeinen nicht koassoziativ
zu sein. Entsprechende Schwierigkeiten entstehen bei der Betrachtung
von Unterkoalgebren. Selbst wenn man von einer Teilmenge von
einer k-Koalgebra C oder von einem C-Komodul M verlangt, daB
sie selbst eine k-Koalgebra bzw. ein C-Komodul ist und die
Inklusionsabbildung ein Homomorphismus ist, so ist die Unter-
Koalgebren- bzw. -Komodul-Struktur nicht eindeutig bestimmt.
Wir werden uns aus diesen Griinden und wegen der bequemen
Dualisierungsmdglichkeiten im wesentlichen auf endliche k-Koalgebren

beschriénken.
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Im ersten Abschnitt haben wir gesehen, daB man gewisse Fragen

iiber k-Koalgebren zuriickspielen kann.auf Fragen iiber k-Algebren,
in-dem man vermdge Hom(-,k) dualisiert. Trdgt die zu untersuchende
k-Koalgebra weitere Struktur, so kann sich diese beim Duali-

sieren wesentlich verdndern und auch komplizieren. Im folgenden
werden wir solche Fidlle antreffen. Die k-Koalgebra trdgt hier

noch die zus&dtzliche Struktur einer k-Algebra. Ist die k-Koalgebra
endlich, so erhalten wir nach dem Dualisieren wieder eine
k-Koalgebra und eine k-Algebra, so daR durch das Dualisieren

nichts wesentliches gewonnen ist. Es miissen also andere Techniken

zusdtzlich eingefiihrt werden. Dazu definieren wir zun&chst

Definition 2.1: Eine k-Bialgebra ist ein Quintupel (H,V,Q,A,e) mit
den Eigenschaften

1. (H,V,m) ist eine k-Algebra,

2. (H,A,e) 1ist eine k-Koalgebra,

3. 4, ¢ sind k-Algebren-Homomorphismen,

L. V.wl sind k-Koalgebren-Homomorphismen.

Lemma 2.2: Gegeben sei ein Quintupel (H,V,%,4,¢) , das die

Axiome (1) und (2) der Definition 2.1 erfiillt. Dann sind die

Axiome (3) und (4) dquivalent zueinander.

Beweis: Wir betrachten die folgenden vier Diagramme:

a4
—>H o H

H
N AaeA TVOV TQ %oq
k

HeHoHeH N 2T o HeHet

®
=]

(a) H 4 > H 4  ,HeH (b)

> ke k
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(c)HeH =251 6k (d) H :
Lv l /\
H——% 5k K — Sk . |

Die Diagramme (a) und (b) sind genau dann kommutativ, wenn A

ein k-Algebren-Homomorphismus ist. Die Diagramme (c) und (d)

sind genau dann kommutativ, wenn € ein k-Algebren-Homomorphismus
ist. Andrerseits sind die Diagramme (a) und (c) genau dann
kommutativ, wenn V ein k-Koalgebren-Homomorphismus ist und

die Diagramme (b) und (d) sind genau dann kommutativ,wenn %

ein k-Koalgebren-Homomorphismus ist. //

Damit ist eines der Axiome 3. oder 4. in der Definition der
k-Bialgebra iiberfliissig. Wir werden wieder hidufig von einer

k-Bialgebra H statt von (H,V;Y,A,e) sprechen.

Definition 2.3: Seien H und H' k-Bialgebren. f e Hom(H,H')

ist ein Bialgebren-Homomorphismus, wenn f ein Algebren- und ein

Koalgebren-Homomorphismus ist.

Es bezeichne k-Bialg(H,H') die Menge der k-Bialgebren-Homo-
morphismen von H nach H' und k-Bialg die Kategorie der

k-Bialgebren.

Ist H eine Bialgebra, so kdnnen wir je nach Bedarf H einmal
als Koalgebra und einmal als Algebra betrachten. Nach Satz 1.9
ist dann Hom(H,H) eine Algebra. Man beachte dabei, daB die
Multiplikation in Hom(H,H) nicht durch die Hintereinander-
ausfiilhrung der k-Homomorphismen gegeben ist, sondern durch
(fxg)(h) = Z: f(h(l))g(h(z)) . Weiter ist das Einselement 7%e&

und nicht die identische Abbildung idH .

Definition 2.4: Hat das Element idH in der k-Algebra Hom(H,H)
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ein (eindeutig bestimmtes) zweiseitiges Inverses S e Hom(H,H)

unter der Multiplikation, so heiBt S Antipode oder Antipoden-

abbildung.

Eine Bialgebra H mit Antipodenabbildung S heiBt Hopf-Algebra.

Wie wir an Beispielen spiter sehen werden, hat die Antipode
einer Hopf-Algebra dhnliche Eigenschaften, wie die Inversen-

bildung in einer Gruppe. Zundchst werden wir einige Eigenschaften

der Antipode untersuchen.

Satz 2.5: Sei H eine Hopf-Algebra. Dann gelten:

1. S: H—H ein Algebren-Antihomomorphismus .

ist
2. S: H—> H ist ein Koalgebren-Antihomomorphismus.

3. Kquivalent sind:

a) SeS = idH .

0 L stz ngy

ne(h) .

4. Ist H kommutativ oder kokommutativ, so ist SeS = idH .

Beweis: 1. Wir zeigen S(1) =1 und S(gh) = S(h)S(g).
S(1) = s(M)ia (1) =ge(1) =1 .
S(an) = ) S(8(yy€(E(ay ()€l py)
= £ S5(8(1)h(1))8(2) 8 (2))5(8(3))
= [ S(g(1yh(1))8(2)R(2)5(h(3y)5(8(5y)
= L Elg(1)R(1))8(R(5))5(8(5))
S(h)s(g)-

2. Wir zeigen &S(h) = &(h) und AS(h) = (Se S)tA(h) .
eS(h) = es(Z: h(1)£(h(2)))

/_ es(h(1))e(h(2))

€(2_ S(h(y)hyy)
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-
/_ (1 a 7e(h(11))85(h 5y) |
= L (S(ngyn(z) @ SO0y Dy astngsy)

L (5n(z)) o Sty ) (s @ Reyy)astngsy)
=) (Ses)alngy))alh(y))as(hs))
= Z (s.S)ra(h(l))a(h(a)S(h(B)))
= (SOS)TA(h) .

3. Wir zeigen zunichst, daB a) aus b) folgt.
S %(5+8)(h) = ) S(h(y,)(5+5)(h(5))
S( s(h(Z))h(I))
Stme(n))
pe(h) .

Daher ist S »(S-S) = ne = Sxidy , also 5§ = idy .

Gilt nun SeS = idH , 50 ist

SQL S(h(p)dh(yy) = 5« (5+5)(h) = 7elh).
Daher erh&dlt man
SGe(h))

né(h).

Khnlich zeigt man die Aquivalenz von a) und c¢) .

4. Bei (Ko-)Kommutativitidt gelten die Bedingungen 3.b) und 3.c). /

Definition 2.6: Seien H und H' Hopf-Algebren. Ein Hopf-

Algebren-Homomorphismus f: H —> H' ist ein Bialgebren-Homo-

morphismus.

Wir bendtigen hier also keine extra Bedingung fir die Vertraglich-
keit eines Hopf-Algebren-Homomorphismus mit den Antipoden. Diese
Vertrdglichkeit ist automatisch gegeben, wie das folgende Lemma

zeigt.
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Lemma 2.7: Seien H und H' Hopf-Algebren mit den Antipoden

S und S' . Sei f: H — H' ein Hopf-Algebren-Homomorphismus.

Dann gilt S'f = fS .

Z 7e(f(h (1)) 15k ,y)

%; S1ER1)) (1)) 2 (1))(2)T8(h(z))
2 8't(hy )b (,))1S(h 5))

D SUE(h y))E(h 5,5(h 5,))

=8'f(h) . /

Wir verwenden jetzt 1.9 und 1.14, um auf der Menge der k-Homo-
morphismen einer Bialgebra in eine andere Bialgebra eine Bialgebren-

Struktur zu definieren.

Lemma 2.8: Sei H eine endliche Bialgebra (Hopf-Algebra mit

Antipode S). Sei L eine Bialgebra (Hopf-Algebra mit Antipode

S'). Dann ist Hom(H,L) eine Bialgebra (Hopf-Algebra mit Anti-

pode S"(f) = S'fS).

Beweis: Nach 1.9 und 1.14 ist Hom(H,L) eine k-Algebra und eine
k-Koalgebra. Identifiziert man Hom(HeH,LeL) = Hom(H,L) e Hom(H,L),
was wegen der Endlichkeit von H mdglich ist, so kann man leicht
Kommutativitadt der vier relevanten Diagramme aus Lemma 2.2 nach-

rechnen. Damit erhilt man, daBl Hom(H,L) eine Bialgebra ist.

Sind nun Antipoden S und S' vorhanden, so definiere man zunichst
Hom(V,a)(f) = z: f(1) ® f(a) . Dann gilt z: f(l)(h) ® f(z)(h') =
Hom(V,4)(f)(h @ h') = 4fv(h & h') = z: (f(hh'))(l) ® (f(hh'))(z)



MUnchen

- 22 -
Damit ist
Hom(A,V)(Z: f(]) -} S'f(Z)S)(h) = z: f(1)(h(]))S’f(2)S(h(2))
-2 (£(h 1 18(h 51000 (48" (£(h(4,5(h 51))) (5, |

7L6LI7H5H(h) = Hom(EH,pL)Hom(7H,eL)(f)(h) .

Daraus folgt, daf S" wie oben definiert die Antipode fiir Hom(H,L) ist./

Wir stellen jetzt einige Tatsachen iliber Komoduln iiber Bialgebren
bzw. Hopf-Algebren zusammen. Sei B eine Bialgebra und M ein
Rechts-Komodul iiber der Koalgebra B . Wir definieren

P(M) := {meM,X(m) = me l}.
P(M) 1ist offenbar ein k-Unter-Modul von M . Sei f: M — N
ein B-Komodul-Homomorphismus. Wir definieren P(f): P(M) —> P(N)
als Einschrdnkung von f auf P(M) . Es ist zu zeigen, daB
f den k-Modul P(M) in den k-Modul P(N) abbildet. Sei also
me P(M) . Dann ist ‘fo(m) =(f o ]XZM(m) = f(m) @ 1 . Damit ist
f(m) e P(N) . Damit ist P: Komod-B —> k-Mod ein additiver Funktor.
Zum weiteren Studium des Funktors P bendtigen wir den Begriff

des Hopf-Moduls.

Definition 2.9: Sei H eine Hopf-Algebra. Ein k-Modul M , der
H-Rechts-Modul vermoge 9: MeH —>M und H-Rechts-Komodul

vermoge Z: M—>Mo H ist, heifit Hopf-Modul, wenn das Diagramm
Me H —§——> M —¥f—MeH
lz;ol} Tg oV

MeHoHeoeH——2%®ynyoHoHaH
kommutiert, d.h. wenn Z(Mh) = z: m(o)h(]) e m(])h(z) fir alle

heH und meM gilt. ;

Ein Hopf-Modul-Homomorphismus ist ein Modul- und Komodul-Homo-

morphismus.
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Offenbar ist eine Hopf-Algebra H iiber sich selbst ein Hopf-Modul.
Neiter ist fir jeden k-Modul X auch der Modul X & H ein
Hopf-Modul. Ist f: X —> Y ein k-Homomorphismus, so ist

fel: XeH—>Y e H ein Hopf-Modul-Homomorphismus. Damit

ist - e H: k-Mod —> H-Hopf-Mod ein additiver Funktor. Es gilt

nun der wichtige Satz:

Satz 2.10:Der Funktor
H-Hopf-Mod 3 M —> P(M) e k-Mcd

ist eine Aquivalenz von Kategorien mit dem inversen Funktor

k-Mod 3 X +——> X & He H-Hopf-Mod .

Beweis: Wir konstruieren funktorielle Isomorphismen
P(M) e HM und X £ P(X @ H) durch

P(M) e H>3meh > mheM
mit der inversen Abbildung

Mam Fi-—;_ m(o)s(m(”) ® m(z)eP(M) e H .
und durch

Xaxl—e-)xo 1eP(X ® H)
mit der inversen Abbildung

-1
P(X o H) 3xohr—e—>xe(h)ex .

Alle diese Homomorphismen sind offenbar funktoriell in M bzw. X .
Weiter ist o ein H-Homomorphismus. oc—]’ ist wohldefiniert wegen

Z‘Z B()S(m(1y)) = 2 m(0)S(m(3)) @ m(y)S(m(zy)
(da M ein Hopf-Modul ist)

2 n(oyS(acay) ® 2etayy)

m(o)s(m(‘)) e 1
also ist Z m(o)s(m(]))eP(M) . AuBerdem ist o' ein Komodul-

Homomorphismus wegen

-1
Zd. (m) =I(Z m(O)S(m(‘)) "] m(z))
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-L "(0)S"(1) * B2) © "(3)
BRI CORRLICP

= (o(-1

e 1)y(m) .

SchlieBlich sind o und «' invers zueinander wegen

o (m) = «(Z m(o)S(m(”) °m,)

LomyStmeyymeyy

und

o To(m @ h) ot"(mh)
-2 Boy)P(1)S(m(qyh(z)) @ mpyh s,

mh(l)s(h(a)) ® h(3) (wegen Z(m) =me 1)

=moeh .
Damit sind o« und c(-1 zueinander inverse Hopf-Modul-Homomorphismen.
Das Bild von 13 liegt in P(X @ H) wegen (x e 1) = x 8 A(1) =
(x e 1) @1 . Offenbar sind /3 und p-1 k-Homomorphismen.
SchlieBlich gilt

,8'1/3(:) =ﬂ-1(x e 1)

xe(1)

=X

und

4™ & X; @ by) = pQ x;e(hy))

= Z xie(hi) e

Z x; @ €(hy)-)
-7 x; @ E(hy(q))hy 5, Wegen ) x eh e P(XoH)
T e e,
Damit sind auch 4 und A”' invers zueinander. //

Folgerung 2.11: P(M) ist k-direkter Summand des Hopf-Moduls M .

Beweis: Die Komposition von P(M)cM mit y: Mam r—> Z m(o)s(m(]))

e P(M) ist die Identitdt auf P(M) . /
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Sei jetzt Me Mod-B fiir eine Bialgebra B . Wir definieren

MB .o {maM | mb = me(b) fir alle beB}.

MB ist offenbar ein k-Unter-Modul von M , der Fixmodul von M .

Sei f: M —> N ein B-Modul-Homomofphismus. Wir definieren

8, MB — NB als Einschrénkung von f auf MB . Wegen f(m)b =
f(mb) = £(me(b)) = £(m)e(b) fir meM® und beB ist f(m)eNC .
Damit ist -B: Mod-B —> k-Mod ein additiver Funktor.

Betrachten wir HomB(k,M) als Untermodul von HomB(B,M) vermsge
des Monomorphismus HomB(s,M): HomB(k,M) —_— HomB(B,M) , 80 erhilt

man weitere Eigenschaften des Fixmoduls aus dem folgenden Lemma:

Lemma 2.12: Unter dem Isomorphismus HomB(B,M) 3fH—> f(1)eM

sind Homy(k,M) und M° isomorph.

Beweis: Sei feHomB(B,M). Dann gilt feHomB(k,M)<=} f(b) = £(&(b))

fir alle beB <« f(1)b = f(1)e(b) fir alle beB(:)fU)eMB. /Y

Aus diesem Lemma entnimmt man insbesondere, dafB B linksexakt ist

und Limites erhdlt.

Satz 2.13: Sei B eine endliche Bialgebra und M ein B-Rechts-

*»
Komodul. Dann ist P(M) = B M .

Beweis: Nach Lemma 2.8 ist B’ wieder eine Bialgebra und nach

Satz 1.18 ist M ein B*—Links-Modul. Den Fixmodul bezeichnen
*
wir durch © M . Sei meP(M) . Dann ist b'm = Z 2(o) (1)) =
*

*
mb” (1) , also me ~ M . Genaugenommen benstigt man hier also

*
fiir die Inklusion P(M) <€ B M nicht die Endlichkeit von B .

b*(m

Der Homomorphismus P: Me B—> Hom(B*,M) mit 7(meb)(b“) =
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mb¥(b) ist ein Isomorphismus, weil B endlich ist(Lemma 1.1).

*
Sei meB M . Dann ist b'm = mb*(1) , also ?(l(m))(b*) =

Z (o)

Daraus folgt y(m) = mel und meP(M) . /

b*(m(1)) = b*m = mb¥(1) = p(me 1)(v*) fir alle b"eB*.

Folgerung 2.14: Sei H eine endliche Hopf-Algebra. Dann gilt

*
fir jeden Hopf-Modul M der Isomorphismus M = © M e H .

Beweis: Satz 2.10 und Satz 2.13. //

Satz 2.15: Sei H eine endliche Hopf-Algebra. Dann ist H* ein

H-Hopf-Modul.

Beweis: H® ist H*-Links-Modul, also nach Satz 1.20 ein H-Rechts-
Komodul mit der Komodul Struktur : B — 5" e H , x(h') =

* *
Z: h(o) ® h(l) bestimmt durch

* *

g’ =A@ (" e n") = (1 o g)y(n") = Z h('o)g'(h(,)),

. * ¥ * x, * * * .
also g h (h) = z: h(o)(h)g (h(l)) = z: g (h(]))h (h(z)) , wobei

die letzte Gleichung nach Definition der Multiplikation in H'

gilt.

*
H = Hom(H,k) 1ist in der natiirlichen Weise ein H-Links-Modul
und wird ein H-Rechts-Modul, wenn man die Operation von H auf
H® durch die Antipode modifiziert, also durch

(h¥-n)(a) = n*(as(n)) .

H* ist ein H-Rechts-Hopf-Modul, denn fir h”,g"eH*, a,beH gilt:

2N ®) = D (*-a) g, n* ) 1)) (0)

(wobei wir H e H mit Hom(H",H") identifiziert

haben)

g*(n*.a)(v)
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=2 & o) a)(b,y)

g7 (b1 )n* (b ,y5(a))

g*(b 4 yE(a )0 (b5 S(agyy))
(a(5)8") (b1 5@,y )0 (b ,y8a01))
(a(5y8"n*(bs(a )

(((agpy ¥ Im*)-aiy))(b)

() (a5)8M (B y)) a1 (b)

((hE, ) acyy) (a8 (BTG 1(D)

]

MMM MMM

* *
((h(o)-a(]))8*(h(1)a(2)))(b):

also ist Z(h*-a) = h:o)'a(l) ] ha )a(z) .

Folgerung 2.16: Sei H eine endliche Hopf-Algebra. Dann gibt es

einen endlich erzeugten, projektiven k-Modul P(H*) , 50 daf

g¥ = P(H*) ¢ H als Hopf-Moduln gilt.

Beweis: folgt aus Satz 2.10 und Folgerung 2.11. //
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Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, daR der Leser mit der
Morita-Aquivalenz von Modul-Kategorien vertraut ist. Insbesondere
verstehen wir unter einem A-A-Progenerator P fiir einen Ring A
einen A-A-Bimodul P mit den Eigenschaften, daB AP endlich
erzeugt und projektiv ist und daB A T HomA(AP,AP)0p ist, wenn man
Homomorphismen links vom Argument schreibt. Dazu ist &dquivalent,
dag P, endlich erzeugt und projektiv ist und daB A ¥ HomA(PA,PA)
ist. Ist A eine k-Algebra, so verlangen wir, daf die induzierté
k-Modul-Struktur auf beiden Seiten von P dieselbe ist.

Definition 3.1: Seien f: A —> B ein k-Algebren-Homomorphismus und

P ein A-A-Progenerator. B heiflt eine P-Frobenius-Erweiterung

von A , wenn
1) AB endlich erzeugt und projektiv ist und

2) BB = HomA(.B,.P) wobei die Punkte die Seiten angeben,

B A
beziiglich der die Homomorphismen die A-Modul-Struktur

erhalten sollen.

Lemma 3.2: Sei B eine P-Frobenius-Erweiterung von A . Dann gelten:

1) BA ist endlich erzeugt und projektiv,

2') ABB £ AHomA(B.,P.)B .

Beweis: 1') Aus 2) folgt BA = HomA(.B..P)A . Nun ist PA =

HomA(.A,.P)A wie man leicht verifiziert. Insbesondere ist also
HomA(.A,.P)A endlich erzeugt und projektiv. Mit direkten Summen-
Argumenten und der Tatsache, daB AB endlich erzeugt und projektiv
ist, erhilt man, daB HomA(.B,.P)A , also auch B, endlich

erzeugt und projektiv sind.

2') Hom (B.,P.) %
Alom (B P =y

H .B,.P).
omA(HomA( B,.P) ,P.)B
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0

AHomA(HomA(.B,.A) o, P.,P.)B

n

AHomA(HomA(.B,.A).,HomA(P.,P.).)B

n

AHomA(HomA(.B,.A).,A.)B

n

ABB

da AB endlich erzeugt und projektiv ist. //

Dieses Lemma zeigt, daB die Definition einer P-Frobenius-Erweiterung
unabhdngig von der Wahl der Seite ist, bezliglich der die Definition

gegeben wird.

Definition 3.3: Sei B eine P-Frobenius-Erweiterung von A . Dann
heiBen die Isomorphismen aus 2) bzw. 2')
. x " -4
s BBa = BHomA('B"P)A und P ABB z AHomA(B.,P.)B

Frobenius-Isomorphismen und

’/:: ?(]): AB _)AP

Frobenius-Homomorphismus.

Lemma 3.L4: y = y(1) = ?'(l) , also e Hom .B.,.P.)

A-A(
Beweis: Fiir f'eHomA(.B,.P) gilt f = ?(b) = bf(l) = bymit
eindeutig bestimmtem be B . Wir verfolgen nun den Isomorphismus
2') aus dem Beweis von Lemma 3.2 elementweise:

11— (g —> g(1))
— (g —> (p —> g(1)p))

+—> (gop+—> g(1)p)
> (f > £(1)) = (byr—> (bp)(1) = Wb))
> (b= y(b)) ./

Im folrenden werde der Zentralisator von A in B mit ZB(A)

bezeichnet.
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Lemma 3.5: Sei B eine P-Frobenius-Erweiterung von A . Dann ist

ZB(A)B z h—a-zy/eHomA_A(.B.,.P.) ein Isomorphismus.

Beweis: Wegen (zy)(aba') = p(aba'z) = a(zy)(b)a' ist
zyeHom, ,(.B.,.P.) . Ist @(y) = yyeHom, ,(.B.,.P.) , so gilt
(ayy)(b) = y(bay) = (yy)(ba) = (yy)(b)a = y(by)a = y(bya) =
(yay)(b) fiir alle beB . Also ist ay = ya fiir alle aeA , d.h.

yezZg(a) ./

Der Isomorphismus von Lemma 3.5 ist durch den links-seitigen
Frobenius-Isomorphismus definiert. Da die Mengen ZB(A) und
HomA_A(.B.,.P.) unabhdngig von der Wahl der Seiten sind, gibt
es auch einen entsprechend Lemma 3.5 durch ?ﬂ definierten
Isomorphismus ZB(A) 3z+H>yze HomA_A( .B.,.P.) . Insbesondere

gibt es zu jedem ze ZB(A) genau ein z' = v(z)e ZB(A) mit

zy:yz'.

Satz 3.6: Die Bijektion ZB(A)s z+—>2'e ZB(A) ist ein Ring-

Automorphismus und wird Nakayama-Automorphismus ¥ genannt.

Beweis: Trivialerweise ist v additiv und gilt v(1) =1 .
Seien nun y,ze ZB(A) . Dann ist Y(V(yz)b) = p(byz) = y(v(z)by)

= p(v(y)v(z)b) fiir alle beB . Also ist v(yz) = v(y)v(z) ./

Sei BMB ein B-B-Bimodul. Dann nennen wir ein Element meM

mit bm = mb fiir alle beB ein Casimir-Element (fir B ).

Weiter benctigen wir jetzt den dualen Modul = AHomA(.P,.A)A

AQA

= AHomA(P"A‘)A zu P .

Satz 3.7: Sei B eine P-Frobenius-Erweiterung von A . Dann

ol
o
4

: ' :
es ein Element z: bi ©q; e bi e B °, Q e, B mit
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| - 1] u
1)beieqiebi_Zbioqiebib fiir alle beB wund
2) Zlf/(bi)qib{ =1

Z biQ-y(bi)

1

Beweis: 3: B ¢, M —> Hom, (.Hom,(B. ,P.),.P &, M) mit Bbem)(f)
:= f(b) e m 1ist ein B-Homomorphismus, wie man leicht nachrechnet.

Weiter ist (3 im Argument BeMod-A funktoriell. Setzen wir

>

anstelle von B ein, so ist [3 wegen Hom, (.Hom, (A.,P.),.Pe, M)

0

HomA(.P,.PoAM) ¥ HomA(.A,.M) (P ist A-A-Progenerator!) ein
Isomorphismus. Da BA endlich erzeugt und projektiv ist, ist
ﬂ auch fir das Argument B nach Lemma 1.1 ein Isomorphismus.
Insbesondere gilt fiir AM = AQ ®, B , daB

«x: Be Qe Babege b — (f+—> f(b)qb')eHomA(.HomA(B.,P.),.B)
ein Isomorphismus ist. Dabei sei pgqeA das Element, das im Sinne
der Morita-Aquivalenz dem Element p & qeP e, Q unter dem

Isomorphismus P ®, Q ¥ A entspricht.

-1 -1 =1
Unter o habe so' das Urbild Z bi ©q e b)!_ = (?7' ) .
Dann gilt
oc(Z bbi ©q e b:{)(f) = Z f(bbi)qib:i.
- «()_ b, @ a; o bI)(fb)
@'~ (£D)
= qo'“'(f)b

- 7__ £(b;)a;b!d

o((z b, e q; & bib)(f) .
Daraus folgt, daB Z bi ©q; e b{ ein Casimir-Element fir B ist.
Weiter ist
-1
b = ?7' (yo) = a(Z bi ®q, e b{)(yb) = Z ‘/’(bbi)qibi .
Insbesondere gilt 1 = / V(bi)qibi' .

SchlieRlich hat man

w(b) Z }"(V(bi)qib{b) = Z V(bi)qi}"(bib) = Z }p(biqi}u(bib))

Z }c/(bbiqiy/(b{)) =(Z b a, (bW (b)),
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Daraus folgt y = z: biqiy(b{)y , also 1 = z: b.a y(bl) . /4

Das Casimir-Element Z: bi ®q; ® bi wird auch hdufig duale Basis
genannt. Wir zeigen jetzt, daB P-Frobenius-Erweiterungen schon

durch die Existenz eine dualen Basis charakterisiert werden konnen.

Satz 3.8: Sei A —> B ein k-Algebren-Homomorphismus und

sei ein A-A-Progenerator. Existieren z: bi ©q; e bi ]

APa
B ’A Pe

A B, y’eHomA(.B,.P) und y' oHomA(.B.,.P.) mit
1) z: bbi ® q; @ by = z: by e q, @ bib fir alle beB und
2) Zy'(bi)qibi =1 = Z biqiw(b{) ’

s0 ist B eine P-Frobenius-Erweiterung von A .

Beweis: §: Hom,(.B,.P)> f —> Z biq,f(bl)eB ist wegen
$(bvfa) = Z: b,q,f(bibla = bz: byq,f(bf)a = by(f)a ein B-A-Homo-
b ist §

1]

morphismus. Wegen §(by) = bp(y) = b z: b, ay(bs)
surjektiv. Ist ¢§(f) = 0, so gilt

f(Z y'(b;)q, bid) f(Z p' (b, ), bt)
y' (Z bb,q, f(b1)) =0 ,

£(b)

Z y' (bb,)q, f(b})

also ist § ein Isomorphismus.

Wegen b = Z Y'(bi)qibib = ZY”'(bbi)qib{ = Z ((biy')(b)qi)b{
und wegen des Dual-Basis-Lemmas fiir endlich erzeugte, projektive

Moduln ist AB endlich erzeugt und projektiv. //

Satz 3.9: Sei B eine P-Frobenius-Erweiterung von A und sei

z: bi e q; e bi eine duale Basis. Dann gilt fir jedes ze ZB(A)

Z: b,z © q; e bi = z: b, @ q; @ v(z)bi .

Beweis: Fiir b,b'eB ist g'(v(2)b)(b') = (yv(z)b)(b') =

p(v(z)bb') = y(bb'z) = (yb)(b'z) = 7'(b)(b'z) = (zf'(b))(b') )
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also 7“(v(z)b) = zy’(b) . Daraus folgt
ot.(Z b, e q; 8 v(z)bi)(f) = }_ £(b,)q;v(z)b)

v(z) Z f(bi)qib!l

v(2)g' (1)

c]o"] (zf)
Y (2)(b,)a,by
Y £(b2)a;b)

= tx(Zbiz ©q ;@ bj'_)(f) .
Das impliziert schlieBlich

z: bi 6q e v(z)bi = Z: biz ®q, bi /4

Wir wollen jetzt ZusammenhZnge zwischen Hopf-Algebren und
P-Frobenius-Erweiterungen untersuchen. Dabei miissen wir beim
Leser Vertrautheit mit einigen grundlegenden Tatsachen iiber
Lokalisierungen voraussetzen. Der Antipodenabbildung S einer
k-Hopf-Algebra H kommt in diesem Zusammenhang eine besondere

Bedeutung zu. Daher beweisen wir zundchst den folgenden Satz:

Satz 3.10: Sei H eine endliche Hopf-Algebra. Dann ist S bijektiv.

Beweis: Da H als k-Modul endlich erzeugt und projektiv ist
und da S ein k-Endomorphismus von H 1ist, geniigt es zu zeigen,

daB S surjektiv ist, wie man durch Lokalisieren leicht zeigen

kann.

Ist nun k ein Kérper, so ist wegen Y P(E*) ¢ H aus
Dimensionsgriinden P(H*) % k . Daher haben wir einen H-Rechts-
Isomorphismus Q: H = H*, wobei wir auf die in Satz 2.15

gegebene H-Rechts~-Modul-Struktur von H" zu achten haben. Es

ist also §(h)(h') = (§(l)h)(h') = §(1)(h's(h)) . Ist nun S(h) = O,

s0 ist §(h) =0 . Da § ein Isomorphismus ist, ist dann h = 0
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und S injektiv. Aus Dimensionsgriinden ist dann S surjektiv. ;

Sei k ein beliebiger kommutativer Ring. Dann existiert eine

k-exakte Folge

H = > H > M >0 .

Durch Lokalisieren und Ubergang zum Restklassenkorper erh&dlt man
dann exakte Folgen
S
H—E23 —>M—>0 ,
n n m
S

HE/-_uE HE —_—> HE/QEHE _ ME/QEME —>0
Da fiir jeden Ring-Homomorphismus k —> k' aus einer k-Hopf-
Algebra H eine k'-Hopf-Algebra H e, k' wird, ist HE/EEHE
eine k/m-Hopf-Algebra, also ist S surjektiv und Mm/gmMm =0 .
Da Mm endlich erzeugt ist, ist Mm = 0 . Das gilt fiir alle
maximalen Ideale m < k . Daher ist M =0 und S surjektiv. //
Wir benGtigen nun noch einige weitere Eigenschaften des Moduls

P(H*) fiir eine endliche Hopf-Algebra H . Zundchst beweisen wir

das folgende Lemma:

Lemma 3.11: Seien k —> k' ein Homomorphismus von kommutativen

Ringen, H eine endliche k-Hopf-Algebra und (H e, k')* das Duale

k

der endlichen k'-Hopf-Algebra H L k' Deziiglich k' . Dann ist

P(H™) o, k' = P((H o, k"))

als Untermoduln von (H o 'OM

Beweis: H's h* — zz h:o)s(h:1))eH* ist eine Projektion. Diese
bleibt bei Grundring-Erweiterung eine Projektion. Das Bild der

erweiterten Projektion ist das erweiterte Bild der Projektion. /

Satz 3.12: Sei H eine endliche k-Hopf-Algebra. Dann ist P(H")

ein k-k-Progenerator.
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Beweis: Yegen Folgerung 2.1} ist P(H*) endlich erzeugt und pro-
jektiv als k-Modul. Es sei ¢ der k-Homomorphismus

?:Pm*f e P(H")>f @ x > f(x) ek .
Dann erhalten wir die exakte Folgen '

P(H*)" o P(H*) £ k —> M — 0

P(H,™)" & P(H,) £ ky —> My —>0

P(H /mH 2 p(H o/ B 2 ky/By — My/mgMy —> 0
fiir einen endllch erzeugten (zyklischen) k-Modul M und alle
maximalen Ideale m ¢ k . Da dim(P(H /m H ¥)) = 1 ist, ist
M/m My = 0, also M, =0 und M = 0 . Das zeigt, dan P(E")
ein Generator ist. SchlieBlich sei E = Homk(P(H”),P(H’)) . E
ist endlich erzeugter,projektiver k-Modul. Sei 9: k —> E
der natirliche Homomorphismus von k in E . Dann erhalten wir
exakte Folgen

k $>E —>M —>0

k 3L> E > M —> 0

K /m by --S’——>Em/mmn‘.m —> M,/ M, —> O
fir einen endlich erzeugten, proaektiven k-Modul M und alle
maximalen Ideale m < k . Aus Dimensionsgriinden ist M /m M =0,
also Mm =0 und M = O . Daher ist ¢ ein Epimorphi;mus._Da
P ein generator ist, ist P treu, denn ap = O fiir alle peP
und z: fi(pi) =1 1implizieren a = a-1 = a Z: fi(pi) = Z: fi(api)

=0 . Also ist ¢ ein Isomorphismus. //
Wir wissen jetzt, daB P(H*) und damit auch P := P(H*)* fiir jede

endliche k-Hopf-Algebra k-k-Progeneratoren sind. Damit kdnnen wir

jetzt den Hauptsatz dieses Paragraphen beweisen.

Satz 3.13: Sei H eine endliche k-Hopf-Algebra und P = P(H*)*.

Dann ist H eine P-Frobenius-Erweiterung von k .
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Beweis: Nach Definition einer endlichen Hopf-Algebra ist kH
endlich erzeugt und projektiv. Sei §: P(H*) e H=H" der
Isomorphismus aus Folgerung 2.16. Sei ¥: H ¥ Homk(H,P) definiert
durch ¥(h)(h')(q) := §(q e h)(h') fir h,h'eH und qeP(H").
¥ 1ist ein Isomorphismus, da kH und kP endlich erzeugt und
projektiv sind und P = P(HF)* gilt. Wegen

¥(h)(h')(q) = §(qa @ h)(h') = (§(q e 1)h)(h') = §(q e 1)(h'S(h))

Y(1)(h'S(h))(q)

gilt ¥(h)(h') = ¥Y(1)(h'S(h)). Also ist W(s"'(h))(h') = Y(1)(h'h)
1

-1 -
=¥s (1)(h*h) . Damit ist ¥S : H —> Hom(H,P) ein H-k-Iso-
morphismus, der Frobenius-Isomorphismus, den wir in den weiteren

Betrachtungen verwenden wollen. //

Folgerung 3.14: Fiir den Frobenius-Homomorphismus w: H —> P gilt

z: hiyye y(h(z)) =1 e y(h) fir alle heH .

Beweis: Nach Definition von § gilt fir alle heH, qeP(H") € H",
q: H— k

p(m)(a) = ¥s™ (1) (1) (@) = W(1)(h)(a) = §(a 8 1)(h) = a(h)
Fir qeP(H*), h* eH" und heH gilt nach der im Beweis von Satz
2.15 entwickelten Formel (n'q)(h) = q(mn*(1) = 2 ¥ (n ) dalhg,y),
also h*(Z h(yyalhzy)) = h*(q(h)1) . Da H endlich ist, gilt
Z h(])q(h(a)) = q(h)! fiir alle heH . Identifizieren wir
H e P = Hom(P(H®),H) , so gilt (Z hyy @ plhpy))(a) =

Z hpyathoy) = a(h)1 = 1q(h) = (1 e y(h))(q) fir alle qe P(H")*. /

Wir werden im folgenden hiufig P(H¥) mit @ bezeichnen. Da

H als H-Links-Modul frei ist, ist auch Hom(H,P) freier H-Links-
Modul mit dem Erzeugenden-System by}. Es ist Hom(H,P) o Q ¥ u’
als H-Links-Moduln. Insbesondere ist bei Identifizierung dieser

beiden Moduln & = z: Niyo qy mit einem eindeutig bestimmten
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Element Z Ni @ q. = NeH @ Q . Das Element N wird in Anlehnung

i
an die klassische Theorie (Links-)Norm genannt. Wir vermerken
die Formel
th;(hNi)qi = €(h) fir alle heH .
Fir die entsprechend gebildete Rechts-Norm N'eH © Q gilt
Z qic’z(Nih) = £(h) fir alle heH .
Aus der durch P definierten Morita-Auto-Kquivalénz von k-Mod

haben wir k2 P e Q und k ¥ Q e P . Weiter haben wir einen

Isomorphismus P e Q2pe q+——>q ® peQ © P . Damit haben wir

IR

einen k-Automorphismus k ¥ Pe Q ¥ Qe P¥ k mit 1+ x .

Offenbar muB xe k invertierbar sein mit dem inversen Element

yek . Wegen 1 = Z P49 > Z q;Py = X erhalten wir fiir alle

pe qeP e Q die Gleichung pq = yqp . Insbesondere gilt dann
g(h) = Zyx(hNi)qi = Z ya;w(hNy) = Z ya;y(v(N;)h)

fiir alle heH , wobei y der Nakayama-Automorphismus von

ZH(k) = H dist. Damit erhalten wir

Lemma 3.15: Fiir den Zusammenhang zwischen Rechts- und Links-Norm

N bzw. N' einer endlichen Hopf-Algebra gilt

Nn=Zqigni=quiov(Ni)-

Wir berechnen jetzt genauer die in Satz 3.7 fiir P-Frobenius-

Erweiterungen angegebene duale Basis fiir eine endliche Hopf-Algebra.

Lemma 3.16: Sei H eine endliche k-Ho f-Algebra mit der Links-

-1
Norm Z N, ® q; . Dann hat H die duale Basis Z "1(2)"11‘5 (Ni(1))'

Beweis: Nach Konstruktion der dualen Basis in 3.7 ist zu zeigen
-1 ; -1

! h = =

P (yh) = h (Yh)(Ni(z))qis (N1(1)) . Wegen Folgerung 3.14

Filt

-1 -1
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by 2y ¥ 2y Ni (3009557 (N py)
h(yyST SN ()87 (M (1))0pth )Ny (5900
h(yST (0 (1) SOy (59 09R ()N, (50,
ByE Wy )P )i (2))93
h(] )w(h(z)Ni)qi
B1)ehz)y)

Y

T MMM

Satz 3.17: Sei H eine endliche k-Hopf-Algebra mit dem Nakayama-

Automorphismus vy von H und der Links-Norm N = Z: N, e q; .
Dann gilt

v(h) = Z S—Z(h('))y/(Nih(a))qi fiir alle heH .

Beweis: Wir zeigen Sov(h) = Z LYSRZC R YSSSL I

sv(n) = s (m))
52(v(n) Zw(ni(a))qis"(Ni(,))) (3.7 und 3.16)
Sy (5))av (s (4 ))

$2Q)_ p Ny oym)ag 8™ (N ())) (3.9)

= LoheyyNihpyday -/

Der folgende Satz zeigt, daB man aus der Diagonalen und den Eigen-
schaften einer P-Frobenius-Erweiterung die Antipodenabbildung

einer Hopf-Algebra zurilick gewinnen kann.

Satz 3.18: Sei kH eine Bialgebra und eine P-Frobenius-Algebra

mit einem Frobenius-Homomorphismus Y’ , fir den gilt

Zh(” o w(hpy) = 1 e p(h) fir alle heH .

Dann ist H eine k-Hopf-Algebra mit der Antipode

S(h) := Z Ni(1 )‘/’(hNi(a))qi :
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Beweis: Wegen Z h(”S(h(z)) = Z h(l)Ni(1)V'(h(2)N1(2))q1 =

Z}u(hNi)qi = Qa(h) gilt 1x S = pe . Der Homomorphismus
Hom(H,H) s> f —> f + S e Hom(H,H)

ist ein Epimorphismus wegen f = ffqég =fxr(1x8S) = (fx1)*S .

Da Hom(H,H) ein endlich erzeugter projektiver k-Modul ist, ist

der Homomorphismus f ——> f#S sogar ein Isomorphismus mit der

inversen Abbildung fH—> f*1 . Also gilt auch S#*1 = pe./
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a) H = k[x]/(xP) = k[y)/(yP*¥1) mit y = xI1 und 4A(x) =
xol + 1ex bzw. A(y) =yel + ey ¥+ 1e1 ist eine Hopf-
Algebra,6 die universelle Hiille einer p-Lie-Algebra kx mit
x[p] =0 . Allgemein werden die universellen Hiillen von p-Lie-
Algebren in 4.4 besprochen werden. In diesem Beispiel ist
S(x) = -x , €(x) = 0 und die duale Hopf-Algebra ist
B = k[2]/(zP) mit der Diagonalen A(z) =zel + laz
und der Operation z(x) = 1 . Daraus und aus den Gesetzen iiber
die Multiplikation und die Komultiplikation lassen sich alle
iibrigen Operationen zi(xj) angeben. Dabei ist zi(xj) = 336;j ,
d.h. {I,z,zz,...,zp-1} ist duale Basis zu {l,x,(l/Z!)xa,...,
(1/(p-1)!)xp-]} . Filr Y&xi) = d;,p-l

*
2 Amfahpatd) - ROE, Ly o= 0 g, aune pe B uts (i),

Identifizieren wir k>a r—> aye P(Hf) , S0 ist Y H—>k

ist h*y(xi) -

Frobenius-Homomorphismus zu H . Wegen (xp—1y)(x1) = y&xp']+1)

= &(xi) ist die Norm N = xP~!

. SchlieBlich ist wegen A(N) =
Z (p;l)xi.xp-l-i eine duale Basis Z (p;1 yxte (-x)P711

b) H = k[x]/(xP-1) = k[y]/(yP) mit y = x-1 und 4(x) = xex
bzw. A(y) =ye!l + ey + yey 1ist eine Hopf-Algebra, der
Gruppenring der zyklischen Gruppe Z/pZ . Allgemein werden
die Gruppenringe in 4.2 besprochen werden. In diesem Beispiel
ist S(x) = P! = x' una E(x) = 1 . Die duale Hopf-Algebra
ist k(z]/(zP-2z) mit der Diagonalen A(z) =ze! + 162z und
der Operation (zi,xj) = ji . Der Frobenius-Homomorphismus

i ¢ . 7 i
Y H — k ist V(x ) =0 und die Norm ist / X", Eine

o,1i
. - on14 Y dext
duale Basis ist schlieBlich / x ex . Aus 2.5.3 und 3.17

folgt, daB der Nakayama-Automorphismus idH ist.
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c) H = k[x]/(xp-x) = k[y]/(yp-y) mit y = x-1 und A(x) =
xel1l + Tex bzw. A(y) =yel + 1ey + 1@l ist eine Hopf-
Algebra, die universelle Hiille einer p-Lie-Algebra kx mit
x[_p] = x . Weiter ist S(x) = -x und £&(x) = O . Die duale
Hopf-Algebra ist k(z]/(zP-1) mit der Diagonalen A4(z) =
ze z und der Operation (zi,xj) = 1J . Der Frobenius-Homo-
morphismus zf/: H—>k ist yx(xi) = Si,p-\ . Die Norm ist
%P 21 und eine duale Basis ist Z (pzl )X © (-x)p""i -
1e1 . Der Nakayama-Automorphismus ist die Identit&t.

d) H = k[x]/(xp-x) = k[y]/(yp-y) mit y = x-1 und A(x) =
xex bzw. A(y) =yey +yel + 1ey ist nur eine Bialgebra.
Sie besitzt keine Antipode. Die duale Bialgebra ist H" =
k!l e kz1 o ... 0 kz

i
- i Iy 2
und A (z,) = Zj:o zy8z;_; . Die Operation ist z,(x) =

p-1 mit zizj = Sijzj und 4(1) = 1e1

(gi:] . Selbstverstandlich hat auch H* keine Antipode.

Jedoch ist H genau wie in Beispiel c¢) eine k-Frobenius-
Erweiterung von k mit dem Frobenius-Homomorphismus K H—>k
\r/(xi) = Ji,p-l . Wegen Satz 3.18 kann W jedoch nicht die
Bedingung aus 3.14 erfiillen. Die Norm ist xp"1 -1 . Eine
duale Basis ist Z (p;1)xio (-x)P"""1 _ 161 . Der Nakayama-

Automorphismus ist die Identit&t.

4.2: Gruppenringe:

Sei G ein Monoid und k ein kommutatiﬁer Ring. Sei kG der freie
k-Modul mit freiem Erzeugendensystem G , d.h. zu jedem k-Modul

M und zu jeder Abbildung f: G —> M gibt es genau einen k-Homo-
morphismus g: kG —>» M, so daB

G > kG
ng
M

kommutiert. Die Multiplikation von G 1&dBt sich eindeutig linear

auf kG fortsetzen. Ist dann in der obigen Situation M eine
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k-Algebra und f vertrdglich mit der Multiplikation in G bazw.

M, so ist g ein k-Algebren-Homomorphismus. Man braucht also
k-Algebren-Homomorphismen von kG in eine k-Algebra A nur

auf dem Erzeugendensystem G so zu definieren, daf die Multipli-
kation in G und das neutrale Element erhalten bleiben, dann
existiert eine eindeutig bestimmte Fortsetzung zu einem k-Algebren-

Homomorphismus auf ganz kG . Wir definieren

A: kG —> kG o kG durch A(g) = geg

&: kG — k durch &(g) =1 .

Dann ist kG eine Bialgebra, denn die nachzuweisenden Gleichungen
sind fiir Elemente aus G erfiillt, wie man leicht verifiziert.
Ebenso sieht man, dafl kG kokommutativ ist. Ist G eine Gruppe,
so wird kG eine Hopf-Algebra mit der Antipode

S: kG —> kG definiert durch S(g) = g~ .
Ist G ein Monoid und kG eine Hopf-Algebra, so ist G eine
Gruppe wegen gS(g) = Z: g(])s(g(z)) = Qe(g) =1eG . Ist G eine
endliche Gruppe, so ist H eine endliche Hopf-Algebra. Der Homo-

morphismus y: H— k mit y(g) = é; erfiillt die Gleichungen

1
’
- P * ] —
y(g) = Z 5(1)'((3(2)) = gylg) , also ye P(H"), und (gp)(g') =
yle'e) = A;'g,l = c&,,g—l , also ist {g-? duale Basis zu
{g; . Daher ist y‘ Frobenius-Homomorphismus fiir H . Die Norm

ist 5— c &8 wegen (Ny)(g') = y(g'N) = y(z: g'g) = y(z: g) =1

L ge

£(g') . Als duale Basis erhalten wir nach 3.16 das Element
-1

™

goeg . Da die Norm N ein Element im Zentrum von H ist,
und da s2 = idH ist, ist der Nakayama-Automorphismus die
Identitat.

4.3: Die universelle Hiille einer Lie-Algebra.

Sei g eine Lie-Algebra liber einem Kdrper k . Jede assoziative

Algebra A kann als Lie-Algebra aufgefaBlt werden vermdge der

Multiplikation [a,b] = ab - ba . Zu g existiert eine assoziative
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Alpebra U(g) zusammen mit einem Lie-Algebren-Homomorphismus g —> U(g),
so daB fiir jede Algebra A und jeden Lie-Algebren-Homomorphismus
f: g —> A genau ein Algebren-Homomorphismus g: U(g) —> A so0

existiert, daB

—> U(g)

\ls

kommutiert. Man braucht also Algebren-Homomorphismen von U(g) in
eine Algebra A nur auf der Lie-Algebra g und dort nur als Lie-
Algebren-Homomorphismus zu definieren, dann existiert eine eindeutige
Fortsetzung zu einem Algebren-Homomorphismus auf U(g) . Wir

definieren

4: u(g) — U(g) e, U(g) durch A(g)

gol + leg
&: U(g) ™k durch € (g)

o .
Dann ist U(g) eine kokommutative k-Bialgebra. U(g) trédgt sogar
die Struktur einer Hopf-Algebra durch die Antipode

S: U(g) — U(g) mit S(g) = -g .
Ist g =0, so ist U(g) = k , also eine endliche Hopf-Algebra.
Ist g #0 , so ist dim(U(g)) = @ , also kannU(g) keine endliche

Hopf-Algebra und damit auch keine P-Frobenius-Algebra sein.

Sei k ein Ring mit der Primzahl-Charakteristik p>0 . In
k[x,y] gelten
(1) (x-9)P = xP-yP

p-1
2) (x-y)P" =) xiyp“'i,

~i=o
p-1 - p- 1-i p-1 L
denn y xt yP - “ix- y) = 5_ x! yP ! Zizo xyP~?t
P P- i
iop-1 -1
Zi:l y® Zlo 'Xp-yp=(X-y)p=(X-y)p (x-y) .

Diese Rechnung spielt sich schon in izp[x,y] ab. Da das ein
Integritdtsring ist, gilt (2) . Fiir eine k-Algebra A und beA

sei L,b e Hom(A,A) definiert durch bL(a) = ba und bR(a) = ab
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byby = bob , pelten (1)
Es ist [b,a] = bL(a) - bR(a) =

fiir alle aeA . Da in Endk(A) gilt
und (2) fiir bL und bR .
mL - bR)(a) , oder ad(b) = bL - bR . Aus (1) und (2) folgt dann
(3) ad(b)? = ad(vP)
p-1 .
p-1 _ i, p-1-1i
(4) ad(b) = Z:i=o brby .
Wir untersuchen jetzt die Gleichung
p-1 R
(5) (ax-ﬁ»b)p = apxp+bp+Zi_o si(a,b)xl
in A[x] . Durch Ableitung beziiglich x erhalten wir
p-1 . p-1
i p-i-1 _
Zi:o (ax+b) a(ax+b) = Z:I.:\
Also folgt aus (4)

(6) ad(ax+b)P"(a) = )

i-1
isi(a,b)x

p-1
i=1
was zur Bestimmung der si(a,b) dienen kann. Setzt man x=1 1in

-1
isi(a,b)x1 ,

(5) ein, so erhdlt man

p-1
(7) (a+b)P = aP + P Zi

-1 si(a,b) .

Wegen (6) kdnnen die si(a,b) nur mit Hilfe der Lie-Operationen
in A geschrieben werden. Daher kdnnen wir jetzt die folgende
Definition geben:
Eine p-Lie-Algebra g- ist eine Lie-Algebra g iber k 2zusammen
mit einer zusidtzlichen Operation g3sa b+— a[p) eg mit

1) (Aa)[p] = )\pa[p] fir Aek, aeg ,

2) (ad(v))? = aaolPy  rur veg,

3) (a-+b)[p] = a[p] + b[p] + __:;: si(a,b)

Man kann zeigen, daB
1
Bi(ao"1) =-7 Z; [at(]),...,[at(p_]),al]...]

mit t: {1,...,p-1] — {o,l} und t nimmt i-mal den Wert O an.
Wir haben oben gezeigt, daB eine Algebra A als p-Lie-Algebra

betrachtet werden kann mit aLp] ;= aP

. Zu einer p-Lie-Algebra

g existiert eine Algebra Up(g) (z.B. U(g)/(a{pJ-ap) ) zusammen
mit einem p-Lie-Homomorphismus g —> Up(g) , 80 daB fir jede
Algebra A und jeden p-Lie-Homomorphismus f: g —> A genau

ein Algebren-Eomomorphismus g: E—> A so existiert, daB
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g —> Up(g)

N &
A

kommutiert. Man braucht also Algebren-Homomorphismen von Up(g)
in eine Algebra A nur auf der p-Lie-Algebra g und dort nur
als p-Lie-Algebren-Homomorphismus zu definieren, dann existiert
eine eindeutige Fortsetzung zu einem Algebren-Homomorphismus auf
Up(g) . Wir definieren eine Hopf-Algebren-Struktur auf Up(g)
in gleicher Weise wie in 4.3 auf U(g) .
Ist k ein Korper und g endlich-dimensional, dann ist auch
Up(g) endlich-dimensional und trigt damit die Struktur einer

k-Frobenius-Erweiterung.
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Wir untersuchen in diesem Abschnitt zundchst die einfachsten
nicht-trivialen Moduln iliber Hopf-Algebren. Sei dazu k ein
Koérper und H eine endliche k-Hopf-Algebra. Ein (als k-Modul)
eindimensionaler H-Modul wird hidufig als eindimensionale Dar-
stellung bezeichnet. Zwei Darstellungen heifen nicht-dquivalent,

wenn die zugehdrigen Moduln nicht-isomorph sind.

Lemma 5.1: Es gibt eine Bijektion zwischen der Menge der nicht-

dquivalenten eindimensionalen Darstellungen und k-Alg(H,k) .

Beweis: Bekanntlich ist ein H-Modul M gegeben durch einen
k-Modul M zusammen mit einem k-Algebren-Homomorphismus

H—> Honk(M,M) . Durch alle mdglichen k-Algebren-Homomorphismen
H— Honk(k,k) sind daher alle mdglichen H-Modul-Strukturen auf
k gegeben. Man iiberzeugt sich leicht, daf man so nur nicht-
dquivalente H-Modul-Strukturen erhdlt. Sind ndmlich f, ¥ e
k-Alg(H,Homk(k,k)) gegeben und k £ k als H-Moduln, so ist

der Isomorphismus gegeben durch ks x> xye k fir ein festes
yek . Also ist (f(h)x)y = y(h)(xy) , woraus f(h) = y(h) folgt.

SchlieBlich beachte man k % Homk(k,k). V4

Wir definieren jetzt auf dem k-Modul L ®, M eine H-Modul-
Struktur fir eine Bialgebra bzw., Hopf-Algebra H , wenn L und
M schon H-Moduln sind. Es sei dann nidmlich h(lem):=

Z: h(])l @ h(z)m . Man verifiziert leicht, daf dadurch L e M
ein H-Modul wird. Das folgt auch aus der Tatsache, daB

H il? H eH fff; Hom(L,L) & Hom(M,M) —> Hom(L e M,L & M) ein

k-Algebren-Homomorphismus ist.

In dhnlicher WJeise kann man auf Hom(L,M) fir H-Moduln L und M
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zwei verschiedene H-Modul-Strukturen definieren durch
= = 1) .
(hf)(1) = Z h(])f(s(h(z))l) bzw. (hf)(1) Z h(a)f(s(h(])) )
Die so definierten Strukturen deuten wir mit der Schreibweise
aHom(L,M) bzw. , Hom(L,M) an. Ebenso fiihren wir fiir die auf

L € M definierte H-Modul-Struktur die Schreibweise ALoM ein.

Satz 5.2: Sei H eine Hopf-Algebra iiber einem Korper k . Die

Menge der eindimensionale Darstellungen von H Dbildet eine

Gruppe unter der Multiplikation (L,M) —> JLoM . k-Alg(H,k)

bildet eine Gruppe unter (¢,%t) > 6¢xT . Diese beiden Gruppen

sind unter der in 5.1 gegebenen Zuordnung zueinander isomorph.

Beweis: Seien & : H —> Hom(k,k) und < : H —> Hom(k,k) ein-
dimensionale Darstellungen. Dann gehdrt zu AL ® M die eindimen-
sionale Darstellung H —2» He H 275 Hom(ke k,ke k) & k , also

G xT . Damit ist die in 5.1 gegebene Bijektion ein Isomorphismus.

‘Neiter ist k-Alg(H,k) unter x ein Monoid. Das inverse Element

zu & 1ist &S wegen (¢+eS)(h) = Zs'(h(1))='5(h(2)) =e—(Z h(1)S(h(2)))
= e (e(h)1) = pe(h) .

Mit Hilfe dieses Satzes wollen wir in einigen Beispielen die

Gruppe der eindimensionalen Darstellungen explizit berechnen.

Sei H = kG fir eine Gruppe G . Dann ist wegen der universellen
Eigenschaft des Gruppenringes k;Alg(kG,k) = Grup(G,k*) , der Menge
der Gruppenhomomorphismen von G in die multiplikative Gruppe

des Korpers k . Sei p die Charakteristik von k und sei m

der Exponent von G , d.h. m ist minimal mit der Eigenschaft

gm =1 fir alle geG . Sei p kein Teiler von m und besitze

k eine primitive m-te Einheitswurzel. Dann ist, falls G abelsch

und endlich ist, Grup(G,k’(’) ¥ G . Ist der Exponent von G gleich

p , SO gibt es nur den trivialen Homomorphismus G —> k* , also
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gibt es nur die triviale Darstellung €: kG —> k als eindimen-

sionale Darstellung.

Sei H = Up(g)* fir eine endlich-dimensionale p-Lie-Algebra g .
Dann ist k-Alg(Up(g)*,k) < Hom(U (g)",%) = U (g) . Nun gilt all-
gemein fiir eine endliche Hopf-Algebra H , daB feH' ein
Algebren-Homomorphismus von H in k 1ist genau dann, wenn

f(hh') = £(h)f(h') und f(1) =1 genau dann, wenn A'(f) = fef
und &'(f) = 1 sind, wobei 4' wund ¢' 2zur Koalgebren-Struktur
von H* gehdren. Bei p-Lie-Algebren und ihren universellen Hiillen
kann man durch Angabe einer Basis und durch Koeffizientenvergleich
zeigen, daB nur 1 oUp(g) die Eigenschaft A(f) = fef wund

E(f) = 1V erfiillt. Daher gibt es nur die triviale eindimensionale

Darstellung von Up(g)* .
Sei H = kG® fiir eine endliche Gruppe G . Dann ist k-Alg(H,k) <
Hom(H,k) = kG . In kG haben genau die Elemente von G die

Eigenschaft A(f) = fef und &(f) = 1 . Also ist k-Alg(H,k) T G .

Satz 5.3: Sel k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und H

eine endliche kommutative halbeinfache Hopf-Algebra. Dann sind

alle einfachen H-Moduln eindimensional und es gibt genau n =

dimkﬂ nicht-dquivalente eindimensionale Darstellungen.

Beweis: Aus der Theorie der halbeinfachen Ringe weiB man, daB

n

H kxk x...xk als Ring gilt. Dieser Ring hat aber genau

n = dimkH nicht-isomorphe einfache Moduln, ndmlich die n

Komponenten des Ringes. //

Wir wollen jetzt einige Tatsachen liber projektive und'injektive

Moduh iliber einer Hopf-Algebra entwickeln, die uns dann spster
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die Midglichkeit geben zu bestimmen, ob eine Hopf-Algebra halb-
einfach ist. Wir wollen die Theorie jedoch in einem allgemeinen
Rahmen halten und den Grundring k zundchst beliebig widhlen.
Daher ist es gilinstiger, relativ projéktive bzw. injektive Moduln

zu betrachten.

Definition 5.4: Sei A —> B ein k-Algebren-Homomorphismus. Eine

Folge von B-Moduln und B-Homomorphismen
f

M, —iy M

i+l
i i+l > M

iv2 °°°
heift (B,A)-exakt oder relativ exakt, wenn Bi(fi) = Ker(f

i+l)

ist und A-direkter Summand von M ist fir alle i .

i+l

Ein B-Modul P heift (B,A)-projektiv oder relativ projektiv,

wenn fir jede (B,A)-exakte Folge 0 — M' — M — M" — 0

die induzierte Folge

o — HomB(P,M') - HomB(P,M) - HomB(P,M") —> 0

exakt ist.

Ein B-Modul I heiBt (B,A)-injektiv oder relativ injektiv, wenn

fir jede (B,A)-exakte Folge O —> M!' —>»> M — M" —> 0 die
induzierte Folge

0 —> Homy(M",I) —> Homg(M,I) —> Homg(M',I) —> 0

exakt ist.

Man beachte: Ist A _ein halbeinfacher Ring, so ist jede B-exakte
Folge auch (B,A)-exakt. Daher stimmen dié B-pro jektiven und die
(B,A)-projektiven Moduln iiberein. Entsprechendes gilt fiir die
injektiven Moduln. Allgemein gilt: jede (B,A)-exakte Folge ist
B-exakt. Daher ist jeder B-projektive bzw. B-injektive Modul

auch (B,A)-projektiv bzw. (B,A)-injektiv.

Lemma 5.5: a) gP 1st genau dann (B,A)-projektiv, wenn es einen

A-Modul M gibt, so daB BP B-direkter Summand (bis auf Isomor-
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phie) von BoA_M ist.

b) BI ist genau dann (B,A)-injektiv, wenn es einen A-Modul

M gibt, so daB BI B-direkter Summand (bis auf Isomorphie) von

HomA(.B,.M) ist.

Beweis: a) Sei E: O — L' — L —> L" —»> O eine beliebige

(B,A)-exakte Folge. Es ist HomB(.Bo M,-) = HomA(.M,HomB(.B,—))

A
ES HomA(.M,-) . Da E als Folge von A-Moduln zerfdllt, zerfallt
auch HomA(.M,.E) . Damit ist B'A;M (B,A)-projektiv. Wie bei
projektiven Moduln zeigt man, daB jeder direkte Summand eines

(B,A)-pro jektiven Moduls (B,A)-projektiv ist.

Sei umgekehrt P (B,A)-projektiv. Dann ist BoA P>sbep ¥-% bpe P

ein B-Homomorphismus und hat den A-Schnitt P3p+——> 1epe BoA P.
Damit haben wir eine (B,A)-exakte Folge 0 — X —> Be, P — P — 0.
Da P (B,A)-projektiv ist, ist 1dF,eHomB(P,P) Bild eines
Homomorphismus 1'eHomB(P,BoA_P) bei der Verkniipfung mit g .

Aus gf = id folgt, daB P bis auf Isomorphie B-direkter

P
Summand von BoA P ist.

b) Es ist HomB(-,.HomA(.B,.M)) £ HomA(.BQB -,.M) = HomA(-,.M) .
Da die (B,A)-exakte Folge E als Folge von A-Moduln zerfillt,
zerfidllt auch HomA(.E,.M) . Damit ist HomA(.B,.M) (B,A)-
injektiv. Wie bei injektiven Moduln zeigt man, daR jeder direkte

Summand eines (B,A)-injektiven Moduls (B,A)-injektiv ist.

Sei umgekehrte I (B,A)-injektiv. Dann ist
g: Isir—> (b+r—> bi)eHomA(.B,.I)

ein B-Homomorphismus und hat die A-Retraktion
Hom,(.B,.I)3 f > f(1) el

Damit haben wir eine (B,A)-exakte Folge
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00— I — HOmA(.B,.I) —> Y —>0 .
Da I (B,A)-injektiv ist, ist idI eHomB(I,I) Bild eines
Homomorphismus feHomB(.HomA(.B,.I),.I) bei der Verkniipfung
mit g . Aus fg = idI folgt, da® I Dbis auf Isomorphie

B-direkter Summand von HomA(.B,.I) ist. /

Satz 5.6: Sei B eine P-Frobenius-Erweiterung von A und sei

M ein B-Modul. Dann sind &dquivalent:

1) M ist (B,A)-projektiv.
2) M ist (B,A)-injektiv.

Beweis: Die Abbildung
Be, Ma3bemr—> (HomA(B. A )3f —> f(b)meM) oHomA(.HomA(B,A),.M)
ist in A-Moduln B ein funktorieller Homomorphismus. Fir B=A
ist sie ein Isomorphismus, also auch fiir endlich erzeugte, pro-
jektive A-Moduln. Da B endlich erzeugt und projektiv iiber A ist,

ist also die obige Abbildung ein Isomorphismus. Daraus folgt

pBe M

(124

BHomA(.HomA(B.,A.),.M) ¥ BHomA(.QoA HomA(.B,.P),.M) =

n

14

Bi-IomA(.B,.I-lomA(.Q,.M)) BHomA('B"P.A M)
funktoriell in M . Nun ist BoAM (B,A)-projektiv und
HomA(.B,.PoAM) ist (B,A)-injektiv. Weiterhin ist fir M = QeL
auch Be,Qe, L = HomA(B,M) , S0 daB jeder Modul der Form

Be, M (B,A)-injektiv und jeder Modul de; Form HomA(B,M)

(B,A)-pro jektiv ist. /

Definition 5.7: Sei B eine P-Trobenius-Erweiterung von A .
Seien L, M B-Moduln. Der Homomorphismus
Sp: Hom,(.M,.Pe, L)> f —> (m —> Z byq;f(bim)) eHomB(.M,.L)

heilt Spur-Homomorphismus. Sp(f) ist B-linear wegen

Sp(f)(bm) = Z biqif(bibm) = Z bbiqif(b{m) = b-Sp(f)(m)
SO

Hierbei ist / b1 ® qi ® bi eine duale Basis der P-Frobenius-

Erweiterung.
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Lemma 5.8: Seien heHomB(.M,.M'), geHomA(.M',.PoAM") und
feHomB(.M",.M"' ) gegeben. Dann ist

Sp(P«A fegeh) = foSp(g)eh .

Beweis: Sp(Pe, fegeh)(m) = Z b.;q;Pe, feg-h(bim)
= Z b;q;Pe, fog(bth(m))
=) b, ta,8(bin(@)))

= Z £(b,q;8(bth(m)))
= f°SP(G)=h(m) -//

Satz 5.9: Sei B eine P-Frobenius-Erweiterung von A . BM

ein h oHomA(.M,.PoAM)

ist genau dann (B,A)-projektiv, wenn e

s0 gibt, daB Sp(h) = idM ist.
Beweis: Sei M (B,A)-projektiv. Nach dem Beweis von Lemma 5.5
gibt es B-Homomorphismen g: BOAM —> M und f: M — BOAM

mit gf = :i.d.M . Sei T eid,: BeM — PeBeM durch ‘Toid.M(bom)

M
= }u(b)e lem definiert. Dann ist

Sp(Peg-Te idM-f)z g»Sp(‘toidM)of = gf = iqy ,
denn Sp(r e 1d.M)(bom) = Z b,q y(bib)em = Z bb.q y(bl)em

= bem .

Sei umgekehrt Sp(h) = idM . Dann ist

Mam+H——> Z bio qih(b{m) e BoAM
ein B-Schnitt zu g: BQAMsbom —> bmeM , also ist M B-direkter
Summand von Be, M , also (B,A)-projektiv. /

Definition 5.10: Eine (B,A)-projektive Aufldsung eines Moduls BM

ist eine (B,A)-exakte Folge

d d] [\

i >
P, —>P _, ... P, —P

WV
=
v
o

(o]

mit (B,A)-projektiven Moduln P

Eine (B,A)-injektive Aufldsung eines Moduls BM ist eine
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(B,A)-exakte Folge
d
0—>M—>I —>I, ... 1

mit (B,A)-injektiven Moduln I

i-1 i
i

Eine (B,A)-vollstdndige Auflésung eines Moduls _M ist eine

B

(B,A)-exakte Folge
d d d

d
1, O
...p, —Hp _, ...p —>p —P
N, /o

0//ﬂn\\so

mit To = do und einem Epimorphismus 6 und einem Monomorphismus

-L\p

-1 7

SPRREE

T mit (B,A)-projektiven Moduln Pi .
Eine (B,A)-projektive bzw. -injektive Aufldsung hat die L&nge n ,
wenn Pi =0 Dbzw. Ii = Q fiir alle i>n .

Ein Modul hat die (B,A)-projektive bzw. (B,A)-injektive Dimension

n , wenn er eine (B,A)-projektive bzw. (B,A)-injektive Aufldsung
der Linge n und keine Aufl6sung klirzerer Linge hat. Sonst hat er

unendliche (B,A)-projektive bzw.-injektive Dimension.

Lemma 5.11: Jeder Modul BM hat eine (B,A)-projektive und eine

(B,A)-injektive Aufldsung.

Beweis: Wir beweisen nur die Existenz (B,A)-projektiver Aufl&sungen.
Die Folge O —> Ker(g) —> Be, M —£yM —>0 mit g(bem) = bm
ist (B,A)-exakt, weil f: M>m —> 1om§BoAM ein A-Schnitt zu
g 1ist. Weiter ist Beo, M (B,A)-pro jektiv. Ist

0O —>L — Pn e I 4 Po —> M —>0
(B,A)-exakt mit (B,A)-projektiven Moduln P, , s0 ist auch
0 —» Ker(g') —>Be,L E>L — 0 mit g'(bel) = bl (B,A)-
exakt und Be, L (B,A)-projektiv. Daher ist auch

0 —> Ker(g') —> Be L—P ... P —>M—0
(B,A)-exakt. Durch diese Induktion ist die geforderte Existenz

bewiesen. //
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Folgerung 5.12: Sei B eine P-Frobenius-Erweiterung von A .

Dann hat jeder Modul BM eine vollstiandige AuflGsung.

Beweis: Man bilde eine (B,A)-projektive und eine (B,A)-injektive

Aufldsung von M und verbinde sie. “Wegen Satz 5.6 erhilt man

B
so eine (B,A)-vollstiéndige Auflssung. /

Satz 5.1%: Sei B eine P-Frobenius-Erweiterung von A und BM

ein B-Modul. von endlicher (B,A)-projektiver Dimension. Dann ist

M (B,A)-projektiv.

Beweis: Sei 0 — Pn - Pn_1 --- Py —> M — 0 eine (B,A)-
projektive Aufldsung kiirzester Linge von M und sei n>0 .
Wegen Satz 5.6 ist Pn (B,A)-injektiv, also ist Pn_| ¥ Pn G>P$_] R

und die Folge 0 —> P£_1 .. Po —> M —> 0 ist (B,A)-exakt.

Weiter ist P!

AR (B,A)-projektiv. Im Widerspruch zur Annahme haben

wir eine (B,A)-projektive Aufldsung kiirzerer Linge. //

Wir wollen jetzt untersuchen, unter welchen Umstidnden endliche
Hopf-Algebren H nur (H,k)-projektive Moduln haben. Dazu
bendtigen wir zunidchst noch eine Uberlegung iiber Casimir-Elemente.

Lemma 5.14: Sei H eine endliche Hopf-Algebra. Ist h eHH , BO

-1
sind Zh“)os(h(z)) und Zh(z)os (hyy) in HeH

Casimir-Elemente. Ist / a; e bieroH ein Casimir-Element, so

. H
ist z: aie(bi) e H .

Beweis: he 'H =>h'h = £(h')h fir alle h'eH =

Z hz])h“)os(h(z))s(hze)) = Z &(h’)h“)os(h(a)) fir alle

hted = /_ h(l)es(h(a))h' = Zé(hh))h“)os(h(z))hgz) =

Z iy yheqy@Sh,))8Cht, Ohs

= fi 11
( (3) /_h'h ® S(h(Z)) iir alle

2) )

h'eH .
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Sei helH , so ist S '(h)eH' und b s(s“(h)(]))os"(n)(a) =

-1 . L.
Z h(z) ®S (h(I )) ein Casimir-Element.

Sei umgekehrt Z a; @b, ein Casimir-Element, so ist h Z a;e(by)

= Z a;e(bh) = &(h) Z a,;&(by) , also Z aie(bi)eHH 4

Definition 5.15: Eine k-Algebra A heiBt separabel, wenn es

ein Casimir-Element Z rielier A gibt mit Z r;ly = 1.

k

Satz 5.16: Sei H eine endliche k-Hopf-Algebra. Aquivalent sind:

1) Alle Moduln MeH-Mod sind (H,k)-projektiv.
2) Der H-Links-Modul k ist (H,k)-projektiv.
3) Fir die Links-Norm Ni° a existiert ein peP mit

>_ e(Ni)qip =1.

4) H ist eine separable k-Algebra.

5) ey = k
6) e(ul) = k

7) Der H-Links-Modul k ist H-projektiv.

Beweis: 1) = 2): trivial.

2) => 3): Nach Satz 5.9 gibt es ein g: k —> Pe# k = P mit

Sp(g) = id, . Sei g(1) = p . Dann ist 1 = Sp(g)(1)
=1

DNy ()58 N (1) = 2 €Ny (503,608 (48

/ e(Ni)qip .

3) = 4): Wegen Lemma 3.16 ist Z Ni(2)0q1p8"1(N1(1)) ein
Casimir-Element mit }: Ni(z)qips_l(Ni(])) = Z &(Ny)a;p =1 .
4) = 5): Sei Z r;el,eHeH ein Casimir-Element mit Z ryly
= 1 . Dann ist wegen Lemma 5.14 Z rie(li)eHH und

&<Z r.e(1,)) = E(Z r;1,) = (1) =1 . Also ist e(HH) = k .

5) = 7): Sei €(h) =1 fiir he'H . Sei P: k>X > XheH .

Dann ist 5& ein H-Schnitt zu €: H —> k , denn }v(h'A) =
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Pe(n)A) = £(h)P(A) = &' NAh = h'Ah (wegen helln) = n)
Daher ist k isomorph zu einem H-direkten Summanden von H .
3) =>1): Sei f: M —> PeM definiert durch f(m) = pem . Dann
tet Sp(E)(m) = D Ny 5,3 8(s7 (N (yyIm) = 2 Ny (500,087 (N ()
=m , also ist Sp(f) = idM . Nach Satz 5.9 ist daher M
(H,k)-projektiv.
7) = 2): trivial.

5) & 6): 4) ist unabhingig von der Wahl der Seite. //

Folgerung 5.17 (Maschke): Sei k ein Korper der Charakteristik p .

Sei G eine endliche Gruppe. kG ist genau dann halbeinfach, wenn

p die Ordnung von G nicht teilt bzw. wenn p=0 ist.

Beweis: Nach 4.2 ist P = k , die Norm ist zzgeG g und e(zzgeG g)

die Ordnung der Gruppe modulo p . Die Folgerung folgt also aus

der Aquivalenz von 1) und 3) aus Satz 5.16. /
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In diesem Abschnitt sei H eine endliche Hopf-Algebra. Sei
MO(H,k) die volle Unterkategorie der H-Links-Moduln, die als
k-Moduln endlich erzeugt und projektiv sind. Die kurzen H-exakten

Folgen mit Objekten aus MO(H,k) sind dann (H,k)-exakt.

Wir wollen jetzt einige Eigenschaften der Spur von Endomorphismen
von endlich erzeugten, projektiven k-Moduln angeben. Fiir die Be-
weise sei der Leser auf die Fachliteratur iiber Algebra, etwa
Bourbaki, verwiesen. Zunichst ist

Mels mel" > (1' —> m1%(1")) e Hom(L,M)
in beiden Variablen ein funktorieller Homomorphismus, der nach
Lemma 1.1 ein Isomorphismus ist, wenn beide Variablen endlich
erzeugte, projektive Moduln sind. Fiir einen endlich erzeugten,
projektiven Modul M identifizieren wir im folgenden Hom(M,M)
und MeM®. Dann heiBt die Abbildung MeM S men® —> m*(m) ek
Spur des Endomorphismus mem* . Es gilt nun fiir Endomorphismen
f und g eines endlich erzeugten, projektiven Moduls M
Spur(f +g) = Spur(f) + Spur(g) , Spur(Af) = A Spur(f) fir alle
Ae k und fir ein kommutatives exaktes Diagramm von endlich

erzeugten, projektiven k-Moduln

0 — M —3 M —M" —50

bl

0 —>M' —> M —> M" —> 0

gilt Spur(f) = Spur(f') + Spur(f") .

Definition 6.1: Sei Gg(H) die abelsche Gruppe mit Isomorphie-
klassen [M] von Moduln in M, (H,k) als Erzeugenden und den
Relationen [M'] +[M"] = [M] fiir jede (H,k)-exakte Folge von

Moduln O —M' — M —>M" —> 0 aus MO(H,k) .
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Lemma 6.2: Durch
x

X GE(H) 3 [M] > (h > Spur(M>m —> hmeM)) e Hom(H,k) = H

wird ein Homomorphismus abelscher Gruppen definiert, genannt

Charakter-Abbildung.

Beweis: Sei 0 —™ M' — M —> M" —> 0 eine (H,k)-exakte
Folge von Moduln aus MO(H,k) . Fir heH erhalten wir dann ein
exaktes kommutatives Diagramm

00— M —> M —>M'" —>0

h Lh h

O —>M' — M —>M" —> 0,
also ist Spur(M's m' +—> hm' e M') + Spur(M">s m" —> hm" e M") =
Spur(M3>m —> hmeM) . Ist dabei M —> M" ein H-Isomorphismus,
so ist M' = O und damit auch Spur(M's3m' —> hm' eM') = 0 .
x ist also von der Wahl des Reprisentanten der Isomorphieklasse
fir [M] unabhidngig. Ebenso zeigt die obige Betrachtung, daB l
die Relationen erhalt, denn y[M'](n)+)[M"](n) = y[M](n)
impliziert I[M'] +Z[M"] =I[M_] . Z ist also auf den Erzeugenden
definiert und erhdlt bei linearer Fortsetzung die Relationen, ist

also ein Homomorphismus. //

Statt Spur(f: M —> M) werden wir auch /t[M](f) schreiben, auch
wenn es sich nicht um Moduln aus MO(H,k) und Operatoren aus H

handelt.

Lemma 6.3: a) y[Hom(M,L)] = y[LeM*] auf HeH fir M,LeM (H,k).

b) y[MeL](hen') = y[M](n)-y[L](n') fir M,LeM (H,k).
) y[M*](m) = y[M](s(n)) fir MeM (H,k).

Beweis: a) Hom(M,L) ¥ LeM* als He H-Moduln bei den Modul-
Strukturen (hm*)(m) := m*(S(h)m) und ((heh')f)(m) = hf(S(h')m) .

b) Seien Z: m; ® m; bzw. z: lje 1§ die Elemente, die h Dbzw. h!
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bei der Identifizierung Hom(M,M) = MeM”" bzw. Hom(L,L) = LeL”
entsprechen. Dann ist ™o L](heh') = 7- (m*e 1‘)(m el.) =
P ' Al L metyim ety

Z m:(mi)-Z 13(13.) =y y(Linn)

c) Wir verwenden auf M* die in a) definierte Modul-Struktur,
Wie in b) sollen h und Z miom; auf M einander entsprechen.
Dann ist Z m’;(m')mi = hm' . Fir mn" eM gilt (s”"(m)m*)(m') =
n*(ha') = 0" () mi(n')m;) = 2 my (m*)m"(my) = Q2 " (m, )n )(mt) .
Daraus folgt s (n)m* = Z m*(mi)m; und Z m;(mi) =
AT ) =yl L

Lemma 6.4: GZ(H) ist ein unitdrer, assoziativer Ring bei der

Multiplikation ([L]-[M] := [ ,LeM]

Beweis: Um eine distributive Multiplikation zu erhalten, geniigt
es zu zeigen, daR die Abbildung [M] — [ALOM] die durch die
kurzen exakten Folgen definierten Relationen erhidlt. Das folgt
aus der Tatsache, daR mit der (H,k)-exakten Folge

O —>M' — M —> M" —> 0 auch die Folge

0 —)dLoM' —)ALOM ——)ALQM" —> 0 (H,k)-exakt ist. Die
Assoziativitit folgt aus A(A(Le M)eM') = A(Led(MeM')) . Das

Einselement ist [k] wegen M ¥ JMek ./

Falls die Komultiplikation von H nicht kokommutativ ist, ist
G:;(H) im allgemeinen nicht kommutativ, da im allgemeinen

ALeM = AM@ L nur bei kokommutativer Komultiplikation gilt.

Satz 6.5: l: Gg(H) —> H* ist ein unitdrer Ringhomomorphismus.

Beweis: y([¥][L])(n) =y MeL](n) = y[Me L](Z hiyyehipy) =
ZX[M](h“))X{L](h(Z)) = (X[M]XZ[L])(h) impliziert, daf y
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multiplikativ ist. Wegen Y[k](h) = Spur(h: k —> k) = &(h)

ist » unitdrer Ringhomomorphismus. V/4

In vielen FZllen ist GE(H) eine freie abelsche Gruppe, wihrend
H* ein k-Modul ist. Ist k etwa ein Korper der Charakteristik
p£A0 , so ist H* eine p-Gruppe. Daher ist es von Interesse,
den Kern und den Kokern von Y 2zu untersuchen. Vorher wollen

wir noch die Orthogonalitdtsrelationen fiir Charaktere untersuchen.

Satz 6.6 (1. Orthogonalititsrelation): Seien L,l4eM0(H,k)

zwei nicht-isomorphe einfache Moduln. Sei X e k-Mod reflexiv

und a ox; 0 bi eHeXeH ein Casimir-Element. Dann ist

Z Z[M](ai)l[L](bi)xi =0

Beweis: Fiir ge X' ist

Tg: Hom(L,M) > f — (1 —> Z aig(xi)f(bil)) eHomH(L,M)gHom(L,M)
die Null-Abbildung, weil L und M nicht-isomorphe einfache
H-Moduln sind. Da Hom(L,M) ein endlich erzeugter, projektiver
k-Modul ist, kdnnen wir die Spur von Tg berechnen:

0 _.x[Hom(L M)] (T

= x[Hom(L,M)] (75 a,g(x;)es” (b ))

2 x[Ml(a,80e L7 57 (o))
g2 3 (a)y[L] (v))x,)
fir alle geX' . Da X reflexiv ist, ist Y M](a, (Ll )x, = 0.7/

Da sowohl Q als auch k reflexive k-Moduln sind, kann der
. -1
Satz sowohl auf das Casimir-Element zz N2y ®a; @S (Ni(l))

als auch auf z: heyy @ S(h(z)) mit helH angewendet werden.

Definition 6.7: Fir einen endlich erzeugten, projektiven k-Modul

definieren wir rg (M) := y[M](id) ek .
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Satz 6.8 (2. Orthogonalitdtsrelation in k): Sei Z a;eb;eHeH

ein Casimir-Element und Z aibievz(k) invertierbar. Sei MeMO(H,k)

ei

3

einfacher H-Modul. Dann ist

Z X[M](ai)/{[m](bi) = Z a;b, -rg, (Hom, (M,M))

Beweis: Khnlich wie im Beweis von 6.6 betrachten wir

T: Hom(M,M) > f —> (m —> Z aif(bim)) eHomH(M,M)g.Hom(M,M)
Auf dem Untermodul HomH(M,M)_c_Hom(M,M) ist T Multiplikation
mit Z aibi =Aek . Also ist Hom(M,M) = U G)HomH(M,M) mit
U = Ker(T) . Daher ist HomH(M,M) ein endlich erzeugter, pro-
jektiver k-Modul. Daraus folgt

Z xMI(a )y [M](b,)

X[Hom(M,M)](T)

7 [(U & Homy (M,M))] (T)

= y[U1(1) & y[Hom (M,M)] (T)
X[HomH(M,M)] (Z a;b,)

= Z aibi-rgk(HomH(M.M)) /4

Falls rgk(HomH(M,M)) invertierbar ist, kann man durch geeignete
Wahl des Casimir-Elements Z X[M](ai)X(M](bi) = 1 erreichen.
DaB die Voraussetzungen des Satzes 6.8 allerdings sehr ein-

schrinkend sind, zeigt der folgende Satz.

Satz 6.9: Sei k ein Korper undvz ajeb, eHeH ein Casimir-
Element, s0 dap Z Z[M](ai)fo](bi) # 0 fir alle einfachen

H-Moduln M ist. Dann ist H halbeinfach.

Beweis: k 1ist ein einfacher H-Modul. Dann ist
0 # Z x(xl(a)y k] (by) = y[Hom(k,k)] (T) = X[k](z a;by) =
&(Z aibi) = S(Z ais(bi)) und Z ais(bi)eHH wegen S5.14.

also ist & (MH) = k . Aus Satz 5.16 folgt die Behauptung. //
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®

Definition 6.10: feH heift Klassenfunktion, wenn

f(Z: h(z)xs(h(]))) = &(h)f(x) fir alle h, xeH gilt.

#*

Lemma 6.11: feH 1ist genau dann eine Klassenfunktion, wenn

f(xh) = f(hx) fiir alle x, heH gilt.

Beweis: Ist f eine Klassenfunktion, so ist f(xh) = Z: e(h(z))f(xh(]))

= z: f(h(B)xh(l)S(h(z))) = f(hx) . Gilt umgekehrt f(xh) = f(hx)

fiir alle x, heH , so ist f(z: h(z)xs(h(]))) = f(Z: xS(h(1))h(2))
= &(1(x) . /

Folgerung 6.12: y[M] e H* 1ist eine Klassenfunktion.

Beweis: 1[M](xh) = I[M](hx) folgt aus den Eigenschaften der Spur. //
Wir werden die Menge der Klassenfunktionen aus Y mit Cf(H)
bezeichnen. Fiir den Rest dieses Abschnitts wollen wir annehmen,

daB k ein algebraisch abgeschlossener Korper ist.

Satz 6.13: Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der

Charakteristik p#£O . Gelte p* dimk(HomH(M,M)) fiir alle

einfachen H-Moduln M . Dann ist die Folge
0 — a¥m) B aln) A»> u*

exakt.

Beweis: Bekanntlich ist fiir jede artinsche k-Algebra A die
abelsche Gruppe Gg(A) frei mit den Erzeugenden {[M]}, wobei

fiir die Moduln M ein Reprdsentantensystem der Isomorphieklassen
der einfachen A-Moduln verwendet werden kann. Hat ndmlich ein
Modul M endlicher k-Dimension eine Kompositionsreihe von

A-Moduln mit den einfachen Faktoren M,,...,M , so ist [M] =



- 63 -
[M1] + ...+ [Mn] . Wegen der Eindeutigkeit der Kompositionsfaktoren
ist daher Gg(A) frei. Damit ist aber die Multiplikation mit p
auf Gg(H) ein Monomorphismus. Weiter ist yp = px = o .
Sei nun xe Gg(H) mit y(x) =0 . Es ist x = z: ti[Mi] =
z: rj[Mj] - Z: sj[Mj] mit rj,sjzo , also x = [MJ - [L] mit

halbeinfachen Moduln M und L . Zu zeigen ist, daB »p| rj--sJ
fiir alle j . Da M und L halbeinfach sind, sind sie H =
H/rad(H)-Moduln und es ist H & Hyx ...xH mit H, = HomDi(Mi’Mi)

und Di = HomH(Mi’Mi) . Sei e; e Hy gegeben durch

10...0
00...0 (n,n) . =
.. : € Di = Hi
00 ...0

Dann ist y[M](e,) = X(ri[Mi])(ei) = r;dim (D;) (mod p) .
Daraus folgt 0 = l(x)(ei) = (ri-si)dimk(Di) (mod p) . Da

p«fdimk(Di) ist r;-s;e (p) € Z, also xepGlg(H) /4

Im folgenden sel H immer eine separable endliche Hopf-Algebra

iiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper k .

Lemma 6.14: Sei Z(H) das Zentrum von H . Dann ist Gg(H)

eine freie abelsche Gruppe mit dime(H) freien Erzeugenden.

Beweis: Im Beweis von 6.13 haben wir schon gesehen, daf GE(H)
frei mit dem Erzeugendensystem '{[Mi]} ‘ist, wobei die M1
nicht-isomorphe einfache H-Moduln sind. Bekanntlich gibt es
genausoviele nicht-isomorphe einfache H-Moduln, wie H Faktoren
hat bei der Zerlegung in ein Produkt von einfachen k-Algebren.
Das Zentrum von H 2zerfzdllt bei dieser Zerlegung in ein Produkt

von Kopien von k mit genauso vielen Faktoren, wie H nicht-iso-

morphe einfache H-Moduln hat. //

Satz 6.15: Sei der Nakayama-Automorphismus von H die Identitit.
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Sei M ein einfacher H-Modul. Dann ist rgk(M) invertierbar.

Beweis: Da k ein Korper ist, ist P(H*) =k und H 1ist eine
k-Frobenius-Erweiterung von k . Sei N die Links-Norm. Dann
ist ) N(Z)GS-I(N(I)) wegen 3.16 ein Casimir-Element. Ebenso
ist Z s™! (N(”) © N,y wegen 2,16 und 3.9 ein Casimir-Element,

da der Nakayama-Automorphismus die Identitdt ist. Sei H =

n

Hl x...xH mit H

n 1 Endk(M) . Fiir foEndk(M) ist Sp(f)(m) =

Z N(Z)f(S-I(NU))m) . Es ist Sp(f)eEnd, (M) = k . Sei {mi}

eine k-Basis fiir M und sei h ) := misjk . Sei weiter

13(m

Sp(h, ) = aijidM . Dann ist

iJ
-1

aiiidM = sP(hii) = Z N(Z)hijhjis (N(])) = Z N(Z)hjihijs

da / S"(N(1)) oN(z) ebenfalls ein Casimir-Element ist. Also

=1
™Neiy)

ist aiiidM = aJJidM und ajy = ajj . Beachten wir, daB wegen

. . . . -1
5.16 €(N) invertierbar ist, ist wegen ¢e(N)idy = z: N(Z)ldMS (N(]))
= Sp(idy) = Sp(z: hey) = Z: a;4id, ebenfalls a;; invertierbar.

Damit ist aiirgk(M) und auch rgk(M) invertierbar. /

Satz 6.16: Sei der Nakayama-Automorphismus von H die Identitit.

Dann bilden die Z[Mi]lz(ﬂ) , wobei die Mi nicht-isomorphe

einfache H-Moduln sind, eine Basis fir Z(H) .

Beweis: Sei Z a;yM) (z) =0 fir alle ze2(H) . Da zeZ(H)
auf Mi durch Multiplikation mit einem ai(z)e k operiert, ist
l[Mi](z) = ai(z)rgk(Mi) . Da Z(H) ¥kx...x k , entspreche 2
dem Element (0,...,0,1,0,...,0)e8k x...x k mit 1 an der i-ten
Stelle. Dann ist

0 = Z aiX[Mi] (z) = a;rg, (M) ,
also ai = 0 . Die X[Mi]}Z(H) sind also linear unabhidngig. Da
dime(H)* mit der Anzahl der freien Erzeugenden von Gg(H) iber-

< N . s *
einstimmt, bilden die ,Z[Mi]'Z(H) eine Basis fir 2Z(H) ./
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Lemma 6.17: Es gilt Cf(H) = k.y(GA(H)) .

Beweis: Da y[M] eine Klassenfunktion ist und Cf(H) ein

%

k-Unterraum von H° ist, ist k-Z(Gg(H)) < Cf(H) . Sei nun

f eine Klassenfunktion. Unter H = H1 LI Hn mit einfachen
k-Algebren Hy seli f=1f, + ...+ fn , wobei fi(Hj) = 0 fiir
i4Jj und fi\Hi = lei ist. Die f, sind offenbar wieder
Klassenfunktionen, d.h. fi(ab) = fi(ba) fir alle a,beH; ~

4 mit hghy o= Jkl-
hjm . Dann ist h;]khlm - hlmhjkel(er(fi) . Fir k=1 und m#£}jJ

Hom, (M, ,M,) . Sei {hjk} eine Basis fir H

ist hjmeKer(fi) . Pir k=1 und m=j ist h:]j'hkk

Also ist fir heH, fi(h) = a-Spur(h: My —)Mi) = a-l[Mi] (h) ,

] Ker(fi) .

woraus f; = a-y[M,] mit aek folgt. s/

Folgerung 6.18: Sei der Nakayama-Automorphismus von H die Iden-

titdt. Dann ist

B - cen) @ 2(0)" una CE(H)

*
2(H) = Z(d) " .
Beweis: Wegen dim (k-x(GS(H))) = Rang(GE(H)) = dim (Z(H)*) una
*
6.16 ist Cf(H) = k'l(G‘;(H)) —> Z(H)  ein Isomorphismus, woraus
die zweite Behauptung folgt. Damit ist aber gleichzeitig Cf(H)

ein direktes Komplement von Z(I-I)’L = {feH' I f(z) =0 fiir alle zeZ(H)}.
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