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Zur Kohomologie endlich erzeugter abelscher 
Gruppen 

V o n Bodo Pare i g i s i n München 

Vorgelegt von H e r r n K a r l S t e i n am 8. Dezember 1967 

1. D a s Z i e l der homo l o g i s chen A l g e b r a besteht d a r i n , v o n z u 
unte rsuchenden Ob j ek t en a lgebra ische In va r i an t en z u g ew innen 
u n d zu un te r suchen . I m a l l g eme inen ist es s c h w i e r i g festzustel len, 
welche B e d e u t u n g die K e n n t n i s dieser I n va r i an t en für die A u s 
gangsobjekte hat . 

In der K o h o m o l o g i e ( und a u c h der H o m o l o g i e ) der e n d l i c h 
erzeugten abe lschen G r u p p e n läßt s i ch dieses P r o b l e m i n ge
wissem S i n n vollständig lösen. E s stel l t s i ch nämlich heraus , daß 
die K o h o m o l o g i e g r u p p e n e iner e n d l i c h erzeugten abe lschen 
G r u p p e G e i n vollständiges Inva r i an t ensys t em entha l t en . D a z u 
werden w i r d ie K o h o m o l o g i e g r u p p e n (und die H o m o l o g i e g r u p 
pen) v on G m i t Koe f f i z i en ten i n e n d l i c h erzeugten t r i v i a l en 
G - M o d u l n e x p l i z i t ausrechnen . W i r v e rwenden dabe i eine beson
ders k le ine C- fre ie Auflösung v o n Z , d ie als T e n s o r p r o d u k t v on 
per iod ischen b zw . end l i chen Auflösungen über den z y k l i s c h e n 
d i r ek ten S u m m a n d e n v o n G entsteht. D a m i t we rden w i r d a n n 
außerdem das C u p - P r o d u k t ausrechnen , d . h . die M u l t i p l i k a t i o n 
des K o h o m o l o g i e r i n g s u n d z w a r i n b e zug au f die E r z e u g e n d e n 
des K o h o m o l o g i e r i n g s . 

D i e h i e rbe i e rha l t enen Ergebn i s s e überschneiden s i ch z u m T e i l 
m i t E r g ebn i s s en über d ie H o m o l o g i e u n d K o h o m o l o g i e v o n 
Ei lenberg-MacLane-Räumen, die i m Cartan-Séminaire 1954/55 

berechnet w u r d e , u n d z w a r für die t r i v i a l en Koe f f i z i e n t e n modu l n 
Ζ u n d ZjpZ für p 4= 2. A u c h für diese Fälle s i n d die h i e r ver
wendeten M e t h o d e n v o n Interesse, w e i l sie eine wesent l i ch e in 
fachere B e r e c h n u n g der H o m o l o g i e - u n d K o h o m o l o g i e g r u p p e n 
zulassen. 

B e i end l i chen (n icht n o t w e n d i g abelschen) G r u p p e n G weiß 
m a n , welche E i g e n s c h a f t e n v o n G d u r c h per iod ische K o h o m o -
München A k . Sb. 1967 
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l og ie ausgedrückt we rden . B e i pe r i od i scher K o h o m o l o g i e b l e i b t 
d ie O r d n u n g der K o h o m o l o g i e g r u p p e n i n Abhängigkei t v o m 
K o e f f i z i e n t e n m o d u l beschränkt. F . K a s c h stel lte d ie F r a g e , we l che 
E i g e n s c h a f t e n v o n G n u r aus der Beschränktheit der K o h o m o l o 
gie ab l e i tba r s i n d . E i n e A n w e n d u n g unserer B e r e c h n u n g de r 
K o h o m o l o g i e v o n e n d l i c h e rzeugten abe lschen G r u p p e n ist n u n , 
daß für end l i che (n icht n o t w e n d i g abelsche) G r u p p e n die K o 
homo log i e g e n a u d a n n pe r i od i s ch ist, w e n n sie beschränkt ist. 

2. B e v o r w i r d ie K o h o m o l o g i e g r u p p e n berechnen , benötigen 
w i r e in ige A n z a h l a u s s a g e n über P u n k t e i n e inem ,τ-dimensionalen 
n i ch t nega t i v en G i t t e r , d . h . i n e iner T e i l m e n g e S ç: Ζ φ . . . φ Ζ 

( j -mal ) , die aus den P u n k t e n m i t n i c h t nega t i v en K o o r d i n a t e n 
besteht. E i n P u n k t (aly . . ., as) G ^ heißt v o m G r a d n, w e n n 
#i + · · · + as — n- E(n, s) sei d ie A n z a h l der P u n k t e v o m 
G r a d η i n S . D a n n ist 

£(n, s) = (n + s
n- 1 ) für ( » , s) 4= (o, o), 

E(p, ο ) = ι, 

wobe i w i r |° j = ι de f in ieren. Für s = ο so l l S aus e inem P u n k t 

v o m G r a d ο bestehen. 
D i e A n z a h l der P u n k t e i n 5 v o m G r a d η m i t unge rade r erster 

K o o r d i n a t e ist 

K(n,s) = "Σ ( - I ) " " ' - 1 (i+
sLT)-

W e i t e r benötigen w i r e inen «r-dimensionalen Würfel , d . h . eine 
T e i l m e n g e W <Ξ Ζ φ . . . φ Ζ ( j -mal ) , d ie aus den P u n k t e n 
(al9 . . ., as) G Ζ φ . . . φ Ζ m i t Λ- Ε {ο , l } für al le i besteht. 
D i e A n z a h l der P u n k t e v o m G r a d η i n W ist 

^ o » . * ) = (i). 

wobe i für s = ο der Würfel aus e i n em P u n k t besteht. 

Schließlich ist d ie A n z a h l der ^ - T u p e l (xXi . . . , # „ ) m i t 

1 xi < · · · < xn ^ m - W i r w e r d e n diese B e z i e h u n g e n oft 
ohne ausdrückliche H i n w e i s e i m fo l genden v e rwenden . 
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3. W e i t e r benötigen w i r e in ige we i t gehend bekannte Hilfssätze, 
d ie m i t H i l f e v o n Spek t ra l f o l g en bewiesen werden können, für 
die aber a u c h d i rek te Beweise l e icht anzugeben s ind . 

Lemma 1 : Sei G = W φ V eine ab eis che Gruppe, und seien 
2ß -> Ζ -+ ο bzw. 33 —> Ζ -> ο W- bzw. V-fr ei e Auflösungen von 
Ζ. Dann ist SB ® z 33 —> Ζ ο £2>Z£ G-freie Auflösung von Z . 

Lemma 2: 2ί = (/ί,· Ä , <̂ 2) wzY z, >è > 1 positiver 
Doppelkomplex·, dessen Zeilen (bzgl. d-J exakt sind außer in den 
Moduln A l k . Sei K e r d1 der einfache Komplex ( bzgl. d2), der 
aus % in der ersten Spalte durch Kernbildung (bzgl. d-J entsteht. 
Dann ist 

(1) H.WszffJKtrdJ. 

Lemma 3 : Seien 2i und S3 Komplexe und sei d : 21 -> 33 ein 
Komplexhomomorphismus. Sei (S = (d : 21 —> 33) der durch d, 21 
und 33 definierte Doppelkomplex. Dann existiert eine exakte Folge 

ο -> K o k {d : Hn_, (81) - (2))) - (€) -

K e r (31) - / / „ ( 2 5 ) ) o. 

S i n d i n L e m m a 3 3 b zw . δα bzw. ^ die D i f f e rent ia t i onen v o n 
δ b zw . 2i b zw . S3, so g i l t für die Z y k e l n bzw. Ränder 

d(a, b) = ο <=> ôaa = ο u n d (5^ = <̂<2 
(3) 

(Χ)y) = d (α, 6) <^> χ = δαα u n d y = da — òòb. 

4. S e i G jetzt eine e n d l i c h erzeugte abelsche G r u p p e . E s 
ex is t i e ren zwe i bis au f I s omorph i c e indeut ige Z e r l e g u n g e n v on Gf 

nämlich 

(4) G = Ζ φ . . . φ Ζ φ S(pj φ . . . φ S'ipJ, 

w o b e i t S u m m a n d e n Ζ auftreten u n d S(pt) die 5 i y l o w - G r u p p e n 
z u r P r i m z a h l pi s i n d . Für p £ {^, . . ., />w} g i l t 

( s ) s (ρ) = ζ Λ © . . . ® z f x 

m i t qi = pr*. 
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E i n e weitere Z e r l e g u n g v o n G ist 

(6) £ = Ζ φ . . . φ Ζ φ Ζ β ι φ . . . φ Ζ ν 

wobe i at'\ai+1 u n d t S u m m a n d e n Ζ auf t re ten. 
Se i en G u n d 7/ e n d l i c h erzeugte abelsche G r u p p e n , u n d sei H 

e in t r i v i a l e r G - M o d u l . W i r w o l l e n d ie K o h o m o l o g i e g r u p p e n 
Hn(GyH) be rechnen . D a Hn(G>—) e in add i t i v e r F u n k t o r ist , 
genügt es Hn(G> Zpi) für Primzahlen^» u n d ganze Z a h l e n i > ι 
b zw . //"(G, Z ) z u berechnen . D a z u v e rwenden w i r eine C- f re ie 
Auflösung v o n Z . E i n e Z-freie Auflösung v o n Ζ ist [2] 

(7) o - * Z [ Z ] ^ Z [ Z ] - * Z - o , 

wobe i e das erzeugende E l e m e n t v o n Ζ ist u n d die A b b i l d u n g e — 1 
die M u l t i p l i k a t i o n m i t e — 1 ist. Se i Za z y k l i s c h v o n der O r d n u n g 
a m i t d e m erzeugenden E l e m e n t e, so ist [1, X I I . 7 ] 

(8) . . . ^ Z[Za] ^ > Z [ Z J Z[Za) - Ζ -> ο 

eine Z ö - freie Auflösung v o n Z , wobe i ^V( i ) = 1 + e + · · * + ea~l 

ist . N a c h L e m m a 1 ist das T e n s o r p r o d u k t v o n Auflösungen der 
F o r m (7) u n d (8) je n a c h Z e r l e g u n g v o n G i n entsprechender A n 
z a h l eine G-freie Auflösung v o n Z . 

5. W i r w o l l e n zunächst den F a l l H"(G,Zpi) r eduz i e ren . S e i 
G = Ζ 0 . . . φ Ζ e Sfa Φ Sfa) Φ . . . Φ S(pm) m i t ρ Φ pj9 

u n d sei// = Ζ φ . . . φ Ζ φ Sfa u n d Τ - Sfa) φ . . . φ S(pm). 
D a n n g i l t 

Lemma 4: H"(G, Z/)ç^Hn(H, Zpi). 

B e w e i s : Se ien SB —> Ζ —*- ο eine //-freie Auflösung v o n Ζ u n d 
ÇQ Ζ —> ο eine ^- fre ie Auflösung v o n Z . D a n n ist 7/" (G, Zpi) 
£Ê i / w ( H o m Z [ C ; ] ( S B ® 33, Zy)) . W i r be t rachten i n d e m D o p p e l 
k o m p l e x H o m Z [ G j (SB ® S3, Zpi) e ine Ze i l e m i t v o n S3 induz i e r t e r 
D i f f e r en t ia t i on dv u n d festem Wn = φ Z[H]. D i ese Ze i le ist 
d a n n 

H o m Z [ G ] (Wu ® S3, Zpi) c± Π H o m z m ( S 3 , Zpi). 
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Di f f e renz ieren w i r i n dieser Ze i l e bezüglich dv1 so e rha l t en w i r 
als H o m o l o g i e Π Hn(T, Zpi). D a Τ n a c h D e f i n i t i o n ke ine E l e 
mente der O r d n u n g p enthält, ist Hn(T, Zpi) = ο für η > ι. 
A l s o ist die Ze i l e bis au f den ersten M o d u l e x a k t . 

We i t e r ist K e r dv ^ H o m Z [ ^ (SB, Zy) , also Hn ( K e r dv) 
Ä Ηη{Η, Zpi). N a c h L e m m a 2 ist daher Zy) ^ H\H, zj). 

W i r w o l l e n jetzt au f d ie T o r s i o n s g r u p p e v o n G r eduz i e r en . 
D a z u ve re inbaren w i r , daß für eine abelsche G r u p p e H d ie r- fache 
d i rek te S u m m e v o n H m i t s i ch selbst a u c h als rH geschr ieben 
w i r d . A l l g e m e i n g i l t d a n n : 

Lemma 5 : Sei G eine beliebige abelsche Gruppe, F eine endlich 
erzeugte freie abelsche Gi'uppe vom Rang t und H ein trivialer 
F φ G-Modul. Dann ist 

Hn(F φ G , /7) S ( H). 

Bewe is d u r c h I n d u k t i o n n a c h t. S e i zunächst / = 1. S e i 
2g Ζ —> ο eine <9-freie Auflösung v o n Z . D u r c h T e n s o r i e r u n g 
m i t der Auflösung (7) e rha l t en w i r z u r B e s t i m m u n g der K o 
homo log i e v o n Ζ φ G d en D o p p e l k o m p l e x 

(9) o j o j 

28 2 : ο -> W* —> W\ - . . . , 

w o b e i W* = WomZ[G] (Wit H) ist . D i e s e r D o p p e l k o m p l e x ist 
d i r e k t e S u m m e zweier D o p p e l k o m p l e x e m i t jewei ls n u r e iner 
v o n N u l l ve rsch iedenen Ze i l e . A l s o zer fa l l en a u c h die entspre
c h e n d e n H o m o l o g i e g r u p p e n . E s ist dahe r Hn{Z@GyH) 
^ H"{Gy Η) φ Hn~l (G, H). D u r c h I n d u k t i o n ist d a m i t das 
L e m m a bewiesen. 

6. W i r können jetzt a n n e h m e n , daß G e ine end l i che abelsche 
G r u p p e ist . S e i G zunächst eine ^ - G r u p p e der F o r m (5). W i r 
w o l l e n Hn(G> Ζρϊ) b e s t i m m e n . D i e C-fre ie Auflösung v o n Ζ 

ste l l t s i ch n a c h L e m m a 1 u n d (8) d a r als .y-faches T e n s o r p r o d u k t 
v o n Auflösungen der F o r m (8) v on Z , also als j - f a che r K o m p l e x 
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gj χ 0 < D j e K o h o m o l o g i e g r u p p e n Hn(G, Zpi) s i n d d ie H o 
m o l o g i e g r u p p e n des ^- fachen K o m p l e x e s H o m Z [ C ] (2i, Zpi). I n 
j ed em n i ch t nega t i ven P u n k t dieses ,τ-fachen K o m p l e x e s steht 
eine G r u p p e H o m Z [ ( ; ] (Z[G], Zpi) ^ Zpi u n d die v o n Ν b zw . £ — ι 
induz i e r t en D i f f e r en t i a t i onen s i nd M u l t i p l i k a t i o n e n m i t prk b z w . 
o, d a j a G t r i v i a l au f Zpi oper ier t . 

Z u m R a n d v o n H o m Z [ G ] (2i, Zpi) zählen w i r die M o d u l n 
YiomZ[G](Aiit Zpi), be i denen mindes tens e in ij = ο ist, u n d 
die da zw i s chen l i e g enden D i f f e r en t i a t i onen . I n den R a n d u n d 
aus d e m R a n d heraus führen n u r N u l l a b b i l d u n g e n . D i e übri
gen v o n N u l l v e rsch iedenen M o d u l n i n H o m Z [ G ] (2i, Zpi) m i t 
den dazw i s chen l i e genden A b b i l d u n g e n nennen w i r das Innere des 
K o m p l e x e s . D iese w ie a u c h später z u kons t ru i e r ende T e i l k o m 
p lexe m a c h e n w i r d u r c h F o r t s e t z u n g m i t N u l l - M o d u l n u n d N u l l -
A b b i l d u n g e n w ieder z u ^--fachen K o m p l e x e n . H o m Z [ G ] (21, Zpi) 
ist also d i rekte S u m m e seines R a n d e s m i t se inem Inneren . 

D a s Innere des K o m p l e x e s besteht aus j - d i m e n s i o n a l e n Wür 
fe ln, deren E c k e n die M o d u l n Zpi u n d deren K a n t e n die M u l t i 
p l i k a t i o n rmtprk b i l d e n . Sämtliche H o m o m o r p h i s m e n i n die Wür 
fel b zw . aus den Würfeln heraus s i n d N u l l - A b b i l d u n g e n . D a s 
Innere ist also d i r ek te S u m m e v o n so l chen j - d i m e n s i o n a l e n Wür
fe ln . 

D e r R a n d des K o m p l e x e s besteht aus s (s—i)-fachen K o m 
p l exen , d ie s i ch i n (s — 2 )-fachen K o m p l e x e n schne iden . D a s 
Innere dieser (s — i ) - f a chen K o m p l e x e zerfällt w i eder i n eine d i 
rekte S u m m e v o n (s — i ) - d i m e n s i o n a l e n Würfeln. E n t s p r e c h e n d 
zerfällt das Innere der (s — 2 )-fachen K o m p l e x e i n Würfel, wobe i 
jewei ls eine entsprechende A n z a h l v o n D i f f e r en t i a t i onen prk fort
gelassen w i r d . A m E n d e b le ib t e in M o d u l Zpi v o m G r a d ο übrig, 
der als o -d imens iona l e r Würfel aufgefaßt w i r d . 

D i e H o m o l o g i e v o n H o m Z [ C ] (2i, Zpi) zerfällt also a u c h i n eine 
d i rek te S u m m e der H o m o l o g i e der e inze lnen Würfel . 

Z u r B e r e c h n u n g v o n Hn (G, Z) für eine end l i che abelsche 
G r u p p e G wählen w i r d ie D a r s t e l l u n g (6) für G. W i e d e r erha l ten 
w i r als C-freie Auflösung 2ί —*• Ζ —> ο v o n Ζ e in ^-fâches Tensor 
p r o d u k t v o n Auflösungen der F o r m (8). D e r ^-fache K o m p l e x 
H o m Z [ G ] (21, Z) besteht aus M o d u l n Ζ u n d den M u l t i p l i k a t i o n e n ai 

bzw . ο als D i f f e r en t i a t i onen . W i e oben zerfällt dieser j - f ache 
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K o m p l e x i n eine d i rek te S u m m e v on Würfeln u n d die H o m o l o g i e 
des K o m p l e x e s i n eine d i rek te S u m m e der H o m o l o g i e der Würfel . 

7. Lemma 6: Sei W ein s-dimensionaler Wurf el mit den Ecken 
Zpi und den Multiplikationen pr\ . . ., pTs als Kanten. Dann er
gibt jede Ecke von W genau einen direkten Summanden ZpV mit 
ν — m i n (rlf . . ., rsi i) zur Homologie von W. 

Bewe i s : W i r n e h m e n rx > . . . > rs a n u n d daß die P u n k t e 

v o n W v o m G r a d η m i t ο < η < s s i n d . S e i s = 1. D a n n ist der 

Würfel ο — Z p i Z p i — o, m i t q = pr\ also HQ{W) ^B1(W) 

= Zpv. 
Für be l ieb iges s ha t W zwe i (s — i ) - d imens i ona l e Randwürfel, 

d ie d u r c h M u l t i p l i k a t i o n m i t pr* v e r b u n d e n s i n d . W ist also e in 
D o p p e l k o m p l e x : 

21 : ο A0 -> . . . -> As_x -> ο 

8 ί : ο - Η > Λ 0 - * · · · 

m i t q — pr$. N a c h L e m m a 3 e rha l ten w i r eine exak te F o l g e 

ο - K o k -> ^ . ( » 0 - K e r ( # ( ? „ ) ) -> o. 

N a c h I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g ist Η„(21) = (̂ "̂ 1) m ^ 

» = m i n ( r 3 , . . ., rs_lt i). A l s o ist K o k (H(qn_J) S (*Zî) V 

u n d K e r {H(qn)) ^ ( ^ 1 ) m i t w = mm(v, rs). 

Se i (xy y) e i n Z y k e l aus Hn(W). D a n n ist d(y, o) = (ôayy qy) 
~ (ÛX> Çy) = Ç(x>y)- A l s o w i r d Hn(W) v o n ^ = annu l l i e r t . 
Außerdem w i r d Hn(W) v o n ̂  annu l l i e r t , we i l p% al le E l e m e n t e i n 
W annu l l i e r t . D a m i n ^ , 1) = m i n ^ , v) = w, ist Hn(W) e in 
Z ^ - M o d u l . K e r ( i / ( ^ J ) ist aber Z ^ - f r e i , also zerfällt d ie F o l g e 

u n d Hn(W) ^ Z^ w m i t w = m i n ^ , . . ., rs) i). 

Lemma 7 : Sei W ein s-dimensionaler Würfel mit den Ecken 
Ζ und den Multiplikationen alf . . ., as als Kanten, und gelte 
ai I a% +1 · Dann ist für s > 1 
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und für s = ο ist 

^ . w = ö z 

B e w e i s : Für ^ = 0,1 s i n d die A u s s a g e n t r i v i a l z u ver i f i z i e ren . 
Für bel iebiges s ist W w ieder e in D o p p e l k o m p l e x , u n d w i r e r h a l 
t en eine exakte F o l g e : 

(10) ο -> K o k ( / / „ _ , ( β ι ) ) - Hn{W) -+ K e r { H „ ( Λ ι ) ) - ο. 

N a c h I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g ist Ηη(Ψ) ^ ( # ~ i ) a ^ s o 

K o k C ^ ^ C e O ) = ('Ζ*)*., K e r ( # > i ) ) = (*Z?) 
Se i y) e in Z y k e l i n Hn(W). D a n n ist o) = ax(x, y)> also 

ist Hn{W) e in Z f l i - M o d u l . D i e F o l g e (10) zerfällt als F o l g e v on 
Zn - M o d u l n , u n d es ist 

W i r b emerken , daß e in i " -d imensionaler Würfel W 

P u n k t e v o m G r a d η m i t 1 als erster K o o r d i n a t e hat , nämlich die 
P u n k t e v o m G r a d η — ι eines (s — i ) - d i m e n s i o n a l e n Randwür
fels. A l s o geben die P u n k t e v o m G r a d η m i t 1 als erster K o o r d i 
nate je e inen d i r ek t en S u m m a n d e n Ζαχ als A n t e i l z u r H o m o l o g i e 
v o n W. 

8. Lemma 8: Sei G eine endliche abelsche Gruppe mit der p-
Sylow-Gruppe S(p) von der Form (5). Sei Zp% ein trivialer G-
Modul. Dann ist für η > ι 

frçG.zjç* φ ζρΏ 

1 ^Ji ^ ... <>jn ^ s 

mit ν = m i n ^ , . . ., rJn> i) tmd 

Bewe is : W i r v e rwenden die i m A b s c h n i t t 6 beschr iebene Zer 
l e g u n g des ^- fachen K o m p l e x e s i n Würfel . Be z e i chne H" (G, Zpï) 
den A n t e i l der K o h o m o l o g i e , der aus d e m I n n e r n des K o m p l e x e s 
g ewonnen w i r d . D a n n ist für η > l 
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m i t ν = m i n ^ ' j , . . ., rs, i), we i l n a c h L e m m a 6 j eder P u n k t v o m 
G r a d η i m Inne rn e inen A n t e i l ZpV erg ibt . Z u j edem /-Tupe l 
1 < y x < . . . << jl < i 1 e rha l ten w i r e inen A n t e i l des Inneren des 
en tsprechenden /-d imensionalen Randes , in d e m n u r die Di f fe 
r en t i a t i onen pn m i t η = r- , . . ., r,- w i r k e n . A l s o ist 

Ji1 Jl 

mi t ^ = ^1'/ u n d ^ = m i n (V^, . . ., r ^ , z). D u r c h U m n u m e r i e 

ren erhält m a n das gewünschte Resu l ta t . 

Lemma 9 : Sei G eine endliche abelsche Gruppe der Form (6). 

Sei Ζ ein trivialer G-ModuL Dann ist für η > ι 

H\G, Z) ^ φ é IsΖ*) Κ (« - /, /) Zait 

&7Ζ<7 

H\G,Z) s Ζ . 

B e w e i s : Be t r ach t en w i r das Innere des ^- fachen K o m p l e x e s , 
aus d e m die K o h o m o l o g i e v on G m i t Koe f f i z i en ten i n Ζ g ewon
nen w i r d , so erg ib t jeder P u n k t m i t gerader erster K o o r d i n a t e 
e inen B e i t r a g Ζ Λ ι . A l s o ist 

H1(G,Z) K(n — s,s)Zei. 

W i e i n L e m m a 8 w i r d d a n n 

Hn{G1 Z) s φ Φ / ^ O — /, /) Zb 

/= 1 ι<:/,<. 

mi t b = a- . D u r c h Abzählen erhält m a n L e m m a 9. 
Jl ^ 

L e m m a 4, 5, 8 u n d 9 ergeben den 

Satz 10: G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Seien Ζ 
und Zpi triviale G-Moduln. Bezüglich der Zerlegung (4) und (5) 
15 München A k . Sb. 1967 
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von G gilt dann 

# » ( G , Z , - ) φ φ ( ί Κ - θ ( £ ) ζ , · 

?mY υ = m i n ^ , . . ., r}- k, 0 · Bezüglich der Zerlegung (6) z>o« 

H"(G, Z) s φ φ φ(1) (*~*) * ( » - * - /, /) Ζ,,, φ (β Ζ . 

9· B e i der B e r e c h n u n g der H o m o l o g i e e iner e n d l i c h e r zeug ten 
abe lschen G r u p p e G m i t Koe f f i z i en ten in e inem t r i v i a l en G-
M o d u l Ζ b zw . Zpi t reten d iese lben K o m p l e x e m i t u m g e k e h r t e r 
A b b i l d u n g s r i c h t u n g auf. D a s Ze r f a l l en i n Inneres u n d R a n d u n d 
das Zer fa l l en i n Würfel b le ib t en tsprechend e rha l t en . A l s o erhält 
m a n den 

Satz 11 : Sei G eine endlich erzeugte ab eis che Gruppe. Seien 
Ζ und Zpi triviale G-Moduln. Bezüglich der Zerlegung (4) und 
(5) von G gilt dann 

mit υ = m i n ^ , . . ., fj k, 0 · Bezüglich der Zerlegung (6) von G 
gilt 

(G, Z ) s φ Φ φ $ (̂ lf) (ß{n-k-I, l ) - K { n - k - l , /)) Ζ β ή 

®(Ä')z. 
i o . W i r wo l l en jetzt das C u p - P r o d u k t i n H*(G,Z) b zw . 

H*(G, Zpi) für eine e n d l i c h erzeugte abc ische G r u p p e berechnen . 
Se i © —> Ζ —> ο eine G-freie Auflösung v on Ζ m i t © 0 = Z [G] u n d 
sei Δ : © —> © ® z © e in G - H o m o r p h i s m u s , der m i t den Di f fe
rent ia t i onen i n © b zw . © ® © ve r t auschbar ist u n d der au f © 0 m i t 
der v on 

G 3 g ^ g X g ξΞ G X G 

i nduz i e r t en D i a g o n a l a b b i l d u n g übereinstimmt. Für C - M o d u l n 
A b zw . A' e rha l ten w i r K o m p l e x h o m o m o r p h i s m e n 
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H o m 6 - (©, A) ® H o m G (©, A') — H o m 6 - x G (@ ® @, A ® A ') -> 

H o m G ( @ ® © , Λ ® Λ ' ) -> H o m 6 . ( @ , i i ® ^ ' ) > 

d ie d en H o m o m o r p h i s m u s 

π : 7 7 * (G\ Λ ) ® 77 * (G, A') -> H*(G,A ® Af) 

i n d u z i e r e n , π ist b e k a n n t l i c h von der W a h l v on Δ unabhängig. 

S i n d / b zw . g K o z y k c l n aus H*(G,A) b zw . H*(fi>A'\ so ist 

* (/ ® ^) = (/®έ)Δ i n 7 7 * (G, Λ ® Λ ' ) . 
Se ien G = U ® F u n d © = U ® 53, wobe i tl bzw. S3 U- bzw. 

F- fre ie Auflösungen von Ζ s ind . Seien Δυ : U -> U ® II bzw. 
53 —* 33 ® 93 gegeben. D a n n setzen w i r 

( U , ® » , ) ® ( 1 1 , 0 93,), 

wobe i w i r lt ® II ® 23 ® 53 m i t (U ® 93) ® (U ® 93) ident i f i z ie 
ren . O f f enbar s ind die oben genannten dre i B e d i n g u n g e n für Δ 
von Δ0 erfüllt. E s genügt, für eine end l i ch erzeugte abelsche 
G r u p p e G also Δ0 n u r i m Fa l l e G Ζ bzw. G — Z y zu kennen , 
wobe i w i r wieder die Auflösungen (7) bzw. (8) z u g r u n d e legen. 
D iese A b b i l d u n g e n s i nd i n [1, S. 251] angegeben, wobe i bezüglich 
(8)7> u n d q n i ch t beide ungerade sein können. 

D a s P r o d u k t zweier K o z y k e l n ist d a m i t vollständig bekannt . 
D a w i r i n Sa tz 10 j edoch eine andere D a r s t e l l u n g der K o h o m o l o -
g i e g ruppen gegeben haben , wo l l en w i r das P r o d u k t zweier be l i eb i 
ger E r z e u g e n d e r der K o h o m o l o g i e g r u p p c n angeben . Dieses 
P r o b l e m reduz ie ren w i r i n mehreren Schr i t t en . Zunächst be t rach
ten w i r jetzt n u r noch die t r i v ia l en C - M o d u l n Α = Ζ b zw . A = 
Zpi. D a n n ident i f i z ieren w i r in der bekann ten Weise WomG(Z[G}yA) 
mit A. 

E i n e K o k e t t e in H o m G (©, A) nennen w i r e in fach , wenn 
sie n u r i n e iner der K o m p o n e n t e n Hom c ( Z [G ] } A) = A v on 
H o m c ( © , A) l iegt . D i e e infachen K o k e t t e n s ind ^-fach g radu ie r t , 
wenn G als d i rekte S u m m e von s S u m m a n d e n dargeste l l t w i r d . 
Se ien a, a zwei e infache K o k e t t e n v o m G r a d (m1> . . ., ms) b zw . 
(nlf . . ns)f so ist wegen der t r i v ia l en O p e r a t i o n v on G au f A wie 
in [1, S. 252] 
15* 
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a-a' = (—ι)η Ur-aa' 

m i t aa' G A u n d d e m P r o d u k t i n A geb i ldet , m i t η 
s-1 
ν 

i — 1 

l fal ls ni 7ni gerade, 

- J - b (b — l ) fal ls ni mi unge rade , 

wobe i b d u r c h den z-ten d i r ek t en S u m m a n d e n ZjbZ von G def i 
n ier t ist u n d b — ο zuge lassen ist. D a die P r o d u k t f o r m e l i n j e d em 
T e i l g r a d die Per iode zwe i hat, ist es möglich, j eden T e i l g r a d der 
e in fachen v on N u l l versch iedenen K o k e t t e n m o d u l o zwei zu r e d u 
z ieren. 

Se i jetzt G = Ζ φ Η. D a n n hat der entstehende K o m p l e x 
H o m ( ; ( © , ^ ) die F o r m (9). Se ien e in fache K o k e t t e n xy y G 95^, 
u, ν G gegeben, so s i n d alle P r o d u k t e zunächst wie i m K o m 
p l e x zu b i lden (u> ν entsprechen K o k e t t e n u' v' i n SS^) u n d das 
E r g e b n i s l iegt d a n n für χ · y i n u n d χ · u i n ® 2 , während 
u · ν — ο g i l t . D i e E r z e u g e n d e n für die K o h o m o l o g i e g r u p p e n 
l iegen auch vollständig entweder i n 3?^ oder in 2ΰ 2. W i r b rauchen 
daher nur das P r o d u k t i n SBj zu k e n n e n . A l s o können w i r jetzt a n 
nehmen , daß G eine end l i che abe lschc G r u p p e ist. 

W e i t e r können w i r i m F a l l e A = Zpi a n n e h m e n , daß G eine 
G r u p p e ist. T r e t e n jetzt i n G z yk l i s che S u m m a n d e n Zq m i t 

q — pr u n d r > i auf, so ist die d a d u r c h induz i e r t e D i f f e rent ia 
t i on die N u l l a b b i l d u n g , der ^-d imens iona le K o m p l e x H o r n (©, A) 
zerfällt in (s — i ) - fache i somorphe K o m p l e x e K, d ie m i t o, 1 ,2 , . . . 
gradu ie r t s i n d , u n d die E r z e u g e n d e n der K o h o m o l o g i e g r u p p e n 
l iegen ganz i n jewei ls e i n em dieser U n t e r k o m p l e x e , t ragen also 
deren G r a d . S i n d a> a' zwe i solche E r z e u g e n d e v o m G r a d m b zw . 
n, so ist 

a * a fal ls m n gerade, 
a · a' — ο fa l ls m n unge rade , / φ 2 oder r > i, 

pr~l a *a' fa l l s m n unge rade , p = 2 u n d r = z, 

wobe i a *af das P r o d u k t in Κ ist u n d der G r a d v o n α *α' g l e i ch der 
S u m m e der G r a d e v o n a u n d a! ist . D a m i t können w i r jetzt a n 
nehmen , daß für A = Zpi d ie O r d n u n g jedes E l e m e n t s von G 
e in echter T e i l e r v o n pl ist. 



Z u r K o h o m o l o g i e endl ich erzeugter abelscher G r u p p e n 189 

Be t rach t en w i r unte r den bisher erre ichten Einschränkungen 
den K o m p l e x H o m ( @ , A), so zerfällt dieser i n Würfel, i n denen 
die E r z e u g e n d e n der K o h o m o l o g i e g r u p p e n l i egen . D a w i r be
züglich des P r o d u k t e s jeden T e i l g r a d u m eine gerade Z a h l ver
ändern können, genügt es jedenfal ls für das Innere v o n Hom(ß,A), 
daß das P r o d u k t je zweier E r z e u g e n d e r aus demse lben Würfel 
b ekann t ist. D i ese r Würfel sei 

**:o-*+AlM AU — o , 

wobe i A\^Ä\ u n d bs die O r d n u n g des bei der Z e r l e g u n g (5) 
bzw. (6) v on G k l e ins ten d i r ek t en S u m m a n d e n ist. W sei so ge
wählt, daß die K o k e t t e n v on Α)_γ den G r a d (2, . . ., 2) haben . 
D a n n l iegt die i n A']_x l iegende E r z eugende i n H2s(®, A). 
Diese E r z eugende ist die K o k e t t e 1 für A = Ζ u n d A = Zpi. 
W e i l jeder T e i l g r a d gerade ist, ist das C u p - P r o d u k t m i t 1 b is au f 
den G r a d die Identität. 

W i r bes t immen jetzt die übrigen P r o d u k t e d u r c h I n d u k t i o n 
nach der D i m e n s i o n des Würfels. D e r I n d u k t i o n s a n f a n g zerfällt 
in die Fälle 

ο Ζ —> Ζ —• ο 

u n d 

ο — Zpi —> Zpi — ο. 

I m ersten F a l l ist IP(G, Z) = o, also s ind ke ine we i teren P r o 

dukte zu berechnen. I m zwei ten F a l l ist HX[G, Zpi) = Zb m i t der 

E r z eugenden c~pl\b. N a c h der P r o d u k t f o r m e l für K o k e t t e n 

ist also c - c = ~b(b — \)cl h o m o l o g zu o, d a fürp = 2 d ie Z a h l c 

ein V ie l faches v on 2 ist u n d sonst b — 1 gerade ist. 
W i r betrachten jetzt w ieder den Würfel W wnà n ehmen an , daß 

wi r die P r o d u k t e i n 21 schon kennen . Für Ht(W) e rha l ten w i r die 
zerfal lende exakte F o l g e v o n freien Z ^ - M o d u l n 

ο - Kok - H,(W) -> Ker - * o, 

wobei Ht(bù : Η,(Ψ) — Η,(Ψ) u n d H^1) S é # , ( 2 i 2 ) freie Zt>_-
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M o d u l n s i n d . Se i α : K e r (Ht(b$) ->Ht(W) der S c h n i t t für d i e 
Fo l g e , d a n n ist Ht(W) = α ( K e r {Ht (bs))) φ K o k (Ht _ x (bs)). 
Hs_x (211) hat ι als e inz ige E r z e u g e n d e , also hat K e r (Hs_x (bs)) 
als E r z e u g e n d e c = bs_x : bs. D i e s e r en tspr i ch t eine E r z e u g e n d e 
c + ι für Hs_x (W), wobe i c den G r a d (2, 2, . . ., 2, 1) u n d 
1 den G r a d (2, 2, . . ., 1,2) haben . Ist bs unge rade oder c g e rade , 
so ist (c + 1) · {c + 1) = o. Sonst ist (c + 1) · (c + 1) = u + 
wobe i w das e indeu t i g bes t immte E l e m e n t der O r d n u n g 2 v o m 
G r a d (4, 4, . . ., 4, 2) u n d z; das e i ndeu t i g bes t immte E l e m e n t d e r 
O r d n u n g 2 v o m G r a d (4, 4, . . ., 2, 4) s i n d . 

Se i χ eine E r z e u g e n d e v o n Ht(W) m i t / < s — 1, so ist es e ine 
E r z e u g e n d e v o n K o k (//,(£,)), also v o n fft+1(W). Außerdem 
ist cx eine E r z e u g e n d e v o n K e r {Ht{b^). D a m i t ist aber für χ a ls 
E r z e u g e n d e v o n Ht + 1 ( W) aufgefaßt (c + 1) · χ E r z e u g e n d e v o n 
α ( K e r (Ht(b^j)) Ç! Ht(W). D a s def iniert eine e indeut i ge Z u 
o r d n u n g zw ischen den E r z e u g e n d e n v o n K o k (//, (^)) u n d 
α ( K e r (Ht(b$)). D a s P r o d u k t zw i s chen e iner E r z e u g e n d e n v o n 
K o k (Ht(b^j) u n d e i n e m E l e m e n t der O r d n u n g 2 v o m G r a d e 
(4, . . ., 4, 2, 4) b zw . (4, . . ., 4, 4, 2) ist w ieder v on der O r d n u n g 2. 

Dieses ist aber das P r o d u k t v o n (c + 1) m i t e iner E r z e u g e n d e n 
v o n α ( K e r (He(bs))) wegen der Assoziativität des C u p - P r o d u k t s , 
fal ls bs gerade u n d c ungerade s i n d . Sonst ist dieses P r o d u k t o. 
D a die P r o d u k t e i n 21 s chon bekann t s i nd , k e n n e n w i r so al le P r o 
duk t e i n W. 

N e h m e n w i r z u m Be i sp i e l an , daß i n k e i n e m der I n d u k t i o n s 
schr i t te der F a l l auf t r i t t , daß bt gerade u n d c = bt_x : ^ u n g e r a d e 
s i n d . Se i [xly . . ., xr) e in E r z e u g e n d e n s y s t e m für HS_1(W). 
D a n n ist bis au f den G r a d {xti · . . . · xin \ i1 << . . . < iv) e in E r 
zeugendensystem v o n Hs_v(W)i u n d die Q u a d r a t e a l ler E r z e u 
genden s ind N u l l . 

D a m i t s ind also d ie P r o d u k t e zw i schen den E r z e u g e n d e n der 
K o h o m o l o g i e g r u p p e n i m Inne rn v o n H o m ( @ , Ä) b e k a n n t . S i n d 
n u n χ und jy be l ieb ige E r z e u g e n d e au f d e m R a n d v o n H o r n (©, Λ), 
so m u l t i p l i z i e r e n w i r χ u n d y m i t der E r z e u g e n d e n 1 v o m G r a d 
(2,. . ., 2). D a s P r o d u k t l iegt d a n n i m Inneren , u n d w i r können 
1 - χ - y · 1 ausrechnen . B i s au f den G r a d ist das d a n n χ - y. W i r 
müssen also n u r n o c h 1 · χ b e s t immen , d . h . w e n n χ d en G r a d 
(ntlt . . ., ms) hat , so hat 1 · χ den G r a d (m.x + 2, . . ., ms + 2) 
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u n d w i r d d u r c h dense lben K o z y k e l χ dargeste l l t . D i e se r ist n u n 
n i ch t m e h r e in fach e in Erzeugendene l ement , sondern i m a l l 
g eme inen eine L i n e a r k o m b i n a t i o n v on so lchen, was also v on F a l l 
zu F a l l d u r c h exp l i z i t e D a r s t e l l u n g der E r z e u g e n d e n als K o z y -
k e l n aus zu r e chnen ist. 

10. S e i G eine e n d l i c h erzeugte abelsche G r u p p e . W i r wo l l en 
ze igen, daß G schon d u r c h die K o h o m o l o g i e H*(Gt —) e indeu t i g 
bis au f I s omorph i c bes t immt ist. D a z u benötigen w i r n i ch t e in 
m a l a l le K o h o m o l o g i e g r u p p e n Hn(G, Ä) für alle η u n d A, son
dern n u r die K o h o m o l o g i e g r u p p e n m i t end l i chen t r i v i a l en C7-Mo-
d u l n A oder m i t d e m t r i v i a l en C - M o d u l Z . A u c h die η können 
noch we i ter eingeschränkt werden . 

W i r be t rachten zunächst den F a l l , daß die H" (G, Z ) bekann t 
s ind . G habe die F o r m (6). E s s ind t> s, a1} . . ., as z u bes t immen . 

HX{G, Z ) hat = t freie d i rekte S u m m a n d e n . D a m i t ist / be
s t immt . 

Se i jetzt η >> ι be l i eb i g gerade. W i r zer legen Hn (G} Z ) als 
Ζ φ . . . φ Ζ φ Zh φ . . . ® Z ^ m i t ò.\ò. + 1. D i e A n z a h l q der 
end l i chen d i r ek t en S u m m a n d e n dieser D a r s t e l l u n g ist 

q(t,s,n) = Σ ο ί; (I) (/) K ( n - k - l , l ) . 

D a n n g i l t 

1 , = l(Si) Γ ( ί ) ^ - / έ - / - ι , / + ι ) > ο 

für gerade n. A l s o ist qit, s, n) s tark mono ton wachsend i n sy d . h . 
s ist d u r c h q e indeu t i g bes t immt . 

D i e A n z a h l der S u m m a n d e n der F o r m Z 7 ist 

p(i, s, n, h) = Σο Γ (I) (/if) Kin-k-l, /). 

D u r c h sukzessives Sub t r ah i e r en der entsprechenden S u m m a n 
den Zb{ m i t k l e ins t em bt^ lassen s ich so ß 1 ( . . ., as b e s t immen . 

Folgerung 12 : Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe und 
Ζ ein trivialer G-Modul. Dami ist G durch H" (G, Z ) für η = ι 
und ein gerades η > ι eindeutig bis auf Isomorphie bestimmt. 
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Se i jetzt G v o n der F o r m (4) u n d (5) u n d seien d ie Zpi t r i v i a l e 
C - M o d u l n . E s s i n d tt p1, ..., pm u n d für p E {pi, · . ·, pm } d ie 
rx ,..., rs zu bes t immen . S e i η m a x i m a l so gewählt, daß Hn(Gy Zpi) 
für ke ine P r i m z a h l p v e r schw inde t . D a n n ist / = n. S e i n^> t. 
D a n n ve rschwinde t Hn(Gy Zpi) außer für p E {pu · . ·, pm}-
D a m i t s ind plf . . ., pm b e s t immt . Se i p E {pi, · · ·, pm) u n d s e i 
i so groß, daß Hn (G} Zpi) k e i n e n zu Zpi i s o m o r p h e n d i r e k t e n 
S u m m a n d e n hat . Hn(Gy Zi) ist d i r ek te S u m m e v on 

S u m m a n d e n , q ist i n s s ta rk m o n o t o n w a c h s e n d , also ist s d u r c h q 
e indeu t i g bes t immt . E s ex is t i e ren 

S u m m a n d e n der F o r m Zb m i t b = pr*. D u r c h sukzess ive S u b 
t r a k t i o n s i nd rlt . . ., rs b e s t i m m b a r . 

Folgerung 13: Sei G eine endlich erzeugte ab eis che Gruppe. 
Dann ist G durch Hn {Gy Zpi) für alle n} alle Primzahlen p und 
genügend große i eindeutig bis auf Isomorphie bestimmty wobei 
die Z.i triviale G-Moduln sind, ρ 

Ist G eine endliche ab eis che Gruppe y so ist G durch H" (Gf Zy) 
für ein η > ι, alle Primzahlen p und genügend große i eindeutig 
bis auf Isomorphie bestimmt. 

Ist G n u r e n d l i c h erzeugt u n d abe lsch , so genügt es n i ch t , die 
Hn{Gy Zpi) n u r für e in η > ι z u k e n n e n . N a c h Sa t z 10 rechnet 
m a n nämlich le icht nach , daß für a l l e / u n d i g i l t : 

W e i l für e n d l i c h erzeugte abelsche G r u p p e n Hn{Gy Ζρί) ^ 
^ Hn{Gy Zpi)y g i l t F o l g e r u n g 13 a u c h für H o m o l o g i e g r u p p e n 
anstel le v o n K o h o m o l o g i e g r u p p e n . 

A u c h F o l g e r u n g 12 g i l t für H o m o l o g i e g r u p p e n , w e n n m a n 
statt gerader η unge rade η betrachtet . 

«, . . . * . *>- i i ( ί ) ( · - {= } ) ( ;= ί ) 

H*(Z®Z®Z2, Ζ/) ^ Η3 ( Ζ , φ Ζ 2 , Zfi). 
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11. M i t Sa t z 10 läßt s i ch auch die i n der E i n l e i t u n g erwähnte 
F r a g e v o n F . K a s c h zur Periodizität der K o h o m o l o g i e v o n end 
l i c h e n G r u p p e n [1, X I I . 11] beantwor ten . Se i G eine end l i che 
n i c h t n o t w e n d i g abelsche G r u p p e , deren K o h o m o l o g i e n i ch t 
p e r i o d i s c h ist. N a c h [1] ex ist iert d a n n eine abelsche U n t e r g r u p p e , 
d ie n i ch t z y k l i s c h ist, also auch eine U n t e r g r u p p e der F o r m 
H = ZpÇ& Zp. D a n n ist wegen [1, X I I . E x . 7] für η > ι 

(11) ^ ( C 7 , H o m z w ( Z [ C 7 ] , Z ^ ) S H"(H, Zpi) s ( » + 1; Zp 

W i r nennen H*(G,—) beschränkt, w e n n für j eden end l i chen 
C - M o d u l M eine ganze Z a h l N = N(M) so ex ist ier t , daß 
O r d {Hn (G} M)) <N für al le n. Ist die K o h o m o l o g i e v o n G 
pe r i od i s ch , so ist sie of fenbar beschränkt. (11) zeigt, daß n i ch t -
per iod ische K o h o m o l o g i e auch n i ch t beschränkt ist. 

Folgerung 14: Sei G eine endliche Gruppe. Die Kohomologie 
von G ist genau dann periodisch^ wenn sie beschränkt ist. 

L i t e ra tur 
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