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Einfache Untermoduln von Kogeneratoren 

V o n F r i e d r i c h K a s c h u n d B o d o Pare ig is i n München 

H e r r n F r i ed r i ch K a r l S c h m i d t z u m 70. Gebur ts tag gewidmet 

E i n l e i t u n g 

I n der neueren E n t w i c k l u n g der Theo r i e der M o d u l n spie l t d ie 
fo lgende F rages t e l lung eine w i ch t i g e R o l l e : S e i M = rMR e in 
j T - i ? - B i m o d u l u n d sei Γ = E n d ( i k f / ? ) ; we lche B e z i e h u n g e n be
stehen d a n n zwischen der S t r u k t u r v o n MRi Γ u n d rM? D iese 
F r a g e spielt ζ. B . eine zentrale R o l l e i m M o r i t a - T h e o r e m u n d 
w i r d i n v ie len U n t e r s u c h u n g e n über Kogene ra t o r en u n d injek-
t ive M o d u l n m e h r oder wen ige r exp l i z i t angesprochen . 

B e i den U n t e r s u c h u n g e n v o n Kogene ra t o r en u n d in jekt i ven 
M o d u l n geht es insbesondere u m fo lgenden Z u s a m m e n h a n g : 
Se i für m £ M der ^ - M o d u l mR e in fach, was läßt s i ch d a n n über 
Γτη aussagen ? O d e r : Se i für m Ε M der P - M o d u l Fm e in fach , 
was läßt s i ch d a n n über mR aussagen? S i n d insbesondere die 
M o d u l n Fm i m ersten F a l l b zw . mR i m zwe i ten F a l l e in f ach? 
A n a l o g e F r a g e n können gestel l t werden , w e n n v o n γ E F aus
gegangen w i r d u n d Fy bzw. γ(Μ) (betrachtet als i ? - R e c h t s m o -
du l ) als e in fach vorausgesetzt werden . D i e soweit angedeutete 
F rages t e l lung , die i n der L i t e r a t u r i n Spezialfällen (meist n u r als 
H i l f smi t t e l ) behandel t wurde ([2], [3], [4]), so l l h ie r sys temat isch 
dargeste l l t werden. 

U m verschiedene Fälle e inhe i t l i ch z u g ew innen , ist es zweck
mäßig, gewisse neue Begri f fe einzuführen. W i r ve ra l l g eme inern 
d a z u die Vo rauss e t zung des jT - i ? -B i i r i odu ls rMR z u e inem M o d u l 
By a u f d em von l inks e in M o d u l A u n d v o n rechts e in M o d u l C 
oper ieren. Wer t e bei A n w e n d u n g dieser Opera torenbere i che au f 
Β we rden i n e inem weiteren M o d u l Ζ a n g e n o m m e n , d . h . w i r 
h a b e n die S i tua t i on VA ® Β ® CR VZR m i t be l i eb igen R i n g e n 

τ s 
Ry 5 , Γ, U. D a m i t w i r d n i ch t n u r der F a l l Γ ® M ® R —> M> 
sondern z u m Be isp i e l auch Γ (χ) Γ (χ) M' Μ erfaßt. Gewisse 
München A k . Sb. 197a 
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technische Schw i e r i gke i t en entstehen i n der a l l geme ineren 

S i tua t i on d a d u r c h , daß i n den M o d u l n A u n d C ke ine E l e m e n t e 

entha l ten sein müssen, die als E insope ra t o r en au f Β w i r k e n , u n d 

we i t e rh in d a d u r c h , daß i n A u n d C ke ine P r o d u k t e def iniert 

s i nd , die es e r l auben von inversen Ope ra t o r en i n A b zw . C z u 

sprechen. D a h e r müssen die De f in i t i onen v o n in jekt i ven M o d u l n 

u n d v o n Kogene ra t o r en i n geeigneter We i s e ve ra l l geme iner t 

werden . 

D e m vo r a l l em a n den Spezialfällen interessierten L e s e r w i r d 

empfoh len , s i ch n a c h dieser E i n l e i t u n g zunächst die Sätze 4 . 1 . 

bis 4.4. anzusehen. D o r t we rden für e inen in j ek t i ven K o g e n e -

ra to r M die e ingangs f o rmul i e r t en F r a g e n so beantwortet : Für m 

G M ist Fm g enau d a n n e in fach, w e n n mR e in fach ist, u n d für 

γ G Γ ist Γγ g enau d a n n e in fach , w e n n γ(Μ) e in fach ist. A l l g e 

me ine r ze igen w i r für e inen K o g e n e r a t o r M u n d m G My daß Fm 

genau d a n n e in fach ist, w e n n mR e in fach ist u n d i n e inem in jek

t i ven U n t e r m o d u l v o n MR en tha l t en ist, u n d daß aus mR e i n f a ch 

folgt, daß der S o c k e l v o n Fm e in fach u n d e in großer U n t e r m o d u l 

v o n Fm ist. 

§ 1. Grundbegr i f f e 

I n dieser A r b e i t seien al le R i n g e assoz iat iv m i t E ins e l emen t 

u n d alle M o d u l n unitär. W i r we rden i m fo lgenden häufig v o n 

der fo lgenden S i t u a t i o n (*) ausgehen : 

E s seien R> Sf TtU R i n g e u n d (jATi T B S i s^Ry u^s* T^RÌU^R 

B i m o d u l n ; wei ter seien B i m o d u l h o m o m o r p h i s m e n 

VA ® Β ς -> ν Χ 8 ί T B ® C R - + T Y R ì uX®CR-+ V Z R u n d 

υ A ® YR —>» V Z R so gegeben, daß das d a d u r c h induz ie r te D i a 

g r a m m 

A ®B®C—>X® C 
Τ \ s s 

I 1 
A® Y > Ζ 

τ 
k o m m u t a t i v ist . 
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Für a E Ay b Ε Β beze ichne ab E Χ das B i l d des E l e m e n t s 
a ® b Ε Α ® Β be i Α ® Β —> X. Für e inen U - U n t e r m o d u l ^4' 

C u n d b Ε Β beze ichne A'b den U - U n t e r m o d u l {ab \a EA'} 
v o n JSf. E n t s p r e c h e n d werde für e inen S - U n t e r m o d u l B' Q Β e in 
U - S - B i m o d u l ^ ' ^ def iniert d u r c h Α'Β' = {Σab \aEA\b EB'}' 
A n a l o g e De f i n i t i onen we rden w i r i n b e zug au f die d re i anderen 
H o m o m o r p h i s m e n u n d die induz i e r t en H o m o m o r p h i s m e n i n der 
S i t u a t i o n (*) v e rwenden . 

W i r benötigen i m fo lgenden die B e d i n g u n g e n 

(i): der d u r c h X ® C—> Ζ induz ier te H o m o m o r p h i s m u s 

(ti): der d u r c h s ® Y—>Z induz ie r te H o m o m o r p h i s m u s 

1.1. Lemma: Sei (*) gegeben y und sei b Ε Β. Dann gelten: 

a) Aus (i) und Ab =}= Ο folgt bC 4= O. 
b) Aus (ii) und bC 4= Ο folgt Ab =f= Ö. 

B e w e i s : A u s Symmetriegründen genügt es, d) z u ze igen. D a 
Ab Q X e in v o n N u l l verschiedenes E l e m e n t ab en tha l t e s t abC =f= 
Ο wegen (i). D a h e r muß bC =|= Ο ge l ten. 

I m nächsten A b s a t z e r inne rn w i r a n e in ige bekannte T a t s a c h e n . 

Definition: Se i en A u n d M i ? - R e c h t s m o d u l n . A heißt M-
injektiVy w e n n für jede exakte Fo l g e Ο—>N—> M u n d jedes / 

E H o m Ä (Ny A) e in g E Ho r r i g (My A) so ex ist ier t , daß 

X —*· HomR (Cy Z) ist in jekt i v , 

τ 
Y —> Homu (Α, Ζ) ist in j ek t i v . 

Ο -Ν- -M 

k o m m u t a t i v ist. 

1.2. Lemma: Sei A M-injektiv. Dann ist A M'\M"-injektiv 
für alle Untermoduln M" Q M' Q M. 

file:///aEA/b
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Beweis ist bekannt , so l l aber der Vollständigkeit ha lbe r ange 

geben werden . Se i Ο —> Ν M'\M" e xak t u n d sei / G H o r r i g 

(Ν, A) gegeben. Se i N' das U r b i l d v o n t(N) be i M' -> M'\M". 

W i r erha l ten e in kommuta t i v e s D i a g r a m m 

M" *~N' *~M' 

wobe i s d u r c h 

s(n') = η für η G Ν m i t tin) = n'+M" 

definiert w i r d u n d e in E p i m o r p h i s m u s ist. N a c h V o r a u s s e t z u n g 
exist iert e in k m i t k\N' = fs. Ist h d ie Einschränkung v o n k a u f 
M\ d a n n g i l t wegen s(M") = Ο a u c h h(M") = O, also k a n n h 
über M'\M" d u r c h e in g faktor is ier t werden . Dafür g i l t d a n n 
f(n) =f(s(n')) = /i(n')=g(n' + M")=gt(n)y also f = gt. 

1.3. Lemma: Ist A selbstinjektiv, d. h. A-injektiv, so gibt es zu 
jedem Untermodul Β von A einen direkten Summanden von A, 
in dem Β groß ist. 

Beweis ist ebenfal ls bekannt (ζ. B . [ l ] ) , so l l aber a u c h der 
Vollständigkeit ha lbe r angegeben werden . Se i B' C A m a x i 
m a l bezg l . Β ΓΛΒ' = Ο una sei Β" m a x i m a l be zg l . B Q B" ÇZ A 
u n d B" r\ B'' = Ο. B e h a u p t u n g : Β ist groß i n Β" u n d Α = Β" 
φ Β'. A u s der Maximalität v o n Β' i n Β r\ Β' = Ο fo lgt sofort , 
daß Β i n B" groß ist. U m Α = Β" + Β' zu ze igen, be t rach ten w i r 
das D i a g r a m m 

B". = +*A\B' 
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wobe i ι die I n k l u s i o n u n d ν : A —> Α\Β' der natürliche E p i m o r -
p h i s m u s seien. N a c h 1.2 ist A A /2?'-injektiv, also ex ist ier t e in g 
m i t ι = gvc. W e g e n der Maximalität v o n Β' i n Β r\ B' = Ο ist 
Bi(vi) groß i n A\B'. F o l g l i c h i s t ^ e in M o n o m o r p h i s m u s . D a h e r 
ist B" groß in Bi(g). D a r a u s folgt Bi(g) ΓΛ B' = O. W e g e n der 
Maximalität v o n B" erhält m a n d a n n B" — Bi(g). D a h e r ist 
gv e ine P r o j ek t i on v o n A au f B" m i t Ke(gv) = B'> woraus 
Α = Β" φ Β' fo lgt . 

W i r k o m m e n n u n z u e inem neuen Injektivitätsbegriif, der für 
die e inhe i t l i che H e r l e i t u n g unserer Resu l ta t e wesent l i ch ist. D a 
bei seien i m fo lgenden alle M o d u l n B i m o d u l n i m S inne v o n (*) 
u n d al le H o m o m o r p h i s m e n seien entsprechende B i m o d u l h o m o -
m o r p h i s m e n . 

Definition: 1.) E i n U n t e r m o d u l ER v o n ZR heißt bezüglich 
A ® Y—>Z (rechts-) injektiv, w e n n z u j edem U n t e r m o d u l YR 

τ 
v o n YR u n d z u j e d e m / G H o m Ä ( F ' , E) e in g G H o m Ä ( F , E) 
u n d e in a G A so ex is t ieren, daß das D i a g r a m m 

k o m m u t a t i v ist, wobe i a : Y—>Z def iniert ist d u r c h a(y) = ay. 

2.) S e i Z'R e in U n t e r m o d u l v o n ZR. E i n M o d u l ER m i t Z'R 

C ER Q ZR) der in jekt i v bezüg l i che ® Y—> Ζ ist u n d für den Z' 

groß i n E ist, heißt eine injektive Hülle v o n Z' i n Ζ bezüglich 

Bemerkungen: 1.) Ist E b z g l . A ® Y—> Ζ in jekt iv , so ist E 
τ 

F - in j ek t i v . 

2.) S i n d e = H o m Ä ( F , Z ) u n d ® F — > Z die A u s w e r t u n g s 

a b b i l d u n g , so s ind für EQZ die Begri f fe , , F - in j ek t i v * ' u n d , , i n 

j ek t i v b z g l . A ® F —• Ζ" äquivalent. 

A ® F - > Z . 
τ 

τ 

4 München A k . Sb. 1972 



50 F r i ed r i ch K a s c h u n d Bodo Pareigis 

1.4. Lemma: Sei ER Q ZR injektiv bzgl. A ® F - Z. Sei F„ 

direkter Summand von E R . Dann ist F injektiv bzgl. A ®Y-
T 

»Z. 

B e w e i s : Se i p\E—>F d ie P r o j ek t i on au f den d i r ek t en S u m 
m a n d e n F v o n E u n d i: F—>· E d ie zugehörige In jekt ion . S e i 
/ G Hor r i g (Υ', F) gegeben. 

W e g e n der Injektivität v o n E e rha l t en w i r das fo lgende k o m -
muta t i ve D i a g r a m m 

Τ *Y ^ ^Y 

woraus m a n e in k o m m u t a t i v e s D i a g r a m m 

YL m~Y 

erhält. 

. 1.5. Lemma: Sei ER Q ZR injektiv bzgl. A ® Y - -Ζ und sei 

ER epimorphes Bild von YR. Dann hat jeder Untermodul DR 

von ER eine injektiv e Hülle bzgl. A ® Y—>Z. 

B e w e i s : N a c h B e m e r k u n g 1) ist E F - in j ek t i v . D a E ep imor 
phes B i l d v o n F i s t , ist n a c h 1.2 E se lbst in jekt iv . N a c h 1.3 u n d 
1.4 folgt d i e B e h a u p t u n g . 
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1.6. Folgerung: Sei ER G ZR injektiv bzgl. U ® Ζ —> Ζ. Dann 

hat jeder Untermodul DR C ER eine injektive Hülle bzgl. 
U ® Z-*Z in Z. 

υ 

B e w e i s : W e g e n der Injektivität v o n E ex is t ier t e in u G t/, 
so daß 

k o m m u t a t i v ist. A l s o ist E = uZ. 
Für den H o m o m o r p h i s m u s A ® Y—^Z u n d T e i l m e n g e n A' 

G A b zw . Y' G Y de f in ieren w i r A n n u l l a t o r e n 

ry(A'): = {y G Y \ ay = Ο für alle a G A'} u n d 
1Α(Υ'): = {a G A \ ay = Ο für a l l e y G F ' } . Insbesondere seien 
rv(a)\ = ry({a}) u n d lA(y): - lA ({y}). 

1.7. Lemma: Sei A ® Y—*· Ζ gegeben. Folgende Aussagen sind 
τ 

äquivalent : 
a) für alle Untermoduln YR G YR gilt 

Y'R = Π μ G A, Y' C ry(a)}, 

b) für alle Untermoduln Y'R Ç YR G F Ä existiert ein a E A 
mit αΥ' = Ο u n d # Υ" φ 5, 

c) /£r alle Untermoduln YR Ç F^ ' G YR mit Y' maximal i n 
Y" existiert ein a G A mit a Y' = Ο und aY" =|= Ο, 

d) für alle Untermoduln Y'R G YRgilt ry(lA(Y')) = Y'. 

B ewe i s : b) => a ) : Se i YR: = Π {ry(a) \ a E A, Y'G rY (a)} 
u n d Y'R Ç F^ ' C YR. D a n n exist iert Ä G A m i t ̂ 7 ' = Ο u n d 
α Υ" φ ö , also ist Y' G ry(d) u n d Y" $ ? y ( » i m W i d e r s p r u c h 
z u r De f i n i t i on v o n Y". A l s o ist Y' = Y". 

c) => b) : S e i y G F " , y $ F ' . D a n n ist Γ F ' + y i ? ) / F'=)= ö u n d 
e n d l i c h erzeugt , besitzt also e inen m a x i m a l e n U n t e r m o d u l , des
sen U r b i l d F + i n F + + : = Y' + yR w ieder m a x i m a l ist . A l s o 

4# 
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exist iert a E A m i t aY+ = Ο u n d αΥ++ 4= Ο. D a h e r ist αΥ' G 
αΥ+ = Ο u n d Ο 4= a F++ C λ F " . 

d )=>c) : Se i K ' Ç F " C y m i t F ' m a x i m a l i n F " gegeben. 

D a n n ist rylA(Yf) Ç also /^ (F ' ) J /< (F " ) . D a h e r e x i 

stiert e in a E A m i t aY' = Ο u n d # F " 4= Ο. 
a )=>d) : E s ist rylA(Y') • F ' . Se i y G r K / ^ ( F ' ) u n d y £ F ' . 

D a n n exist iert e in a E A m i t <zjy 4= # u n d Ö F ' = Ο, we i l y n i ch t 
i n a l l en M o d u l n ry(a) m i t F ' G hegen k a n n . A b e r Λ G 
lA(Yr) u n d y G rY lA (Υ') imp l i z i e r t = ö . W e g e n dieses W i 
derspruchs muß Y' = rylA(Y') ge l t en . 

Definition: i.) D e r M o d u l ZR heißt (Rechts-) Skalar-Modul 
bzg l . A ® F—»*Z, w e n n eine der v i e r äquivalenten B e d i n g u n g e n 

v on L e m m a 1.7 erfüllt ist. 

2.) D e r M o d u l ZR heißt (Rechts-) Rogenerator b z g l . ^ ® F — ^ Z , 

w e n n für alle U n t e r m o d u l n Y'R Ç F^ ' Ç F ^ m i t Y' m a x i m a l i n 
Y" e in a E A u n d e in U n t e r m o d u l £ Λ G Z ^ , der (rechts-) in jek
t i v b zg l . U®Z~^Z ist, ex ist ieren, so daß aY' = Ο u n d # F " 4= 

t/ 
Ο u n d ̂  F " C £ gelten. 

E i n Kogene ra t o r b zg l . A ® F — > Z ist also a u c h i m m e r e in 

S k a l a r - M o d u l b z g l . A ® F - ^ Z . 
r 

1.8. Folgerung: In der Situation (*) ^ 2 F <?z>z Skalar-Modul 
bzgl. Β ® £7—> F ^ Bedingung (ii). Dann ist Ζ ein 

Skalar-Modul bzgl. X ® C —> Z . 

Bewe i s : Se ien U n t e r m o d u l n CR Ç CR G CR gegeben. D a n n 
exist ier t e in b Ε Β m i t bC = Ο u n d 4= O. W e g e n (ii) e x i 
st ieren a E A, be" E bC" m i t a b c " φ Ο. A l s o ist abC" 4= Ο, 
Ä J C = Ο u n d ^ G 

1.9. Satz: ZR ist genau dann Kogenerator bzgl. A ® F — > Ζ , 

wenn für alle Untermoduln Y'R Ç F ^ C F Λ G Α und ein 
Untermodul ER G ZR existieren, so daß aY' = Ο, aY" 4= Oy 

aY" G Ε und E eine injektive Hülle von aY" i n Ζ bzgl. 
U ® Ζ — > Z sind, 

υ 
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Bewe i s : W i e i m Bewe is v o n L e m m a 1.7 sei Y' G Y+ Ç Y++ 

Ç Y" m i t F + m a x i m a l i n F++. Sei Ο ^ a F++ G E G Z u n d 

aY+ — Ο, wobe i E in j ekt i v b zg l . U ® Ζ—>Z ist. D a s D i a g r a m m 

Y+± ^ Y 

ist- k o m m u t a t i v , we i l g u n d u wegen der Injektivität v o n E b z g l . 

U ®Z—>Z ex is t ieren. Se i a' = ua. D a n n ist a'y = ay für al le 

y G F++, also ist α' Υ' = Ο, a Y" φ Ο u n d F " = ua Y" G E. 
N a c h 1.6 besitzt also a! Y" eine in jekt ive Hülle i n Ζ b z g l . 

U®Z-+U. 
ν 

§ 2. Einfache Untermoduln von Kogeneratoren 

2.1· Lemma: In der Situation (*) gelte (i) und sei Ζ Kogenera
tor bzgl. A ® Y—>Z. Sei uUab einfach. Dann ist abCR einfach y 

also rbC(a)R Ç bCR maximaler Untermodul. 

B e w e i s : W e g e n Uab =t= Ο u n d (i) g i l t UabC =(= Oy also abC =)= 
O. D a h e r ist rbc (a) Ç bC. S e i rbc(d) G D ^ bC. D a n n exist ier t 

e in a E A m i t Ä7? = Oy a'bC =t= (9 u n d ^'££7 G E G Zy wobe i 

E in jekt iv b z g l . £/ ® Z — * - Ζ ist. W e g e n a'rbC(a) = Ο e rha l ten 

w i r e in k o m m u t a t i v e s D i a g r a m m 

C i — ^ b C i-+-abC 

a'bC *~E *~Z 
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also ist wegen (/) a'b — uab G Uab. D a Uab e in fach ist, ex ist ier t 
e in u m i t u'ab = ab. 

Se i bc = d G D G bC. W e g e n a'D = Ο ist d a n n 

Ο = u'a'd = u'a'bc = abc = ad> also d G ^c(^)-

D a m i t ist D = rbC(d), d . h . rbc (d) ist m a x i m a l e r U n t e r m o d u l v o n 
bC u n d f o l g l i ch ist abC e in fach . 

I n der S i tua t i on (*) we rden w i r für die fo lgenden Sätze häufig 
die be iden B e d i n g u n g e n voraussetzen : 

(a) Für j eden U n t e r m o d u l bC v on Y u n d jeden m a x i m a l e n U n t e r 
m o d u l D v o n bC ex ist iert e in a E A m i t aD = (9, abC =(= Ο 
u n d abCR G ER G ZR, wobe i E in jekt i v b z g l . U ® Ζ—>Z ist . 

(b) Ist Uab e in fach, so ist abC e in fach . 

Diese B e d i n g u n g e n s i n d insbesondere erfüllt, w e n n i n der 
S i t u a t i o n (*) d ie B e d i n g u n g (i) g i l t u n d Ζ K o g e n e r a t o r b z g l . 
A ® Y —> Ζ ist. (a) g i l t nämlich per De f i n i t i on des K o g e n e r a -

tors u n d (b) g i l t wegen 2.1. 

2.2. Folgerung: In der Situation (*) gelte (b). Sei VQ G υ Ab 
ein einfacher Untermodul. Dann ist brc (Q)R Ζ bCR ein ma
ximaler Untermodul. 

Bewe i s : E s ist Q = Uab. W e g e n (b) ist d a n n rbc{a) Ç bC 
e in m a x i m a l e r U n t e r m o d u l . D a o f fens icht l ich rbC(d) = brc(Uab) 
g i l t , fo lgt die B e h a u p t u n g . 

2.3. Satz: In der Situation (*) gelte ( 2 ) , (a) und (b). Sei VQ G 
υ Ab ein einfacher Untermodul. Dann ist Q = Soc{lxrc(Qj) und 
Q ist großer Untermodul von lxrc(Q). 

Bewe i s : N a c h 2.2 ist brc(Q) Ç bC e in m a x i m a l e r U n t e r m o d u l , 
a l so ist rc(Q) Ç C e in m a x i m a l e r U n t e r m o d u l , d e n n rc(Q) ist 
das U r b i l d v o n brc(Q) bei der M u l t i p l i k a t i o n m i t b. Für Ο =(= 
Χ G Îxrc(Q) i s t %C H= Ο wegen (i). D a xrc(Q) = O, ist xC e in fach 
u n d rc(x) = rc(Q). Se i a E: A m i t abC =1= 0> abrc(Q) = Ο u n d 
abC G E G Ζ gegeben, wobe i E in j ek t i v b z g l . U ®Z—>Z ist. 

W e g e n Ο =)= ab G lxrc(Q) *st abC e in fach u n d rc(ab) = rc(Q). 
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D a h e r s ind abC u n d xC i s omorph , u n d w i r e rha l t en e in k o m m u -
tat ives D i a g r a m m 

d . h . es exist iert für jedes Ο φ ^ £ lxrc(Q) e m u EL U m i t ux = 
ab (wegen (i)). A l s o ist Uab φ Ο u n d Uab groß i n lxrc(Q). 

Ist Ο =4= q G 6 C lxrc(Q) gegeben, so ist = <z£ für e in ge
eignetes u E U, also Uuq = Uab Q Q. D a (2 e in fach ist, ist 
£fc* = Q. F o l g l i c h g i l t β = S o c ( / ^ r c ( ß ) ) . 

2.4. Lemma: öfer Situation (*) ( ζ ) . Λ / DR ^ bCR ein 
maximaler Untermodul. Existiere ein a E ^ C ^ ) w # (9 4= <ζ£ίΓΑ 

C i ? Ä Q ZRi wobei E injektiv bzgl. U®Z—>Z ist. Dann ist 

jjUab = uSoc{lA{D)b) einfacher und großer Untermodul von 

Bewe i s : Se i a' E lA(D) mit a'b φ Ο gegeben. Z u ze igen i s t : E s 
exist ier t e in u G U m i t uab = ab. I m D i a g r a m m 

a'bC-

abC" 

exist ier t der I s o m o r p h i s m u s abC ^ abC, we i l a'bC = bCjD = 
<z££7 gi l t . E s ist a lso = abc für al le <fc G bC. W e g e n (i) g i l t 
dahe r ua'b = 

2.5. Folgerung: afer Situation (*) ^tf/te ( ζ ) (Λ). Sei Dr ζ 
££ΓΑ * m maximaler Untermodul. Dann ist uSoc{lA{D)b) einfach 
und groß in lA(D)b. 

Bewe i s : W e g e n (a) ex ist iert e in a G Λ m i t aD = Ο, abC =4= Ο 
u n d Ä£C Q E Q Z, wobe i £ in j ek t i v b z g l . U ® Ζ —+Z ist. D a m i t 
k a n n 2.4. angewendet werden . 
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2.6. Satz: In der Situation (*) gelte (i), (a) und (b). Dann sind 
die Zuordnungen 

1. ) jedem maximalen Untermodul DR Ζ bCR wird der einfache 
Untermodul VSoc(lA(D)b) G uAb zugeordnet 

2. ) jedem einfachen Untermodul VQ G uAb wird der maximale 
Untermodul brc(Q) Ç bC zugeordnet 

invers zueinander. 

Bewe i s : N a c h 2.2. u n d 2.5. s i n d die Z u o r d n u n g e n woh lde f i 
niert . W i r behaupten , daß Q G Soc{lA{brc(Q))b) g i l t . Se i näm
l i c h q = ab E Q G AB, d a n n ist abrc(Q) — qrc(Q) = O, also 
ist ab = q E ^ ( ^ c ( ö ) ) ^ - D a Q e in fach ist, l iegt es sogar i m 
Socke l . We i t e r ist brc(Q) m a x i m a l i n bC (2.2.), also Soc{lA(brc 

(Q))b) e in fach (2.5.). D a m i t g i l t Q = Soc(lA(brc(Q))b). U m g e 
kehr t ist Soc(lA(D)b) G lA(D)b, also brc(lA(D)b) G brc(Soc 
(lA(D)b)). We i t e r ist D G brc(lA(D)b) G brc(Soc(lA(D)b)) G bC. 

D a D u n d a u c h brc(Soc(lA(D)b)) m a x i m a l e U n t e r m o d u l n v o n 
bC sind, istD = brc(Soc(lA(D)b)). 

2.7. Satz: In der Situation (*) gelte (i) und sei Ζ Kogenerator 
bzgl. A ®Y —*- Z. Sei DR G bCR ein Unter modul. 

τ 

Äquivalent sind'. 

a) D ist maximaler Unter modul von bC und es gibt zu jedem a 
E lA (Ρ) einen Modul ER mit abC G E G Ζ, der injektiv bzgl. 
U®Z-+Z ist. 

υ 

b) lA (D) b ist einfach. 

Beweis : a) b) : D a D Ç bC, ex ist ier t e in a E A m i t aD = O, 
abC 4= Ο u n d abC G E G Ζ, wobe i Ε in j ek t i v b z g l . U® Z—^Z 

υ 
ist. N a c h 2.4. ist Uab e in fach u n d groß i n lA(D)b. A b e r für al le 
α' E IA(P) m i t a'b O, d . h . m i t a'bC 4= Ο wegen (i), ist ebenso 
Ua'b e in fach u n d groß i n lA(D)b. D a m i t ist lA(D)b e in fach , 

b) => a) : Ist abC = O, so ist abC in jekt i v b z g l . U ® Ζ—>Z. 

Ist Ο 4= ab E lA(D)b, so ist Uab e in fach, also abC e in fach n a c h 
2.1. We i t e r ist aD = O, also ist D i n e inem m a x i m a l e n U n t e r 
m o d u l v on bC en tha l ten . 
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D a m i t exist iert a E A m i t a'D = Ο, abC =(= Ο u n d abC l iegt 
i n einer in jekt i ven Hülle E b zg l . U ®Z—>Z. 

W e g e n ab 4= Ö ist also Uab = lA(D)b. S e i * G rc(lA(D)b). 
D a n n ist (9 = É/a'^ = lA(D)bc, also ^ G rylA(D) = D. 

D a m i t ist brc(lA(D)b) QD^bC.Oz aber n a c h 2.2. 3 r c ( /^ 
m a x i m a l e r U n t e r m o d u l v o n ist, ist D m a x i m a l i n bC. S e i 
jetzt w ieder Ο ab E lA{D)b* D a a u c h Ο ^ ab E l A { D ) b 

ist, ex ist iert e in u E U m i t ẑ z'<£ = ab. N u n s ind <ζέ£Γ u n d a'bC 
e in fach u n d i s o m o r p h wegen aD — Ο u n d a'D = (9. D a #'̂ £7 
groß i n E ist, ist <2<$C = uabC groß i n ̂ i ì ^ i i . 

W e i t e r ist in jekt i v b z g l . U ® Ζ—>Z. A u s d e m k o m m u t a -
t i ven D i a g r a m m 

folgt nämlich, daß z u / die M u l t i p l i k a t i o n m i t uuf gehört. 

2.8. Folgerung: In der Situation (*) gelte (i) und sei Ζ Kogene-
rator bzgl. A ® Y —*~Z. Sei Ab einfach. Dann ist bC einfach^ 

τ 
und es gibt zu jedem a E A einen Modul ER mit abC Q E C Z, 
der injektive Hülle von abC bzgl. U ®Z—>Z ist. 

υ 
B e w e i s : M a n setze D = Ο i n 2.7. u n d verwende 1.6. 

2.9. Satz: In der Situation (*) gelte ( z ) , (a) und (b). Dann sind 
äquivalent : 

1. ) S o c ( ^ ) =t= Ο 

2. ) rc(b)R ist in einem maximalen Untermodul von CR enthalten. 

B e w e i s : ^oz^Ab) ist g enau d a n n v o n N u l l verschieden, w e n n 
es e inen e in fachen M o d u l i n Ab g ibt , g enau d a n n , w e n n es e inen 
m a x i m a l e n U n t e r m o d u l i n bC g ib t (2.6), g enau d a n n , w e n n rc(b) 
i n e inen m a x i m a l e n U n t e r m o d u l v o n C entha l ten ist. 
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2.10. Satz: In der Situation (*) gelte (i)y (a) und (b). Dann 
sind äquivalent: 

1. ) Soz^Ab) ist groß in vAb. 

2. ) Jeder echte Untermodul D von bCRy für den es ein a G lΑ (Ρ) 
gibt mit abC 4= Oy ist in einem maximalen Untermodul von 
bC enthalten. 

3. ) Für alle a G A mit ab φ Ο ist rbC(a)R in einem maximalen 
Untermodul von bCR enthalten. 

Beweis : i ) 3) : Se i ab φ Ο. D a n n exist ier t e in u EL U m i t Ο 4= 
uab E Soc(Ab)y also ist Uuab ha lbe in fach . D a m i t ex is t ier t e in 
u' E U} so daß Uuuab e in fach ist. W e g e n (b) ist d a n n r^iu'ua) 
m a x i m a l e r U n t e r m o d u l v o n bC. Of fenbar g i l t rbC(a) G r^Çu'ua). 

3) => 1): Se i Ο ab E Ab. Gesuch t w i r d e in u E U m i t Ο 4= 
uab E Soc(Ab). Se i rbC(a) G D Ç bC, wobe i D m a x i m a l e r 
U n t e r m o d u l v on bC ist. D a n n exist iert e in a E A m i t a'D = Oy 

a'bC 4= Ο u n d abC G E G Z , wobe i E in j ekt i v b z g l . U®Z-*Z 
ist. U 

W e g e n a'rbC{a) = Ο e rha l ten w i r e in k o m m u t a t i v e s D i a g r a m m 

also ist wegen (i) a'b = uab. W e g e n 2.4. ist Uab e in f ach , also 
ist uab = ab E Soc(/i£). 

2) => 3) : Ist t r i v i a l . 

3) => 2) : Se i D Ç bC e in U n t e r m o d u l . D a n n ex is t ier t e in a E A 
mi t aD = Oy abC 4= Ο. A l s o ist D G r^ia), u n d rbC(a) ist i n 
e inem m a x i m a l e n U n t e r m o d u l v o n bC entha l ten . 

2 . i l . Folgerung: In der Situation (*) gelte (i) und sei Ζ Koge
nerator bzgl. A ® Y—>Z. Dann sind äquivalent: 

τ 

1. ) Soc {υAb) ist einfacher, großer Untermodul von Ab. 

2. ) bC besitzt einen größten echten Untermodul. 
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B e w e i s : N a c h 2.6. ist Soc(Ab) g enau d a n n e in fach , w e n n bC 
genau e inen m a x i m a l e n U n t e r m o d u l D besitzt . D e r Res t der 
Äquivalenz fo lgt aus 2.10. 

2.12. Satz: In der Situation (*) gelte (i), (a) und (b). 

Dann gilt 

Rad(bCR) = 6rc(Soc(vA)). 

B e w e i s : S e i D e in m a x i m a l e r U n t e r m o d u l v o n bC, d a n n g i l t 
n a c h 2.6: D = brc(Soc(lA(D)b)) u n d jeder e infache U n t e r m o d u l 
v o n Ab ist v o n der F o r m Soc(lA(D)b). D a r a u s fo lgt 

br^Soc^Ab)) = brc(ZSoc(lA{D)b)) 
D max. in bC 

= 6Qrc(Soc(lA(D)ò)) 

= 9 brc{Soc(lA(D)b)) = 9 D = R a d ( ^ Ä ) , 

w o b e i n u r n o c h die G l e i c h u n g Q D = b Q rc(Soc(lA(D)b)) zu 
beweisen ist. Daß die rechte Seite i n der l i n k e n entha l t en ist, fo lgt 
aus 2.6. S e i jetzt bc G D, d a n n g i l t lA(D)bc = O, f o l g l i ch Soc 
(lA(D)b)c = Ο, also c G rc(Soc(/^(Z))<J)), woraus die I n k l u s i o n 
v o n l i n k s n a c h rechts fo lgt . 

W i r b e m e r k e n noch , daß i m Spez i a l l f a l l 

A = B = C = X = Y = Z = U = T = S = R 

unsere B e d i n g u n g (d) die B e d i n g u n g (d) aus K a t o [3] imp l i z i e r t . 
I m se lben Spez i a l f a l l sei Rab e in fach . D i e A u s s a g e , daß abR 
e in fach ist, ist d a n n äquivalent m i t der f o l genden A u s s a g e . Für 
al le r G R m i t abr =(= Ο u n d für al le r' G R ex is t ier t e in r" G R 
m i t abrr" = abr'. F a l l s abr =4= Ο ist, ist Rabr ^ Rab, we i l Rab 
e in fach ist. W i r beze i chnen diesen I s omorph i smus m i t r~x. D i e 
A u s s a g e , daß abR e in fach ist, ist d a n n äquivalent z u : Für alle 
H o m o m o r p h i s m e n der F o r m r~lr' : Rabr—> R ex ist iert e in r" G 
lAomR(RR, RR), so daß das D i a g r a m m 
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k o m m u t a t i v ist. D iese B e d i n g u n g ist e in F o l g e r u n g der B e d i n 
g u n g , daß 

Ο — Hom^R/Rabr, R) —> H o r r i g , R) —* UomR(Rabry R)-^0 

exak t ist. D iese w i e d e r u m w i r d v on ExtR(RIRabr, R) = Ο i m p l i 
ziert. D i e F o r d e r u n g Ext^RjU, R) — Ο für al le e in fachen L i n k s 
ideale U i n R [3] imp l i z i e r t also i n d e m betrachteten Spez i a l f a l l 
unsere B e d i n g u n g (b). 

§ 3. Induz ier te H o m o m o r p h i s m e n zwischen U n t e r m o d u l n 

U m die fo lgenden Überlegungen le ichter verständlich z u 
machen , so l l der einfache G r u n d g e d a n k e zunächst i m Spez i a l 
fa l l auseinandergesetzt werden . 

Se ien M = MR, Γ = End(MR) u n d M = rMR. D a n n heiße 
MR S k a l a r m o d u l , w e n n für jeden U n t e r m o d u l U <Ξ MR 

rMlr{U) = U 

g i l t . Of fenbar ist jeder K o g e n e r a t o r e in S k a l a r m o d u l . 
Se ien jetzt MR S k a l a r m o d u l u n d xy y G M. 
Se i ferner 

/: Γχ^Γγ 

e in j T - H o m o m o r p h i s m u s m i t f(x) = xy, χ G Γ. 
D a MR S k a l a r m o d u l ist, fo lgt 

f(x) = xy G χ R-

Ist nämlich y χ = Ο, so ist a u c h γ/(χ) = Ο. 
A u s lr(xR) C lr(J(x)R) fo lgt d a n n f(x)R = rMlr{j(x)R) C 

rMlr{xR) = xR 
Def in ier t m a n 

/: yR-^xR 

d u r c h yr^xyr, 

so erg ibt s i ch e in ^ - H o m o m o r p h i s m u s , für den g i l t 

(1) / + 0 ^ / + 

(2) M o n o / <=> E p i / , 

(3) E p i / =• M o n o / . 
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A l s F o l g e r u n g erhält m a n daraus 

(4) Γχ ^ Ty => χ R ^ yR. 

I n 3.1.-3.10 w e r d e n diese Überlegungen vera l l gemeiner t . D i e 
wei teren U n t e r s u c h u n g e n dieses P a r a g r a p h e n beschäftigen s i ch 
m i t V e r a l l g e m e i n e r u n g e n der F r a g e : Se i en x> y G M, xR e in 
f ach u n d xR = yR, g i l t d a n n Γχ e in fach u n d Γχ = Ty? 
Spezialfälle d a v o n finden s i ch i n der L i t e r a t u r ([2], [3], [4]). 

3.1. Lemma: In der Situation (*) sei g: VQ—> vAb ein U-
Homomorphismus. Dann induziert g genau einen R-Homomor
phismus g \ bC—>· Hom^CÔ, Z) mit g(bc)(ç) = g(q)c. 

Bewe i s : E s ist n u r zu ze igen, daß g wohlde f in ier t ist, u n d dies 
fo lgt ausg(q ) G Ab. 

Seien n u n weitere R i n g e 5 ' , T', 

B i m o d u l n VA'r, T>B'S., S>C' R i UX's., TYR u n d 

B i m o d u l h o m o m o r p h i s m e n uAt ® Β's. —*- σΧ'3>, 

rB' ®C'R-~ r Y R i νΑ' ® YR — VZR u n d 

< υΧ' ® C'R —->· ζ/Ζ^ gegeben, so daß das D i a g r a m m 

Τ' ι S' S' 

\ , 1 
VA ® Y R > UZR 

τ 
k o m m u t a t i v ist . 

3.2. Folgerung: Seien die Situationen (*) und (**) gegeben. Sei 
f: A'b' Ab mit b' G Β' und b Ε: Β ein U-Homomorphismus\ 
Dann induziert f genau einen R-Homomorphismus f : bC —*-
H o m ^ ' , Ζ) mitf(bc)(a') = f(a'b')c. 

Bewe i s : Se i g: A' A'b' Ab. D a n n sei / = g i m S i n n e 
v o n 3.1. 

3.3. Satz: In den Situationen (*) und (**) gelte {ii) für (**) 
zmaf sei f\ A'b'—> Ab ein U-Homomorphismus. Sei eine der fol
genden Bedingungen erfüllt: 
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ι ) Ζ ist Skalar-Modul bzgl. A' ® Womu{A'y Z') —• Ζ wobei 

UABCR + UA'B'C'R Q VZ'R Q JJZr gilti und es gelte (i) für (**). 

2) Für alle c G C ist Abc in einem U-Untermodul VE von VZ 
enthalten, der links-injektiv bzgl. X' ® C —^Z ist. 

Dann existiert genau ein R-Homomorphismus f : bC—> b'C mit 
a'f(bc) = f(a'b')c für alle a' G A', c £ C. 

B e w e i s : W e g e n (it) für (**) g i l t b'C Q H o m ^ ' , Z). E s ge

nügt also zu ze i gen : B i l d C / ) Q b'C, wobe i w i r b'C vermöge des 

M o n o m o r p h i s m u s Y'—>Ηοπισ (Α',Ζ) m i t se inem B i l d i n H o r r i g 

(Α', Ζ) ident i f i z ieren. / : bC' —• b'C de f in ieren w i r d a n n als E i n 

schränkung des Z ie l s v o n f : bC—•Homi/(^', Z) au f b'C, was 

i m m e r d a n n möglich ist, w e n n B i l d ( / ) Q b'C g i l t . 

1. ) Ist a b'C = Oy so ist wegen (i) für (**) ab' = O. D a m i t ist 

d a n n f(a'V) = Ο u n d f(a'b')C = O. D a s bedeutet lA,(b'C) Q 
lA>(f(—b')C), wobe i f(A'b')C C ABC Q Z' u n d A'b'C C Z ' . 

D a Ζ S k a l a r - M o d u l ist, fo lgt 

b'C = ^ ^ ^ / . ( i ' C ) 2 r ^ ^ l A K - b ^ C ) = 

= f(—V)C} also ist B i l d ( / ) = f(—b')CQ b'C. 

2. ) I n d e m k o m m u t a t i v e n D i a g r a m m 

folgt die E x i s t e n z v o n c aus der Injektivität v o n E . A l s o e x i 

stiert für al le c £ C e in c G C m i t f(—b')c = — Vc' G C 

H o m ^ ( i 4 ' , Z). 

D a m i t g i l t B i l d C / ) C y C " . 
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3.4. Folgerung: In der Situation (*) gelte (i) und sei f : Ab —*· 
Ab' mit b, b' Ε Β ein U-Homomorphismus·. Es ist f = Ο genau 
dann, wenn f = Ο ist. 

B e w e i s : E s ist / = Ο g enau d a n n , w e n n für alle a E A g i l t 
f(ab)C^= Ο wegen (i). D a s g i l t g enau d a n n , w e n n für al le c G C 
g i l t / (— b)c = Ο, g enau d a n n , w e n n für al le c EC g i l t f (b'c) = O. 
D a s schließlich ist äquivalent z u / = O. 

3.5. Satz: In der Situation (*) gelte (i) und (ii). Sei f: Ab —*· 
Ab' m i t b,b' Ε Β ein U-Homomorphismus. Sei Ζ Skalar-Modul 
bzgl. Α (χ) H o m ^ ( i , A BC) —> Z. Dann ist f genau dann ein Mo-
nomorphismusy wenn f : b'C —> bC ein Epimorphismus ist. 

B e w e i s : / i s t M o n o m o r p h i s m u s g enau d a n n , w e n n aus f(ab)C 
= Ο fo lgt abC = Oy g enau d a n n , w e n n lA(f(—b)C) C lA(bC). 
W e g e n der S k a l a r - M o d u l - E i g e n s c h a f t v o n Ζ ist das äquivalent 
zuf(—b)C = rHom(AtABC)lA(f(—b)C) Ώ rHom(AtABC)lA(bC) = bC, 
was g enau d a n n g i l t , w e n n / ( — b ) C = bC. E s ist j a / ( — b ) C C 
bC wegen Sa t z 3.3. Le tz teres ist äquivalent zu f(b'C) = bC, was 
bedeutet , daß / e in E p i m o r p h i s m u s ist. 
D i e B e d i n g u n g i m Sa t z , daß Ζ e in S k a l a r - M o d u l b z g l . A ® 
Homu(Ay ABC) —>Zf k a n n a u c h ersetzt we rden d u r c h die B e 
d i n g u n g , daß Ζ S k a l a r - M o d u l b z g l . A ® F — > Z ist u n d daß 
B i l d C / ) G bCgilt. I m Bewe is ist d a n n H o m ^ ^ , A BC) d u r c h Y z u 
ersetzen. 

3.6. Satz: In der Situation (*) gelte (ii). Ist f: Ab —> Ab' ein 
Epimorphismus y so ist f : b'C—>Hom^(/i, Z) ein Monomorphis
mus. 

B e w e i s : Se i / e in E p i m o r p h i s m u s u n d f(b'c) — O. D a n n ist 
f(Ab)c = Oy also A b'c = Oy w e i l / E p i m o r p h i s m u s ist. W e g e n 
(ii) ist d a n n b'c = O. D a m i t ist gezeigt, daß / e in M o n o m o r 
p h i s m u s ist. 

W i r be t rachten jetzt eine K a t e g o r i e JB, de ren Ob jekte die E l e 
mente b v o n Β s i n d , u n d deren M o r p h i s m e n i n HomB(<£, b') d ie 
U - H o m o m o r p h i s m e n / : Ab—> Ab' m i t B i l d ( / ) C bC s i n d . W i r 
setzen d a z u i n der S i t u a t i o n (*) d ie B e d i n g u n g (ii) vo raus . D i e 
Verknüpfung sei die Hintereinanderausführung v o n H o m o m o r -
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p h i s m e n . We i t e r be t rachten w i r eine K a t e g o r i e BC m i t den O b 
j ek ten bC für alle b G Β u n d den M o r p h i s m e n H o r r i g c (bC, b'C) 
= YiomR(bC, b'C). 

3.7. Satz: In der Situation (*) gelte (ii). Dann ist Β eine 
präadditive Kategorie und die Zuordnung, die jedem Objekt b 
aus Β das Objekt bC aus BC und jedem Morphismus f : b —*- b' 
in Β den Morphismus f : b'C—> bC zuordnet, ein additiver, kon-
travarianter Funktor·; falls (i) für (*) gilt, ist dieser Funktor 
treu. 

Bewe i s : W i r ze igen zunächst, daß JB eine Ka t ego r i e ist . 

Se i i d : Ab —> Ab gegeben. D a n n ist a idibc) = id(ab)c = abc 

für alle a G A, also ist id (be) ·= be wegen (ii), d . h . B i l d ( ^ ) C 

bC u n d id = idbc = id. Se ien / G H o m ß (b, b') u n d g G H o m B 

(b',b") gegeben. D a n n ist agf(b"c) = gf(ab)c = g(a'b')c = a'g 

(b"c) = a'b'c' = f(ab)c' = af(b'c') = afg(b"c), w e n n f(ab) = 

a'b' u n d g(b"c) = b'c s i nd . D a n n ist fg^gfE H o m B ( £ , b"). 

Außerdem gi l t fg = gf. D a m i t ist B eine K a t e g o r i e , u n d g l e i ch 

ze i t ig ist gezeigt, daß Λ e in kon t r a va r i an t e r F u n k t o r ist. D i ese r 

F u n k t o r ist t reu wegen F o l g e r u n g 3.4, fal ls (i) g i l t . E s b le ib t die 

Additivität z u ze igen. S e i e n / , g G H o m B ( £ , b'). Für al le a G A, 

c G C g'ûta(f-g)(b'c) = (f-g)(ab)c = a(f-g)(b'c), also f-g 

(b'c) = (f-g)(b'c). D a B i l d C / ) £ bC, B i l d ( £ ) C £C g i l t , ist a u c h 

BM(f—g) = Bild (f—g) C bC. D a m i t ist H o m B (b, b') U n t e r 

g ruppe v o n H o m ^ (Ab, Ab'). Außerdem g i l t f+g = f+gj d . h . 

der F u n k t o r ist add i t i v . 

3.8. Folgerung: In der Situation (*) gelte (ii). Sei f: Ab-^Ab' 

ein U-Isomorphismus und sei B i l d ( / ) C bC und B i l d ( j^ 1 ) £ 

b'C. Dann ist bC ^ b'C. 

Bewe i s : E s s ind / u n d /~~ 1 i n B, also s i n d / u n d / - 1 invers 
zue inander . 

3.9. Folgerung: In der Situation (*) gelte (i) und (ii). Sei f: 

Ab —> Ab' mit B i l d ( / ) Q bC gegeben. Dann ist f definiert, und es 

giltf = f. 
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B e w e i s : W e g e n der S y m m e t r i e der ganzen S i t u a t i o n (*) m i t 
(i) u n d (ii) beze ichnen w i r den d u r c h g'.b'C—> bC i nduz i e r t en 
H o m o r p h i s m u s v o n Ab i n Horrig(£7, Z) ebenfal ls m i t g u n d g: 
Ab—*• Ab' sei die Einschränkung v o n g i n be zug au f das B i l d , 
fa l ls B i l d e n ) C Ab'. 

Für al le a E A u n d c E C g i l t n u n f(ab)c = af (b'c) = f(ab)c, 

also /(ab) = /(ab). D a B i l d ( / ) C Ab', ist / def iniert u n d / = / . 

W i r h a b e n dami t unte r ande rem gesehen, daß eine B i j e k t i o n 
zw i s chen d e n / : Ab—^Ab' m i t B i l d ( / ) C bC u n d den g: b'C^ 
bC m i t B i l d ( ^ ) G Ab' exist iert , fal ls i n der S i tua t i on (*) (i) u n d 
(ii) ge l t en . 

3.10. Folgerung: In der Situation (*) gelte (i) und (ii). Sei 
f E HomB (b,b'). Ist f surjektiv, so ist f injektiv. 

B e w e i s : Ist / sur jekt iv , so ist n a c h Sa t z 3.6 f in j ek t i v u n d n a c h 

F o l g e r u n g 3.9 f = f. M a n verg le iche h i e r zu a u c h Sa t z 3.5, wo 

die V o r a u s s e t z u n g e n stärker s i n d . 

3.11. Lemma: In der Situation (*) gelte (i). Sei f: b'C—*• abC 
ein R-Homomorphismus. Existiere für jedes u EU ein Modul 
ER mit uabCR G ER G ΖR, wobei ER injektiv bzgl. A ® Y—*-Ζ 

ist. Dann existiert genau ein U-Homomorphismus f : Uab—*· Ab' 
mit f (uab) c = u/(b'c) für alle u EU und c E C. 

B e w e i s : D i e S i tua t i on (*) i n Sa t z 3.3 sei spez ia l is ier t z u 

A ®BC®R —> Ζ ®R 

1 1 
A ® Y > Ζ 

u n d d ie S i t u a t i o n (**) sei d u r c h (*) ersetzt. Ge l te (ii) für eine also 
a u c h be ide S i tua t i onen . S e i / : Ab'—>Abc e in ^ - H o m o m o r p h i s m u s . 
E x i s t i e r e für jedes r E R e in M o d u l VE m i t yAbcr G VE G ΌΖ, 
w o b e i UE l i nks - in j ek t i v b z g l . X ® C—^Z ist. N a c h Sa t z 3.3 e x i 
st iert d a n n e in ^ - H o m o m o r p h i s m u s / : bcR —>b'C m i t af (ber) 
= f(ab')r. D u r c h V e r t a u s c h e n der Se i t en erhält m a n n u n die 
A u s s a g e des L e m m a s . 

3.12. Folgerung: In der Situation (*) gelte (i). Sei f: b'C—^bC 
ein R-Homomorphismus. Sei bC einfach, und existiere a' E A 

S München A k . Sb. 1972 
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und Moduln ER und ÉR mit a'bC 4= o> a'bCR G ER G ZR und 
a'bCR G ÉR G ZR, wobei ER injektiv bzgl. U ®Z—>Z und ÉR 

injektive Hülle bzgl. Α (χ) Y—>Z ist. Dann gibt es genau einen 
U-Homomorphismus f : Soc(Ab) —* Soc(Ab') mit f (ab)c = af 
(b'c) für alle ab G Soc (A b) und alle c G C. 

Bewe i s : M i t bC ist a u c h a'bC e in fach . N a c h L e m m a 2.4 ist 
daher Ua'b = S o c ( ^ ) e in fach . W i r haben e inen H o m o m o r p h i s 
m u s ^ : b'C—>a'bC. Ähnlich wie i m Bewe i s v o n Sa t z 2.7 ze igt m a n , 
daß für alle uE:Umit udbC^r Ο g i l t ua'bC G uE' G Z> wobe i a'bC 
i n E' groß ist, also a u c h ua'bC i n uE' groß ist u n d wobe i uE' i n 
j ek t i v b z g l . A ® Y—> Ζ ist. N a c h F o l g e r u n g 3.11 ex ist iert / : 
Ua'b —> Ab' m i t / (ua'b)c = ug(b'c) — uaf(b'c), also f(ab)c 
= afib'c) m i t ab G Ua'b = Soc(Ab). D a B i l d ( / ) G S o c ( ^ ' ) 
fo lgt die B e h a u p t u n g der F o l g e r u n g m i t f — f > 

3·13. Folgerung: In der Situation (*) gelte ii). Sei bC = b'C und 
sei bC einfach. Existiere a' G A und Moduln ER und ER mit 
a'bC =}= Of a'bCR G ER G ZR und a'bCR G E'R G ZRy wobei ER 

injektiv bzgl. U (χ) Ζ —> Ζ und ER injektive Hülle bzgl. Α (χ) 
Y—>Z ist. Existiere weiterhin a" G A und ein Modul ER mit 
a"b'C =(= Ο und a'b'C G ER G ZRi wobei ER injektiv bzgl. 
U ®Z—>Z ist. Dann sind Soc(Ab) = Soc (Ab ' ) und Soc (Ab ) 
einfach. 

Bewe i s : W e g e n 2.4 s i n d Soz(Ab) u n d Soc (Ab ' ) e in fach . E s ge
nügt zu zeigen, d a ß / =)= Ο ist. A b e r f ist die Einschränkung v o n 
/ : Ab —> Hom Ä (£7, Z ) , was n a c h Sa t z 3.6 e in M o n o m o r p h i s m u s 
ist. D a m i t ist a u c h f e in M o n o m o r p h i s m u s . 

3.14. Satz: In der Situation (*) gelte (i) und (ii). Sei Ζ Koge
nerator bzgl. A ® Y—>Z. Seien bC und b'C einfach und exi
stieren a G A und ER, wobei Ο =)= abC G ER G ZR und ER 

injektive Hülle von abC bezüglich A ® Y —> Ζ ist. Dann gilt: 

bC ^ b'C <=> Soz(Ab)^Soz(Ab'). 

Bewe i s : Se i bC = b'C. W i e le icht zu sehen, g ib t es u G U m i t 
uabC = a'bC u n d uE ist in jekt ive Hülle v o n uabC — a'bC be
züglich A ® Y —» Ζ. D a m i t s i nd die V o r a u s s e t z u n g e n v o n 
3.13 erfüllt u n d es folgt Soz(Ab) ^ Soc (Ab ' ) . S e i n u n u m g e -
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kehr t Soc(Âo) ^ Soc(Ab'). D a bC u n d b'C e in fach s i n d , s ind 
§oz(Ab) = Uab u n d S o c ( ^ ) = Ua '£ ' e in fach u n d Uab groß 
i n Ab bzw. Ua'b' groß i n D a m i t ist Uab ^ W i r n e h 
m e n n u n an , daß Ζ Kogene ra t o r b z g l . U® ABC—>Z ist. D a n n 
ist Ζ auch K o g e n e r a t o r b z g l . U ® H o m ^ ( t / , ABC) —• Z. D a i n 
der S i tua t i on , die d u r c h 

U®AB®C —> X®C 
U \ s s 

I Ι 
U® ABC > Ζ 

υ 
beschr ieben w i r d , (i) wegen UAB — AB Q Hom J ? ( 6 ' , Z) u n d 
(ii) wegen A BC Q Ζ ^ Hom^(£/, Z) ge l ten, können w i r die 
Sätze 3.5 u n d 3.6. anwenden . D a m i t e rha l t en w i r abC ^ a'b'C. 
D a bC ^ abC u n d b'C ^ #'£'£7 wegen der E i n f a c h h e i t v o n bC 
u n d b'C ge l ten, ist £C ^ b'C. 

Z u ze igen ist noch , daß Ζ K o g e n e r a t o r b z g l . U ® A BC —> Ζ ist. 

Se i en ZR C Z^ ' C ABCR U n t e r m o d u l n m i t Z'R m a x i m a l i n Z"R. 
S e i abc G Ζ" u n d ̂  ^ Z ' . D a n n ist bC-^Z" —>Z"\Z' surjek-

t i v m i t d e m K e r n D. D a Ζ K o g e n e r a t o r b z g l . A ® Y—>Z ist, 

ex ist ier t e in a ' G A m i t <z'Z> = (9, a'bC =)= Ο u n d a'bCR C £ Ä 

C Z Ä , wobe i i ? in jekt iv b z g l . U ®Z—>Z ist . A u s d e m k o m m u t a -

t i ven D i a g r a m m 

erha l ten w i r uZ" ^ Z"\Z' 4= ö u n d ζ*Ζ' = Ο u n d w Z " = tf'^ 
Q E Q Z , wobe i i i in j ekt i v b z g l . £/ ® Z — ^ Z i s t . D a s bedeutet 

aber gerade, daß Ζ K o g e n e r a t o r b z g l . U ® ABC—>Z ist. 

W i r wo l l en jetzt n o c h unte rsuchen , un t e r we l chen V o r a u s s e t 
z u n g e n e in I s omorph i smus bC ^b'C n i ch t n u r e inen I somor-
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p h i s m u s der S o c k e l v o n Ab u n d Ab' i nduz i e r t , s onde rn e inen 
I s omorph i smus der ganzen M o d u l n Ab u n d Ab'. 

3.15. Lemma: In der Situation (*) gelte (i). Sei bC ^b'C, und 
existiert für jedes a E A ein Modul E mit abCR Q ER C ZR, 
wobei E injektiv bzgl. A ® Y—**Z ist. Dann existiert ein Mono-

T 
morphismus A b —* A b'. 

B e w e i s : N a c h Sa t z 3.3 erhält m a n m i t B e d i n g u n g 2 d u r c h 
V e r t a u s c h u n g der Se i ten , daß b'C—> bC e inen H o m o m o r p h i s m u s 
Ab—> Ab' i nduz i e r t . D a n n wende m a n Sa t z 3.6 m i t ve r tauschten 
Se i t en an . 

3.16. Satz: In der Situation (*) gelte (i) und (ii). Sei Ζ injektiv 
bzgl. U ®Z—*Z. SeibC ~ b'C und bC einfach. Dann ist Ab ^ 
Ab' und Ab einfach. 

B e w e i s : N a c h L e m m a 2.4. ist ?>oc(Ab) e in fach u n d groß i n Ab. 
Außerdem ist aber jedes E l e m e n t ab =(= Ο i n Soc (Ab), also ist Ab 
e in fach . E b e n s o ist Ab' e in fach. D a s i m Bewe is v o n Sa t z 3.3 

verwendete D i a g r a m m k a n n bei V e r t a u s c h u n g der Se i ten ersetzt 
we rden d u r c h 

C^b'cLa'b'C^Z 

y ìli V 

bC —> abC—>Z 

so daß ua'b' — = af(b'—) g i l t u n d d a m i t B i l d ( / ) C Ab' ist. D a 
/ e i n E p i m o r p h i s m u s ist, ist n a c h Sa t z 3 . 6 / : Ab—> Ab' e in M o -
n o m o r p h i s m u s , also e in I somorph i smus . 

3.17. Satz: In der Situation (*) gelte (i). Sei bC = b'C. Exi
stieren für jedes a E A Moduln E R und ÉR mit abCR C E R C ΖR 

und ab'CR C ER Q ZR) wobei E und E' injektiv bzgl. Α (χ) 
Y—>Z sind. Dann ist Ab ^ Ab'. 

Bewe i s : N a c h Sa t z 3.3 ist B i l d ( / ) C Ab u n d B i l d ( / - 1 ) Q Ab', 
w e n n f: b'C—>bC der gegebene I s omorph i smus ist. N a c h F o l 
g e r u n g 3.8 ist d a n n Ab ^ Ab'. 

3.18. Satz: In der Situation (*) gelte (ii). Sei f: Ab —> Ab' 
ein U-Homomorphismus mit Bild(f) Q bC. Seien VQ Q uAb 
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und uQ' G Ab' Untermoduln, so daß f(Q) G Q' gilt. Dann gilt 

f{b'rc{Q')) Q brc{Q) und f ( S o c ( * V c ( £ ' ) ) ) C S o c ( ^ c ( Ö ) ) . 

B e w e i s : Se i c' G * c ( ô ' ) υ η < ^ s e ^ / ( ^ Ό ^ 
Für a l l e q = ab G Q g i l t d a n n 

^ = abc = af (b'c) = f(ab)c = = 6> 

wegen f(Q) G Q\ A l s o ist c G r c ( 0 u n d bc = f(b'c') G *rc(0)-
D i e A u s s a g e über den S o c k e l ist d a n n eine t r i v ia l e F o l g e r u n g . 

3.19. Folgerung: In der Situation (*) gelte (i) und (ii). Sei 
Ζ Kogenerator bzgl. Α (χ) Y—>Z. Seien D G bC bzw. D' G b'C 
maximale Untermoduln und Q G Ab bzw. Q' G Ab' die nach 
Satz 2.6 zugehörigen einfachen Untermoduln. Seien f: Ab—> Ab' 
und g: b'C—* bC Homomorphismen mit f(ab)c = ag(b'c) für alle 
a G A, c G C. Dann gilt f(Q) G Q' genau dann, wenn g(D') 
G D gilt. 

B e w e i s : F ü r / g i l t B i l d ( / ) G bC u n d für g g i l t B i l d ( £ ) G Ab'. 
A l s o ist g = f u n d / ' = g. D a n n verwende m a n Sa t z 3.18. 

§ 4. A n w e n d u n g e n 

4.1. Satz: Sei MR ein Kogenerator und sei Γ = Έ,ηά(Μκ). Seien 
m, m' G M und m, m' 4= O. 

Dann gelten : 

1. ) Äquivalent sind : 

a) Fm ist einfach 
b) 7nR ist einfach und mR ist in einem M-injektiven Unter

modul von M enthalten. 
c) mR ist einfach und für alle y G Γ ist y(mR) in einem 

M-injektiven Unter modul von M enthalten. 

2. ) Ist Γ m einfach, so ist Fm = Soc(lM rR(rm)) und Tm ist 
groß in lMrR(Tm). 

3. ) Der Sockel von Fm ist von Null verschieden und groß in Fm, 
folglich ist der Sockel von pM von Null verschieden und 
groß in pM. 
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4. ) mR besitzt genau dann einen größten Untermodul, wenn 

SOC (JT^) einfach ist. 

5. ) Folgende Zuordnungen sind invers zueinander : 

Maximaler Untermodul DR C mRR H-> Einfacher Untermodul 

Soc(lr(D)m) Q Fm\ 

Einfacher Untermodul rQ Q Tm H-> Maximaler Untermodul 

mrR (Q) Q mR. S iehe Fußnote. 

6. ) R a d (mR) = mrR(Soc(Fm)) 

7. ) Zu jedem f E H o r n ^ / V « , Fm') existiert genau ein f G 

HomR(m'R,mR) mit f(ym)r = γ/(m'r) für alle γ Ε: Γ und 

r E R- Insbesondere existiert ein t E Ryso daß f(ym) — yf (mf) 

= ymt für alle y E F. 

Bei dieser Zuordnung ist f genau dann ein Monomorphismus, 

wenn f ein Epimorphismus ist. Ist f ein Epimorphismus\ so 

ist f ein Monomorphismus. 

8. ) Fm = Fm' impliziert mR = m'R. 

9. ) Ist MR injektiv und mR = m'R, so ist Fm ~ Fm'. 

10. ) Seien mR und m'R einfach. Dann gilt mR = m'R genau 

dann, wenn Soc(Fm) = Soc ( F m ' ) gilt. 

11. ) Seien Fm und Fm' einfach. Dann spielt mR = m'R genau 

dann, wenn Fm = Fm' gilt. 

Bewe is : W i r gehen aus v o n der S i t u a t i o n 

rF®M®RR—> rM® RR 

1 i 
rr®MR * rMR. 

E s g i l t (i): MC HomR(RR,MR) 
(ii) : M C H o m r ( r r , rM). 

Jeder A f - in jekt i ve M o d u l ist in jekt i v b zg l . Γ ® M" —> M u n d 

umgekeh r t . 

Zusatz bei der K o r r e k t u r . 
E s g i l t ferner: Für m, m' €Ξ Λ/existieren genau dann max ima l e Un t e r 

m o d u l n D c mR, D' ç: m'R mi t mR\D' ^ m'RjD', wenn einfache U n t e r 
m o d u l n Q <Ξ Tm, Q' ç Γτη' mi t Q ^ (7 exist ieren. E i n e entsprechende 
Aussage g i l t auch i m al lgemeinen F a l l sowie i n den weiteren Spezialfällen. 
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M ist K o g e n e r a t o r b z g l . Γ ® Se i nämlich Y" C Y' 

G M m i t Y" m a x i m a l i n Υ' gegeben, so ist 

γ> 

Y'\Y* 

II* 
xR C 

k o m m u t a t i v , d a xR e in fach ist u n d i n e iner in j ek t i ven E r w e i t e 
r u n g E i n M l iegt, also γ( Υ') = xR g i l t . 

1. ) folgt aus L e m m a 2.4 für D = 0 , o = m}a = l E r u n d 

aus Sa t z 2.7 für D = O. 

2. ) folgt aus Sa t z 2.3. 

3. ) folgt aus Sa t z 2.9. u n d aus Sa t z 2.10, d a R u n d a u c h mR 
genügend viele m a x i m a l e U n t e r m o d u l n bes i tzen. 

4. ) folgt aus F o l g e r u n g 2.11. 

5. ) folgt aus Sa tz 2.6. 

6. ) folgt aus F o l g e r u n g 2.12. 

7. ) folgt aus Sa t z 3.3, Sa t z 3.5 u n d Sa t z 3.6. 

8. ) folgt aus 7.) 

9. ) folgt aus Sa t z 3.3(2) u n d F o l g e r u n g 3.8 d u r c h S y m m e t r i e 

10. ) folgt aus Sa tz 3.14. 

11. ) folgt aus 1.) u n d 10.). 

4.2. Satz: Sei MR ein Kogenerator und Γ = Kna(MR). Seien 
γ y y G Γ und γ y y 4= Ο. Dann gelten : 

1. ) Äquivalent sind: 

a. ) Γγ ist einfach. 
b. ) γ (M) ist einfach und y(M) ist in einem M-injektiven 

Untermodul von M enthalten. 
c. ) y(M) ist einfach und für alle y" G Γ ist yf,y(M) in 

einem M-injektiven Untermodul von M enthalten. 

2. ) Ist Γγ einfachy so ist Γγ = S o c ( / r rM(fy)) u n d Γγ ist 
groß in lrrM(ry). 
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3. ) Ist MR endlich erzeugt, so ist der Sockel von Γγ von Null 
verschieden und groß in Γγ. Insbesondere ist dann der 
Sockel von ΓΓ von Null verschieden und groß in Γ. 

4. ) γ(Μ) besitzt genau dann einen größten echten Untermodul, 
wenn der Sockel von Γγ einfach und groß in Γγ ist. 

5. ) Folgende Zuordnungen sind invers zueinander : 

Maximaler Untermodul D R G γ (M) Η» Einfacher Unter-
modul Soc (/ r (Z ) ) y ) C Γγ. 

Einfacher Untermodul rQ G Γγ h-* Maximaler Untermodul 

r(rM{Q)) Ç γ(Μ). 

6. ) R a d (y (Λ/) ) = Ύ M S o c ( / » ) ) . 
R a d C ^ ) = rM(Soc(rr)). 

7. ) Zu jedem f G H o m r ( J y , Γγ) existiert genau ein f G H o m ^ 
(y' (M), γ (M)) mit f(y)m = f (y'm) für aile m G M. Bei die
ser Zuordnung ist f genau dann ein Monomorphismus, wenn 

f ein Epimorphismus ist. Ist f ein Epimorphismus, so ist 
f ein Monomorphismus. 

8. ) Γγ ^ Γγ' imp l i z i e r t γ(Μ) ^ γ'(Μ). 

g.) Ist MR injektiv und γ(Μ) ^ γ'(Μ), so ist Γγ ^ Γγ. 

10. ) Seien γ (M) und γ (M) einfach. Dann gilt γ (Μ) ^ γ'(Μ) 
genau d a n n , w e n n S o c ( J y ) ^ Soc (Γγ) gilt 

11. ) Seien Γγ und Γγ' einfach. Dann gilt γ(Μ) = γ'(Μ) genau 
dann, wenn Γγ = Γγ' gilt. 

Bewe i s : W i r gehen aus v o n der S i t u a t i o n 

ΓΓ® r®MR —> ΓΓ® MR 

Γ ι Γ r 

1 I 
r r ® M R > rMR. 

E s g i l t (1): rQHomR(MR,MR) 
(ii):MQ H o m r ( r r , rM). 

Außerdem ist M K o g e n e r a t o r b zg l . Γ ® M—* M. D e r Bewe i s 
verläuft d a m i t ebenso wie der Bewe i s v o n Sa t z 4.1. 
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4.3. Satz: Sei MR ein Kogenerator und sei Γ = Κηά(Μχ). Sei 

PR ein R-Modul und Τ = E n d ( P Ä ) . Seien p, p' (Ε Ρ und 

ρ,ρ' * Ο. 

Dann gelten 

1. ) Äquivalent sind 

a) r H o m χ ( Ρ , Μ ) ( ρ ) ist einfach. 

b) pR ist einfach und für alle σ G H o r r i g ( Ρ , M) ist a (j>R) in 

einem ΉΙ-injektiven Untermodul von M enthalten. 

2. ) Ist rHomR(PyM) (p) einfach, so ist riiomR(Py M) (p) = Soc 

(JMTR(Hom^(Py M) (p))) und rììomR(PyM)(p) ist groß in 

lMrR(KomR(PyM)(p)). 

3. ) Der Sockel von Γ Η Ο Γ Π Α ( Ρ , M)(p) ist von Null verschieden 

und groß in r H o m R (Ρ, M) (p). 

4. ) pR besitzt genau dann einen größten echten Untermodul, wenn 

Soc ( H o r n R ( P , M ) ( p ) ) einfach ist. 

5. ) Folgende Zuordnungen sind invers zueinander : 

Maximaler Untermodul DR Q PRR h - > Einfacher Unter-

modul r S o c ( / H o n i ( / » f / 0 ( Z ? ) ( ^ ) ) Q rliomR (P,M) (p); 

Einfacher Untermodul rQ Q r H o m ( P , M ) ( p ) »-» Maximaler 

Untermodul prR(Q)R C pRR-

6. ) R a d ( ^ Ä ) = prx(Soc(rffomJi(P,M)(p))). 

7. ) Sei Ρ M-reflexiv, dann gilt : 

Zu jedem f G H o m r ( H o r r i g ( Ρ , M)(p), Hors\R(PyM)(p')) exi

stiert genau ein f G HomR(p' R, pR) mit f{p(p)) = o(j (p')) 

für alle a G *ΆΌΠ\κ(Ρ,Μ). Insbesondere existiert ein pr G 

pR mit f(o(p)) = o(pr) für alle a G TrlomR(PyM). Bei dieser 

Zuordnung ist f genau dann ein Monomorphismus y wenn 

f ein Epimorphismus ist. Ist f ein Epimorphismus y so ist f 

ein Monomorphismus. 

8. ) Sei Ρ M-reflexiv y dann gilt : 

rHomR(PfM)(p) ^ rUomR(PyM)(pf) impliziert pR ^p'R. 

9. ) Ist MR injektiv und pR ^p'R, so ist rliomR(PyM)(p) S 

rKomR(Py Μ)(ρ'). 

io.) Seien pR und p'R einfach. Dann gilt pRR ^ P'RR genau 

danny wenn rSoc(rliomR (PyM) (p)) ^ j r S o c ( r H o m Ä ( P , M) 

(p'))gilt. 
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il.) SeienΓΗΟΓΠΑ(P,M)(p)undΓΗΟΓΩΛ(Ρ,Μ)(ρ')einfach.Dann 
gilt pRR = p' RR genau dann, wenn rYiovcvR(PyM) (p) = 

rHomR(P,M)(p')gilt. 

Bewe is : W i r gehen aus v o n der S i t u a t i o n 

r H o m , ( P , M)®P®R —> ΓΜ ® RR 

I Τ R R 

1 ι 
rHomR(P,M)®PR rMR. 

E s gel ten (i): M Q UomR(Ä,M) 
(ii): P Q Homr(rHomR(P,M), jJf). 

Ist nämlich M Kogene ra t o r , so ist ΟσεΗοιη ( Λ Λ Ο 

K e r ( a ) = O. 
A l s o exist iert für jedes Ο φ p G P e in σ G HomR(P,M) m i t 
σ (ρ) φ O. 

We i t e r ist E g enau d a n n in j ek t i v b z g l . Γ ® M—*- M, w e n n E 
M - i n j e k t i v ist. D a s g i l t insbesondere, w e n n E in j ek t i v ist . S e i 
n u n Y" ^ Y ' Q P m i t Y" m a x i m a l i n Y' gegeben. D a n n ist 

Υ' *-Υ' *~P 

k o m m u t a t i v für e in σ G H o m ^ ^ , M)t we i l M z u j e d em e in fachen 
i ? - M o d u l eine in jekt ive Hülle E enthält. A l s o ist σ (Υ") = Ο 
u n d σ (Υ') = mR u n d mR i n einer in j ek t i ven Hülle i n M ge
legen. D a h e r ist M K o g e n e r a t o r b z g l . H o m Ä ( P , J / ) ®P—*M. 
D e r Bewe is verläuft d a m i t ebenso wie der Bewe i s v o n S a t z 4.1. 

4.4. Folgerung: Sei MR ein Kogenerator und sei Γ — End(MR). 

Seien ry r' G R und r> r =4= O. Dann gelten 

1.) Äquivalent sind: 

a) rMr ist einfach. 

b) rRR ist einfach und für alle m G M ist mrR in einem M-
injektiven Unter modul von M enthalten. 
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2. ) Ist pMr einfach, so ist Mr = Soc (lMrR(Mr)) und rMr ist 
groß in lMrR(Mr). 

3. ) Der Sockel von rMr ist von Null verschieden und groß in 

rMr. 

4. ) rR besitzt genau dann einen größten echten Untermodul, 
wenn S o c ( r M r ) einfach ist. 
Insbesondere gilt: a) R ist genau dann lokal, wenn Soc(rM) 
einfach ist; 

b) Ist Soc (rM) einfach, dann gilt dies für jeden R-Kogene-
rator. 

5. ) Folgende Zuordnungen sind invers zueinander : 

Maximaler Untermodul D R Q rRR i - > Einfacher Untermodul 

rSoc(lM(D)r) Q rMr; 

Einfacher Untermodul rQ C rMr 1—* Maximaler Untermo
dul rrR(Q)R C rRR. 

6. ) R a d O R ) = rrR{Soc(rMr)). 

7. ) Sei MR reflexiv, dann gilt : 

Zu jedem f G iiomr(Mr, Mr') existiert genau ein f G Ho r r i g 
(r'R, rR) mit f (mr) = mf (r') für alle m G M. Insbesondere 
existiert ein t = f (r') G rR mit f(mr) = mt für alle 
m G M. Bei dieser Zuordnung ist f genau dann ein Mono
morphismus, wenn f ein Epimorphismus ist. Ist f ein Epi
morphismus, so ist f ein Monomorphismus. 

8. ) Sei MR reflexiv, dann gilt : 

pMr ^ rMr' impliziert rR = r'R. 

9. ) Ist MR injektiv und rR ^ r'R, so ist rMr ^ rMr'. 

10. ) Seien rR und r'R einfach. Dann gilt rR ^ r'R genau dann, 
wenn Soc(rMr) = S o c ( r M r f ) gilt. 

11. ) Seien rMr und rMrr einfach. Dann gilt rR ^ r'R genau 
dann, wenn rMr = rMr' gilt. 

Bewe i s : M a n setze Ρ = R i n Sa t z 4.3 e in . 
W i r weisen schließlich noch d a r a u f h i n , daß entsprechende A u s 

sagen a u c h gel ten, w e n n e in M or i t a - K o n t e x t vor l i eg t u n d e iner 
der be iden M o d u l n des M o r i t a - K o n t e x t e s K o g e n e r a t o r ist. 
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