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Bernd Rudolph *

Eine Strategie zur Immunisierung der Portefeuilleentnahmen
gegen Zinsinderungsrisiken

Im vorliegenden Beitrag wird die als Duration-Strategie bekannte Methode der Zusammenstellung eines
Portefeuilles festverginslicher Wertpapiere gur Absicherung gegen Zinsinderungsrisiken weiterentwik-
kelt. Als Zielsetzung wird unterstellt, daf§ der Anleger in den eingelnen Teilperioden seines Planungs-
geitraums dem Portefenillevermigen die seinen Priferengen entsprechenden Vermigensbetrage ent-
nimmt.

1. Problemstellung

In der Literatur sind in neuerer Zeit Strategien fir die Zusammenstellung von Portefeuilles
festverzinslicher Wertpapiere diskutiert worden, durch die sich in bestimmten Fillen die mit
der Bestandshaltung solcher Papiere verbundenen Zinsindernngsrisiken minimieren bzw.
sogar eliminieren lassen. Die Anwendung dieser Strategien kann negative Abweichungen des
tatsichlich erzielten Portefeuilleergebnisses von dem zunichst geplanten Ergebnis verhin-
dern, wenn sich wihrend des Anlagezeitraumes das Zinsniveau am Markt und damit sowohl
die Wiederanlagemoglichkeit freiwerdender Mittel als auch die Kurswerte festverzinslicher
Wertpapiere dndern. Mégliche negative Ergebnisabweichungen lassen sich bei unerwarteten
(vom Markt nicht bereits antizipierten) Verinderungen des Marktzinssatzes nimlich vermei-
den, wenn eine dem Anlageziel des Investors entsprechende Diversifikation des Portefeuilles
nach der Falligkeit der mit den Wertpapieren verbundenen Zahlungen vorgenommen wird.
Die Regeln fir die Zusammenstellung solcher immunisierten Portefeuilles festverzinslicher
Werte werden in der Literatur als Duration-Strategien bezeichnet, weil sie auf einer MalB3-
grofle des mittleren Termins einer Zahlungsreihe aufbauen, die erstmals Macaulay zur Charak-
terisierung der Laufzeit kupontragender Anleihen konstruiert und als Duration bezeichnet
hat!. Man bezeichnet diese Regeln auch als Immunisierungsstrategien, weil ihre Anwendung
zu einem Ergebnis der Wertpapieranlage fiihren kann, das durch Marktzinsinderungen nicht
negativ beeinflufit wird.

Bei der Entwicklung dieser Strategien beschrinkte man sich bislang auf die Immunisierung
des Gegenwartswertes eines Portefeuilles zu einem vorgegebenen Zeitpunkt, insbesondere
+um Planungshorizont und zum Zeitpunkt der Planaufstellung. Nicht betrachtet wurde
dagegen bislang die Entscheidungssituation eines Anlegers, der iber sein Portefeuillevermo-
gen im Zeitablauf verfiigen, d. h. in aufeinanderfolgenden Zeitpunkten gewisse Betrige etwa
zu Konsumzwecken entnehmen will. Die Entwicklung einer solchen Strategie zur Beschrin-
kung des Zinsinderungsrisikos, dem ein Anleger ausgesetzt ist, der iiber sein Portefeuillever-

* Dr. rer. pol. Bernd Rudolph, o. Professor fiir Betriebswirtschaftslehre an der Johann-Wolfgang-
Goethe-Universitat, Frankfurt am Main.

1 Macaulay, F. R., Some Theoretical Problems suggested by the Movements of Interest Rates, Bond
Yields and Stock Prices in the United States since 1856, 1938, S. 44. Zum Vergleich der Duration mit
anderen zeitlichen MaBBgréBen von Zahlungsreihen, etwa dem Zeitzentrum oder der Amortisations-
periode, vgl. Frostman, L., The Concept of Time Centre in Investment Theory and its Relation to the
Average Period of Investment, in: Swedish Journal of Economics 67, 1965, S. 125-150, sowie
Durand, D., Payout Period, Time spread and Duration. Aids to Judgement in Capital Budgeting, in:
Journal of Bank Research 5, 1974, S. 20-34.
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mogen im Zeitablauf durch Entnahmen verfiigen will, ist der Gegenstand dieses Beitrags.
Im zweiten Abschnitt wird die Duration eines Wertpapiers, die hier als durchschnirtliche
Restbindungsdauner bezeichnet wird, als ein gur Quantifizierung der Kursreagibilitit von Wertpa-
pieren bei Marktzinsschwankungen geeignetes Mal3 beschrieben. Insbesondere wird gezeigt,
daf3 sich Kurswertinderungen von Wertpapieren bei kleinen Marktzinsinderungen propor-
tional zur durchschnittlichen Restbindungsdauer dieser Wertpapiere verhalten. Im dritten
Abschnitt wird eine Strategie der Immunisierung eines Portefeuilles festverzinslicher Wert-
papiere gegen Marktzinsinderungen entwickelt, wenn dieses Portefeuille die Quelle der
zukinftigen Entnahme des Anlegers darstellt. Die nach der Marktzinsinderung erfolgende
Anpassung der Entnahmepolitik an die neuen Daten fiihrt bei Realisierung des zinsimmuni-
sierten Portefeuilles nicht zu einem Entnahmestrom, der den urspriinglichen als optimal
festgestellten dominiert. Der neue Entnahmestrom ist aber dadurch ausgezeichnet, daf3 der
Entnahmenutzen des Anlegers nicht kleiner ist als der mit dem urspriinglich optimalen
Entnahmeplan verbundene Nutzen. Eine Anwendung der entwickelten Strategie erfolgt
anhand der Daten eines einfachen Beispiels. Im vierten Abschnitt werden schlieBlich einige
Anwendungsbereiche und Beschrinkungen des Ansatzes diskutiert.

2. Zur Quantifizierung des Zinsinderungsrisikos von Kapitalanlagen
2.1. Kurswertanderungen von Diskontpapieren bei Markiginsinderangen

Eine ,Unverzinsliche’ Schatzanweisung mit einer Restlaufzeit von N Jahren ist fiir einen
Finanzinvestor, der dieses Papier genau N Jahre in seinem Portefeuillebestand zu halten
winscht, eine risikolose Anlage. Weicht dagegen die Restlaufzeit der Schatzanweisung N von
der vorgesehenen Bestandshalteperiode ab, weil der Investor das Papier vor der Filligkeit
verduBern will, so ist mit der Finanzinvestition auch dann ein Risiko verbunden, wenn als
sicher unterstellt werden kann, daf3 der Begeber der Schatzanweisung deren Nennbetrag bei
Filligkeit an den Inhaber ausbezahlt.
Das bei einer geplanten Bestandshalteperiode von weniger als N Jahren entstehende Risiko
resultiert aus der Unsicherheit iiber den Kurswert des Papiers zum Zeitpunkt seiner geplan-
ten VeriduBerung (Kursinderangsrisiko), diese Unsicherheit ihrerseits — einen gut funktionie-
renden Sekundirmarkt fiir U-Schitze unterstellt — ausschlieBlich aus der Unsicherheit Gber
das im Liquidationszeitpunkt herrschende Zinsniveau am Markt (Zinsinderungsrisiko)?.
Wird eine Schatzanweisung im Zeitpunkt N mit A DM eingel6st, so 1iBt sich bei einem im
Zeitablauf sicher bekannten und fiir alle Anlagezeitriume identischen Marktzinsful r die
zeitliche Entwicklung des Kurswertes K, der Schatzanweisung als Barwert des Riickzah-
lungsbetrages A berechnen3.
1) K,= A e=01,...N)

(4 1) ™9
Fiir t = 0 wird mit K, = A(14 )N der derzeitige Wertpapierkurs, fiir t =N mit Ky = A der
Einlésungsbetrag des Wertpapiers angegeben.

2 U-Schitze werden hier als typische Diskontpapiere benannt, ohne dafl wegen dieser Benennung
weitere empirisch typische Ausstattungsmerkmale dieser Wertpapiere beriicksichtigt werden.

3 Die Giiltigkeit der Gleichung (1) ist natiirlich an gewisse Primissen gebunden. Die Summe dieser
Primissen kennzeichnet einen vollkommenen Kapitalmarkt. Bei festverzinslichen Wertpapieren gilt
(1) als gute Approximation an empirisch beobachtbare Kurse, wenn die Zinsertragskurve wenig-
stens fiir die Restlaufzeit des Wertpapiers flach ist.
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Ist die Entwicklung des MarktzinsfuBes r im Zeitablauf nicht sicher bekannt, dann ist der
Kurswert der Schatzanweisung bis zur Vorperiode der Einlésung unsicher und zum einen
von der mutmaBlichen Richtung und Hohe der Anderung des MarktzinsfuBes und zum
anderen von der Restlaufzeit der Schatzanweisung im Liquidationszeitpunkt t abhingig. Bei
einer marginalen Anderung des MarktzinsfuBes erhilt man die Verinderung des Kurswertes
im Liquidationszeitpunkt t aus der Ableitung der K,-Funktion (1) nach r4.

A
@ A Ney — A K Ny
dr (14 r)(N-0+1 141

Fir reine Diskontpapiere gilt also folgender Zusammenhang zwischen der Kurswertinde-
rung bei einer Marktzinsinderung und des Restlaufzeit des Papiers:

. Kurswert in t L
Kurswertinderung = - ————————" Restlaufzeit in t

141

Der Kurswert K, sinkt mit steigendem und steigt mit sinkendem Marktzins und die marginale
Anderung des Kurswertes bei einer marginalen Anderung des MarktzinsfuBes nimmt pro-
portional zur in t verbleibenden Restlaufzeit (N—t) der Schatzanweisung zu.

Der in (2) angegebene Zusammenhang zwischen der Veridnderung des Kurswertes und der
Restlaufzeit der Schatzanweisung gilt fiir alle reinen Diskontpapiere mit sicher bekanntem
Einlésungsbetrag.

Fir kleine vom Anleger fiir moglich gehaltene Marktzinsinderungen Ar kann die dadurch
bewirkte Verinderung des Kurswertes eines Wertpapiers durch

®) AKp v — umswertint g aufreit in 1) - (Ar)

141t

bequem abgeschitzt werden?.

2.2. Kurswertinderungen von Kapitalmarktpapieren mit gwischengeitlichen Ausschiittungen

Nicht ohne weiteres 1iB3t sich der in (2) beschriebene Zusammenhang auf die vielfiltigen, am
Kapitalmarkt umlaufenden Titel Gbertragen, bei denen die Zeitdimension des Zahlungs-
stroms durch die Angabe der Restlaufzeit noch nicht ausreichend beschrieben ist, weil zwi-
schenzeitliche Zahlungen — zumeist nach einem typischen Muster — erfolgenS. In diesem Fall
kann man die Kurswertinderung aber abschitzen, wenn man die durchschnittliche Restbin-
dungsdauer bzw. die Duration des Kapitalmarktpapiers kennt”. Definiert man nimlich den

4 Die Ableitung (2) bedingt eine Anderung des MarkezinsfuBles vor dem Zeitpunkt t. Der Markt-
zinsfull wird dabei als fiir alle Anlagezeitriume konstante Gréfle (flache Zinsertragskurve) unter-
stellt.

(3) fihrt zu einer ,vorsichtigen‘ Approximation der Kurswertinderung: Da K (r) eine konvexe

Funktion ist, wird ein Kurswertanstieg nicht iiber- und ein Kurswertverfall nicht unterschitzt.

6 So stellen sich z. B. Industrieobligationen als endfillige Papiere mit jihrlichen oder halbjihrlichen
Kuponzahlungen dar mit der Folge, daB3 die Verinderung des Kurswertes der Anleihe auch von der
Hiufigkeit und der Hohe der Zinsausschiittung abhingt.

7 Schmidt, H., Liquiditit von Finanztiteln als integrierendes Konzept der Bankbetriebslehre, in:
Zeitschrift fiir Betriebswirtschaft 49, 1979, S. 710-722, verwendet den Begriff durchschnittliche
Bindungsdauer, Rudolph, B., Zinsinderungsrisiken und die Strategie der durchschnittlichen Selbstli-
quidationsperiode, in: Kredit und Kapital 12, 1979, S. 181-206, den Begriff durchschnittliche
Selbstliquidationsperiode.

wm
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Kurswert einer Kapitalanlage zum Zeitpunkt t als Barwert aller nach t aus dem Papier erfol-
genden Einzahlungen e 8
N e

4 K= £ —
® Y i (14060 7

wobei die e, ganz beliebig als Zins- oder Tilgungszahlungen bezeichnet sein kénnen, so fithrt
eine marginale Marktzinsinderung zu der in (5) beschriebenen Anderung des Kurswertes.

dK N
) Com X (1) —
dr - T=t4 (14r)GEt+h
I TP S S ST
T4r =t41  (141)9 T=t+1 (14r1)G-0
T U S S SR

l4r = K, =41 (14160

Bezeichnet man den letzten Klammerausdruck als durchschnittliche Restbindungsdauer des
Wertpapiers, dann besagt (5), daB fiir beliebige festverzinsliche Wertpapiere der folgende
lineare Zusammenhang zwischen der Kurswertinderung bei einer Marktzinsinderung und
der durchschnittlichen Restbindungsdauer besteht:

. . Kurswert in t - .
Kurswertinderung = — —————— - durchschnittliche Restbindungsdauer

141

Wie Gleichung (5) zeigt, ist die durchschnittliche Restbindungsdauer einer Anlage zum
Zeitpunkt t definiert als

N Te
T -1t ¢

1
(6) Dl = B
K, t=t41 (l+r)(‘ D

1+r  dK,
K dr

t

D, kann als MaB fiir die mittlere Restlaufzeit einer Kapitalanlage im Zeitpunkt t in jenen
Fillen herangezogen werden, in denen nach t noch mehr als eine Zahlung erfolgt. Erfolgt
aber tatsichlich nur eine einzige Zahlung (Diskontpapier), dann stimmt die durchschnittliche
Restbindungsdauer D, mit der Restlaufzeit (N — t) iiberein, so daf (5) und (2) dieselbe Kurs-
wertinderung angeben.

Bei Kapitalmarktpapieren, auf die zu mehr als einem Zeitpunkt Zins- oder Tilgungsbetrige
gezahlt werden, ergibt sich die durchschnittliche Restbindungsdauer als gewogener Mittel-
wert der Restlaufzeiten aller auf das Papier entfallenden Zahlungen. Bei Industrieobligatio-
nen, Pfandbriefen oder Bundesanleihen kann man jeden Zinsschein als Diskontpapier inter-
pretieren, dem eine bestimmte Restlaufzeit zugeordnet ist. Ebenso lif3t sich der im Wertpa-
pier verbriefte Riickzahlungsanspruch als Diskontpapier mit fester Restlaufzeit auffassen.

8 Dic Bezichung (4) 1dBt sich nur sinnvoll vertreten, wenn die e; mit Sicherheit bekannt sind. Die
Annahme sicherer Erwartungen gilt auch fiir die zeitliche Erstreckung des Einzahlungsstroms.
Schon eine Auslosung nach Serien kann dazu fiihren, daB (4) die tatsichliche Kursentwicklung eines
festverzinslichen Wertpapiers nicht mehr gut approximiert.
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Die durchschnittliche Restbindungsdauer ist dann also ein gewogener Mittelwert der Zins-
termine und des Filligkeitszeitpunkts der Anleihe.

Als Gewichtungsfaktoren fiir die Zahlungszeitpunkte t + 1, t +2, . . ., N verwendet man den
Beitrag der entsprechenden Zahlung zum gesamten Kurswert der Kapitalanlage. Dividiert
man nidmlich die Definitionsgleichung fiir den Kurswert einer Kapitalanlage (4) auf beiden
Seiten durch K, so erhilt man die sich zu 1 addierenden Gewichtungsfaktoren.

€t €42 €43 N
K T4r 141)2 141)3 14 r)N-t
L S N N (e L
K K, K, K, K,

t

Als Beispiel fiir die Berechnung der durchschnittlichen Restbindungsdauer eines Kapital-
marktpapiers betrachten wir eine Anleihe, auf die jihrlich ein Zinsschein € = p+ A mit p
als Nominalzinssatz gezahlt wird und in t = T sowohl ein Zinsschein als auch der Nominal-
wert A der Obligation (Pari-Einlosung). Der Kurswert der Anleihe im Zeitpunkt t ist gleich
dem Barwert der nach t auf das Papier entfallenden Zahlungen und somit gegeben durch
N € A

=z ot

t=t41 (1+41)G-9 (141)™N-9

Pl+0® -1 +r

t(141)(N-9

K

A

Die durchschnittliche Restbindungsdauer D, dieser Anleihe zum Zeitpunkt t betrigt dann
1 N T€ NA

D = — ) _
‘ K, { T=t41 (1+r)(“() + (1+r)(N“) j-t
Lhr (149 + N-9(p-1)
N

und speziell fiir p = r, wenn der Nominalzins der Anleihe mit dem Marktzins iibereinstimmt,
so dafl Kurs- und Nominalwert der Obligation iibereinstimmen,
141 1

Po= = 0 e

Andere typische Zahlungsmuster von Kapitalmarktpapieren fihren auf dhnlich kompakte
Ausdriicke fiir die durchschnittliche Restbindungsdauer, so dafl deren numerische Ermitt-
lung keine Schwierigkeiten bereitet.

Kennt man nun die durchschnittliche Restbindungsdauer eines Wertpapiers, dann kann man
analog zum Fall des Diskontpapiers fiir kleine Marktzinsinderungen die Anderung des
Kurswertes durch

Kurswert in t  (durchschnittliche

@ AK, ~ - . ,
14« Restbindungsdauer in t)

“(Ar)
bequem abschitzen®.
Die Kenntnis der durchschnittlichen Restbindungsdauer einer Kapitalanlage ermdglicht

9 Wie in (3) fihrt auch (7) zu einer ,vorsichtigen’ Approximation der Kurswertinderung: Eine
Kurswertsteigerung wird nicht iber-, ein Kurswertverfall nicht unterschitzt. Wie in (1) ist nimlich
auch K (r) in (4) konvex, wenn die e; nicht negativ sind. Die Voraussetzung e; > 0 ist fiir alle
tiblichen festverzinslichen Wertpapiere erfiillt.
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offenbar ein einfaches Abschitzen moglicher Kurswertinderungen aufgrund hypothetisch
angenommener Marktzinsinderungen.

2.3. Strategien gegen Zinsinderungsrisiken

Es ist an anderer Stelle!? auf einige weitergehende Fragestellungen hingewiesen worden, die
sich bei Kenntnis der durchschnittlichen Restbindungsdauer einer Kapitalanlage bzw. eines
Portefeuilles von Kapitalanlagen ohne groBe Miithe beantworten lassen. Dort wurde auch
gezeigt, daB} ein Anleger, der in einem bestimmten zukiinftigen Zeitpunkt liber sein gesamtes
Portefeuillevermégen verfigen will, bei einer unmittelbar nach der Vermégensdisposition
erfolgenden Marktzinserh6hung oder Marktzinssenkung tber einen hoheren Betrag als bei
gleichbleibendem Marktzins dann verfiigen kann, wenn er fiir sein Portefeuille eine durch-
schnittliche Bindungsdauer wihlt, die seinem Planungszeitraum genau entspricht. Die
durchschnittliche Bindungsdauer eines Portefeuilles von Wertpapieren ist dabei gegeben als
gewichtete Summe der durchschnittlichen Restbindungsdauern der im Portefeuille enthalte-
nen Wertpapiere.

Grove'! hat sich im AnschluB an die Uberlegungen Samuelsons'2 mit der Frage beschiftigt, wie
ein Portefeuille von Vermogensanlagen und Verbindlichkeiten gegen unerwartete Markt-
zinsinderungen immunisiert werden kann, Blocker und Stickney'3 haben die Brauchbarkeit der
MeBzahl Duration als Investitionskriterium demonstriert, Bierwag und Khang'4 haben die
,Duration-Strategie 15, d. h. die auf der durchschnittlichen Bindungsdaner basierenden Strategie der
[mmunisierung gegen nicht antigipierte Marktginsinderangen, entscheidungstheoretisch als Mini-
max-Strategie beschrieben. Im brigen findet man zahlreiche Ansitze, die sich mit der Strate-
gie der durchschnittlichen Bindungsdauer bei nicht flacher Zinsertragskurve beschiftigen
und die Interdependenzen zwischen méglichen Anderungen der Zeitstruktur der Zinssitze
und dem relevanten Duration-MaB} herausgearbeitet haben!S.

10 Rudolph, B., Zinsinderungsrisiken und die Strategie der durchschnittlichen Sclbstliquidationquri-

ode, in: Kredit und Kapital 12, 1979, S. 181-206.

Grove, M. A., A Model of the Maturity Profile of the Balance Sheet, in: Metroeconomica 18, 1966, S.

40--55, und Grove, M. A., On ,Duration‘ and the Optimal Maturity Structure of Balance Sheet, in:

Bell Journal of Economics and Management Science 5, 1974, S. 696—-709.

12 Samuelson, P. A., The Effect of Interest Rate Increases on the Banking System, in: American Econo-
mic Review 35, 1945, S. 16-27.

13 Blocker, I:., und Stickney, C., Duration and Risk-Assessments in Capital Budgeting, in: Accounting
Review 54, 1979, S. 180-188.

14 Bierwag, G. O., und Khang, C., An Immunization Strategy is a Minimax Strategy, in: Journal of
Finance 34, 1979, S. 389-399.

15 Einen Uberblick iiber iltere Literaturbeitrige findet man bei Wei/, R. L., Macaulay’s Duration: An
Appreciation, in: Journal of Business 46, 1973, S. 589-592.

16 Bierwag, G. O., Immunization, Duration, and the Term Structure of Interest Rates, in: Journal of
Financial and Quantitative Analysis 12, 1977, S. 725-742; Bierwag, G. O., Dynamic Portfolio
Immunization Policies, in: Journal of Banking and Finance 3, 1979, S. 23-41; Bierwag, G. O.,
Kaufmann, G. G., und Khang, C., Duration and Bond Portfolio Analysis: An Overview, in: Journal of
Financial and Quantitative Analysis 13, 1978, S. 671-685; Cooper, 1. A., Asset Values, Interes-Rate-
Changes, and Duration, in: Journal of Financial and Quantitative Analysis 12, 1977, S. 701-723;
Cox, J. C., Duration and the Measurement of Basic Risk, in: Journal of Business 52, 1979, S. 51-61;
Ingersoll, ]. E., Skelton, J., und Weil, R. L., Duration Forty Years Later, in: Journal of Financial and
Quantitative Analysis 13, 1978, S. 627-652; Khang, C., Bond Immunization when Short-Term
Interes Rates Fluctuate more than Long-Term Rates, Manuskript, Center for Capital Market Re-
search, University of Oregon, November 1978; Yawitg, /. B., The Relative Importance of Duration
and Yield Volatility on Bond Price Volatility, in: Journal of Money, Credit and Banking 9, 1977, S.
97-102.

1
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Im folgenden Abschnitt wird eine Immunisierungsstrategie fiir einen Anleger entwickelt, der
den geplanten Entnahmestrom aus seinem Vermogen gegen Zinsinderungsrisiken abzusi-
chern wiinscht. Dazu wird ein mehrperiodiges Entnahmemodell fiir einen Anleger bei der
Unterstellung eines fiir alle Anlagezeitriume gleichermaBlen geltenden Marktzinses r formu-
liert, das gegeniiber dem Grundmodell der simultanen Investitions- und Konsumplanung die
Besonderheit aufweist, dafl auch Vermogensiibertragungen am Kapitalmarkt explizit beriick-
sichtigt werden, deren Konditionen fiir mehr als eine Zinsperiode festgeschrieben sind. Aus
diesem Ansatz wird eine Immunisierungsstrategie unter der Hypothese abgeleitet, daB3 eine
Anderung des Zinsniveaus unmittelbar im Anschlu an die Disposition der Finanzinvestition
moglich erscheint.

3. Eine Strategie zur Zinsimmunisierung der Entnahmemaglichkeiten
3.1. Ableitung des optimalen Konsumentnabmeplans

Wir gehen von einem Anleger aus, der seine Dispositionen in der Weise trifft, dal der Nutzen
aus seinen Konsumentnahmen moglichst grof8 wird, wobei die zu maximierende Konsum-
(Entnahme-)Nutzenfunktion die spezielle Form
(8) U(cy, €15,Cpp - 0y €) = €€ "€y .. Cp
aufweisen soll. In (8) sind die ¢, die zu Beginn der Periode t fiir Konsumzwecke verwendeten
Mittel, T bezeichnet den Planungshorizont des Anlegers. Die Nutzenindifferenzkurven
lassen sich im c-c,,;-Koordinatensystem als zur 45°-Linie symmetrische Hyperbeln be-
schreiben. Die damit zum Ausdruck kommende Gleichschitzung heutiger und zukinftiger
Konsumentnahmen wird fiir viele Anleger keine realistische Annahme darstellen kénnen.
Die Nutzenfunktion (8) wird hier aber auch nur zur einfacheren Ableitung der Ergebnisse
herangezogen. Sie liBt sich durch plausiblere Nutzenfunktionen ersetzen.
Der Anleger ist mit einem Zahlungsmittelbestand z ausgestattet, den er entweder fiir Kon-
sumausgaben cjoder fiir eine einperiodige Anlage am Kapitalmarkt zum Marktzins r verwen-
den kann. Legt er (z — ¢y) zum Marktzins an, so kann er zu Beginn der Periode 1 liber einen
Betrag von (z—cg) (1+1) verfiigen, dem er ¢, fiir Konsumausgaben entnimmt, um den
Restbetrag [(z — ¢y) (1+1) — ¢;] zum Marktzins in die nichste Periode zu transferieren. Da
der Anleger die jeweils nicht verbrauchten Zahlungsmittel einperiodig zum Marktzins r
anlegt und in T die noch verbliebenen Zahlungsmittel vollstindig fir Konsumausgaben
verwendet, lautet seine Budgetrestriktion

cr = (z—c)(1+)T—c,(1+0)T"'—. .. —cry;(1+71)
und in der Barwertformulierung entsprechend
) e TS _

=0 (1+41)

Der Anleger realisiert also einen Entnahmestrom, dessen Barwert gerade seiner Anfangsaus-
stattung mit Zahlungsmitteln entspricht. Der optimale Entnahmeplan ist bei der angenom-
menen Nutzenfunktion (8) durch '

(10)  *=(l+r)ck, =A+1ck  (t=1,2,...T)

und

a0y

o%
l

T+1
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festgelegt!?, so daB der Anleger also in jeder Periode gegeniiber der Vorperiode den verzin-
sten Entnahmebetrag der Vorperiode zusitzlich verbraucht und im Zeitpunkt 0 den durch die
Anzahl der Entnahmezeitpunkte dividierten anfinglichen Zahlungsmittelbestand z. Der
optimale Entnahmeplan fiihrt zu einem von z und r abhingigen Nutzenindex U

1) Upe = B+ ch(I4r2ch. .. (1+0Tch

— COT+I(1 +r) (T+1)T/2

opt*

ZT+1
= oy (T

und die Ableitung von (11) nach r zeigt wegen

dUp _ T TH1,

oot > 0,
dr 2 14r Pt

dafB3 der Anleger ein um so hoheres Priferenzniveau erreicht, je hdher der Marktzins ist. Die
positive Wirkung einer Zinssatzerh6hung ergibt sich natiirlich daraus, dafl der Anleger nur
Gber sein Anfangsvermogen z disponieren kann, so daBl zwischenzeitliche Verschuldungen
ausgeschlossen sind. Man kann nun noch zur Vorbereitung der nachfolgenden Argumenta-
tion die zeitliche Dimension der optimalen Konsumentnahmebetrige charakterisieren und
dazu analog zur durchschnittlichen Bindungsdauer den Begriff der durchschnittlichen Entnab-
medaner einfiihren. Bezeichnet c* den optimalen Entnahmebetrag des Zeitpunkts t, dann ist
die durchschnittliche Entnahmedauer definiert als

I tc*

=0 (14r)

;

=0 (141)
Natiitlich bestinde die Moglichkeit, die durchschnittliche Entnahmedauer fiir beliebige
Entnahmen ¢, zu berechnen, die der Budgetbedingung (9) entsprechen. Es sollen aber in der
Definition von D, die Entnahmepriferenzen des Anlegers zum Ausdruck kommen, so da83
die durchschnittliche Entnahmedauer fir den optimalen Konsumentnahmeplan festgestellt

wird. Im Fall der hier verwendeten Nutzenfunktion (8) berechnet man aus den Daten des
optimalen Entnahmeplans (10) und (10")

(12) D, =

C

1 I t(14r1)ch c
. = — { zg__o_}z !
=0 (1+r) Z ¢

o¥

D

T
Tt
=0

NI»—] N

3.2. Die Budgetrestriktion bei mebrperiodigen Vermigensanlagemiglichkeiten

Wir unterstellen nun iber die auf einperiodige Vermogensiibertragungen beschrinkten
Méglichkeiten des vorangegangenen Abschnitts hinaus, da3 der Anleger in der Lage ist, auch

17 Die partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion L=cy¢;...cr+A[z—2 a S ):] fithren nach
+r

Nullsetzen ayf c*¥ = (14+r)c*_;. Der optimale Entnahmebetrag c* der Periode t entspricht somit

dem um t Perioden aufgezinsten anfinglichen optimalen Entnahmebetrag c}. Die Budgetrestriktion

T
(9) bedingtz = X Ocﬁ = (T+1)c} und somit (10).
t =
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Kapitalmarktpapiere mit einer lingeren Laufzeit zu erwerben. Bei vollkommenem Kapital-
markt und flacher Zinsertragskurve ist der Effektivzinssatz aller Wertpapiere gleich dem
Marktzinssatz r, weil fiir unterschiedliche Laufzeiten keine Zinssatzdifferenzen bestehen.
Wertpapiere mit unterschiedlicher Laufzeit unterscheiden sich nur dadurch, dafl ihr Kurs-
wert auf eine mégliche zukiinftige Anderung des Marktzinssatzes in unterschiedlicher Weise
reagiert. Erwirbt der Anleger lingerlaufende Kapitalmarktpapiere, dann fithrt eine mogliche
Marktzinssteigerung nicht zwangsliufig auch zu héheren Entnahmemdglichkeiten, wie wir
das fir den im vorausgegangenen Abschnitt diskutierten Fall einperiodiger Vermogensiber-
tragungen geschen haben. Neben den gunstigeren Reinvestitionsbedingungen sind nun
namlich mégliche Kursverluste bei Wertpapieren zu berticksichtigen, die vor ihrer Endfillig-
keit zur Finanzierung der Entnahmen verkauft werden miissen. Bei Beriicksichtigung linger-
fristiger Kapitalanlageméglichkeiten muf3 die Budgetrestriktion des Anlegers statt durch (9)
nun in der Form

LI N S

1) =0 (141} =0 (141)

angegeben werden, wenn Y, die Einzahlung bezeichnet, zu der im Zeitpunkt t das im Zeit-
punkt 0 zusammengestellte Wertpapierportefeuille des Anlegers fiihrt. Formal stimmt (13)
zwar mit der in der Haushaltstheorie iiblicherweise verwendeten Budgetrestriktion iiberein!8,
inhaltlich besteht aber ein Unterschied in der Interpretation des Einzahlungsbetrages Y,.
Wihrend Y, in der Haushaltstheorie einen exogen vorgegebenen Einkommensstrom eines
Wirtschaftssubjekts angibt, ist in unserem Modell Y, das Ergebnis der in t =0 getroffenen
Anlageentscheidung.

Wiirde der Anleger beispielsweise sein gesamtes Vermogen z als Kasse halten, dann wire
Y, =0firct=1,2,...und Y,=1z Wirde der Anleger dagegen sein gesamtes Verméogen z in
ein einziges Diskontpapier mit der Restlaufzeit N investieren, so wire Y =0 fir
t=0,1,2,..,N-1und Y,=(14+r)Nz. DaB Y, im letzten Fall gerade gleich dem um N
Perioden mit dem Marktzinssatz r aufgezinsten anfinglichen Zahlungsmittelbestand z ist,
folgt aus den Annahmen eines vollkommenen Kapitalmarktes und eines fiir alle Anlagezeit-
riume unterschiedslosen Marktzinsfufles r.

Allgemein bezeichnet Y, die Summe aller Zins- und Tilgungszahlungen, die im Zeitpunket t
auf die im Anlegerportefeuille zusammengestellten Wertpapiere entfallen. Ist e; die auf das
Wertpapier i(i=1, 2, . . ., n) im Zeitpunkt t erfolgende Zins-oder Tilgungszahlung, so ist Y,
also gegeben durch

(14) Y. = X xe
i=1
wenn x; die Anzahl der Wertpapiere der Wertpapierart i ist, die der Anleger in seinem Bestand
hilt.
Nun ist wegen (4) der Kurswert K eines Wertpapiers 1 im Zeitpunkt 0 gleich dem Barwert

aller nach t =0 aus dem Wertpapier flieBenden Zahlungen e
€

1 (I+4r)

und dementsprechend der Kurswert w, des vom Anleger zusammengestellten Portefeuilles

K0~ =

I

I Mz

t
gleich

18 Vgl. z. B. Henderson, J. M., und Quandt, R. E., Mikrookonomische Theorie, 4. Aufl., 1977, S. 281.
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s N ; N e N
(1 5) Wy = z X; KOi = X. Z a — 2 X Cii _ Y(
i=1 -

P e (L) U (41t =1 (14r)
und daher gleich dem Barwert aller nach t = 0 aus dem Portefeuille erfolgenden Zahlungen.

Investiert der Anleger in t=0 seinen Zahlungsmittelbestand z in die am Kapitalmarkt
umlaufenden Wertpapiere, dann gilt wegen

£

1 i

(16) L xKy =z,
i=1

daB im Dispositionszeitpunkt der Kurswert w, der vom Anleger gekauften Portefeuille-
bestinde gleich dem eingesetzten Zahlungsmittelbetrag z ist. Nach erfolgter Anlage kann
sich wydndern, wenn eine Marktzinsinderung eine Neubewertung der Wertpapiere erforder-
lich macht. Aus (15) 1Bt sich diese Abhingigkeit entnehmen. Es gilt namlich

N Y
17 wo()= X ——,
=1 (141)
so daB sich die Budgetrestriktion (13) auch als
(18) ®- T =
wo(r) - =
0 =0 (14-1)t

anschreiben laBt.
3.3. Charakterisierung des Anlegerportefenilles bei ginsimmunisierten Entnabmemiglichkeiten

Nun nehmen wir an, der Marktzins r 4ndere sich unmittelbar, nachdem der Anleger einen
Zahlungsmittelbestand z in die am Kapitalmarkt umlaufenden Wertpapiere investiert, also
die Y, festgelegt hat. Da nach erfolgter Kapitalanlage das Vermogen des Anlegers eine
Funktion des Marktzinses ist, 4ndert sich der dem optimalen Entnahmeplan zugeordnete
Nutzen!?.

T+1

Wo
= —0 (T+1T72
(19) Uope (T4 T (1+4r1)

bei einer marginalen Marktzinsinderung um

du woT  dw,

CO g =D (149 renme

(T+1)T+ dr
T  wyT+!
T4+1) - ————— (1 4-0)(T+DHT/2-1]
T4 5 s (4
dw, 14r T T+1
= ( - — + - ) — opt

dr Wy 2 141

und diese Anderung ist Null, d. h. der Anleger realisiert einen Entnahmeplan auf dem alten
Nutzenniveau, wenn die Bedingung

d 1 T
oy - dwo lbr_ T

dr Wy 2

19 Die Zinsabhingigkeit des Vermogens kommt in (19) gegeniiber (11) dadurch zum Ausdruck, daB z
durch w ersetzt wurde.
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erfillt ist20. Die Bedingung (15) besagt, daB eine bestimmte Abhingigkeit des Vermogens w
vom Marktzins r dazu fithrt, dal das Priferenzniveau des Anlegers von marginalen Markt-
zinsinderungen, die unmittelbar nach der Disposition der Finanzanlagen erfolgen, unberihrt
bleibt. Besteht nimlich das Portefeuille aus Wertpapieren, so da die durchschnittliche
Bindungsdauer der Anlagen
(22) D=~ dwg  Itr

dr Wy
dem halben Planungszeitraum, also T/2 entspricht, dann ist die Ableitung (20) gleich Null
und der Anleger muB bei einer Anderung des Zinsniveaus keine Nutzennachteile hinnehmen.
Wegen (13) kann man die Immunisierungsbedingungen (21) auch in der Weise formulieren,
daB3 das Nutzenniveau des Anlegers gegeniiber marginalen Marktzinsinderungen invariant
ist, wenn die durchschnittliche Bindungsdauer des Portefeuilles seiner Vermdgensanlagen
Dy, seiner durchschnittlichen Entnahmedauer D¢ entspricht?!.

3.4. Aus Marktzinsinderungen resultierende Nutgenvorteile

Es ist nun noch zu priifen, ob kleine Marktzinsinderungen das Nutzenniveau des Anlegers
positiv oder negativ verindern. Wegen

dU T+1
—% = —-'__ Uop( {DC_DE}
dr 14r
aus (20) und unter Beriicksichtigung von (13) und (22) gilt fir Do = Dg
d2U T+1 dD. dDg
@) ey, (-
dr? 1+t dr dr

Bei kleinen Zinssatzinderungen liegt also das neue Nutzenniveau nicht unter dem alten,
wenn die Bedingung
dD dDg

c P

(24) i

erfiille ist, so daBl U, (r) fiir D¢ = Dg ein Minimum aufweist. Es 1it sich zeigen, daB3 die
Bedingung (24) 4dquivalent ist mit der Forderung, da8 die Einzahlungen aus den Finanzanla-
gen eine groBere Streuung um ihren Mittelwert aufweisen als die Konsumentnahmen. Defi-
niert man namlich

1 N e
(25) Ve=— X (t-Dgp? =0
wq =0 (141)t
als Varianz der Einzahlungszeitpunkte aus den Finanzanlagen, so kann man wegen
dD \%
@) ==
dr (1471)

20 Ob der Anleger ein Portefeuille festverzinslicher Wertpapiere bilden kann, fiir das die Bedingung
(21) erfillt ist, ist eine Frage der Kapitalmarktverhiltnisse. Wir gehen hier stets davon aus, daB3 der
Anleger ein Wertpapier mit einer fiir seinen Planungszeitraum hinreichend groBen Restbindungs-
dauer findet, so daB (21) erfiillt werden kann.

21 Der Beweis ist hier nur fiir den Fall der Nutzenfunktion (8) angegeben, lif}t sich aber auch fiir andere
Nutzenfunktionen fiihren.
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die zweite Ableitung (23) fir Dg = D¢ auch in der Form

d2U T+1
27, Rt Uy (Ve-V
( / dr2 (1+r)2 pt { E C}

anschreiben?2. Die Nutzenfunktion weist also ein Minimum auf, wenn die Varianz der Ein-
zahlungen groBer ist als die der Entnahmen. Positive wie negative Zinssatzinderungen
fihren dann zu einem revidierten optimalen Entnahmeplan, der einen hoheren Nutzenindex
aufweist als der Entnahmeplan vor der Anderung des Marktzinses.

3.5. Eine Beispielrechnung fiir die entwickelte Strategie

Die Ergebnisse der Immunisierungsstrategie lassen sich an einem einfachen Beispiel verdeut-
lichen. Es sei

-z = 20000 DM der Anfangsbestand an Zahlungsmitteln eines Wirtschaftssubjektes,

-U = ¢, die Konsumentnahmenutzenfunktion dieses Wirtschaftssubjektes und
-r=0,1 der von den Dispositionen des Wirtschaftssubjektes unabhingige Markt-
zins.

Der optimale Entnahmeplan des Wirtschaftssubjekts lautet unter diesen Bedingungen:

¢, = 11 000 DM
¢, = 12100 DM

mit D¢ = 1,5, V¢ = 0,25 und U, = 1,331 - 108. Ubertrigt der Anleger den nicht verbrauch-
ten Teil seines Vermogens zum herrschenden Marktzins und steigt der Marktzins von 10 auf
15%, so lautet der optimale Entnahmeplan e; = 11 500 und e, = 13 225. Sinkt der Marktzins
von 10% auf 5%, so lautet der optimale Entnahmeplan e¢; =10 500 und e, = 11025. Der
Anleger ibernimmt bei dieser Finanzpolitik also das Risiko einer Marktzinssenkung und die
Chance einer Marktzinserh6hung.

Will der Anleger keine Zinsinderungsrisiken tibernehmen, dann kann er bei einem Marktzins
von 10% beispielsweise in t =0 fir z =20 000 ein Wertpapier (bzw. ein Wertpapierporte-
feuille) mit der Zahlungsreihe

t | 0 1 2 3
Y, l 5 000 5500 6 050 6 655
erwerben?3,

Die durchschnittliche Bindungsdauer seines Portefeuilles betrigt Dy; = 1,5, die Varianz der
Einzahlungen Vi = 1,25, so daB (24) erfillt ist. Steigt nun oder fillt der Marktzins unmittel-
bar nach dem Ankauf der Diskontpapiere um 5%, so berechnet man als Barwerte der Vermo-
gensanlagen die in der Tabelle 1 angegebenen Werte.

22 Im Falle der Nutzenfunktion (8) berechnet man fiir den optimalen Entnahmeplan eine vom Markt-
zins unabhingige Varianz der Entnahmen von Ve =T(2T+1)/6.

23 Ob der Anleger diese Papiere erwerben kann, ist eine Frage der Kapitalmarktverhiltnisse. Die aus
der Formulierung der Duration-Strategie gewonnenen Bedingungen sagen nichts dariiber aus, ob
sich bestimmte Zahlungscharakteristika am Kapitalmarkt empirisch nachweisen lassen.
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Tabelle 1

Y( Yt Yl
t Y,
1,15 1,10t 1,05
0 5000 5000 5000 5000
1 5500 4782,6 5000 5238,1
2 6 050 4574,7 5000 5487,5
3 6 655 4375,8 5000 5748,8
W 18 733,0 20 000 214745

Bei einer Zinssteigerung um 5% lautet der optimale Entnahmeplan ¢, =10771,5 und
c; =12 387,2, so dal} der Anlegernutzen mit 1,334 - 108 iiber dem urspringlich berechneten
liegt. Bei einer Zinssenkung um 5% lautet der optimale Entnahmeplan ¢, = 11 274,1 und
c; =11837,8, und auch der Nutzen dieser Entnahmekombination liegt mit 1,335 - 108 {ber
dem fiir den Marktzins von 10% berechneten, der mit 1,331 - 108 angegeben wurde.

4. Anwendungsbereiche der Immunisierungsstrategie

Die vorgeschlagene Strategie des Aufbaus von Wertpapierportefeuilles aus Glaubigerpapie-
ren zur Eliminierung von Zinsinderungsrisiken bietet einen breiten Ficher von Anwen-
dungsmoglichkeiten, von denen einige hier angedeutet werden konnen.

(1) Im vorgetragenen Beispiel wurde zur Verdeutlichung des Rechenganges nur ein einziges
Wertpapier berlicksichtigt. Da ein solches Wertpapier méglicherweise am Kapitalmarkt nicht
verfiigbar ist, muf3 man bei der praktischen Portefeuilleplanung von Zahlungscharakteristi-
ken ausgehen, die sich beim Ankauf marktgingiger Titel auch tatsichlich realisieren lassen.
Im allgemeinen ist das problemlos, und zwar dann, wenn es einen Titel am Kapitalmarkt gibt,
dessen durchschnittliche Restbindungsdauer groBer ist als die durchschnittliche Entnahme-
periode des Anlegers. Durch eine Kombination dieses Titels mit einer Anlage ohne Zinsbin-
dungsfrist (also einer Bindungsdauer von Null) 1Bt sich dann stets ein Portefeuille mit jeder
Bindungsdauer konstruieren, die kleiner ist als die Restbindungsdauer des verfiigbaren
Wertpapiers.

Ubersteigt die sich aus dem optimalen Entnahmeplan ergebende durchschnittliche Entnah-
meperiode die groBtmogliche am Kapitalmarkt erreichbare durchschnittliche Restbindungs-
dauer eines Wertpapiers?, so ist der Anleger durch Aufnahme eines laufenden, an den Markt-
zins gebundenen Kredits, den er zusitzlich zu seinem verfiigbaren Zahlungsmittelbestand in
das Wertpapier investiert, in der Lage, eine hohere durchschnittliche Bindungsdauer seines
Portefeuillevermogens zu erreichen?.

24 Als ausgesprochenen ,Langliufer* kann man die ewige Rente heranziehen, deren durchschnittliche
Bindungsdauer bei pari-Notierung Dg = (1+1)/r betrigt. Bei einem Marktzins von 6% ergibt das
iber 17 Jahre, bei einem Marktzins von 10% aber nur noch 11 Jahre.

25 Man kann den Verschuldungsvorgang auch dadurch charakterisieren, daB der Anleger seine durch-
schnittliche Entnahmeperiode verringert. Ist azy der vom Anleger aufgenommene Kreditbetrag,
dann erfolgt eine Zinsinderungsimmunisierung, wenn

1
Dg =
14a

D erfiillt ist.
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(2) Die Nutzenfunktion des Anlegers 1it sich variieren. Beispielsweise konnen spitere
Konsumentnahmen geringer bewertet werden als frithere. Die durchschnittliche Entnahme-
periode des optimalen Konsumplans verringert sich dann und bleibt im Gegensatz zur
Nutzenfunktion (8) auch fiir T — 00 beschrinkt. Auf eine relativ einfache und anschauliche
Losung fiihrt insbesondere die Nutzenfunktion

U=cycd czhz . cT"T,
die fir b= (1+1)! einen im Zeitablauf konstanten Entnahmebetrag als Lésung ergibt26.
Wie die Nutzenfunktion laBt sich auch die Budgetrestriktion variieren und insbesondere um
in Zukunft verfiigbare exogen gegebene Betrige (Gehilter, Einzahlungsiiberschiisse aus
nicht marktzinsabhingigen Sachinvestitionen) erginzen. Die Entwicklung der Immunisie-
rungsstrategie bei einem Vermogen, das nicht ausschlieBlich in einer Anfangsausstattung mit
Zahlungsmitteln besteht, wirft keine prinzipiellen Probleme, im Einzelfall aber rechnerische
Schwierigkeiten auf.
(3) Es wurde weiter oben bereits darauf hingewiesen, daB3 auch der empirisch zu beobach-
tende Normalfall einer nicht flachen Zinsertragskurve in beschrinktem MaB, nidmlich bei
einer gleichmiBigen Zinsniveauinderung, behandelt werden kann. Mit dem hier vorgetrage-
nen Ansatz unvereinbar ist dagegen die Annahme, das Risiko aus einer Wertpapieranlage sei
nicht auf das Zinsinderungsrisiko beschrinkt, sondern beinhalte zumindest auch das Risiko,
daBl Zins- oder Tilgungszahlungen nicht pinktlich oder gar nicht geleistet werden. Bestehen
explizite Erwartungen iiber die eingehenden Zins- oder Tilgungszahlungen, dann ist wie bei
expliziten Erwartungen tber mogliche Marktzinsinderungen eine optimale Strategie mit
Hilfe einer flexiblen Planung zu bestimmen. Es bleibt abzuwarten, ob die durchschnittliche
Bindungsdauer fiir einen solchen Planungsansatz eine Interpretationshilfe ermoglicht.
(4) Modellinhirent liBt sich gegen den vorgetragenen Losungsansatz vorbringen, daf3
unerwartete, nicht antizipierte Marktzinsinderungen nicht nur unmittelbar nach Titigung
der Finanzinvestitionen erfolgen kénnen. Es geht tiber den Rahmen dieses Beitrags hinaus zu
zeigen, daB sich a) Strategien entwickeln lassen, die eine Verinderung des Marktzinses zu
einem beliebigen bestimmten Termin zulassen, und b) differenzierte Strategien angeben
lassen, die auch eine mehrmalige Verinderung des Marktzinses beriicksichtigen.
Zumindest bei einem fiir alle Anlagezeitriume identischen Marktzinsfufl lilt sich stets ein
MaBstab fiir die durchschnittliche Bindungsdauer entwickeln, der sich bei der Bildung eines
Portefeuilles heranziehen lidBt, das den Entnahmenutzen gegen Zinsinderungen immunisiert.
Nicht entwickeln 4Bt sich ein solcher MaBstab dagegen in allen Fillen, in denen die (unbe-
kannte) Marktzinsinderung zu einem unbekannten Termin beziehungsweise mehrmals zu
unbekannten Terminen erfolgen kann. In diesem realistischeren Fall, in dem auch iber den
Termin moglicher Marktzinsinderungen keine Kenntnis besteht, kann nur versucht werden,
die Zinsbindungsfristen der Finanzanlagen so zu wihlen, daf8 in jeder Teilperiode die aus der
Zinsbindung freiwerdenden Mittel gerade die geplanten Entnahmen decken (Kongruenz der
Zinsbindungsfristen). Der optimale Entnahmeplan 1Bt sich dann unabhingig von mégli-
chen Anderungen des Marktzinses realisieren und der Entnahmenutzen bleibt von Markt-
zinsinderungen unberiihrt.

26 Die durchschnittliche - Entnahmedauer der Nutzenfunktion U =001 - c,02- . . - cplt
T T
mit X a,=1betrigtDg= X ta, und kann fiir den Fall der eben erwihnten wie dem
t=0 t=0

Fall der Nutzenfunktion (8) spezifiziert werden.

zfbf 33 (1/1981) 35



