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∗
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†

❆❜str❛❝t

❈♦♠♠♦♥ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s s✉❣❣❡st t❤❛t ✇❡❧❢❛r❡ st❛t❡s ✇✐❧❧ ✉♥✲

❞❡r❝✉t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✬s t❛① r❛t❡ t♦ ❛ttr❛❝t t❛①♣❛②❡rs ❛♥❞ ❦❡❡♣ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✲

✐❡♥ts ❛t ❜❛②✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ③❡r♦✲t❛①❛t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢

♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦sts ♦r ♦t❤❡r ❜❛rr✐❡rs t♦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ t✇♦✲

❝♦✉♥tr② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ♠♦❜✐❧❡ ❛❧tr✉✐st✐❝ t❛①♣❛②❡rs ❛♥❞ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✇❡❧❢❛r❡

r❡❝✐♣✐❡♥ts✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ♠♦t✐✈❛t❡❞

❜② ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ❛❧tr✉✐s♠✱ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ✉♥✐q✉❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣②

◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ t❛①❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ ❣✐✈❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧②

str♦♥❣ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts✱ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡s s✉♣♣♦rt ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥✐q✉❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡✇❡r ♣♦♦r ❛ttr❛❝ts ♠♦r❡ t❛①♣❛②❡rs ❛♥❞ s❡ts ❤✐❣❤❡r

t❛①❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t r✐❝❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ♠❛② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❍✼✸✱ ❉✻✹✱ ❍✷✵

❑❡②✇♦r❞s✿ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥❀ ✇❡❧❢❛r❡ st❛t❡❀ ❛❧tr✉✐s♠

∗■ ❛♠ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❜② ▼❛t③ ❉❛❤❧❜❡r❣✱ ❆♥❞r❡❛s ❍❛✉✲
✢❡r✱ P❡t❡r❤❛♥s ❍❡♥❞❡❧✱ ❙❡❜❛st✐❛♥ ❏❛✉❝❤✱ P❛♥✉ P♦✉t✈❛❛r❛✱ ❑❧❛✉s ❙❝❤♠✐❞t✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❚r❛①❧❡r
❛♥❞ ❙✐❧❦❡ Ü❜❡❧♠❡ss❡r✳ ■ ❛♠ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♦❢ t❤❡ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s s❡♠✐♥❛r
❛t t❤❡ ▲▼❯ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡ ❉❡✉ts❝❤❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s✲
❣❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t t❤r♦✉❣❤ ●❘❑ ✽✵✶ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳

†▼✉♥✐❝❤ ●r❛❞✉❛t❡ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ▲✉❞✇✐❣✲▼❛①✐♠✐❧✐❛♥s✲❯♥✐✈❡rs✐tät ▼✉♥✐❝❤✱
❑❛✉❧❜❛❝❤str✳ ✹✺✱ ❉✲✽✵✺✸✾ ▼✉♥✐❝❤✳ P❤♦♥❡✿ ✰✹✾ ✶✼✶ ✺✸✷✽✹✺✼✳
❊♠❛✐❧✿ ❯❧r✐❝❤✳❍❡♥❞❡❧❅❧r③✳✉♥✐✲♠✉❡♥❝❤❡♥✳❞❡



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼♦st t❛①❛t✐♦♥✱ ❜❡ ✐t ✐♥❝♦♠❡ t❛①✱ ♣r♦♣❡rt② t❛①✱ ❝♦♠♣✉❧s♦r② ❤❡❛❧t❤ ♦r ✉♥❡♠✲

♣❧♦②♠❡♥t ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ✇❡❛❧t❤ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❛①♣❛②❡rs ✐♥ t❤❡

❤✐❣❤❡r ✐♥❝♦♠❡ ❜r❛❝❦❡ts t♦ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❧♦✇ ♦r ♥♦ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❛① ❝♦♠✲

♣❡t✐t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❣✉❡s t❤❛t r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝♦♠♣❡t❡ ❢♦r ❛ ♠♦❜✐❧❡ t❛①

❜❛s❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✲❛✈❡rs❡ t❛①♣❛②❡rs ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡str✉❝t✐✈❡

❘❛❝❡ t♦ t❤❡ ❇♦tt♦♠ ✐♥ t❛①❡s✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❛①✲✜♥❛♥❝❡❞

♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ tr❛♥s❢❡rs ❛❧❧ ❜✉t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳✶ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s r❛t❤❡r ♠✐①❡❞✳✷

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✇❤❛t t❤❡ ❘❛❝❡ t♦ t❤❡ ❇♦tt♦♠ t❤❡♦r② s✉❣❣❡sts✱ s♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s

✇✐t❤ ❤✐❣❤ t❛① r❛t❡s s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❛♣♣❡❛❧ ❢♦r t❛①♣❛②✐♥❣ ♠✐❣r❛♥ts✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ ❢r♦♠ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❤✐❣❤❧② q✉❛❧✐✜❡❞ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡

✶✮✳ ◆♦r✇❛② ✇✐t❤ ❛ t❛① ✇❡❞❣❡ ♦❢ ✹✸✗✪✱ ❙✇❡❞❡♥ ✇✐t❤ ✺✵✳✾✗✪ ❛♥❞ ❇❡❧❣✐✉♠ ✇✐t❤

✻✵✳✺✗✪ ✭❖❊❈❉✱ ✷✵✶✵✮ ❢♦r ❤✐❣❤✲❡❛r♥✐♥❣ s✐♥❣❧❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s✉st❛✐♥

t❛① r❛t❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❖❊❈❉ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✹✶✳✶✗✪ ❛♥❞ ❛r❡ st✐❧❧ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ❊✉r♦✲

♣❡❛♥ ♠✐❣r❛♥ts✳✸ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆♦r✇❛② ❧♦✇ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t

r❛t❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♥❡t ✐♥❝♦♠❡s ❛r❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥❡t ✐♥✢✉① ♦❢ ✹✵✱✵✵✵

♠✐❣r❛♥ts ✐♥ ✷✵✵✾ ✭❙t❛t✐st✐❝s ◆♦r✇❛②✱ ✷✵✵✾✮✳ ❇✉t ❙✇❡❞❡♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❇❡❧✲

❣✐✉♠ ❞✐❞ ♥♦t ❞✐s♣❧❛② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♥❡t ✐♥❝♦♠❡s ❜❡t✇❡❡♥

✷✵✵✺ ❛♥❞ ✷✵✵✾ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ ❉❡♥♠❛r❦ ❛♥❞

t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ♥❡t ✇❛❣❡s ❛♥❞ ❧♦✇

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✮ ❧♦st ❤✐❣❤❧② q✉❛❧✐✜❡❞ t❛①♣❛②❡rs ❜❡t✇❡❡♥

✷✵✵✺ ❛♥❞ ✷✵✵✾✱ ●❡r♠❛♥②✱ ❛ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ ❤✐❣❤ t❛①❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥

❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❤❛❞ ❛ ♥❡t ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ③❡r♦✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢

●❡r♠❛♥②✱ ❙✇❡❞❡♥ ❛♥❞ ❇❡❧❣✐✉♠ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤ ♣✉❜❧✐❝❧② ♠❛♥❞❛t❡❞ s♦❝✐❛❧ ❡①♣❡♥❞✐✲

t✉r❡ ❛s ❛ s❤❛r❡ ♦❢ ●❉P✳ ❚❤✉s✱ ❤✐❣❤ t❛①❡s ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r♦✉s ✇❡❧❢❛r❡

tr❛♥s❢❡rs ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛ ❞❡t❡rr❡♥❝❡ ❢♦r ♠❛♥② ♠✐❣r❛♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛t ♦❞❞s

✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❛①♣❛②❡rs ❛✐♠ t♦ ♣❛② ❛s ❧✐tt❧❡ t❛①❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠❛①✐♠✐③❡

❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♠✐❣r❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❢✉❧❧ ❘❛❝❡ t♦ t❤❡ ❇♦tt♦♠ ✐♥ t❛①❡s ❞♦❡s

✶❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s ✜s❝❛❧ r❡str❛✐♥t ❛♥❞
❡✣❝✐❡♥❝② ❣❛✐♥s✳ ❋♦r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇✱ s❡❡ ❲✐❧s♦♥ ✭✶✾✾✾✮✳

✷❆♠♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ❘❛❝❡ t♦ t❤❡ ❇♦tt♦♠ ❛r❡ ❇r✉❡❝❦♥❡r ✭✷✵✵✵✮✱ ❉❛❤❧❜❡r❣ ❛♥❞
❊❞♠❛r❦ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❑❧❡✈❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❖t❤❡r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
♣r❡✈❛✐❧ ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ❜② ❱♦❧❞❡♥ ✭✷✵✵✷✮✱ ❇❛❦✐❥❛ ❛♥❞ ❙❧❡♠r♦❞ ✭✷✵✵✹✮ ❛♥❞ ✈❛♥ ❉❛❧❡♥ ❛♥❞ ❍❡♥❦❡♥s
✭✷✵✵✼✮✳

✸❚❤❡ ❖❊❈❉ ❞❡✜♥❡s t❤❡ t❛① ✇❡❞❣❡ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝♦♠❡ t❛①✱ ❡♠♣❧♦②❡r ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❡
s♦❝✐❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠✐♥✉s ❝❛s❤ tr❛♥s❢❡rs t♦ ❧❛❜♦✉r ❝♦sts✳ ❚❤❡ t❛① ✇❡❞❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉❧s♦r② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ♣r✐✈❛t❡❧② ♠❛♥❛❣❡❞ ♣❡♥s✐♦♥ ❢✉♥❞s ♦r ✐♥s✉r❛♥❝❡s✳

✶



♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ♣♦♦r ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts

❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠♦❜✐❧❡ ❛❧tr✉✐st✐❝ t❛①♣❛②❡rs ✇❤♦ ❝❛♥♥♦t ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡

t❛① ❧❡✈❡❧s✳ ■ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✿ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❲❡✐❝❤❡♥r✐❡❞❡r

❛♥❞ ❇✉s❝❤ ✭✷✵✵✼✮✱ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❋❡❤r ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t ✭✶✾✾✾✮✱

❛♥❞ ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ❛s ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❜② ❆♥❞r❡♦♥✐ ✭✶✾✾✵✮✳ ❇♦t❤ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞

✇❛r♠ ❣❧♦✇ ❤❛✈❡ s♦ ❢❛r ♥♦t ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❛①❛t✐♦♥✳

■❢ ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛♥❞ ❛❧tr✉✐st✐❝ s❡♥t✐♠❡♥ts ❛r❡ s✉✣✲

❝✐❡♥t❧② str♦♥❣✱ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❊ ❡①✐sts ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❛①❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦♦r✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ st❛❜❧❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❊ ✇✐t❤ ♣✉r❡

❛❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ s✉❣❣❡sts t❤❛t r✐❝❤

❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r t❛①♣❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s

♣❛♣❡r ✐s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❛ ❢❛❝t♦r ♦t❤❡r t❤❛♥ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦sts✱ ♥❛♠❡❧② ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❡❧♣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❤✐❣❤ t❛①✱ ❤✐❣❤ ✇❡❧❢❛r❡ ❜❡♥❡✜t ❝♦✉♥tr✐❡s

s✉❝❤ ❛s ●❡r♠❛♥② ❞♦ ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✢✐❣❤t ♦❢ t❤❡✐r t❛①♣❛②❡rs✳

❚❤❡ ✜rst ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ t❛① ❡r♦s✐♦♥ ✐ss✉❡ ✇❡r❡ ♠❛✐♥❧②

❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❢❡❞❡r❛t✐♦♥s✳✹ ❊✉r♦♣❡❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡♥

s♣❛r❦❡❞ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❛①❡s ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ st❛t❡s t♦ ❛ tr❛♥s✲♥❛t✐♦♥❛❧

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❢r❡❡ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ❛❝❝❡ss✳✺ ❋♦r ❛ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ ❢❛❝t♦r ♠♦❜✐❧✐t② ♦♥ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s❡❡ ❈r❡♠❡r ❛♥❞ P❡st✐❡❛✉ ✭✷✵✵✹✮✳

❉✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❲❡✐❝❤❡♥r✐❡❞❡r ❛♥❞ ❇✉s❝❤

✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡② ♣r❡s❡♥t ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ③❡r♦ t❛①❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ ❛

❢❡❞❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠♦❜✐❧❡✱ ♥♦♥✲❛❧tr✉✐st✐❝ t❛①♣❛②❡rs ❛♥❞ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ♣♦♦r

✇❤♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s t❛①♣❛②❡rs ✇✐t❤ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

✇❤♦ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡ t❛① r❛t❡s✱ ❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠♦❜✐❧❡ ♣♦♦r✳ ❆❧tr✉✐s♠ ✐s

♠♦❞❡❧❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦♦r ♣❡r✲

s♦♥ ❡♥t❡rs t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛①♣❛②❡rs✳ ■♠♣♦s✐♥❣ ❢✉rt❤❡r r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥

t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣♦♦r ❛♥❞ r✐❝❤ ❝✐t✐③❡♥s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡❞✐❝t ❛ ❢✉❧❧ ❘❛❝❡ t♦

t❤❡ ❇♦tt♦♠ ✐♥ t❛①❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✉❝❤ ❛s ✏❞❡❧❛②❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✑

✹❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❢r♦♠ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ♣♦ss✐❜❧❡ t❛① ❛♥❞
tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡s❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ t❛①
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ P❛✉❧② ✭✶✾✼✸✮✱ ❲✐❧❞❛s✐♥ ✭✶✾✾✶✮✱ ❈r❛♥❡ ✭✶✾✾✷✮ ❛♥❞ ▼❛♥s♦♦r✐❛♥
❛♥❞ ▼②❡rs ✭✶✾✾✸✮✳ ■♥ ❛ ✇♦r❧❞ ✇✐t❤♦✉t ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦sts✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
③❡r♦ t❛①❛t✐♦♥✳

✺❙❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❈r❡♠❡r ❛♥❞ P❡st✐❡❛✉ ✭✶✾✾✽✮✱ ❘❛③✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ❙✐♥♥ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❊❣❣❡r
❛♥❞ ❘❛❞✉❧❡s❝✉ ✭✷✵✵✾✮✳

✷



✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♠♦❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳✻ ❲❡✐❝❤❡♥r✐❡❞❡r ❛♥❞ ❇✉s❝❤ ✭✷✵✵✼✮ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✲

s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❛①♣❛②❡rs ❛r❡ ♠♦❜✐❧❡✱ ❛❧tr✉✐st✐❝ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡✐r ❛❧tr✉✐st✐❝ s❡♥t✐♠❡♥t ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts ❛r❡

✐♠♠♦❜✐❧❡✳ ❇✉t t❤✐s s❡tt✐♥❣ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❝❤ ♥♦✇ ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦♦r✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r t❛①♣❛②❡rs ✐♥ t❤❡✐r ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❧t❡r❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱

❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳

■ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛ ❢✉❧❧ ❘❛❝❡ t♦

t❤❡ ❇♦tt♦♠ ✇✐t❤ ❛ ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

✏❞❡❧❛②❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✑ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✐♥tr♦❞✉❝❡s ❡♥♦✉❣❤ ✏st✐❝❦✐♥❡ss✑ ✐♥t♦ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♥♦♥✲③❡r♦

t❛①❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐♠♠♦❜✐❧❡ ♣♦♦r ❛❧❧♦✇s ❢♦r st❛❜❧❡ ◆❊ ✇✐t❤ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❛①♣❛②❡rs✬ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s

❛❧s♦ ❝r✉❝✐❛❧✳

❙❡✈❡r❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛❧tr✉✐s♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉t ❢♦rt❤ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ st❛t❡ ❝❛♥ s✉r✈✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

t❛①♣❛②❡r ♠♦❜✐❧✐t②✳

❋✐rst✱ ✇❡❧❢❛r❡ tr❛♥s❢❡rs ❛❝t ❛s ❛♥ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❧♦ss ♦❢ ♦♥❡✬s

❡❛r♥✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② t❤r♦✉❣❤✱ s❛②✱ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ r❡❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦✈❡r r✐s❦s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♠❛r❦❡t ❡①✐sts ✭❙✐♥♥✱ ✶✾✾✻✮✳

❇✉t ✇❡❛❧t❤② t❛①♣❛②❡rs ✇✐t❤ s❛❢❡ ❥♦❜s s❤♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ♥♦t t♦ ✐♥s✉r❡ ❛t ❛❧❧ ♦r t♦

✐♥s✉r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ♣r✐✈❛t❡❧② t♦ ❦❡❡♣ ♦✉t t❤❡ ✏❜❛❞ r✐s❦s✑ ❛s t❤❡② ❡♥❞ ✉♣ ❜❡✐♥❣ ♥❡t

❝♦♥tr✐❜✉t♦rs ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡ s❝❤❡♠❡s✳

❙❡❝♦♥❞✱ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❛s ❛ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②

♦❢ t❛①❛t✐♦♥✿ ❈✐t✐③❡♥s ❝❛♥ ❜❡ t❛①❡❞ s✐♠♣❧② ❜❡❝❛✉s❡ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡

❝♦st❧② ✭✐♥ ♠♦♥❡t❛r② ♦r ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ t❡r♠s✮ ❢♦r t❤❡♠ t❤❛♥ ♣❛②✐♥❣ t❤❡✐r t❛①❡s

✭▼❛♥s♦♦r✐❛♥ ❛♥❞ ▼②❡rs✱ ✶✾✾✸✮✳ ❇✉t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♠✉❧t✐❧✐♥❣✉❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱

❢❛st ❛♥❞ ❝❤❡❛♣ ♠❡❛♥s ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ✐♥t❡r♥❡t✱

t❤❡s❡ ❝♦sts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛❧❧✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ②♦✉♥❣ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❡❞✉❝❛t❡❞ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧s

✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ♠✐❣r❛t❡✳✼

✻✏❉❡❧❛②❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✑ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ t❛①♣❛②❡r ❤❛s t♦ ♣❛② t❤❡ t❛① r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❤❡
✇❛s ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ ❛t t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❤❡ ♠✐❣r❛t❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❛① r❛t❡s ❛r❡
❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞ ❜❡❢♦r❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ■♥ ❛ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s✱ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦
♣r❡✈❡♥t ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ③❡r♦ t❛①❛t✐♦♥✳

✼❊✳❣✳✱ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✷✵✵✾✮ ✜♥❞s ❛ ❤✐❣❤ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♠✐❣r❛t❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤✐s ❣r♦✉♣✳

✸



❚❤✐r❞✱ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s❝✐❡♥t✐sts ❤❛✈❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♠✐❣❤t ♥♦t t❛❦❡

♣❧❛❝❡ ❞✉❡ t♦ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞ tr❛♥s♥❛t✐♦♥❛❧ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❇❛s✐♥❣❡r ❛♥❞

❍❛❧❧❡r❜❡r❣✱ ✷✵✵✹❀ ●✐❧❛r❞✐ ❛♥❞ ❲❛ss❡r❢❛❧❧❡♥✱ ✷✵✶✵✮✿ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♠❛✲

❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝t♦r❛t❡ ❝♦✉❧❞ ♦♣♣♦s❡ ❧♦✇❡r✐♥❣ t❛① r❛t❡s ❧❡✈✐❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❝❤ ❞✉❡

t♦ ✐❞❡♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ❡✈❡♥ ✐❢✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ▲❛✛❡r ❝✉r✈❡ ❡✛❡❝t✱ t❤✐s

✇❡r❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ♠✐❣❤t ❛❞❤❡r❡

t♦ ✐♥❢♦r♠❛❧✱ ♥♦♥✲❡♥❢♦r❝❡❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❞❡✈✐✲

❛t❡ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧②✱ s♦ t❤❡ Pr✐s♦♥❡r✬s ❉✐❧❡♠♠❛ ♦❢ t❤❡ ❘❛❝❡ t♦ t❤❡ ❇♦tt♦♠ ✐s s♦❧✈❡❞

❜② s✐♠♣❧② ❛❣r❡❡✐♥❣ t♦ ♣❧❛② t❤❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ str❛t❡❣②✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

✈✐♦❧❛t❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝♦♠♠♦♥❧② ♠❛❞❡ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡

❞❡❜❛t❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝♦r✲

♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ ✇✐t❤

♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✷ ❈♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠

❚❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❤✉♠❛♥s ❛r❡ ♥♦t ❣✉✐❞❡❞ ♣✉r❡❧② ❜② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❜✉t

❜② ❛ ❞✐✈✐♥❡❧② ❝♦♠♠❛♥❞❡❞✱ ✐♥♥❛t❡ ♦r ❛❝q✉✐r❡❞ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r t❤❡✐r ❢❡❧❧♦✇ ♠❛♥ ❤❛s

❜❡❡♥ ❛r♦✉♥❞ ❢♦r ♠✐❧❧❡♥♥✐❛✳✽ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛♥ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❡st❡❞✱ ❝♦❧❞❧②

❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❤♦♠♦ ♦❡❝♦♥♦♠✐❝✉s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

t♦ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠✳

❆ ✜rst ❝♦♥❝❡♣t ✐s ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠

✐♥ ❲✐❧❞❛s✐♥ ✭✶✾✾✶✮ ❛♥❞ ❲❡✐❝❤❡♥r✐❡❞❡r ❛♥❞ ❇✉s❝❤ ✭✷✵✵✼✮ ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤✐s

♥♦t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❛①♣❛②❡rs r❡❝❡✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ t❛①✲✜♥❛♥❝❡❞

✇❡❧❢❛r❡ ❜❡♥❡✜t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦♦r ♣❡rs♦♥ ✐♥ t❤❡✐r ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡s✳ ❚❤✐s

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❣❡♥✉✐♥❡❧② ✏❣♦♦❞✑ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❢❡❡❧ ❡♠♣❛t❤② ❢♦r t❤❡

❧♦t ♦❢ ♦t❤❡rs✳✾ ❖r t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❥✉st ❛s ✇❡❧❧ ❜❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♣✉r❡❧② ❡❣♦✐st✐❝ r❡❛✲

s♦♥s✿ ❍❛✈✐♥❣ ❜❡❣❣❛rs ♦✛ t❤❡ str❡❡ts✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ♣♦✈❡rt②✲r❡❧❛t❡❞ ❝r✐♠❡ ♦r✱ ❣❡♥❡r❛❧❧②

s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✏❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss❡s q✉✐❡t✑ ❛r❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛

✽❈❤❛r✐t② ✐s ❞❡♠❛♥❞❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❖❧❞ ❛♥❞ ◆❡✇ ❚❡st❛♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ◗✉✬r❛♥✳ ❚❤❡ ❝❛✉s❡s
❛♥❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝❤❛r✐t② ❛r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐♥ ❚❤♦♠❛s ❆q✉✐♥❛s✬ ✏❙✉♠♠❛ ❚❤❡♦❧♦❣✐❛❡✑ ✭◆❡②✱
✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ ■♠♠❛♥✉❡❧ ❑❛♥t ✭✶✼✽✺✮ ❞❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞✉t② ♦❢ ❝❤❛r✐t② ❢r♦♠ ❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧
✐♠♣❡r❛t✐✈❡✳

✾■♥ ●❡r♠❛♥②✱ ✇❡❛❧t❤② t❛①♣❛②❡rs ❧✐❦❡ ❉✐❡t♠❛r ❍♦♣♣ ✭♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞❡rs ♦❢ ❙❆P✮ ❛♥❞ ❛
❝❧✉❜ ♦❢ ✺✵ ♠✐❧❧✐♦♥❛✐r❡s ❤❛✈❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❤✐❣❤❡r ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❝✉ts
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐r❡ ✜s❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✭❍❛♠❜✉r❣❡r ❆❜❡♥❞❜❧❛tt✱ ✷✵✶✵❀ ❩❉❋✐♥❢♦❦❛♥❛❧✱
✷✵✶✵✮✳

✹



♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✐♥❝♦♠❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞✴♦r ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❛ r✐❝❤ t❛①♣❛②❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ♦❢

t❤❡ ♣♦♦r ❛s ❤❡ ♠✐❣❤t ♥❡❡❞ ❡❞✉❝❛t❡❞ ✇♦r❦❡rs ❢♦r ❤✐s ❢❛❝t♦r✐❡s✱ ❛s ❛ss✐st❛♥ts✱ ❡t❝✳

■♥❝♦♠❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡ ♣♦♦r✬s ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r

t❛①♣❛②❡rs ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧✐✈✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦♦r

♣❡r s❡✳✶✵

❇✉t ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦♥❡✬s ♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

✐♥ ❧❛r❣❡ s♦❝✐❡t✐❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❢r❡❡✲r✐❞✐♥❣ ✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣✉❜❧✐❝

❣♦♦❞s✳✶✶ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥

♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ❜❡♥❡✜ts✱ ❛♥❞ t❤✉s ❡❛❝❤ t❛①♣❛②❡r ✇♦✉❧❞ st❛t❡ ③❡r♦ ❛s ❤✐s ♦✇♥ ♣r❡❢❡rr❡❞

t❛① r❛t❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♥♦t❡❞✱

❛❧❜❡✐t ♥♦t ✐♥ ✐ts ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❜② t❤❡ ●❡r♠❛♥ ♠♦r❛❧ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡r ❏✳●✳

❋✐❝❤t❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✽t❤ ❛♥❞ ❡❛r❧② ✶✾t❤ ❝❡♥t✉r②✳ ❋✐❝❤t❡ st❛t❡❞ t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ♣❡rs♦♥

✇❛♥ts ❣♦♦❞ ❛❝ts t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛r❡ ❜② ✇❤♦♠ t❤❡② ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

✭♥♦ ②❡❛r✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤✐s s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣✉r❡❧②

❛❧tr✉✐st✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ❜② P❛❧❢r❡② ❛♥❞ Pr✐s❜r❡② ✭✶✾✾✼✮ ✇❤♦ ❢❛✐❧ t♦ ✜♥❞ ♣✉r❡❧②

❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♥t❛r② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❝♦♠❡ ✉♣ ✐♥ r❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤

❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❜❡❤✐♥❞ ✐♥❝♦♠❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥❝❡r♥

❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ♦t❤❡rs✱ ❜✉t ✇♦rr✐❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡✬s ♦✇♥

✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ♦t❤❡rs ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✈♦❧✉♥t❛r② ❣✐✈✐♥❣✳ ❋❡❤r ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t

✭✶✾✾✾✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❇♦❧t♦♥ ❛♥❞ ❖❝❦❡♥❢❡❧s ✭✷✵✵✵✮ ✜♥❞ t❤❛t ❡q✉✐t② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥

❡①♣❧❛✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❡❧✜s❤

❜❡❤❛✈✐♦r t♦ ❢✉❧❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❞✐❝t❛t♦r ❣❛♠❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦

❢❛✐r♥❡ss ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❇♦❧t♦♥ ❛♥❞ ❖❝❦❡♥❢❡❧s✬ ✐❞❡❛ ♦❢ ✏❡q✉✐t② ❛♥❞

r❡❝✐♣r♦❝✐t②✑✱ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❡❣♦✐st✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ❛✈❡rs✐♦♥ t♦ ✐♥❡q✉✐t②

❛s ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❝❛s❡ ❛♣♣❧②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ t❤✐r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ❛❧tr✉✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ❛❧tr✉✲

✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❜② ❆♥❞r❡♦♥✐ ✭✶✾✾✵✮ ❛♥❞ t❡st❡❞✱ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs✱

❜② P❛❧❢r❡② ❛♥❞ Pr✐s❜r❡② ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ❈r✉♠♣❧❡r ❛♥❞ ●r♦ss♠❛♥ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ✇❛r♠ ❣❧♦✇ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❛❝t ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡s ✉t✐❧✐t② ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛s

❤❡ ♦r s❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ❣♦♦❞ ❢❡❡❧✐♥❣ ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❣❡♥❡r♦✉s✳ ◆❡✐t❤❡r t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢

t❤❡ ❞♦♥❛t✐♦♥ r❡❝✐♣✐❡♥t ♥♦r t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ✜♥❛♥❝❡❞ ❜② ❞♦♥❛t✐♦♥s

♠❛tt❡rs✱ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝t✱ ❛ ✏❝♦❧❞ ❝❤✐❧❧✑✱ ❛♥✲

✶✵❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆❧❡s✐♥❛ ❛♥❞ ●✐✉❧✐❛♥♦ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦✳
✶✶❋♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♣ s✐③❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ♣r♦✈✐s✐♦♥ s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ■s❛❛❝ ❛♥❞

❲❛❧❦❡r ✭✶✾✽✽✮✳

✺



❛❧②t✐❝❛❧❧② ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✈❡rt❡❞ s✐❣♥ ❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♣❛♥❣s

♦❢ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♥♦t ❛❞❤❡r✐♥❣ t♦ ❛ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠✱ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t r❡q✉❡st

♦❢ ❛ ❢✉♥❞ r❛✐s❡r ♦r s✐♠✐❧❛r ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞s ❢♦r ❝❤❛r✐t②✳

❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ tr✉❧② ✈♦❧✉♥t❛r②

❣✐✈✐♥❣✱ ❧✐❦❡ ❞♦♥❛t✐♦♥s t♦ ❝❤❛r✐t✐❡s✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ r❡❛s♦♥s ✇❤② ✐t ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡

r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❛①❛t✐♦♥✳ ❆

♠♦❜✐❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ t❛① r❛t❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥tr② ❛s ❣✐✈❡♥ ❜✉t

❝❛♥ ♠✐❣r❛t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝♦✉♥tr②✱ ❛♥❞ ❤❡r❡❜② ❝❤♦♦s❡ ❤✐s ♦r ❤❡r ♦✇♥ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ st❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✱

t❛①❡s ❜❡❝♦♠❡✱ ❛t ❧❡❛st t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❈✐✈✐❝

❞✉t②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♣❜r✐♥❣✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞

r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠✱ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ✐♥❞✉❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦

❢❡❡❧ ❛ ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ✭♦r ❛t ❧❡❛st ❛✈♦✐❞ ❛ ❝♦❧❞ ❝❤✐❧❧✮ ❜② ♣❛②✐♥❣ t❤❡✐r t❛①❡s ❛s t❤❡②

❛r❡ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡✐r ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s t♦✇❛r❞s s♦❝✐❡t②✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ✇❛r♠

❣❧♦✇ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❜❡✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏t❛① ♠♦r❛❧❡✑✳✶✷

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ❙❝❤❧✐❝❤t ✭✶✾✾✽✮ ❛r❣✉❡s ✇✐t❤ ❤✐s s❡❧❢✲❛ttr✐❜✉t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ♠❡r❡

❢❛❝t ♦❢ ❞♦✐♥❣ s♦♠❡t❤✐♥❣ ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ ♦♥❡ t♦ ❧✐❦❡ ✐t ❡✈❡♥ ✐❢ ❛♥♦t❤❡r s❛❧✐❡♥t r❡❛s♦♥✱

s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣✉❧s✐♦♥✱ ✐s ❛t ❤❛♥❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❛①♣❛②❡rs ♠✐❣❤t ❡✐t❤❡r tr② t♦ ❢✉❧✜❧❧ ❛♥

♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❜② ♣❛②✐♥❣ t❛①❡s ♦r s❛t✐s❢② ❛♥ ✏❛❝q✉✐r❡❞ t❛st❡✑ ❢♦r r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛❧tr✉✐s♠✱ ✐❢ ✐t ✐s ♦♥❧② s❡❧✜s❤♥❡ss ✐♥ ❞✐s❣✉✐s❡✱ s❤♦✉❧❞ ❡①t❡♥❞

t♦ t❤❡ r❡s✐❞❡♥ts ♦❢ ❛ ❝♦✉♥tr② t❤❡ ❛❧tr✉✐st✐❝ t❛①♣❛②❡r ❧✐✈❡s ✐♥✱ ♥♦t ❥✉st t♦ ♣♦♦r

♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❇✉t ❡✈❡♥ ✐❢ ❛❧tr✉✐s♠ st❡♠s ❢r♦♠ ✉♥s❡❧✜s❤ ♠♦t✐✈❡s✱

✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧tr✉✐st✐❝ ❢❡❡❧✐♥❣s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ✜rst ❛♥❞

❢♦r❡♠♦st t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣♦♦r ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡✱ ❝❧♦s❡✲❜② ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ ❧♦❝❛❧✱ r❡❣✐♦♥❛❧

♦r ♥❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✇s ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t

♠♦❜✐❧❡ t❛①♣❛②❡rs ❤❛✈❡ ❛❧tr✉✐st✐❝ s❡♥t✐♠❡♥ts t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣♦♦r ✐♥ t❤❡ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥

t❤❡② ❧✐✈❡ ✐♥✳

❍❛✈✐♥❣ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠ ♦♥ t❛①❛t✐♦♥✱ ■ ✇✐❧❧

♥♦✇ t✉r♥ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❛ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥

❢r❛♠❡✇♦r❦✳
✶✷✏❚❛① ♠♦r❛❧❡✑ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✏✐♥tr✐♥s✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ♣❛② t❛①❡s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦r❛❧

♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ t♦ ♣❛② t❛①❡s ❛s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ s♦❝✐❡t②✑ ✭❈✉♠♠✐♥❣s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥
●❡r♠❛♥②✱ ❛ t❛① ♠♦r❛❧❡ ❡✛❡❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ✇♦r❦ ❛s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ t❛① ❧♦❛❞ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♠②r✐❛❞s ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❧❛✐❞ ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ●❡r♠❛♥ t❛① ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧
♥♦r♠✱ s♦ ♣❛②✐♥❣ t❤❡ ✏♥♦r♠❛❧✑ ❛♠♦✉♥t ❛❧r❡❛❞② ❛♠♦✉♥ts t♦ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛❦✐♥ t♦ ✈♦❧✉♥t❛r② ❣✐✈✐♥❣
✭❝✳❢✳ ❉♦❡rr❡♥❜❡r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮

✻



✸ ❆ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❛r♠ ❣❧♦✇

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡

❛❧tr✉✐st✐❝ t❛①♣❛②❡rs✳ ■♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✈❛r②✐♥❣ ♠♦❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r

✏r✐❝❤✑ ❛♥❞ ✏♣♦♦r✑ ♣❡rs♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠✐❣r❛♥ts ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡str✐❝t❡❞

❢r♦♠ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ ✐t✳✶✸

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛✤✉❡♥t ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❡❞✉❝❛t❡❞ ♣❡rs♦♥s ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ♦♣t✐♦♥s ✇❤❡♥

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛❜r♦❛❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❊tt❡ ❛♥❞ ❙❛✉❡r ✭✷✵✶✵✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡

s❤❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② q✉❛❧✐✜❡❞ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❡♠✐❣r❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ●❡r♠❛♥② ✐s ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥✲

❛t❡❧② ❤✐❣❤✳ ■ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ✏r✐❝❤✑ ❛♥❞ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ✏♣♦♦r✑

t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♥❡✳

❋♦r ❛❧tr✉✐st✐❝ t❛①♣❛②❡rs✱ ✐♥❝♦♠❡ tr❛♥s❢❡rs ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞

✭❝✳❢✳ P❛✉❧②✱ ✶✾✼✸ ❛♥❞ ❖rr✱ ✶✾✼✻✮✱ s♦ t❤❡② ❣♦ ✏s❤♦♣♣✐♥❣✑ ✭❝✳❢✳ ❚✐❡❜♦✉t✱ ✶✾✺✻✮

❢♦r t❤❡✐r ♣r❡❢❡rr❡❞ r❛t❡ ♦❢ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡

t❤❛t ❛❧tr✉✐s♠ ❝❛♥ ❝❛❧❧ ❢♦r ✈❡r② ♣❡❝✉❧✐❛r ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✿ ❲✐t❤ ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ❛❧tr✉✐s♠✱

♦♥❧② t❤❡ ♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ✉t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝r❡❛t❡

✉t✐❧✐t② t❤r♦✉❣❤ t♦t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥✱

t❤❡ ♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✈✐❛ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✉t✐❧✐t②

❢r♦♠ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖♥❧② r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝

♣✉r❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ i ❛♥❞ j✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ tr❛♥s❢❡r t❤❡②

❝❛♥ ♦✛❡r t♦ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧✱ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ♣♦♦r ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❛① r❡✈❡♥✉❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ni ✐♥ ❝♦✉♥tr② i ❛♥❞ nj ✐♥ ❝♦✉♥tr② j✳ ●♦✈❡r♥✲

♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ r❡✈❡♥✉❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣✉r♣♦s❡s ❛s t❤❡✐r

r❡❡❧❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts✿ ■❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ✈♦t❡r ✐♥ ❛ ❝♦✉♥tr②

✐s ❛ ♣♦♦r ♣❡rs♦♥✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❝❛t❡r ❢♦r ❤✐s r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐❢

✐t ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ st❛②✐♥❣ ✐♥ ♦✣❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦♦r ✈♦t❡r ✐s ❡♥s✉r❡❞

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ♣♦♦r

✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ t❛①♣❛②❡rs✳ ❊✈❡♥

✐❢ ❛❧❧ t❛①♣❛②❡rs ✇❡r❡ t♦ ♠✐❣r❛t❡ t♦ ♦♥❡ ❝♦✉♥tr② t❤❡② ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ♦✉t♥✉♠❜❡r❡❞

❛♥❞ ♦✉t✈♦t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ✐♥ ❲❡✐❝❤❡♥r✐❡❞❡r

✶✸■♥ ●❡r♠❛♥②✱ ➓ ✷✸ ♣❛r❛✳ ✸ ❙♦③✐❛❧❣❡s❡t③❜✉❝❤ ✭❙♦❝✐❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❈♦❞❡✮ ❳■■ st❛t❡s t❤❛t ❢♦r❡✐❣♥✲
❡rs ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❢♦r t❤❡ s♦❧❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ❜❡♥❡✜ts ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞
❢r♦♠ s❛✐❞ ❜❡♥❡✜ts✳

✼



❛♥❞ ❇✉s❝❤ ✭✷✵✵✼✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧t t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡

✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐ts ♠❡❛♥✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈♦t❡r ✐s t❤✉s ❛

❜❡♥❡✜❝✐❛r② ♦❢ ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ s②st❡♠✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s❡❡♠s ❥✉st✐✜❛❜❧❡

✭❝✳❢✳ ▼❡❧t③❡r ❛♥❞ ❘✐❝❤❛r❞✱ ✶✾✽✶✮✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♦♥❧② ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r

✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts✳ ❇② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛①✲

♣❛②❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✐♠♣❧✐❝✐t❧②

❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ r✐❝❤✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ s❡t✉♣ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥ ❛✉t❛r❦②✱ ✐✳❡✳ ✐❢ t❛①♣❛②❡rs ✇❡r❡ ♥♦t ♠♦❜✐❧❡✱

❝♦✉♥tr✐❡s ✇♦✉❧❞ tr② t♦ ❢✉❧❧② ❡①♣r♦♣r✐❛t❡ t❛①♣❛②❡rs✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t ❢✉❧❧ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✱

♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❛①❛t✐♦♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞ ❜② ❜✉r❡❛✉❝r❛t✐❝

✐♥❡✣❝✐❡♥❝✐❡s s♦ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ t❛① r❛t❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s

✐♥❝♦♠❡ ✭❲❡✐❝❤❡♥r✐❡❞❡r ❛♥❞ ❇✉s❝❤✱ ✷✵✵✼✮✳ ❈♦✉♥tr✐❡s ✇✐❧❧ t❤✉s ♦♥❧② s✉✛❡r t❛①

r❡✈❡♥✉❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠♦❜✐❧❡ t❛①♣❛②❡rs ✐❢ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❞r✐✈❡s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

t❛① r❛t❡s ❜❡❧♦✇ t❤♦s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛✉t❛r❦②✳✶✹

❈♦✉♥tr✐❡s i ❛♥❞ j ❝♦❧❧❡❝t ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛① bi✱ bj ✇✐t❤ 0 ≤ bi, bj ≤ x ❢r♦♠ ❛

❝♦♥t✐♥✉✉♠ K ✇✐t❤ ♠❛ss ✶ ♦❢ ❝♦st❧❡ss❧② ♠♦❜✐❧❡ t❛①♣❛②❡rs ❡❛r♥✐♥❣ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧②

❣✐✈❡♥ ✐♥❝♦♠❡ x > 0 ✇❤♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠✱ t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❛t❡r✱

✐♥ t❤❡✐r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ✈♦t❡r ❛ ✇❡❧❢❛r❡

r❡❝✐♣✐❡♥t ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ni, nj > 1✳ ❚❛①♣❛②❡rs ❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡✐r ❛❧tr✉✐st✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②

✐♥✐t✐❛❧❧② ❤♦sts ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❛①♣❛②❡rs✱ ❛♥❞ t❤❛t t❛①♣❛②❡rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡

❛ ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♣r❡❢❡r ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡

❝♦✉♥tr② ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❤✐s ♦r ❤❡r ❛❧tr✉✐st✐❝ ❢❡❡❧✐♥❣✱ t❤❡

t❛① r❛t❡ ❛♥❞ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✐♠♠♦❜✐❧❡ ♣♦♦r ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✱ ❛ t❛①♣❛②❡r ❞❡❝✐❞❡s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t♦ st❛② ✐♥

❤✐s ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② ♦r ♠✐❣r❛t❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❛①♣❛②❡rs ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

t❤❡✐r ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡♠ t♦ ❛❧❧ s❡tt❧❡ ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ❝♦✉♥tr②✱ ❛♥❞ t❤❡② t❛❦❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛s ❣✐✈❡♥✳

❚❛①♣❛②❡r k ǫK ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

✶✹❆♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② s❤❡❞❞✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts ❛❧✇❛②s ♦✉t♥✉♠❜❡r t❛①♣❛②❡rs✳ ❇✉t t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♣♦s❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋✐rst✱
t❛①♣❛②❡rs ✇♦✉❧❞ ❛❧❧ ✇❛♥t t♦ s❡tt❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉♥tr② t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ✈♦t❡ s❤❛r❡✳ ■❢ t❤❡
♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛①♣❛②❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❛t ♦❢ ♦t❤❡r t❛①♣❛②❡rs✱ ❛ st❛❜❧❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❊
♠❛② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡①✐st ❛s ✇✐❧❧ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈♦t❡r✳ ■❢ ❤❡
✇❡r❡ ❛ t❛①♣❛②❡r✱ ❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ α✲ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦♦r ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥ ❛s ❛❧❧ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ❢✉❧❧ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳ ■♥ t✉r♥✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤
✇❛r♠ ❣❧♦✇ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦♦r✳

✽



✐❢ ❤❡ s❡tt❧❡s ✐♥ ❝♦✉♥tr② i✿✶✺

Uk,i = V (x− bi) + αkW (bi) ✭✶✮

V ✐s ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛①♣❛②❡r✬s ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ✇✐t❤ V (0) =

0, ∂V
∂x (0) = ∞, ∂V

∂x > 0, ∂2V
∂x2 < 0✳ W ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✲

✜❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✮✳ αk ✐s t❤❡ str❡♥❣t❤

♦❢ k✬s ❛❧tr✉✐st✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ 0 < αk ≤ l✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ 0 < αk ≤ l < ∞
✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ◆❊✳✶✻ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❛s✲

s✉♠❡❞ t❤❛t αk ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ l

✇✐t❤ ♠❡❛♥❂♠❡❞✐❛♥ µ✱ 0 < µ < l✱ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σv > 0✳✶✼ ◆♦t❡ t❤❛t

t❛①♣❛②❡rs ❛r❡ ❝♦st❧❡ss❧② ♠♦❜✐❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ③❡r♦ t❛①❛t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡

❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠✳ ❚❛①♣❛②❡rs ❛❧s♦ ♦♥❧② ❝❛r❡ ❛❜♦✉t ✇❡❧❢❛r❡ tr❛♥s❢❡rs ✐♥ t❤❡

❝♦✉♥tr② t❤❡② s❡tt❧❡ ✐♥✳✶✽

●✐✈❡♥ t❤❡ t❛① r❛t❡s bi ❛♥❞ bj ✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

t❛①♣❛②❡r ✇✐❧❧ s❡tt❧❡ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❝✉t♦✛ ❧❡✈❡❧ α∗ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛

t❛①♣❛②❡r✬s α ✇❤♦ ✐s ❥✉st ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❛s t♦ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥tr② ❤❡ ❧✐✈❡s ✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡

❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❛ t❛①♣❛②❡r ✇♦✉❧❞ ❣❛✐♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✭❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✮✮ ❡q✉❛❧

❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r α∗✿

V (x− bi) + α∗W (bi) = V (x− bj) + α∗W (bj)

⇒ α∗ =
V (x− bj)− V (x− bi)

W (bi)−W (bj)
✭✷✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦♦r ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✱ ❛ t❛①♣❛②❡r k ✇✐t❤ αk > α∗

✶✺❆s t❤✐s ♣❛♣❡r ♥❡✐t❤❡r ❡①❛♠✐♥❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ q✉❡st✐♦♥s ♥♦r ♣r✐♥❝✐♣❛❧✲❛❣❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡
❝r✐t✐q✉❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ✜♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧s ❛s
♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✐①✐t ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②✳ ❆s ❇♦❛❞✇❛② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮
♥♦t✐❝❡✱ t❤❡ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ❜✉t ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✐t ♠❛❦❡s t❤❡ ♠♦st s❡♥s❡ t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ♣❛rt t♦ ❞✐s♣♦s❛❜❧❡
✐♥❝♦♠❡✱ ❛s t❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛t ❧❡❛st ❢♦r s♠❛❧❧ ✐♥❝♦♠❡s ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦
❛❧tr✉✐st✐❝ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✶✻■♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ❜♦✉♥❞ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ❝♦✉♥tr② t♦ ❛❧✇❛②s ❛ttr❛❝t ♠❛r❣✐♥❛❧❧②
♠♦r❡ t❛①♣❛②❡rs ❜② ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ t❛① r❛t❡✳ ■❢ α ✇❡r❡ ✐♥✜♥✐t❡✱ ❛ ❝♦✉♥tr② ❝♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s
❛ttr❛❝t ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ♠♦r❡ t❛①♣❛②❡rs ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡✳ ❆♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

✶✼❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭❡✳❣✳ ❆♥❞r❡♦♥✐ ❛♥❞ ▼✐❧❧❡r ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❋❡❤r ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞t ✭✶✾✾✾✮✮
s✉♣♣♦rts t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

✶✽❆s P❛✉❧② ✭✶✾✼✸✮ ❛r❣✉❡s✱ ❛❧tr✉✐s♠ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♣❡r❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣❧✐❣❤t ♦❢ ♦t❤❡rs✱ ❛♥❞ ❞✐r❡
❧✐✈✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❧♦s❡✲❜② ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢❛r ❛✇❛②✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❛❧tr✉✐s♠ t❤❛t ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣♦✈❡rt②
❛♥❞ ✐ts ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ✐s ❛❧s♦ ❧✐❦❡❧② t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣♦✈❡rt② ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡
t❛①♣❛②❡r✳

✾



✇✐❧❧ s❡tt❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✇❡❧❢❛r❡ tr❛♥s❢❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ αk <

α∗ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ ❧♦✇❡r tr❛♥s❢❡r ❧❡✈❡❧s✳✶✾ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❧tr✉✐st✐❝

t❛①♣❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❜❡♥❡✜ts✳

●✐✈❡♥ t❤❡ t❛①♣❛②❡rs✬ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s♦❧✈❛❜❧❡ ❜② ❜❛❝❦✇❛r❞

✐♥❞✉❝t✐♦♥✿ ❊❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡s ❛ t❛①

❧❡✈❡❧ ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr②✬s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ t❛①♣❛②❡r ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❛①♣❛②❡rs t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ st❛② ✐♥ t❤❡✐r

❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② ♦r ♠✐❣r❛t❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❝♦✉♥tr② i✬s t❛① r❡✈❡♥✉❡s

✐s t❤✉s

max
bi

bi ×mi(x, bi, bj , ni, nj) ✭✸✮

✇❤❡r❡ mi ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ✇❤♦ s❡tt❧❡ ✐♥ ❝♦✉♥tr② i✳

❙❡✈❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞✱ ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡

s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✐♥ t❤❡ ✇❛r♠ ❣❧♦✇

❝❛s❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ tr❛♥s❢❡rs ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣✉r❡

❛❧tr✉✐s♠ ❝❛s❡✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r t♦ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦♦r ♣❡rs♦♥ ♠❛tt❡rs✱

✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ W ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ + t♦ ✕ ✭❛s

✐♥❝♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝r❡❛t❡ ❞✐s✉t✐❧✐t②✮ ❛♥❞ ❞✐s✉t✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢❡r t♦ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✳

●✐✈❡♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ ✉♥✐q✉❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❊ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❛①❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❘❛❝❡ t♦ t❤❡ ❇♦tt♦♠ r❡s✉❧t ♦❢ ③❡r♦ t❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✲

✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛①❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞

✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦✈❡t❡❞ ❜② ♠♦❜✐❧❡ t❛①♣❛②❡rs✳ ❚❤❡ r❡♣❡❧❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r ❞✐s♣♦s❛❜❧❡

✐♥❝♦♠❡ ✐s ❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❧❛❝❦✐♥❣ ♠♦❜✐❧✐t②

❝♦♥str❛✐♥ts ♦r ♦t❤❡r ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✲r❡❞✉❝✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ■ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ❝♦✈❡r t❤❡

r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛

t❛①♣❛②❡r ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❤✐s ♦r ❤❡r ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥tr②✱

t❤❛t ✐s✱ Uk,i = V (x − bi)✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛❧❧ t❛①♣❛②❡rs ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ t♦ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡

❝♦✉♥tr② t❤❛t ❧❡✈✐❡s t❤❡ ❧♦✇❡st t❛① r❛t❡ ❛s t❤❡✐r ♣r❡❢❡rr❡❞ t❛① r❛t❡ ✐s ③❡r♦✳

❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❛t❡s ✐s t❤❛t ❛ ❝♦✉♥tr②

✶✾◆♦t❡ t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ bi ❛♥❞ bj ✱ α∗ ❝❛♥ t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ l ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 0✳
❇✉t t❤✐s ♦♥❧② ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s α✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ t❛①♣❛②❡r ✐♥
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ α∗ ✐s ✏♦✉t ♦❢ ❜♦✉♥❞s✑✱ ❛❧❧ t❛①♣❛②❡rs ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r α < α∗ ❛♥❞ ✇✐❧❧
♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❜❡♥❡✜t ❝♦✉♥tr②✱ ♦r α > α∗✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❢✉❧❧ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❜❡♥❡✜t
❝♦✉♥tr②✳

✶✵



❝❛♥ ❛ttr❛❝t ❛❧❧ t❛①♣❛②❡rs ❜② ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ✉♥❞❡r❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r✬s t❛① r❛t❡✳ ❚❤✐s

✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❡✈❡r s♠❛❧❧❡r t❛① r❛t❡s ❛s ❝♦✉♥tr✐❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✉♥❞❡r❝✉t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦♥❧② st❛❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ③❡r♦ t❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❆♥②

❝♦✉♥tr② s❡tt✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛① r❛t❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ t❛① ❜❛s❡ t♦ ❝❤❛r❣❡ t❛①❡s ❢r♦♠✳

❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❲❡✐❝❤❡♥r✐❡❞❡r ❛♥❞ ❇✉s❝❤ ✭✷✵✵✼✮ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠♦❜✐❧❡✱ ♥♦♥✲❛❧tr✉✐st✐❝ t❛①♣❛②❡rs ✇✐t❤♦✉t ✏❞❡❧❛②❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✑ ❛♥❞

✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦♥✲❝♦❧❧✉s✐✈❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❇❡rtr❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳

✸✳✷ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

■♥ t❤❡ ✇❛r♠ ❣❧♦✇ s❡tt✐♥❣✱ ❛ t❛①♣❛②❡r r❡❝❡✐✈❡s ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❤✐s ♦✇♥ t❛① ♣❛②♠❡♥t✱

r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛♥s❢❡r t♦ ❡❛❝❤ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✳ ❚❛①♣❛②❡r

k✬s ✉t✐❧✐t② ✐♥ ❝♦✉♥tr② i ✐s ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❜②

Uk,i = V (x− bi) + αkbi ✭✹✮

❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t t❛①♣❛②❡r✬s α∗✱ ❢r♦♠ ✭✷✮✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

α∗ =
V (x− bj)− V (x− bi)

bi − bj
✭✺✮

❚❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t❛① r❛t❡ ♦❢ t❛①♣❛②❡r k✱ bk✱ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

str❡♥❣t❤ ♦❢ ❤✐s ❛❧tr✉✐st✐❝ s❡♥t✐♠❡♥t✳ ■t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✭✹✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ bi✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ∂V (x− bi)/∂bi ❛s V ′(x− bi)✱ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ bi ❜② bk✿

V ′(x− bk) = αk ✭✻✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s i ❛♥❞ j ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② mi ❛♥❞ mj✮

❣✐✈❡♥ bi ❛♥❞ bj ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② α∗✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② s❡tt✐♥❣ t❤❡

❧♦✇❡r t❛① r❛t❡ ✇✐❧❧ ❛ttr❛❝t ❛❧❧ t❛①♣❛②❡rs ✇✐t❤ α < α∗ ❛s ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ tr❛♥s❢❡rs ✐s

❡q✉❛❧ t♦ t❛① ♣❛②♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ α ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r m ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ✇✐t❤ α < α∗ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❝❞❢✮ ♦❢ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

m =
Φ(α

∗
−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)

Φ( l−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)
✭✼✮

❚❤❡ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❞❢ ❛t α∗✱ ✇✐t❤ Φ ❜❡✐♥❣

t❤❡ ❝❞❢ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❢♦r ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✳

❆s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ 1✱ ✭✼✮ ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✶✶



t❛①♣❛②❡rs ✇❤♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r t❛① r❛t❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡♦♣❧❡

s❡tt❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❛① ❝♦✉♥tr② ✐s t❤✉s s✐♠♣❧② 1−m✳

❍❛✈✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛①♣❛②❡rs✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❛① r❡✈❡♥✉❡ πi ✐♥ ❝♦✉♥tr② i ✐s ❣✐✈❡♥

❜②

πi = bi ×mi =



















bi ×m if bi < bj

bi × (1−m) if bi > bj

0.5× bi if bi = bj

✭✽✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr②✬s t❛①❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛s ❣✐✈❡♥✱ ❝♦✉♥tr② i ✇✐❧❧ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥

❛ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❛① r❛t❡✳

◆♦✇ ❞❡✜♥❡ b∗ ❛s t❤❡ t❛① r❛t❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ t❛①♣❛②❡r ✇❤♦s❡ α ✐s ❡q✉❛❧ t♦

t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ α ✐s ❞r❛✇♥✳ ❖♥❡

❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t❛①♣❛②❡rs ✇✐❧❧ ♣r❡❢❡r ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡✱ ♦♥❡ ❤❛❧❢ ❛ ❧♦✇❡r t❛① r❛t❡ t❤❛♥

t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ t❛①♣❛②❡r✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s µ∗✱

✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦r♠❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

µ∗ = Φ−1

(

1
2 × (Φ( l−µ

s✈
) + Φ( 0−µ

s✈
))− µ

σv

)

✭✾✮

❋r♦♠ ✭✻✮✱ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ µ∗ ❢♦r αk ❛♥❞ b∗ ❢♦r bk✱ b∗ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

V ′(x− b∗) = µ∗ ✭✶✵✮

❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ t❛①♣❛②❡r ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❢❛✈♦✉r r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐❢ ✭✶✵✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ♥♦♥✲

♥❡❣❛t✐✈❡ b∗✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ❛s x ❛♥❞✱ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ V ✱ µ∗

✐♥❝r❡❛s❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ x ❛♥❞ µ∗✳

■ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t b∗ ✭✐❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✮ ✐s t❤❡ t❛① r❛t❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❜♦t❤

❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❊ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s

❢♦r ❡①✐st❡♥❝❡✱ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

■❢ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s s❡t t❤❡✐r t❛① r❛t❡s ❡q✉❛❧ t♦ b∗✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✇✐❧❧ ❛ttr❛❝t

❡①❛❝t❧② ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ t❛①♣❛②❡rs✳ ❆♥ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❜② ❛ ❝♦✉♥tr② ❝❛♥♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts t❛① r❡✈❡♥✉❡s✿ ■❢ ✐t s❡ts ❛ ❧♦✇❡r t❛① r❛t❡✱ ✐t ❧♦s❡s

t❛①♣❛②❡rs ❛♥❞ ❧❡✈✐❡s ❛ ❧♦✇❡r ♣❡r ❝❛♣✐t❛ t❛① r❛t❡✳ ■❢ ✐t s❡ts ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡✱ t❤❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ♠✐❣r❛t♦r② r❡s♣♦♥s❡ ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♣❡r

❝❛♣✐t❛ t❛① r❡✈❡♥✉❡s✳

■❢ ♦♥❡ ❝♦✉♥tr② ❞♦❡s ♥♦t s❡t ❛ t❛① r❛t❡ ♦❢ b∗✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr② r❡❛❝ts ✐♥

✶✷



t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦✉♥tr② j ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ b∗✳ ■❢ ✐t s❡ts ❛ ❧♦✇❡r

t❛① r❛t❡✱ ❝♦✉♥tr② i ❝❛♥ s❡t ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡ t❤❛♥ ❝♦✉♥tr② j ❛♥❞ ❛ttr❛❝t ♠♦r❡

t❛①♣❛②❡rs ❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ♣r❡❢❡rs ❛ t❛① r❛t❡ ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ s❡t ❜② j✳ ■❢ ❝♦✉♥tr② j s❡ts ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡ t❤❛♥ b∗✱ ❝♦✉♥tr② i ❝❛♥

♠❛r❣✐♥❛❧❧② ✉♥❞❡r❝✉t t❤✐s t❛① r❛t❡ ❛♥❞ ❛ttr❛❝t ♠♦r❡ t❛①♣❛②❡rs ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r t❛①

r❛t❡ t❤❛♥ b∗✳ ❈♦✉♥tr② i✬s ❜❡st✲r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤✉s t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

bi =



















bj − ε if bj > b∗

1−m
∂m/∂bi

> bj if bj < b∗

b∗ if bj = b∗

✭✶✶✮

❆♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ❜❡st✲r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ■❢ b∗ > 0✱ ❛ ♣✉r❡

str❛t❡❣② ◆❊ ❡①✐sts✳✷✵

❚❤❡ ◆❊ t❛① r❛t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✵✮ ❞✐s♣❧❛②s s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿

❋✐rst✱ ❛ ❢✉❧❧ ❘❛❝❡ t♦ t❤❡ ❇♦tt♦♠ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞ ❛s ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ t❤❡

s❛♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❛① r❛t❡ ✐❢ ✭✶✵✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ b∗✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡

♣r♦❜❛❜❧❡ ❛s µ✱ l ❛♥❞ x ✐♥❝r❡❛s❡ ✭❢r♦♠ ✭✾✮✱ µ∗ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ µ ❛♥❞

l✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❛❧tr✉✐st✐❝

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① r❛t❡ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠

✭✶✵✮ ❛♥❞ ✭✾✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ σ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r µ ✐s ❛❜♦✈❡

✭♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t✮ ♦r ❜❡❧♦✇ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t✮ l/2✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s

t❤❛t ✐❢ α ✇❡r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ l✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① r❛t❡ ✇♦✉❧❞

❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ t❛①♣❛②❡r ✇✐t❤ α = l/2✳ ❆s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧♦s❡r ✐♥ ❢♦r♠ t♦ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛① r❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦♥❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐r❞✱ ❞✉❡

t♦ t❤❡ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ x ❛❧❧ ❢✉r✲

t❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ✐♥❝♦♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❛①❡❞ ❛✇❛② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✇❡❧❢❛r❡ tr❛♥s❢❡rs✳ ❲❡❧❢❛r❡

r❡❝✐♣✐❡♥ts ❝❛♥ t❤✉s ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❝♦♠❡ t❤❛♥ t❛①♣❛②❡rs✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ♦❢

✷✵❆s ❧♦♥❣ ❛s ✭✻✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ bi ✐❢ α = l✱ ③❡r♦ t❛①❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♥♦t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛s ❛t ❧❡❛st t❛①♣❛②❡rs ✇✐t❤ ❛♥ α ♦❢ l ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢ s♦♠❡
t❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ✇❡❧❢❛r❡ ❜❡♥❡✜ts ✐s l ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ α = l✱ s♦ ❤❡
♦r s❤❡ ♣r❡❢❡rs t❛①❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ l✱ ✇❤✐❝❤
✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r s❡tt✐♥❣ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ −V ′(x − b) < l✳ ❆ ❝♦✉♥tr② ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛ttr❛❝t
t❤❡ ♠♦st ❛❧tr✉✐st✐❝ t❛①♣❛②❡rs ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡s ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ t❛① r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞
t❤❡ t❛① r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ♠♦st ❛❧tr✉✐st✐❝ t❛①♣❛②❡r ❥✉st ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦ t❛①❛t✐♦♥
❛♥❞ t❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ❛ ◆❊ ✐♥ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛s ❛
❝♦✉♥tr② s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r✬s t❛① r❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛ttr❛❝t ❛❧❧ t❛①♣❛②❡rs ✇❤♦
✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ❛ ③❡r♦✲❧❡✈❡❧ ♦❢ t❛①❛t✐♦♥✳ ❇✉t ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ s❡tt✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ t❛① r❛t❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❝♦♥st❛♥t❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ t❛① r❛t❡ ♦❢ 0✳

✶✸



t❤❡ ♠♦❞❡❧ st❡♠s ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✳ ❇② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r✉❧❡ ♦✉t t❤✐s r❡s✉❧t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✿ ❆ss✉♠✐♥❣ ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐❢ b∗ > 0 ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡

♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❊ ❢♦r t❛①❛t✐♦♥ ❡①✐sts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦

t❛① r❛t❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ t❛①♣❛②❡r ✇✐t❤ α = µ∗✳

Pr♦♦❢✿ ❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ✐♥ ❛♥② ✇❛② ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts ❛s

t❛①♣❛②❡rs ✈❛❧✉❡ ♦♥❧② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ♥♦t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ✐t ❤❛s

♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ♣❛②♠❡♥ts✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ❛❧tr✉✐s♠✱ t❤❡ ◆❊ ✐s r♦❜✉st t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r t❛① r❛t❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t

❝♦✉♥tr② i ♠♦✈❡s ✜rst✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ t❤❡ ❜❡st t❛① r❛t❡ ❝♦✉♥tr② i

❝❛♥ s❡t ✐s b∗✳ ■❢ ❝♦✉♥tr② i ❝❤♦♦s❡s ❛ ❧♦✇❡r t❛① r❛t❡✱ ❝♦✉♥tr② j ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦

❛ttr❛❝t ♠♦r❡ t❛①♣❛②❡rs t❤❛♥ ❝♦✉♥tr② i ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢

❝♦✉♥tr② i✳ ❈♦✉♥tr② i ✇✐❧❧ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❧❡ss t❛①♣❛②❡rs ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r t❛① r❛t❡ ✐❢

✐t s❡ts bi < b∗ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✳ ■❢ ❝♦✉♥tr② i ❝❤♦♦s❡s ❛ ❤✐❣❤❡r t❛①

r❛t❡ t❤❛♥ b∗✱ ❝♦✉♥tr② j ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ s❡t ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❧♦✇❡r t❛① r❛t❡

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ♠✐❣r❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❝♦✉♥tr② j✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ bi > bj > b∗✱

t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠✐❣r❛t♦r② ❡✛❡❝t ♦✛s❡ts ❝♦✉♥tr② i✬s ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡✱

❛♥❞ t❤✉s s❡tt✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① t❤❛♥ b∗ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ❝♦✉♥tr②

j ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❝❤♦♦s❡ bj = bi 6= b∗ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ❞♦ ❜❡tt❡r ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r

♦r ❧♦✇❡r t❛① r❛t❡✱ ❛♥❞ ❛s ❝♦✉♥tr② i✬s t❛① r❡✈❡♥✉❡s ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ✐❢

✐t s❡ts bi 6= b∗✱ t❤❡ ❜❡st ♦♣t✐♦♥ ❝♦✉♥tr② i ❤❛s ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ bi = b∗ ❛s t❤✐s ✇✐❧❧

✐♥❞✉❝❡ ❝♦✉♥tr② j t♦ ❛❧s♦ s❡❧❡❝t t❤✐s t❛① r❛t❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤✉s ❝♦♥❢❡rs ♥❡✐t❤❡r ❛

✜rst✲♠♦✈❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♥♦r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛s②♠♠❡tr② ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts ♥♦r

❜② s♣❛t✐❛❧ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦♦r ✐♥ ♦t❤❡r ❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥s✮

❛s ✐♥ P❛✉❧② ✭✶✾✼✸✮✳ ni ❛♥❞ nj ❞♦ ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❛①♣❛②❡rs✱

❛♥❞ ❛ t❛①♣❛②❡r✬s ♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ✉t✐❧✐t② r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛♥s❢❡r t♦ ❡❛❝❤ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥t ❛♥❞ ❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✳

✶✹



✹ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡r✲

s✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

✹✳✶ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ❛s t✇♦ ♦t❤❡r ♣♦s✲

s✐❜❧❡ ✇❛②s t♦ ♠♦❞❡❧ ♦t❤❡r✲r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝

❝❛s❡✱ ni = nj ✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥

♦♥❧② s✉♣♣♦rt ✉♥st❛❜❧❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❊✳

❲✐t❤ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ tr❛♥s❢❡rs ♠❛❞❡ ❜② ❛❧❧ t❛①♣❛②❡rs ✇✐t❤✐♥ ❛

❝♦✉♥tr② ❡♥t❡r t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛①♣❛②❡r✱ ❛♥❞ s♦ ❞♦❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ t❛①♣❛②❡r k✬s ✉t✐❧✐t② ✐♥ ❝♦✉♥tr② i ✐s ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❜②

Uk,i = V (x− bi) + αk × bimi

ni
✭✶✷✮

◆♦t❡ t❤❛t ✉t✐❧✐t② ♥♦✇ ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❛① r❛t❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣♦♦r ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦✉♥tr②✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♣✉r❡

❛❧tr✉✐s♠ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ µ∗ ❛♥❞ x✱ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡

♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❊ ❢♦r t❛①❛t✐♦♥ ❡①✐sts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦

t❛① r❛t❡ t❤❛t ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ t❛①♣❛②❡r ✇✐t❤ ♠❡❞✐❛♥ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭s❡❡

❆♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✮✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛① r❛t❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣♦♦r✳ ❚❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠✐❣r❛t♦r② r❡s♣♦♥s❡ ✐♥✲

❞✉❝❡❞ ❜② ❛ t❛① r❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐❧❧ tr✐❣❣❡r ❛♥♦t❤❡r ♠✐❣r❛t♦r② ♠♦✈❡♠❡♥t ❛✇❛② ❢r♦♠

t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✳ ❆♥ ♦✉t✢♦✇ ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❝♦✉♥tr②

❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r t❛①♣❛②❡rs✱ ❛♥❞ ❡♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❛①♣❛②❡rs ❛r❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr②✳

❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥✱ t❛①♣❛②❡rs

❝❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ✭❝♦♥✲

s✐st✐♥❣ s♦❧❡❧② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r

✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡r ❧✐✈✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥tr②✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ✐s t❤❛t✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✭✶✸✮✱ t❤❡ t❛①

r❛t❡ ❡♥t❡rs t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡❧② t✇✐❝❡✳ ■♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ t❤✉s ♣r❡s❡♥ts ❛

✏str♦♥❣❡r✑ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠ t❤❛♥ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠✳ ❚❛①♣❛②❡r k ❤❛s ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

Uk,i = V (x− bi)− αk × (x− bi −
bimi

ni
) ✭✶✸✮

✶✺



❆ ✉♥✐q✉❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❊ ❡①✐sts ✇✐t❤ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜✉t ✐t ✐s ❛❧s♦

✉♥st❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐❣r❛t♦r② r❡s♣♦♥s❡s ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ t❛① r❛t❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❝❛s❡✳ ❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛① r❛t❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

✹✳✷ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s

❆ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝

❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t

t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ s✉♣♣♦rt ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦♦r ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ❛♥

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r t❛①♣❛②❡rs✱ ❛t ❧❡❛st ✐❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣❡r ✇❡❧❢❛r❡

r❡❝✐♣✐❡♥t ♠❛tt❡rs ❛s ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❝❛s❡s✳ ❚❛①❛t✐♦♥

✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❛r♠ ❣❧♦✇ ❢❡❡❧✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❛②✐♥❣ t❛①❡s ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✱

❛s ❛ t❛①♣❛②❡r✬s ✉t✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♥❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r t❛①♣❛②❡rs ✐♥ ❤✐s

❥✉r✐s❞✐❝t✐♦♥✱ ♥♦r ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♦r✳ ❆ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦♦r ✐♥❞✐❝❛t❡s

❛ r✐❝❤❡r ❝♦✉♥tr② ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈❡♥ ❛t t❤❡

♦✉ts❡t✳✷✶

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr② ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♣♦♦r❡r ❝♦✉♥tr② ❢r♦♠ ♠✐♠✲

✐❝❦✐♥❣ t❤❡ r✐❝❤❡r ❝♦✉♥tr②✬s t❛①❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❝❤❡r ❝♦✉♥tr② ❤❛s ♥♦

✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ✉♥❞❡r❝✉t ♦r ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ♣♦♦r❡r ❝♦✉♥tr②✬s t❛① r❛t❡✳ ▼✐✲

❣r❛t♦r② ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡

t❛① r❛t❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r r✐❝❤ ❛♥❞ ♣♦♦r ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❲✐t❤

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❧tr✉✐st✐❝ t❛①♣❛②❡rs✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ st❛❜❧❡ ◆❊ ✐♥

❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✳✷✷

❆♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛s t♦ ❢✉❧✜❧❧ t✇♦ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s✿ ❋✐rst✱ ♥♦ t❛①♣❛②❡r ♠✉st ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ♠✐❣r❛t❡ ❣✐✈❡♥ ❤✐s ❛❧tr✉✐st✐❝

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ❛♥❞ t❤❡ t❛① r❛t❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♥♦ ❝♦✉♥tr②

♠✉st ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❛❧t❡r ✐ts t❛① r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❣❡♥❡r❛t❡ ❤✐❣❤❡r t❛① r❡✈✲

❡♥✉❡s✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ✐♥ ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣♦♦r ✇✐❧❧ s❡t ❛ ❧♦✇❡r t❛① r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❛s ✐t ❤❛s ❛ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥

✇❡❧❢❛r❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥✿ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❛① r❛t❡✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛♥s❢❡r ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡

✷✶❚❤✐s ✐s ♥♦t s②♥♦♥②♠♦✉s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ❝♦✉♥tr② s✐③❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛r❣✉❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
❜② ❈❤❛t❡❧❛✐s ❛♥❞ P❡②r❛t ✭✷✵✵✽✮✱ t❤❛t s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❞r✐✈❡rs ♦❢ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛s t❤❡✐r
❜❡♥❡✜ts ✭❛ttr❛❝t✐♥❣ t❛①♣❛②❡rs✮ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ t❛① r❛t❡ ♦✉t✇❡✐❣❤ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ✭❧♦✇❡r t❛①
r❛t❡s✮ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡✐r s♠❛❧❧ ●❉P✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

✷✷❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❛①♣❛②❡rs ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❤❡r❡✳ ■❢
❛❧❧ t❛①♣❛②❡rs ✇❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❡✐t❤❡r ♥♦ ♦r ❡✈❡r② t❛①♣❛②❡r ✇♦✉❧❞ ♠✐❣r❛t❡ ✐♥ r❡❛❝t✐♦♥
t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❛① r❛t❡s✳

✶✻



♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦♦r ♣❡♦♣❧❡✳ ■❢ ❛ ♣♦♦r ❛♥❞ ❛ r✐❝❤ ❝♦✉♥tr② ✇❡r❡ t♦ s❡t t❤❡ s❛♠❡ t❛①

r❛t❡ ❛❧❧ t❛①♣❛②❡rs ✇♦✉❧❞ ❧♦❝❛t❡ ✐♥ t❤❡ r✐❝❤ ❝♦✉♥tr② ❛s t❤❡② ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡♥❡✜t

❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ✇❡❧❢❛r❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t❛① r❛t❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r✐❝❤ ❝♦✉♥tr② ❝♦✉❧❞

❛ttr❛❝t ❛❧❧ t❛①♣❛②❡rs ❜② ✐♠✐t❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦♦r ❝♦✉♥tr②✬s t❛① r❛t❡ ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ ✐ts ♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ r✐❝❤ ❝♦✉♥tr② ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

❤✐❣❤❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❜❡♥❡✜ts t❤❛♥ t❤❡ ♣♦♦r ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t mi = 1 − m ✐♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ s♦ t❤❡ ❧❡ss ❛❧tr✉✐st✐❝ t❛①♣❛②❡rs ✇✐❧❧ s❡tt❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦♦r ❝♦✉♥tr②✳

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣♦♦r ❝♦✉♥tr②✬s t❛①❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛s ❣✐✈❡♥✱ t❤❡ r✐❝❤ ❝♦✉♥tr② ❢❛❝❡s

❛♥ ♦✉t✢♦✇ ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts t❛① r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❤❡r❡ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞

❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ✭✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② s✐♠✐❧❛r✮✳ ❆ss✉♠❡

t❤❛t ni < nj ✱ ✐✳❡✳ t❤❛t ❝♦✉♥tr② i ✐s r✐❝❤ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡s ♦♥ s❡tt✐♥❣ ❛ t❛① r❛t❡ bi > bj ✳

❈♦✉♥tr② i✬s t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

πi = bi ×mi = bi × (1− Φ(
α∗

−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)

Φ( l−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)
) ✭✶✹✮

πi ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α∗ ✇❤✐❝❤✱ ❢r♦♠ ✭✷✮✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

α∗ =
V (x− bj)− V (x− bi)

bimi

ni
− bj(1−mi)

nj

✭✶✺✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ✐♥ ❝♦✉♥tr② i ❢❛❧❧s ✇✐t❤ bi ❛s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✭✶✺✮ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ bi ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❛①♣❛②❡rs ✇✐t❤ α < α∗ ♣r❡❢❡r t♦ ❧✐✈❡ ✐♥

t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ✇❡❧❢❛r❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣♦♦r ♦♥❡✮✿

∂α∗

∂bi
=

V ′(x− bi)

( bimi

ni
− bj(1−mi)

nj
)
+

mi × (V (x− bi)− V (x− bj))

ni × ( bimi

ni
− bj(1−mi)

nj
)2

> 0 ✭✶✻✮

❙♦ mi ❢❛❧❧s ❛s α∗ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✇✐❧❧ ❛❣❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡ α∗✿

∂α∗

∂mi
= −bi × (V (x− bj)− V (x− bi))

ni × ( bimi

ni
− bj(1−mi)

nj
)2

< 0 ✭✶✼✮

❇✉t ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✭✶✺✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ mi ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ mi ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ α∗ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡ ♠✐❣r❛t♦r② r❡s♣♦♥s❡ ♣❡t❡rs

♦✉t ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❛① r❛t❡s ✇✐❧❧ ♥♦t

✐♥❞✉❝❡ ❛❧❧ t❛①♣❛②❡rs t♦ ♠✐❣r❛t❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉♥tr②✳ ❲❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ bi✱ ❝♦✉♥tr②

i t❤✉s ❝❛♥ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

❡✛❡❝t ♦❢ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡rs✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ bi✱ t❤❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❢♦r ❝♦✉♥tr② j ❧♦♦❦s s✐♠✐❧❛r❀ mj ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ bj ✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ bj
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✇✐❧❧ tr✐❣❣❡r ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♠✐❣r❛t♦r② r❡s♣♦♥s❡✳

mj = m ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡rs s❡tt❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ✇❡❧❢❛r❡ ❜❡♥❡✜t ❝♦✉♥tr②✮

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ bi ✐s ❡①❡♠♣❧❛r✐❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡① ✐♥

bi✱ ❛♥❞ t❤✉s 1 − m ✐s ❝♦♥❝❛✈❡✳ ■❢ πi|bj = bi × (1 − m) ❤❛s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠

✐♥ bi ❛♥❞ πj |bi = bj ×m ✐♥ bj ✱ ❛ ◆❊ ♦❝❝✉rs ✐❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ bi ❛♥❞ bj ❡①✐sts

❢♦r ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✱

t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ◆❊ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ µ ❛♥❞ l✿ ❆s ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❛♥❞ t❤✉s

❛s t❤❡ t❛①♣❛②❡rs ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛❧tr✉✐st✐❝✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ◆❊ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡

❧✐❦❡❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ◆❊ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❛①♣❛②❡rs✱ s♦ ✐t ✐s st❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢

bi ❛♥❞ bj ✇✐❧❧ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡♥❞❧❡ss ❝②❝❧❡ ♦❢ t❛① ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♣♦♦r ❞✐✛❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤

❞❡❣r❡❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❣✐✈❡s ❢❛✐r❧② ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ nj ❣✐✈❡♥ ni ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❙t❛rt✐♥❣

❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❛①♣❛②❡rs✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛❧t❡r♥❛t❡❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ ✭t❛① r❡✈❡♥✉❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣✮

t❛① r❛t❡ ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠✐❣r❛t♦r② r❡s♣♦♥s❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♠❡❝❤❛✲

♥✐s♠✱ ❛ ◆❊ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐❢ ♥♦ ❝♦✉♥tr② ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ✐ts t❛① r❛t❡

❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡✳

❚❛① r❛t❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ µ✱ ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ str♦♥❣❡r ❢♦r♠

♦❢ ❛❧tr✉✐s♠✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❤✐❣❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ nj ✇✐❧❧ r❛✐s❡ t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛① r❛t❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣♦♦r❡r ❝♦✉♥tr②✱ t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡

❤✐❣❤❡r t❛①❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❛①♣❛②❡rs t♦ ❝♦♠✲

♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣✳❝✳ tr❛♥s❢❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ r✐❝❤❡r ❝♦✉♥tr② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ✇❡❧❢❛r❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♣✳❝✳ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡

❢❡❛s✐❜❧❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♠♦st t❛①♣❛②❡r ❧♦❝❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤

t❛①✴❧♦✇ ♣♦✈❡rt② ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ✐s ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ nj ✱ s♦ ❤❛✈✐♥❣

t♦ s✉♣♣♦rt ♦♥❧② ❢❡✇ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ❝♦♥✲

❢❡rs ❛ t✇♦❢♦❧❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✿ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡s ❛r❡ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠♦st t❛① ♣❛②❡rs ♣r❡❢❡r t❤❡ ❤✐❣❤ t❛① ❝♦✉♥tr②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✿ ■❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ❞✐✛❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✲

✐❡♥ts ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ x ❛♥❞ µ∗✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ◆❊ ❡①✐sts ✇✐t❤ ♣✉r❡

❛❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦♦r ✇✐❧❧ s❡t ❤✐❣❤❡r t❛①❡s ❛♥❞ ❛ttr❛❝t ♠♦r❡ t❛①♣❛②❡rs✳
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Pr♦♦❢✿ ❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❛✉t❛r❦②✱ t❤❡ r✐❝❤❡r ❝♦✉♥tr② ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❤✐❣❤❡r

t❛① r❡✈❡♥✉❡s ✐❢ t❤❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❧♦ss❡s ❢r♦♠ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧♦✇❡r t❛① r❛t❡ ❛r❡ ♦✛s❡t

❜② t❤❡ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡r t❛① ❜❛s❡✳ ❚❤❡ ♣♦♦r❡r ❝♦✉♥tr② s✉✛❡rs ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥

t❛① r❡✈❡♥✉❡s ✐❢ t❛①♣❛②❡rs ❛r❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❧♦s❡ t❛①♣❛②❡rs ❛♥❞ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛

❧♦✇❡r t❛① r❛t❡ ❛s ✇❡❧❧✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❊①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥

❝♦sts ❛♥❞ ♦t❤❡r ❜❛rr✐❡rs t♦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ❧♦✇❡r t❛①❡s

❛♥❞ ❞✐s♠❛♥t❧❡ t❤❡✐r ✇❡❧❢❛r❡ st❛t❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s

♣❛♣❡r ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✏st✐❝❦✐♥❡ss✑ ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧ ❘❛❝❡

t♦ t❤❡ ❇♦tt♦♠ ❞✉❡ t♦ ♠✐❣r❛t♦r② ♣r❡ss✉r❡s ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥

♦❢ t❛①♣❛②❡rs✳ ❲❛r♠ ❣❧♦✇ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t②

❛✈❡rs✐♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♣♦♦r ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ s✉♣♣♦rt st❛❜❧❡ ◆❊✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t

✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❛r♠ ❣❧♦✇✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

✇❡❧❢❛r❡ tr❛♥s❢❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■❢ t❛①♣❛②❡rs ❛r❡ s✉✐t❛❜❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤✐s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s

❢❛✐r t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡s ✐♥ ❲❡st❡r♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧

❝♦❤❡s✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛

♣r♦①② ❢♦r t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ✇❡❧❢❛r❡

st❛t❡s✳✷✸ ❆ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❛① r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧② ❝❛s❡

t❤❛t ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡ss ❛❧tr✉✐st✐❝ t❤❛♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞

s✉❣❣❡st✳ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ❜② ❆♥❞r❡♦♥✐ ❛♥❞

▼✐❧❧❡r ✭✷✵✵✷✮✱ ✇❤♦ ❛❧s♦ st❛t❡ t❤❛t t❤r❡❡ q✉❛rt❡rs ♦❢ t❤❡✐r t❡st s✉❜❥❡❝ts ❞✐s♣❧❛②

s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

P✐tt✐♥❣ ♣♦♦r ❛♥❞ r✐❝❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛❣❛✐♥st ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✐s ❝♦♥❣r✉❡♥t

✇✐t❤ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿ P♦♦r ❝♦✉♥tr✐❡s str✉❣❣❧❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡✐r t❛①♣❛②✐♥❣

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡t ❧♦✇❡r t❛①❡s✱ ✇❤✐❧❡ r✐❝❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛s t❤❡② ♦♥❧②

❤❛✈❡ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡✐r t❛① r❡✈❡♥✉❡s t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❝✐♣✐❡♥ts✳

✷✸❆♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✲❞✐r❡❝t❡❞ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ✐s ♣✉t
❢♦r✇❛r❞ ❜② ❑♦♥r❛❞ ✭✷✵✵✽✮✳ ■♥ ❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝❛♥ ✐♥✈❡st ✐♥ t❤❡ ❧♦②❛❧t② ♦❢ t❤❡✐r t❛①♣❛②❡rs
✇❤✐❝❤ ❛❧t❡rs t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

✶✾



❊✳❣✳✱ t❤❡ t❛① ✇❡❞❣❡ ✇❛s ✻✵✳✺✗✪ ✐♥ ❇❡❧❣✐✉♠ ✐♥ ✷✵✵✾ ❢♦r ❤✐❣❤✲❡❛r♥✐♥❣ s✐♥❣❧❡s✱

❜✉t ♦♥❧② ✷✵✳✽✗✪ ✐♥ ▼❡①✐❝♦ ❛♥❞ ✸✹✳✾✗✪ ✐♥ P♦❧❛♥❞ ✭❖❊❈❉✱ ✷✵✶✵✮✳ ❊✈❡♥ ❜❡t✇❡❡♥

✇❡❛❧t❤② ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤✐s ❡✛❡❝t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ ♣✉❧❧ ❤✐❣❤ t❛①✴❧♦✇ ♣♦✈❡rt② ❝♦✉♥tr✐❡s s✉❝❤ ❛s ❙✇❡❞❡♥ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡t

♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✻✵✱✵✵✵ ✐♥ ✷✵✵✾ ❛♥❞ ❇❡❧❣✐✉♠ ❡①❡rt ♦♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠✐❣r❛♥ts

✭❙t❛t✐st✐❝s ❙✇❡❞❡♥✱ ✷✵✶✵✮✳

❍❛✈✐♥❣ st❛t❡❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠❛✐♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤

♣♦❧✐t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❛❧❧② s✐♠✐❧❛r ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡s ❝❡rt❛✐♥❧② ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❲❡st❡r♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s♦ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❲❡st ❛♥❞ ❊❛st❡r♥ ❛♥❞ ❆s✐❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳✷✹ ❚❤❡ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♠♦❜✐❧❡ t❛① ❜❛s❡

s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥✱ ❛❧s♦ ❞✉❡ t♦ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦sts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♠✐✲

❣r❛♥ts ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❝✉❧t✉r❡s ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥❡♥ts✱ ✐♥ ❛ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♦r ❛t ❧❡❛st ❲❡st❡r♥

❝♦♥t❡①t✳ ❚❛① ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❛r❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♣r♦❝❡ss❡s✱ s♦ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢

✇❛r♠ ❣❧♦✇ ❛❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ♦♥❡

s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❡①♣❡❝t t♦ s❡❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡s✉❧ts ❛t t❤✐s t✐♠❡ ✐♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣♦❧✐❝②✱

❜✉t r❛t❤❡r ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦✇❛r❞s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ st❛t❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❛① ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ❛❧♦♥❡✱ ❛♥❞ t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs✳✷✺ ❆s ✈❛r✐♦✉s st✉❞✐❡s s✉❣❣❡st✱

❝♦✉♥tr✐❡s ❝❛♥ ❛ttr❛❝t ♠✐❣r❛t♦r② ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❤♦st ♦❢ ♦t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r♦s✐t② ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ st❛t❡s ✐s ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ♣♦❧✐t✐❝❛❧

❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢❛❝t♦rs✳✷✻ ❇✉t t❤❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ♣❛②✐♥❣ t❛①❡s ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ s♣❡❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❘❛❝❡

t♦ t❤❡ ❇♦tt♦♠ ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ st❛t❡s ❤❛s s♦ ❢❛r ❢❛✐❧❡❞ t♦ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆❧❡s✐♥❛✱ ❆✳ ❋✳ ❛♥❞ P✳ ●✐✉❧✐❛♥♦ ✭✷✵✵✾✮✱ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❘❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ◆❇❊❘

❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ◆♦✳ ✶✹✽✷✺✳

❆♥❞r❡♦♥✐✱ ❏✳ ✭✶✾✾✵✮✱ ■♠♣✉r❡ ❆❧tr✉✐s♠ ❛♥❞ ❉♦♥❛t✐♦♥s t♦ P✉❜❧✐❝ ●♦♦❞s✿ ❆ ❚❤❡♦r②

♦❢ ❲❛r♠✲●❧♦✇ ●✐✈✐♥❣✱ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ✶✵✵✱ ◆♦✳ ✹✵✶✱ ♣♣✳ ✹✻✹✕✹✼✼✳

✷✹❆ r❡❝❡♥t ❊✉r♦❜❛r♦♠❡t❡r ♣♦❧❧ s❤♦✇s t❤❛t ✺✸✗✪ ♦❢ ❛❧❧ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✭❊❯ ❝✐t✐③❡♥s✮ ❤♦❧❞ ♥❛t✐♦♥❛❧
❣♦✈❡r♥♠❡♥ts r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ♣♦✈❡rt② ✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥✱ ✷✵✵✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ ❛
♥❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✈❛r✐❡s ❣r❡❛t❧② ✭✷✹✗✪ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✱ ✽✺✗✪ ✐♥ ❇✉❧❣❛r✐❛✮✳

✷✺❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❍♦❧③♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ✏❜r❛✐♥ ❞r❛✐♥✑ ✐♥ ●❡r♠❛♥②✳
✷✻❙❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✈❛♥ ❉❛❧❡♥ ❛♥❞ ❍❡♥❦❡♥s ✭✷✵✵✼✮✳

✷✵



❆♥❞r❡♦♥✐✱ ❏✳ ❛♥❞ ❏✳ ▼✐❧❧❡r ✭✷✵✵✷✮✱ ●✐✈✐♥❣ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●❆❘P✿ ❆♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❚❡st ♦❢ t❤❡ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❆❧tr✉✐s♠✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ❱♦❧✳ ✼✵✱

◆♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✼✸✼✕✼✺✸✳

❇❛❦✐❥❛✱ ❏✳ ❛♥❞ ❏✳ ❙❧❡♠r♦❞ ✭✷✵✵✹✮✱ ❉♦ t❤❡ ❘✐❝❤ ❋❧❡❡ ❢r♦♠ ❍✐❣❤ ❙t❛t❡ ❚❛①❡s❄

❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❋❡❞❡r❛❧ ❊st❛t❡ ❚❛① ❘❡t✉r♥s✱ ◆❇❊❘ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ◆♦✳ ✶✵✻✹✺✳

❇❛s✐♥❣❡r✱ ❙✳ ❏✳ ❛♥❞ ▼✳ ❍❛❧❧❡r❜❡r❣ ✭✷✵✵✹✮✱ ❘❡♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r ❈❛♣✐✲

t❛❧✿ ❍♦✇ ❉♦♠❡st✐❝ P♦❧✐t✐❝s ❊r❛s❡s t❤❡ ❘❛❝❡ t♦ t❤❡ ❇♦tt♦♠✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ P♦❧✐t✐❝❛❧

❙❝✐❡♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇✱ ❱♦❧✳ ✾✽✱ ◆♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✷✻✶✕✷✼✻✳

❇♦❛❞✇❛②✱ ❘✳✱ ▼✳ ▼❛r❝❤❛♥❞✱ P✳ P❡st✐❡❛✉✱ ❛♥❞ ▼✳ ❉❡❧ ▼❛r ❘❛❝✐♦♥❡r♦ ✭✷✵✵✷✮✱

❖♣t✐♠❛❧ ❘❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❍❡t❡r♦❣❡♥♦✉s Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ▲❡✐s✉r❡✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ❱♦❧✳ ✹✱ ◆♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✹✼✺✕✹✾✽✳

❇♦❧t♦♥✱ ●✳ ❊✳ ❛♥❞ ❆✳ ❖❝❦❡♥❢❡❧s ✭✷✵✵✵✮✱ ❊❘❈✿ ❆ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❊q✉✐t②✱ ❘❡❝✐♣r♦❝✐t②✱

❛♥❞ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ❱♦❧✳ ✾✵✱ ◆♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✶✻✻✕

✶✾✸✳

❇r✉❡❝❦♥❡r✱ ❏✳ ❑✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ❲❡❧❢❛r❡ ❘❡❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❘❛❝❡ t♦ t❤❡ ❇♦tt♦♠✿ ❚❤❡♦r②

❛♥❞ ❊✈✐❞❡♥❝❡✱ ❙♦✉t❤❡r♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ✻✻✱ ◆♦✳ ✸✱ ♣♣✳ ✺✵✺✕✺✷✺✳

❈❤❛t❡❧❛✐s✱ ◆✳ ❛♥❞ ▼✳ P❡②r❛t ✭✷✵✵✽✮✱ ❆r❡ s♠❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❧❡❛❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥

t❛① ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥❄✱ ❈❊❙ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✷✵✵✽✳✺✽✳

❈r❛♥❡✱ ❘✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ❱♦❧✉♥t❛r② ✐♥❝♦♠❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✸✶✱ ◆♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✽✹✕✾✽✳

❈r❡♠❡r✱ ❍✳ ❛♥❞ P✳ P❡st✐❡❛✉ ✭✶✾✾✽✮✱ ❙♦❝✐❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣ ❛♥❞ ❧❛❜♦r

♠♦❜✐❧✐t②✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✻✽✱ ◆♦✳ ✸✱ ♣♣✳ ✸✾✼✕✹✷✵✳

✭✷✵✵✹✮✱ ❋❛❝t♦r ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❛♥❞

❯r❜❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✹✱ ❆♠st❡r❞❛♠✿ ◆♦rt❤ ❍♦❧❧❛♥❞✱ ♣♣✳ ✷✺✷✾✕✷✺✻✵✳

❈r✉♠♣❧❡r✱ ❍✳ ❛♥❞ P✳ ❏✳ ●r♦ss♠❛♥ ✭✷✵✵✽✮✱ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st ♦❢ ✇❛r♠ ❣❧♦✇

❣✐✈✐♥❣✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✾✷✱ ◆♦✳ ✺✕✻✱ ♣♣✳ ✶✵✶✶✕✶✵✷✶✳

❈✉♠♠✐♥❣s✱ ❘✳ ●✳✱ ❏✳ ▼❛rt✐♥❡③✲❱❛③q✉❡③✱ ▼✳ ▼❝❑❡❡✱ ❛♥❞ ❇✳ ❚♦r❣❧❡r ✭✷✵✵✾✮✱ ❚❛①

♠♦r❛❧❡ ❛✛❡❝ts t❛① ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ s✉r✈❡②s ❛♥❞ ❛♥ ❛rt❡❢❛❝t✉❛❧ ✜❡❧❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ✫ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ❱♦❧✳ ✼✵✱ ◆♦✳ ✸✳

✷✶



❉❛❤❧❜❡r❣✱ ▼✳ ❛♥❞ ❑✳ ❊❞♠❛r❦ ✭✷✵✵✽✮✱ ■s t❤❡r❡ ❛ ✏r❛❝❡✲t♦✲t❤❡✲❜♦tt♦♠✑ ✐♥ t❤❡

s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ❜❡♥❡✜t ❧❡✈❡❧s❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ♣♦❧✐❝② ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✱ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✾✷✱ ◆♦✳ ✺✕✻✱ ♣♣✳ ✶✶✾✸✕✶✷✵✾✳

✈❛♥ ❉❛❧❡♥✱ ❍✳ P✳ ❛♥❞ ❑✳ ❍❡♥❦❡♥s ✭✷✵✵✼✮✱ ▲♦♥❣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ●♦♦❞ ▲✐❢❡✿ ❯♥❞❡rst❛♥❞✲

✐♥❣ ❊♠✐❣r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❍✐❣❤✲■♥❝♦♠❡ ❈♦✉♥tr②✱ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

❘❡✈✐❡✇✱ ❱♦❧✳ ✸✸✱ ◆♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✸✼✕✻✻✳

❉✐①✐t✱ ❆✳✱ ●✳ ▼✳ ●r♦ss♠❛♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❍❡❧♣♠❛♥ ✭✶✾✾✼✮✱ ❈♦♠♠♦♥ ❆❣❡♥❝② ❛♥❞ ❈♦✲

♦r❞✐♥❛t✐♦♥✿ ●❡♥❡r❛❧ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ●♦✈❡r♥♠❡♥t P♦❧✐❝② ▼❛❦✐♥❣✱

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ❱♦❧✳ ✶✵✺✱ ◆♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✼✺✷✕✼✻✾✳

❉♦❡rr❡♥❜❡r❣✱ P✳✱ ❉✳ ❉✉♥❝❛♥✱ ❈✳ ❋✉❡st✱ ❛♥❞ ❆✳ P❡✐❝❤❧ ✭✷✵✶✷✮✱ ◆✐❝❡ ❣✉②s ✜♥✐s❤

❧❛st✿ ❛r❡ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r t❛① ♠♦r❛❧❡ t❛①❡❞ ♠♦r❡ ❤❡❛✈✐❧②❄✱ ❈●❙ ❲♦r❦✐♥❣

P❛♣❡r✱ ❱♦❧✳ ✸✱ ◆♦✳ ✷✳

❊❣❣❡r✱ P✳ ❛♥❞ ❉✳ ▼✳ ❘❛❞✉❧❡s❝✉ ✭✷✵✵✾✮✱ ❚❤❡ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❛❜♦✉r ❚❛①❡s ♦♥ t❤❡

▼✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❦✐❧❧❡❞ ❲♦r❦❡rs✱ ❲♦r❧❞ ❊❝♦♥♦♠②✱ ❱♦❧✳ ✸✷✱ ◆♦✳ ✾✱ ♣♣✳ ✶✸✻✺✕✶✸✼✾✳

❊tt❡✱ ❆✳ ❛♥❞ ▲✳ ❙❛✉❡r ✭✷✵✶✵✮✱ ❆❜s❝❤✐❡❞ ✈♦♠ ❊✐♥✇❛♥❞❡r✉♥❣s❧❛♥❞ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞❄✱

P♦❧✐❝② ♣❛♣❡r ❢♦r t❤❡ ❇❡rt❡❧s♠❛♥♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✳

❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✭✷✵✵✾✮✱ ❊✉r♦❜❛r♦♠❡t❡r✲❙t✉❞✐❡ ③✉ ❆r♠✉t ✉♥❞ s♦③✐❛❧❡r

❆✉s❣r❡♥③✉♥❣✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✷✵✶✵❛❣❛✐♥st♣♦✈❡rt②✳❡✉✳

❋❡❤r✱ ❊✳ ❛♥❞ ❑✳ ▼✳ ❙❝❤♠✐❞t ✭✶✾✾✾✮✱ ❆ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❋❛✐r♥❡ss✱ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛♥❞

❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✶✶✹✱ ◆♦✳ ✸✱ ♣♣✳ ✽✶✼✕

✽✻✽✳

❋✐❝❤t❡✱ ❏✳ ●✳ ✭♥♦ ②❡❛r✮✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜❦✲❧✉❡❜❡❝❦✳❡✉✴③✐t❛t❡✲✜❝❤t❡✳❤t♠❧✳

●✐❧❛r❞✐✱ ❋✳ ❛♥❞ ❋✳ ❲❛ss❡r❢❛❧❧❡♥ ✭✷✵✶✵✮✱ ❚❛① ♣♦❧✐❝② ❞✐✛✉s✐♦♥✿ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❝♦♠♣❡✲

t✐t✐♦♥❄✱ P❛♣❡r ❢♦r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❆♥♥✉❛❧ ▼❡❡t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❙✇✐ss P♦❧✐t✐❝❛❧

❙❝✐❡♥❝❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ●❡♥❡✈❛✳
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✶✻✼✗✪ ♦❢

t❤❡

❛✈❡r❛❣❡

✇❛❣❡ ✐♥ ✪

✭✷✵✵✾✮

◆❡t

♣✉❜✲

❧✐❝❧②

♠❛♥✲

❞❛t❡❞

s♦❝✐❛❧

❡①♣❡♥✲

❞✐t✉r❡

✐♥ ✪ ♦❢

●❉P

✭✷✵✵✼✮

❆✈❡r❛❣❡

✐♥❞✐✲

r❡❝t

t❛①

r❛t❡ ✐♥

✪

✭✷✵✵✼✮

❆✈❡r❛❣❡

✉♥❡♠✲

♣❧♦②✲

♠❡♥t

r❛t❡ ✐♥

✪

✭✷✵✵✺✲

✷✵✵✾✮

❆✉str✐❛ ✺✸✼✹✷✳✽✷ ✺✵✳✶ ✷✹✳✽ ✶✻✳✹ ✹✳✺✽

❇❡❧❣✐✉♠ ✹✺✸✽✸✳✹✶ ✻✵✳✺ ✷✻✳✷ ✶✺✳✶ ✼✳✽✹

❉❡♥♠❛r❦ ✺✸✸✻✵✳✹✻ ✹✽✳✻ ✷✸✳✾ ✷✻✳✵ ✹✳✹✵

❋✐♥❧❛♥❞ ✺✵✻✹✹✳✸✻ ✹✽✳✷ ✷✷✳✻ ✶✾✳✾ ✼✳✺✵

❋r❛♥❝❡ ✹✽✸✽✷✳✽✵ ✺✸✳✶ ✷✾✳✾ ✶✹✳✹ ✽✳✽✹

●❡r♠❛♥② ✹✾✸✺✷✳✺✺ ✺✸✳✵ ✷✼✳✷ ✶✹✳✷ ✾✳✶✵

▲✉①❡♠❜♦✉r❣ ✻✼✸✵✸✳✸✵ ✹✶✳✶ ✶✾✳✶ ✷✸✳✼ ✹✳✼✵

▼❡①✐❝♦ ◆✴❆ ✷✵✳✽ ✾✳✵ ✻✳✵ ✹✳✵✽

◆❡t❤❡r❧❛♥❞s ✺✺✺✷✺✳✶✵ ✹✶✳✽ ✷✵✳✹ ✷✸✳✺ ✹✳✵✵

◆♦r✇❛② ✼✹✷✽✺✳✼✽ ✹✸✳✵ ✷✵✳✵ ✷✸✳✺ ✸✳✷✵

P♦❧❛♥❞ ✶✷✽✻✼✳✻✷ ✸✹✳✾ ✶✽✳✽ ✶✼✳✾ ✶✶✳✸✹

❙♣❛✐♥ ✸✽✵✾✷✳✶✹ ✹✶✳✻ ✷✶✳✻ ✶✷✳✺ ✶✶✳✵✽

❙✇❡❞❡♥ ✹✾✺✼✽✳✹✷ ✺✵✳✾ ✷✻✳✵ ✷✵✳✼ ✼✳✵✽

❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ✼✼✽✻✻✳✾✶ ✸✸✳✻ ◆✴❆ ◆✴❆ ✸✳✼✹

❯♥✐t❡❞

❑✐♥❣❞♦♠

✻✾✷✼✹✳✽✺ ✸✼✳✵ ✷✷✳✼ ✶✷✳✽ ✺✳✼✹

❯♥✐t❡❞

❙t❛t❡s

✹✼✹✹✶✳✶✹ ✸✹✳✻ ✶✽✳✾ ✹✳✶ ✺✳✽✽

❖❊❈❉

❆✈❡r❛❣❡

◆✴❆ ✹✶✳✶ ✷✵✳✷ ✶✺✳✶ ✻✳✻✹

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❛① ✇❡❞❣❡s ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❢♦r s❡❧❡❝t❡❞ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✳
✭❖❊❈❉✱ ✷✵✵✼✱✷✵✶✵✱✷✵✶✶✮

✷✺



❚②♣❡ ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❋♦r♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

◆♦ ❆❧tr✉✐s♠ W ≡ 0
❲❛r♠ ●❧♦✇ Wi(bi) = bi
P✉r❡ ❆❧tr✉✐s♠ Wi(bi,mi, ni) = bi × mi

ni

■♥❡q✉✐t② ❆✈❡rs✐♦♥ Wi(x, bi,mi, ni) = x− bi − bi × mi

ni

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❋♦r♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡t ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ✏s❝✐❡♥t✐sts✑ ❛♥❞ ✏❡①❡❝✲
✉t✐✈❡s✑ ✭■❙❈❖ ✶ ❛♥❞ ✷✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❯✲✶✺ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ②❡❛r❧② ❛✈❡r❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✵✺
❛♥❞ ✷✵✵✾✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❊tt❡ ❛♥❞ ❙❛✉❡r ✭✷✵✶✵✮

✷✻



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α ✇✐t❤ µ = 0.4, σ = 0.2, l = 1✳

✷✼



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❇❡st✲r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥tr② i t♦ ❝♦✉♥tr② j✬s t❛① r❛t❡ ✇✐t❤ ✇❛r♠
❣❧♦✇✱ V (.) ≡

√

(.), x = 10, µ = 0.4, σ = 0.5, l = 1✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛① ❧❡✈❡❧s ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠✱ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥
❛♥❞ ✇❛r♠ ❣❧♦✇✳ V (.) ≡

√

(.), x = 10✱ σ = 0.1, l = 1✳

✷✽



❋✐❣✉r❡ ✺✿ mj ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ bi ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠✳ V (.) ≡
√

(.), x =
10, bj = 0.1, µ = 1, σ = 1, l = 3, ni = 1, nj = 2.

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ◆❊ ❢♦r ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

✷✾



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛① ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ V (.) =
√

(.), x =
1✱ni = 1✳

✸✵



❆♣♣❡♥❞✐① t♦ s❡❝t✐♦♥ ✸

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ◆❊ ❢♦r ✇❛r♠ ❣❧♦✇

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❊ ✐♥ t❛① r❛t❡s ❣✐✈❡♥ ❜②

bi = bj = b∗ ✭❆✳✶✮

❆ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦✉♥tr② j s❡ts bj = b∗✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ♣❡r ❝♦✉♥tr②

❤❛s t♦ ❜❡ 0.5 ✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t mi → 0.5

❛s bi → b∗✳ ❯t✐❧✐③✐♥❣ ▲✬❍ô♣✐t❛❧✬s r✉❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✭✺✮ ❛s bi → b∗✱

t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ mi ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

lim
bi→b∗

Φ(α
∗
−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)

Φ( 1−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)
=
Φ

(

µ∗
−µ
s✈

)

− Φ( 0−µ
s✈

)

Φ( l−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)
= 0.5 ✭❆✳✷✮

■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ πi = πj ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t πi → πj ❛s bi → b∗✿

lim
bi→b∗

πi = lim
bi→b∗

bi
Φ(α

∗
−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)

Φ( l−µ
s✈

)✲Φ( 0−µ
s✈

)
= πj =

b∗

2
✭❆✳✸✮

❲❤❛t ✐s ❧❡❢t t♦ ♣r♦✈❡ ✐s t❤❛t πi ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣✮ ✐♥ bi ❜❡❧♦✇

✭❛❜♦✈❡✮ b∗✳ ❋♦r bi < b∗✱

∂πi

∂bi
= bi ×

∂α∗

∂bi
× 1

s✈
φ(α

∗
−µ
s✈

)

Φ( l−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)
+
Φ(α

∗
−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)

Φ( l−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)
> 0 ✭❆✳✹✮

✇✐t❤ φ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❋♦r bi > b∗✱

∂πi

∂bi
= −bi ×

∂α∗

∂bi
× 1

s✈
φ(α

∗
−µ
s✈

)

Φ( l−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)
− Φ(

α∗
−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)

Φ( l−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)
+ 1 < 0

if b∗ >
σv(Φ( l−µ

s✈
)− Φ( 0−µ

s✈
))

3× φ(µ
∗−µ
s✈

)× V ′′(x− b∗)
✭❆✳✺✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ b∗ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ✐s ✏❞❡♥s❡✑ ❡♥♦✉❣❤

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛① r❛t❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡ ✐s

♠♦r❡ t❤❛♥ ♦✛s❡t ❜② ❛ ❧♦ss ♦❢ t❛①♣❛②❡rs✳

❍❡♥❝❡✱ ❛s πi str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ bi ✐❢ bi < b∗ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ bi ✐❢

✸✶



bi > b∗ ❛♥❞ ✭❆✳✺✮ ❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ ❛s πi ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s 0.5 × b∗✱ bi = bj = b∗

❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ◆❊✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ◆❊ bi = bj = b
∗ ❢♦r ✇❛r♠ ❣❧♦✇

❆s②♠♠❡tr✐❝ ◆❊✱ ✐✳❡✳ bi 6= bj ✱ ❝❛♥ ❜❡ r✉❧❡❞ ♦✉t ❛s ❛ ❝♦✉♥tr② ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r t❛①

❧❡✈❡❧ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts t❛①

❧❡✈❡❧✿

∂πi

∂bi
= bi ×

∂α∗

∂bi
× 1

s✈
φ(α

∗
−♠

s✈
)

Φ( l−♠
s✈
)− Φ( 0−♠

s✈
)
+
Φ(α

∗
−♠

s✈
)− Φ( 0−♠

s✈
)

Φ( l−♠
s✈
)− Φ( 0−♠

s✈
)

> 0 if bi < bj ✭❆✳✻✮

◆♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t bi = bj < b∗✳ ❆s b∗ ✐s t❤❡ t❛① ❧❡✈❡❧ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡

t❛①♣❛②❡r ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❛❧tr✉✐st✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✈♦t❡rs ♣r❡❢❡rs ❧❡ss ❛♥❞

♦♥❡ ❤❛❧❢ ♣r❡❢❡rs ♠♦r❡ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢

♦❢ t❤❡ t❛①♣❛②❡rs ♣r❡❢❡rs b < b∗✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ❝♦✉♥tr② i ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts t❛①

❧❡✈❡❧✱ ✐t ❝❛♥ ❛ttr❛❝t ❛❧❧ t❛①♣❛②❡rs ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ b ❧❛r❣❡r t❤❛♥ bj ✐♥st❡❛❞ ♦❢

❥✉st 0.5 t❛①♣❛②❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

∂πi

∂bi
> 0, if bi = bj < b∗ ✭❆✳✼✮

❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❊ bi = bj < b∗✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ bi = bj > b∗✳ ❈♦✉♥tr② i ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦

r❡❞✉❝❡ ✐ts t❛① r❛t❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ πi✱ ❣✐✈❡♥ bi < bj ✱ t❤❛t ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ bj
2 ✳

❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

Φ(α
∗
−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)

Φ( l−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)
>

bj
2bi

✭❆✳✽✮

❆s bi → bj ✱ t❤✐s ✐♥❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

Φ

(

V ′(x−bj)−µ
s✈

)

− Φ( 0−µ
s✈

)

Φ( l−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)
>

1

2
✭❆✳✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡rs s❡tt❧✐♥❣ ✐♥ ❝♦✉♥tr② i✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s ❛ ✈❛❧✉❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 0.5 ❜❡❝❛✉s❡

V ′(x− bj) > V ′(x− b∗)

✸✷



⇒ Φ
(

V ′(x− bi)− µ

σv

)

> Φ

(

V ′(x− b∗)− µ

σv

)

= 0.5 if bj > b∗ ✭❆✳✶✵✮

❚❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s ❛s t❤❡ t❛① r❛t❡ bj > b∗ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢

♦❢ t❤❡ t❛①♣❛②❡rs✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ❛ttr❛❝t❡❞ ❜② bj−ε = bi > b∗

✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 0.5✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦✉♥tr② i ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts t❛① r❡✈❡♥✉❡s

❜② ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ bi = bj > b∗✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s②♠♠❡tr✐❝ ◆❊ ✇✐t❤

bi = bj > b∗✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ◆❊ bi = bj = b
∗ ❢♦r ✇❛r♠

❣❧♦✇

❆ss✉♠❡ t❤❛t bj < bi = b∗✳ ❈♦✉♥tr② i ♠❛② ✜♥❞ ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡

✐ts t❛① ❧❡✈❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ bi = b∗ ♠❛② ♥♦t ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ∂πi

∂bi
= 0 ✐❢

bj < bi = b∗✳ ■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❝♦✉♥tr② i ✜♥❞s ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦ s❡t bi < b∗ ❛♥❞

❛ttr❛❝t ♠♦r❡ t❛①♣❛②❡rs ❛t ❛ ❧♦✇❡r t❛① ❧❡✈❡❧✱ t❤❡♥ ❝♦✉♥tr② j ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✐t ♦♣t✐♠❛❧✱

❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss✱ t♦ s❡t ❛ t❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢ bj = bi + ε ❛♥❞ t❤✉s

❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡✳ ❆s ♥♦✇ ❝♦✉♥tr② i ✇✐❧❧

❛❧s♦ s❡t bi = bj + ε✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛♥❞ t❛① ❧❡✈❡❧s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇

t♦✇❛r❞s bi = bj = b∗✳

■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦✉♥tr② i s❡ts bi > b∗ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts t❛① r❡✈❡♥✉❡s

❜② ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① ❢r♦♠ ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛①♣❛②❡rs✱ ❝♦✉♥tr② j ✇✐❧❧ ❛❧s♦

✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts t❛① ❧❡✈❡❧ ❛s ∂πj

∂bj
> 0 ✐❢ bj < bi✳ ❇② s❡tt✐♥❣ bj = bi − ε✱ ❝♦✉♥tr② j

✇✐❧❧ ❛ttr❛❝t ♠♦r❡ t❛①♣❛②❡rs ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ ❝♦✉♥tr②

i t♦ ❛❞❥✉st ✐ts t❛① ❧❡✈❡❧ t♦ bi = bj − ε✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛♥❞ t❛① ❧❡✈❡❧s

❝♦♥✈❡r❣❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ t♦✇❛r❞s bi = bj = b∗✳ �

❆♣♣❡♥❞✐① t♦ s❡❝t✐♦♥ ✹

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ◆❊ ❢♦r ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❊ ❣✐✈❡♥ ❜②

b∗ = bi = bj = x− n2

(µ∗)2
✭❆✳✶✶✮

✸✸



❆ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦✉♥tr② j ❝❤♦♦s❡s ❛ t❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢ b∗✳ ❚❛① r❡✈❡♥✉❡s ✐♥ ❝♦✉♥tr② i ❛r❡

πi = bi ×mi =



















0.5× (x− n2

(µ∗)2 ) if bi = bj = b∗

bi × ❋(α∗
−µ
s✈

)−❋( 0−µ
s✈

)

❋( l−µ
s✈

)−❋( 0−µ
s✈

)
if bimi

ni
<

bj(1−mi)
nj

bi × (1− ❋( ❛
∗
−µ
s✈

)−❋( 0−µ
s✈

)

❋( l−µ
s✈

)−❋( 0−µ
s✈

)
) if bimi

ni
>

bj(1−mi)
nj

✭❆✳✶✷✮

α∗✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ bi ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

∂α∗

∂bi
=

1

2
√
x− bi × ( bimi

n − bj(1−mi)
n )

+
mi × (

√
x− bi −

√

x− bj)

n× ( bimi

n − bj(1−mi)
n )2

> 0 ✭❆✳✶✸✮

❍♦❧❞✐♥❣ mi ❝♦♥st❛♥t ❛t 0.5✱ ❛♥② t❛① r❛t❡ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ b∗ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞

❜② ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t❛①♣❛②❡rs ❛s b∗ ✐s ❥✉st t❤❡ t❛① r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡

t❛①♣❛②❡rs ❝♦♥s✐❞❡r t♦ ❜❡ t♦♦ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤❛❧❢ t♦ ❜❡ t♦♦ ❤✐❣❤✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❢✉rt❤❡r

♣✉♥✐s❤❡s ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ b∗ ❛s

∂α∗

∂mi
=

−( bin +
bj
n )× (

√
x− bi −

√

x− bj)

( bimi

n − bj(1−mi)
n )2

< 0 if bi > bj ✭❆✳✶✹✮

∂α∗

∂mi
=

( bin +
bj
n )× (

√
x− bi −

√

x− bj)

( bimi

n − bj(1−mi)
n )2

> 0 if bi < bj ✭❆✳✶✺✮

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❧♦ss ♦❢ t❛①♣❛②❡rs ❛❧t❡rs α∗ ✉♥❢❛✈♦✉r❛❜❧② ❢♦r ❝♦✉♥tr② i✳ ❇②

♣♦s✐t✐✈❡❧② ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ b∗✱ ❝♦✉♥tr② i r❡❞✉❝❡s ✐ts t❛① r❡✈❡♥✉❡s ❛s t❤❡ ♦✉t✢♦✇

♦❢ t❛①♣❛②❡rs ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❛① r❛t❡ ♣❡r r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❛①♣❛②❡r✳ ❆ ♥❡❣❛t✐✈❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛s ✐t ❛ttr❛❝ts ❧❡ss t❛①♣❛②❡rs ❛t ❛ ❧♦✇❡r t❛① r❛t❡✳

❚❤✉s✱ b∗ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① r❛t❡ ❢♦r ❝♦✉♥tr② i ❣✐✈❡♥ bj = b∗✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ◆❊ ❢♦r ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❊ ✇✐t❤ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ✐s

s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✳

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ◆❊ ❢♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝

❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠

❆s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✐❢ ni < nj ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ❡①✐st ✇✐t❤

bj < bi✳ ❚❤❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥tr② i ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

✸✹



πi = bi ×mi ✭❆✳✶✻✮

❉❡✜♥❡ Pi(z) ❛s t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ πi ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ bi ❛t bi = z✿

Pi(bi) ≡
∂πi

∂bi
= mi + bi ×

∂mi

∂bi
✭❆✳✶✼✮

mi ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ bi✱

∂mi

∂bi
= −∂α∗

∂bi
×

1
s✈
φ(α

∗
−µ
s✈

)

Φ( l−µ
s✈

)− Φ( 0−µ
s✈

)
< 0 ✭❆✳✶✽✮

❛s ∂α∗/∂bi ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱

∂α∗

∂bi
=

V ′(x− bi)

( bimi

ni
− bj(1−mi)

nj
)
+

mi × (V (x− bi)− V (x− bj))

ni × ( bimi

ni
− bj(1−mi)

nj
)2

> 0 ✭❆✳✶✾✮

πi ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ]bj , x[✱ Pi(z) < 0 ❛s z → x ❛♥❞

Pi(z) > 0 ❛s z → bj ✐❢ mi|bi→bj > (|bi × ∂mi

∂bi
|)|bi→bj ✱ s♦ πi ❤❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠

♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ]bj , x[✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ πj ❤❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ]0, bi[

✐❢ mj |bj→bi < (|bj × ∂mj

∂bj
|)|bj→bi ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ mi|bi→bj ❛♥❞ mj |bj→bi ❤♦❧❞

✐❢ nj ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ni ❛♥❞ µ ❛♥❞ l ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳

❙❡tt✐♥❣ ✭❆✳✶✼✮ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r bi ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❢♦r ❝♦✉♥tr② i✬s t❛① r❛t❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥tr② j✬s t❛① r❛t❡✳ ❉❡✜♥❡

Qi = − mi

∂mi

∂bi

✭❆✳✷✵✮

❛s t❤✐s ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ∂Qi

∂bj
> 0 ❛s bj → 0 ❛♥❞ Qi = bj ❛s bj → x✱ s♦ Qi

✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ bj ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ Pj(z) < 0 ❛s z → bi ❛♥❞ Pj(z) > 0 ❛s z → 0✱

s♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① r❛t❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦✉♥tr② j ❤❛s t♦ ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ bi✳ ❚❤✉s✱

❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❛① r❛t❡s ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ Qi ❢r♦♠ ❛♥

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ bj ❜❛❧❛♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ Pi(z) ❢r♦♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ x✱ ❛♥❞

✇❤❡r❡ Pj(z) ❡q✉❛❧s ✵ ❣✐✈❡♥ bi✳

❉❡♥♦t❡ ❜② b∗i ❛♥❞ b∗j ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❛① r❛t❡s ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

♣❛r❛❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ mi ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ α∗ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✭✶✺✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ mi ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♠✐❣r❛t♦r②

r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❛① r❛t❡s ♣❡t❡rs ♦✉t✱ ✐✳❡✳ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✸✺



❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛♥ ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣ ♠✐❣r❛t♦r② r❡s♣♦♥s❡✿

∂2mi

∂(α∗)2
> 0 if α∗ < µ

∂2α∗

∂m2
i

= 2×
( bi
ni

+
bj
nj
)2 × (

√

x− bj −
√
x− bi)

( bimi

ni
− bj(1−mi)

nj
)3

> 0 ✭❆✳✷✶✮

❚❤✉s✱ bi → b∗i ❛♥❞ bj → b∗j ✐❢ ♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝❤♦♦s❡

t❤❡✐r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛① r❛t❡✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ◆❊ ❢♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s

✇✐t❤ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❊ ✇✐t❤ ✐♥❡q✉✐t② ❛✈❡rs✐♦♥ ✐s

s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣✉r❡ ❛❧tr✉✐s♠ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✳

✸✻


