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Die vorliegende Sammlung von Aufgaben enthélt 160 Probleme und Beispiele, die in
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Miinchen 2012 Klaus Stierstadt



Stichwortverzeichnis
Die Zahlen bezeichnen die Aufgaben-Nummern
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- P-T-Reservoir, 6.12
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- Temperaturschritte, 5.8
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Erdboden,Temperaturverlauf, 10.9
Euler-Gleichung, 4.7
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freie Energie, Boltzmann-
Wahrscheinlichkeit, 6.2

freie Enthalpie,
- Tempertur- u. Druckabhdngigkeit, 12.5
- Wasser, 12.6

freie Weglédnge, 10.3
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- ideales, Entropie und freie

- Enthalpie, 12.17

- intergalaktisches, 10.3

- Kreisprozesse, 4.3,7.1,7.11

- Warme und Arbeit, 4.4

- Zustandssumme und Entropie, 12.8

- zweiatomiges, Kreisprozess, 7.2
Gasexpansion, 7.12,7.13
Gasmischung, Entropie, 5.13
Gaszentrifuge, 12.20
Geothermie, 7.19, 8.3
Gibbs-Entropie, 12.12
Gravitation,

- Selbstenergie, 8.2

- Virialsatz, 8.1




grofies Potenzial, Maxwell-
Beziehungen, 12.21
Gummi,
- Elastizitat, 3.3
- Entropie, 5.10

Hauptsatz,
- erster, 4.1
- nullter, 1.8
Heizung,
- Riume, 1.24
- sparen, 10.10

innere Energie, Van-der-Waals-
Gas, 11.6

intergalaktisches Gas, 10.3

Inversionskurve, 11.7

Kalorimetrie, 1.7
Kartenspiel, Entropie, 5.2
Keimbildung, Tropfchen, 12.15
Klimaanlage, 7.17
Kombinatorik, 2.1
Kompressibilitat, Van-der-Waals-
Gas, 11.3
Kompressionsfaktor, 1.15
Kopplung von Systemen, 2.2
Kraftwerk, Abwarme, 7.5, 7.16
Kristall, idealer, T und U, 3.9
kritische Fluktuationen, 9.6
Kiihlschrank, 7.10, 7.18
Kugel, N-dimensionale, 2.15
Kugelschalen, 2.6

Luft-

- Eigenschaften, 1.10

- Staub, 2.6
Luftblase,

- Energieschale, 2.7

- in Fliissigeit, 1.22
Luftpumpe, 7.3

magnetische
- Grofden, 3.6
- Phasengrenze, 9.7
- Warmekapazitat, 3.7
- Zustandssumme, 12.18
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magnetisches Dipolfeld, 3.1
Magnetisierung, quasistatische, 4.6
Maxwell-Beziehungen, 12.7, 12.21
Maxwell-Verteilung, Gasmolekiile, 6.9, 6.10
Meereswirme, 7.6
Metabolismus, Bergsteiger, 9.2
Meteoriteneinschlag, Entropie, 5.4
Mikrowellenheizung, 4.2
Molbegriff, 1.9
Molekiile,

- Fliehkraft bei Rotation, 1.17

- Freiheitsgrade, 1.21

- potenzielle Energie, 1.12

- Schwingungen, 1.18

- Tragheitsmoment, 1.16
‘Molekularfeldtheorie, Weiss'sche, 11.9
Miinze im Brunnen, Entropie, 5.7

Nullpunktsenergie, idealer Kristall, 3.9
Nyquist-Beziehung, 13.2

Osmose, Umkehrung, 12.9
osmotischer Druck, Ndherung, 12.10

Paramagnet,

- Entropie, 5.1

- Wiarme und Arbeit, 4.5
Partialdruck, 1.23
partielle Differentiale, 1.25
Pendel, Brownsche Bewegung, 13.1
Perpetuum mobile, 7.15
Phasengrenze, magnetische, 9.7
Phasenriaume, 2.4
Photonendiffusion in Sonne, 8.4
Polymerkette, Gummi, 3.3

Quantenmafle, 2.11
quasistatische Magnetisierung, 4.6

Raumbheizung, 1.24
Reaktionsgeschwindigkeit, chemische, 6.5
Rohrstrémung, 10.7

Sackur-Tetrode-Gleichung, 5.3
Scheibenviskosimeter, 10.6
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Schmelzen, Warme und Arbeit,

- DNS-Molekiile, 6.11 - ideales Gas, 4.4

- Eis, 5.5 - idealer Paramagnet, 4.5

- Schnee, 9.1 Warmeausdehnung,
Schmelzkurve von Eis, 9.3 - Van-der-Waals-Gas, 11.4
Schwankungen, Energie, 12.19 - verschiedene Bedingungen, 12.13
Siedepunktserhéhung, Warmekapazitat,

- auf Bergen, 12.22 - konstanter Druck, 11.1

- beim Kochen, 12.11 - magnetische, 3.7
Spannungskoeffizient, 1.14 - Metalle, 11.2
Spinsystem, Warme-Kraft-Maschine, Wirkungsgrad, 7.4

- ideales, 12.23 Warmeleitung, 10.1

- Temperatur, 3.8 Wérmepumpe, 7.7, 10.4
statistische Physik und Wérmestrahlung, Abschirmung, 10.8

Thermodynamik, 1.4 Warmetransport,
statistische Thermodynamik, 1.2 Mehrfachschichten, 10.11
Staubteilchen in Luft, 1.26 Wiéarmetransportgleichung, 10.2
Stirling-Naherung, 2.5 Wassermischung, Entropie, 5.6
Stirling-Prozess, 7.8 Weiss'sche Molekularfeldtheorie, 11.9
Strahlung, Atmosphare, 8.5 Weltall, Temperaturen, 1.1
Strahlungsentropie, 8.6 Widerstandsrauschen, thermisches, 13.2
Stromung durch Rohre, 10.7
Systeme, gekoppelte, 2.2 Zustandssumme,

- gekoppelte Systeme, 6.10

Temperatur, im Erdboden, 10.9 - ideales Gas, 12.8
Temperaturschritte, Entropie, 5.8 - magnetische, 12.18
Temperaturskalen, 1.6 - Temperaturabhdngigkeit, 6.3
thermische Ausdehnung, - verschiedene Systeme, 12.14

siehe Warmeausdehnung Zustandszahl,
Thermodynamik und statistische - Extremum, 2.3

Physik, 1.4 - ideales Gas, 2.12, 2.14
thermodynamische Potenziale, - kleine Energiednderung, 6.7

Argongas, 12.4 - Maximum, 2.13
Thermometer, 1.5 - Quadratsumme, 2.9
Tropfenbildung, 12.15 - Warmebad, 6.6

Zwei-Spin-System, Zustdnde, 6.4
Umkehrosmose, 12.9

Van-der-Waals-Gas,
- CP, 11.5

- innere Energie, 11.6

- Kompressibilitit, 11.3

- Warmeausdehnung, 11.4
Virialkoeffizient, Lennard-Jones, 11.8
Virialsatz, Gravitation, 8.1
Viskosimeter, 10.6
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Aufgaben zu Kapitel 1

1.1

Temperatur im Weltall

Was passiert im Universum wihrend seiner Abkiihlung von 1033 auf 3000 K

und zu welchen Zeiten?

1.2  Inhalte der statistischen Thermodynamik
Welches sind die beiden hauptsachlichen Inhalte der statistischen Thermo-
dynamik?
1.3  Energiebeispiele
Suchen Sie nach Beispielen fiir die Zwischenrdume in der Energieskala
in Abb. 1.4.
1.4  Thermodynamik und statistische Physik
Wie unterscheiden sich Thermodynamik und statistische Physik?
1.5  Thermometer
Beschreiben Sie mit wenigen Satzen die wichtigsten Temperaturmessgerate.
1.6  Temperaturskalen
Zeichnen und beschreiben Sie die folgenden beiden Temperaturskalen:
a) Auf der Basis von Eisen anstelle von Wasser (Einheit "°E"J,
b) auf der Basis von Wasser mit einem Schmelzpunkt bei 100 Grad
absolut anstelle von 273,15K (Einheit "°W") und mit O °W=0K.
1.7 Kalorimetrie
a) Wie bestimmt man den "Wasserwert' eines Kalorimeters?
b) Wie lautet die Beziehung fiir die Messung der Warmekapazitdt einer
Probe bei bekanntem Wasserwert?
1.8 Nullter Hauptsatz

Vier gleiche Korper sind durch eine adiabatische und eine diathermische
Wand getrennt (s. Abb. unten). Anfangs haben sie paarweilse verschiedene

Temperaturen, wie in der Abbildung skizziert.
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a) Wie hoch sind die Temperaturen der Korper im Gleichgewicht nach ein-
maligem und nach zweimaligem Drehen der Wande um 90° um den gemein-
samen Mittelpunkt P?

b) Wie groB sind die entsprechenden Temperaturen, wenn der Korper 4 eine

kleinere Wiarmekapazitdt hat als die anderen drei?

Molbegriff

1.10

a) Berechnen Sie die Molmasse der Luft bei normaler Zusammensetzung:
Volumenprozente 78,09% N,, 20,95% O,, 0,93% Ar und 0,03% CO2°

b) Wie groB ist das Molvolumen der Luft bei der Normaldichte 1,293g/dm3?

c) Wieviel Mol Sterne gibt es im sichtbaren Teil des Universums? Wieviel
Mol Ameisen gibt es auf der Erde? Wieviel Mol Zellen hat ein Mensch?
Wieviel Mole Nukleonen, Neutrinos und Lichtquanten gibt es im sicht-
baren Teil des Weltalls?

Eigenschaften der Luft

1.11

Stellen Sie aus der Literatur eine der Tabelle 1.1 dhnliche Ubersicht
fiir Normalluft anstelle von Argon zusammen. Die relative Zusammenset-
zung sei dieselbe wie in Aufgabe 1.9a und zusdtzlich 1,5 Volumenprozent

Wasserdampf. Hinweis: Mittelwerte iiber die Teilgase nehmen.

Kinetischer Gasdruck *

1.12

a) Berechnen Sie die Formel (1.11) fiir den Druck eines idealen Gases
unter Beriicksichtigung der Geschwindigkeits- und Richtungsverteilung
der Molekiile. Betrachten Sie dazu ein rdumliches Koordinatensystem
(r, @,30) und integrieren Sie iliber alle Molekiile, die in der Zeit dt
auf die Flache dA der Wand ihres Behdlters treffen.

b) Wie groB ist der Druck im intergalaktischen Raum bei 3 K und bei einer

Teilchenkonzentration von 3 H-Atomen pro m3?

Potenzielle Energie von Molekiilen

1.13

Wie lautet die Energie eines Atoms oder Molekiils im Gravitationsfeld,

sowie im elektrischen bzw. magnetischen Feld?

Effusion

a) Berechnen Sie unter Verwendung des Ergebnisses von Aufgabe 1.711a den
Teilchenfluss (Anzahl pro Flache und pro Zeit) auf die Wand eines
Behdlters mit idealem Gas unter Berlicksichtigung der Richtungs- und

Geschwindigkeitsverteilung der Molekiile.
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b) Wie klein muss der Druck von Stickstoff in einem Vakuumgefdf3 bei
Raumtemperatur sein, damit die Bedeckungsrate der Wand weniger als
eine Monolage pro Stunde betrdgt, und wenn jedes auftreffende Mole-
kiil haften bleibt?

¢) Ein Astronaut erhilt bei einem Weltraumspaziergang durch Aufprall
von Schrottteilchen ein Loch von 1pm bzw. 1mm Radius in seinem
Druckanzug. Welche Kraft (bt das austretende Gas auf ihn aus, und
wie weit wird er in einer Minute abgetrieben?

d) Ein Fahrradschlauch verliert in einer viertel Stunde praktisch alle

Luft. Wie grof ist das Loch fir N2 bei Raumtemperatur? (Schlauch-
volumen schétzen)

1.14  Spannungskoeffizient

a) Um wieviel Grad darf eine Stahlflasche iiber Raumtemperatur erwarmt
werden, wenn der Druck des darin enthaltenen idealen Gases von 20
auf nicht mehr als 25 bar steigen darf?

b) Um wieviel steigt der Druck in einem Fahrradreifen, wenn er sich
wihrend der Fahrt von 10 °C aus um 25K erwdrmt? Das Schlauchvolumen
soll dabei anndhernd konstant bleiben.

1.15  Kompressionsfaktor

Der Kompressionsfaktor eines Gases ist durch K*=PV/(nRT) definiert

und hat bei idealen Gasen den Wert 1. Beiliegende Abbildung erweitert

die Abbildung 1.16 im Text auf einen groBeren Druckbereich.

a) Wie sehen die Kurven bei anderen Temperaturen aus, z. B. bei Raum-
temperatur Tr =293 K?

b) Was passiert bei CO, bei etwa 35 bar? (Hinweis: s. Abb. 11.1)

pV,_/10°T mol !
é NZ ///
v

4 -

os”
°
v
v’

_ . - z — — — perfect gas
RT,. = 2271 - , P
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1.16 Molekulares Trédgheitsmoment

Man beweise die Beziehung (1.35) fiir das Trégheitsmoment eines zwel-

atomigen Molekiils.

1.17 Fliehkraft im Molekiil
Bei welcher Temperatur wirde ein rotierendes HCl-Molekil durch Flieh-

kraft zerreiBen, wenn es nicht schon vorher durch Schwingungen disso-

ziiert? (Bindungsenergie 5eV, Zentrifugaldehnung vernachldssigen)

1.18 Molekiilschwingungen

Die Abbildung zeigt Schwingungsmoden eines Ethylenmolekiils (CZH4).
Welche der dargestellten Schwingungen sind im freien Molekul nicht

erlaubt? Die Pfeile bedeuten Auslenkungen der Atome in der Zeichen-

ebene; + und - bezeichnen Schwingungen senkrecht dazu.

¥ AL

1.19 Ausdehnungskoeffizient

Der lineare thermische Ausdehnungskoeffizient bei konstantem Druck

ist folgendermaBen definiert: -:iP = (/f/L] (?} L/ DT)’P .

a) Um wieviel dehnt sich eine 100m lange Eisenbahnschiene ( o =
1,15«10—5/K) zwischen Sommer und Winter aus? (Temperaturen schitzen)

b) Beweisen Sie, dass naherungsweise fir einen isotropen Festkorper

o = nd,. gilt (i=x,y,2).
F i ’P)(
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Regendruck

a) Berechnen Sie den kinetischen Druck, den fallende Regentropfen auf
ein um 45° geneigtes Dach ausiiben und zwar bei einer Regenintensitat
I=50mm/h und bei einer Fallgeschwindigkeit der Tropfen von 10m/s.
Der Aufprall der Tropfen sei unelastisch.

b) Wieviel mal groBer ist der statische Druck der in einer Stunde ge-

fallenen Regenmenge auf eine horizontale Dachfléche?

Zihlen Sie alle Preiheitsgrade eines Wassermolekiils auf, die es bei

Zwei gleichgroBe Luftblasen steigen in zwei Flissigkeiten von konstan=
ter Temperatur auf, die eine in Wasser, die andere in Glyzerin. Dabei
wichst ihr Volumen, weil der hydrostatische Druck mit der Hohe abnimmt.
Die Blase in Wasser steigt so schnell,dass mit der umgebenden Flussig-
keit praktisch keine Warme ausgetauscht wird. Die andere in Glyzerin
steigt wegen dessen groBerer Viskositdt so langsam, dass sie standig im
thermischen Gleichgewicht mit ihrer Umgebung bleibt. Welche Blase ist

Berechnen Sie den Partialdruck von CO2 in Luft beim Normaldruck PIl°

Die Gleichgewichtsanteile ui==Mi/§jMi der Luftbestandteile sind in
1,5% fir Ar und 0,05% fur CO2°

Wie dndert sich die innere und die Gesamtenergie der Raumluft eines

Zimmers, wenn man die Heizung anschaltet? Berechnen Sie die relativen

.21 Molekiil-Freiheitsgrade
geniigend hoher Temperatur besitzen kann,
.22 Luftblasen in Fliissigkeiten
kleiner, wenn sie oben ankommt?
.23 Partialdricke
Prozent: 75,0% fur N2 23,5% fur 02,
.24 Raumheizung
GroRen fir iibliche Temperaturen.
.25 Partielle Differenziale

i
)

Die Gleichung eines Kreises lautet x2-+y2-+22==r2 oderq§x==r'c054},
)r=1‘sin49}PAus beiden Formen kann die partielle Ableitung
gewonnen -werden: dx/Jr=r/x oder < x/4r=cosur=x/T.

Warum sind die Ableitungen nicht identisch?
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1.26 Staub in der Luft

Ein zigarrenformiges Staubteilchen von 1g/cm3 Dichte, 0,1 pm Lange
und 0,07 pm Durchmesser schwebt in Luft bei Raumtemperatur. Um welche
Achsen und mit welcher Geschwindigkeit wird es durch die S#oBe der

Luftmolekiile zur Rotation angeregt?
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Losungen zu Kapitel 1

1.1

Temperatur im Weltall

Inflationire Expansion (1050fach) 1047 ¢ / 10730 5 nau
Quarks entstehen 102k / 107% s ndu
elektromagnetische Kraft entsteht 10'%% / 10712 s ndu
Hadronen entstehen 0%k / 107% s nav
Leptonen entstehen 10"k / 107% s nau
Elektron-Positron-Vernichtung 10“)K / 1 s ndU
Atomkerne entstehen 109 K/ 10 s ndU
Atome entstehen 3000 K / 410° a ndu

("'ndU": nach dem Urknall)

Xl

1.2 Inhalte der statistischen Thermodynamik
Temperaturabhangigkeit der Eigenschaften der Materie (s. Abb. 1.1) und
Bedingungen, Moglichkeiten und Grenzen der Energieumwandlung (s. Abb. 1.3).
1.3  Energiebeispiele
Drei-Schluchten-Staudamm in China: maximal 3r1016,J/a. 2 1GW.
Ruheenergie des Protons: 107195,
1.4 = Thermodynamik und statistische Physik
Die Thermodynamik ist makroskopisch, universell giiltig und griindet sich
auf die Hauptsdtze als Erfahrungstatsachen.
Die statistische Physik ist mikroskopisch, stoffspezifisch und griindet
sich auf die Grundgesetze (first principles) der Physik.
1.5  Thermometer
Ein Fliissigkeitsthermometer beruht auf der thermischen Ausdehnung einer
Fliissigkeit. Ein Gasthermometer beruht auf der thermischen Ausdehnung
eines idealen Gases. Thermoelemente beruhen auf der Temperaturabhéngig-
keit der Elektronenbeweglichkeit in Metallen und Widerstandsthermometer
auf der Temperaturabhdngigkeit des elektrischen Widerstands von Metallen
oder Halbleitern.
1.6  Temperaturskalen
a) Tabellenwerte fur Eisen: Tsch= 1538 °C=1811K, Tsie= 2861 °C=23134K.
123 y ¢ ,
O et ) > K
A3§%b§
=436, z' a > ©
=Ane, 3 0 A00
HPR D A% 23 =AY 23 K AR = {’)'Qi},ggr;) oz
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b) Schmelzpunkt des Wassers bei 100 °W:

273 372 .
Ol"r ] g =8
i 1
b b
Ly : ‘ >
Ao@ 136,
2% A e mi
AW 2 = =2 1K AXE §36E B W
= 450 [ ;
Kalorimetrie

Zur Messung der Warmekapazitat bringt man die zu untersuchende Probe

(V,m, T, c) in Wasser (m , T ,
pr p° P P wo o . . N
zum Beispiel To < Tp, Nach Temperaturausgleich misst man die Mischungs-

cw) von etwas anderer Temperatur,

temperatur T (TO <T < Tp) .

Jibs )

|
N | W | ®
T T,
=) WA

a) Bei einem Kalorimeter wird auBer seinem Wasserinhalt auch das Kalo-
rimetergefdll mit erwdrmt wenn die Probentemperatur hoéher als die
Anfangstemperatur TO ist. Man beriicksichtigt dies durch eine &dquiva-
lente Menge Wasser LU, ("Wasserwert'). Diesen bestimmt man, indem man
unter sonst gleichen Bedingungen anstelle der Probe eine solche aus

W
peratur me, Fir die Energieabgabe der Wasserprobe gilt
5 - 1 _
L}pr— cm'(T -T )

Wasser einbringt (m“'I, V =Vp’ TW), Dann erhalt man eine Mischungstem-

WoWwS W mw
und fir die Energiaufnahme des Kalorimeters (mww) mit Wasserfiillung

(m )
A Qk =+c w(mw + mww)(me - TO) .
Der Energiesatz verlangt ,_/,\Qk = - &pr, das heif3t

chW(TW - me) = Cw(mw * mww) (me - To) .

Daraus folgt fir den Wasserwert m .

5 - \
/ i = T \ .
78 N (aw____"’__. ﬁ - M.
R /

L s _ T

[ H
Feags e J




-L1/3 -

b) Ist der Wasserwert des Kalorimeters bekannt, so ergibt sich die
Beziehung fiir die Warmekapazitdt einer Probe folgendermafen:
Fir die Ernergieabgabe der Probe gilt

= - T -T
. z&QP cpmp( b )
und fiir die Energieaufnahme des Kalorimeters
AQe=+ Cw(mw M) (Tm B To) :
Der Energiesatz verlangt ﬂQk=— AQp bzw.
cpmp(Tp - Tm) = cw(mw + mww)(im - TO) .
Daraus folgt fir die Warmekapazitdt der Probe

B _ C\.J(W‘k/'!” MVU\[TM ”T;.)
C}—CPM?_ ﬁ}~Tm) ‘

Alles, was rechts steht, ist messbar.

1.8 Nullter Hauptsatz

a) Vier gleiche Korper (C1 =C,=Cz= C4):
Ausgangszustand I (s. u.): Ty=Tz=T, , T,=T,=T_.
Nach einmaligem Drehen (Zustand II) erfolgt Temperaturausgleich:
T =T,=Tz= Ty=T, mit T = (sz + Tr)/Z aus Symmetriegriinden.
Nach nochmaligem Drehen (Zustand III) &ndert sich nichts mehr, weil

keine Temperaturunterschiede mehr existieren.

zdinbgtisch

@ GZ‘* T Uk e Ty =
O,

AN

they sk <

: &
TZ @ -7

8

SO NSNNNNNNY
SHNNNINNAN

™

b) Korper 4 hat jetzt eine kleinere Warmekapazitat C} <C,=C

=C
4 1 2
(Zustand IV). Nach einmaligem Drehen ergibt sich Zustand Vi

3

AQ ;.

§\¥ Ty <::> /<:> ‘T%'
o,

3 7
& A OrR@ 1

A AQiay

AN

L

=EENNNNENNNN
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Fiir Kérper 1 und 2 bleibt hiernach alles wie bei a). Fir Korper 3
und 4 gilt im Zustand V:
AQ3=C3ﬂT3=—C3ﬂz 'Tﬁ)HM1ACM=CZAT4=+CEUE—TrL
A —_ - 1 — o
Aus AQS_ AQ4 folgt CZ(T@ Tm)-CZ(Tm Tr) und
T! = GTe +<ET
” Cy+CE
Beispiel: Cj=Cg/2: Ti=(2/3)Ty +(1/3)T =T +(1/6)(Tp =T )> Tp.
Nach nochmaligem Drshen geht Zustand V in VI iber:

T~ 7
L OlOR (020 ..
7 i / L2
7// ‘/A ) Th-\ 5‘434‘ / AQyx
= | O @
- {@ @ o IR
B £ 2
7 | o
Aus Symmetriegriinden gllt nun im Zustand VI :
T (T T 2= e =T /24 (1/12)(Tp T ){<TI? und
C; g..nli-'c){plyhi >TM
T"=..(s. oben).. = —
= ..(s. oben) o cF <7
‘Beispiel: Cz=CZ/2: TI;l’=Tm+(1/18)(TJ2 _Tr){ =
<Tﬁ

Bei weiterem wiederholtem Drehen gehen schlieBlich alle Temperaturen

gegen Tma

1.9  Molbegriff

a) Fiir die Molmasse der Luft gilt ML=f§j Mm,ipi°'Mm ist das ''Molgewicht"

der Bestandteile, das heiit ihre relative Molmasse; p sind Volumen-

prozente.

Tabellenwerte: Bestandteil Mo p
N, 28,01 78,09
0, 32,00 20,95
Ar 39,95 0,93
o, 44,01 0,03

Man erhalt die relative Molmasse der Luft (”Molgewicht”):'ML==28,96

und die absolute Molmasse der Luft ﬁL = 28,96 g/mol.
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b) Das Molvolumen der Luft ist mit der gemessenen Dichte g) =1,293 g/cm3

\/' _ ML B @,01?96 ¥y J ol S y 4{3 >

i ? T A9z Wg/M:g T w oL
¢) Sterne 1022 2 0,017 mol
Ameisen 1013 210 H mol
Zellen 1018?) = 10;160 mol
Nukleonen 1077 2 10 mol

. 89 . .05

Neutrinos 1077 2 10 mol
Photonen 1090 2 1000 o1

Eigenschaften der Luft

1.11

mittleres Molekiilvolumen

Mittlere relative Molmasse (ausAufgabe 1.9a mit 1,5% Wasserdampf, Mm=
18, p=1,5) M, = 23,80

mittlere Molekiilmasse m ZML' u=4,78: 10726 kg

Massendichte ¢ =1,293 kg/m3 (Tabellenwert)

mittlere Teilchendichte "i: e /ﬁm=N/V= 2,7 »1025/1113

mittlerer Molekiilradius )K nicht sinnvoll fiir Gemische

mittlere Geschwindigkeit & = W&84 m /s

i B
mittleres Volumen/Molekil V,t = 1]%z =2 L. ”D”"ZL s
mittlerer Molekiilabstand £4Y=<X V.3 =3, 23~ 13~
rms-Geschwindigkeit 7 = (v = $36,H ™ /<
mittlére.kinetische Energie {£Y= im,, Lod /2 = 568" Ao~
Energiedichte des Gases Ui = §-e {89 = 451 IS 7/ 3

mittlerer Impuls/Molekiil <P7 = 2, Aedo 23 K4 im /s
< f>, <T>und < y> sind fir ein Gemisch keine sinnvollen GroBen.

Kinetischer Gasdruck

a) In der Abbildung sind das Flachenelement da und der Raumwinkel d .

skizziert. Man denke sich alle Geschwindigkeitsvektoren vom Zentrum

der Kugel aus aufgetragen:

3n @ cl(f

0(@:«‘0(9“"’ & O A’f (ﬂ)
dz4%_ o 0uvds ()
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Man stelle sich nun Molekiile vor, die mit Geschwindigkeitsvektoren
zwischen ~»und v +dw vom Zentrum der Kugel in Richtungen ©, § bis
©+d® und ¢ +dg fliegen. Ihre Zahl ist dN g, ihre Gesamtzahl |
in alle Richtungen nennen wir dN .. Dann gilt fir den Anteil dieser
Molukiile in den Richtungen © und &P

dNwo, 4O Sin @dOde (y

AN, Y = Y
Wieviele dieser Molekiile treffen in der Zeit dt auf die Wand des Gas-
behdlters vom Volumen V? Dazu betrachten wir einen kleinen Zylinder
in Richtung O mit der Hohe ~rdt und der Grundfliche dA in der Behdl-
terwand {dt sei klein gegen die StoBzeit (s. Tab. 1.1)):

/4%

/

Das Volumen dieses Zylinders ist

ClVZ=v4tAP<c¢3@ {-L')
Fiir die Zahl der Molekile, die dA in der Zeit dt treffen gilt
N V, .
J At _ DL z (S-)
NG \

Hier ist dN“,@{? die Zahl aller in V mit den Koordinaten - @;EP
startenden Molekiile. Ihr Anteil in dVZ ist dVZ/V. Einsetzen von
Gl. (3) in (5) liefert

. S 1 ¥ : .
At 4 TV

Bei elastischer Reflexion eines Molekiils an dA wird auf die Wand der

Impuls p=2mwcos® (7) .ibertragen (s. Abb. 1.18). Der iibertragene

Impuls von dNAt Molekiilen ist dann

dp = p AN = 2 ™D sin O AN, dALL dB g (©)

- 2-1?'
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Der Druck aller Molekiile mit Geschwindigkeiten von 1= bis ~ &4an
integriert tuber alle Richtungen ““undtz

betragt
) e ¢ /"’ 12
ﬂ, e P ,r.u(z“ [\ [ HQ.
Z&‘\? = L’ § = Y L'_ t r_',/J ,' “ ff‘.f\fﬁ ‘L/ £n C}L" J}JL\’} “\1//
T A A 2V J ‘;/
\L’w‘w - ~
2w s
bzw. . M oA ? 4
Al - = 5= dN..
N 3V

@u@
Nun muss man noch tber die Anzahl N, integrieren:

I

. 2
" N [ A
kK = A "2 QLE\‘. - (/’“ |
v x )
L&
Das Integral hier ist aber gerade gleich N mal dem Mittelwert von

w ndmlich N<~*>. Dies erkennt man an der Definition des Mittel-
werts einer Verteilung dN:

AV“ A ~ [
Ky = L= > o S e

SchlieBlich erhdlt man fiir den Gesamtdruck aller Molekiile
m " , :
- e N/(,ui} = % A <~=\;”>
das heiflt Gleichung (1.11).

I
, [L /| »§l)

b) Fur den Druck von Wasserstoff im intergalaktischen Raum ist mit n= /=
3o, m=1,67-10"%7

Kg und <" >=3kT/m (s. Text vor Abschn. 1.3.4):
7} Y a4

P O TV IS B Pt e T [T B Ve ;
= 1 b ‘ [D: *‘@ ! 3K = A2, /g@m'ze.ﬁ?ﬁ
({E ‘ A.}&,QL,A@‘LE-)M_ ' v
Al
1.12 Potenzielle Energie von Molekiilen
& G M
. . — W ——ee
g = V’V‘\ e e J
Y ! ¥
A Ty T
=
A = Pﬁ? A
- a0 =g | Beds
QC V\uv,icﬁ = U,& T ggd }
- - 2
”‘/bt\_bl!”r L'k‘- — /ULQ P 3
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1.13 Effusion

a) Aus der Formel (6) von Aufgabe 1.11a entnimmt man die Zahl der
Molekiile mit d+7, d&J, d.gg, die in der Zeit dt auf die Wandfliche
dA treffen: ’

; b ol N
el N'Q\ .

o T (5 dAdt .
A(Q k;;' ”"V j—\y%’\qgﬁ (—’L\’/ 3\('

Dle Integratlonen ergeben mit |

S oy (]",?m,%
‘/dw 2-’ JL@’)J)HF\VCLOQ z ( dA= A wnmd Jdb=t

jwj
Jt\//\f& S
= = = Al
den Ausdruck A T Y AN s
t>=3
Integration iber N, liefert U‘ N AN = = Ny,

©
(Zur Definition des Mittelwerts s. Gl. (12) von Aufgabe 1.11a.)

Damit folgt fiir den Teilchenfluss

P N I I R = = J\
ERNE R e A0S

Fir ein ideales Gas gilt <v>=V8kT/= m' (s. Text vor Abschn. 1.3.4.)
und n =N/V =P/kT, also

D
i

\/ZT T
Aus der Modellannahme Nr. 6 zum idealen Gas in Abschn. 1.3.2 folgt,
dass je 1/6 aller Molekiile in *x-, +y- und +z-Richtung fliegen.
Der Faktor 1/4 bei E beruht darauf, dass hier auch schrig auf die
Wandfldche A treffende Molekiile mitgezdhlt werden.

-19

=S

oA

m2 entspricht eine Mono-
1909 2
lage einer Dichte von 1019 Molekiilen/mz, Dann gilt ;’{f £ R

b) Mit einem Molekiilquerschnitt von etwa 10

und / ® 1
= = G , ‘

@ 1= . e ,,‘b‘

Vo= 2T £ ——— \/2_5H 2 LAY ) .
¥ ! 3&@:3\/2 "‘%’[ﬁ” /)’7 Adeds IV Uk =

= D); Ay ¥ Teo =~ £ Ag~11= Tare

c) Die Kraft entspricht dem RiickstoR der austretenden Molekiile. Es
gilt F=PA mit dem Innendruck P%]OS Pa. Die Masse M des Astronau-

ten mit Raumanzug betrdgt 150kg. Es ergibt sich fiir

Alds A} s maa™™ 0 0 Flaul)z 30~ F N

und fir L 7
oo o L. = /. \ o« in g
/J\ (d\ L iy ian )‘} = T N0 LS ™~ {A Pty ‘B 7w L‘ 3N

/
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Die Beschleunigung a=F/M liefert in der Zeit t einen Weg s =at2/2:

. yi
SIS R VIR (P

: ) 2 3
Q,\ ¥ = == 3
S (/,/,,m} — .S’(J . %f; Vs WA,
ki
K e ~ 3 ?_
g@wmﬁ RN (BTs) T
- : = 7 2,8 W,
Z /113 “‘\,;3

d) Das Schlauchvolumen betrdgt V= "pTLI‘Z, etwa -2 m-(0,02 m)2 =0,0025 m3;,

die mittlere Masse eines Luftmolekiils aus Aufgabe 1.10 ist m=

4,78 .10 %0 kg, die mittlere Geschwindigkeit <v>=V BKT/mm " (s. Text
vor Abschn. 1.3.4). Dann gilt
, oy
N _ 1 N A < = —
—=PA=——" ud A= =7
¥ ' sV v
Daraus folgt i , o s 7 ‘
A (TR Ly 3y =8
VR AN AT Tk 193K
und . ] -
R Ve = § ﬁ%‘ﬂ@fr n g O A vnen

1.14 Spannungskoeffizient

a) Definition (s.Gl. (1.22)): 2 =(1/P)(AP/£T),;=1/T.
Daraus folgt

A
‘

AT= o L0 Pa =113 K
N A O R Y5 O RV A N A

b) Betrachtet man die Luft als ideales Gas, so gilt dP/dT=Nk/V=P/T

und P, 10K AT P

3 e L)
AP« AT — —
o 283K

1

&

<y

]

£

& A"
= &ﬁ?_{,‘,&,f’é@"‘?,; g 04 bav,

1.15 Kompressionsfaktor

(Achtung: K* darf nicht mit dem Kompressionsmodul K= iz~ " verwechselt

werden. )

a) Die Kurven sehen im Wesentlichen genauso aus wie in Abb. 1.16; nur
der Ordinatenwert RT andert sich. In Abb, 1.16 ist T=Ttr(HZO) =
273,16 K und RTtr =2271J/mol. Fir Tr =293 K wird RTr = 2436 J/mol.

b) Nach Abb. 11.1 wird das Gas bei isothermer Kompression irgendwann
fliussig. Bei 0 °C geschieht dies bei etwa 35 bar. Zum Verhalten bei
kleineren Driicken s. Gl. (11.3). Bei nicht idealen Gasen ist K* =

1+B'(T) P mit einer temperaturabhidngigen Konstanten B' > oder <O0.
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Molekulares Tragheitsmoment .

2. kX P, .
Die Gleichung (1.35) lautet & = m, €, & #, % = — /

Da das Molekiil um seinen Schwerpunkt rotieren soll (s. Abb. 1.22),
gilt fir diesen definitionsgemaf m,ry=mr,. Man setzt zur Abkirzung
m,r, =m,r,=x und dieses in Gleichung (%) ein. Dann folgt

(D= %7, #X%¢ g X b WGk IXT
(D= ¥, = . ' .
/1 i %)) f e @ﬂ/\l

Wenn man das mit (m1 +m2) multipliziert, ergibt sich x2 + XZ = sz,

Fliehkraft im Molekil

Bs gilt Fp=m,r. %7~ (i=H,Cl) bzw. % =Pf/(miri).,

iti
Aus Gl. (1.36) und (1.39) folgt
SERT © i
Toor = T C 23 W

-47 2 10

Man entnehme & =2,78-10""'kgm” und R, =1,31-10
und setze fir die Bindungsenergie .£, ~ F '({{g E R .-
19 :

m aus dem Text

Mit £, =5eV=8,0110 ~J T
ergibt sich ‘ - 99
s EUn-sc 77 , -0 .
= = = = p - T (Zs ﬂl«/ﬂu}; TN
b R A2 4977 o /

Fiir m.r; setzt man wieder ndherungsweise

o Foan ot _Arn 3 T | D = DAL,
M “\sw)='ﬂ*4} el R s A Ry Koo, YAoAg 7, s 40y

< 3 N e

Alles eingesetzt ergibt sich mit Ff=Fb

~
] = .
My on' = 3 7
ot A i {E)e Ry,
In Zahlen:
e~ 92 *¥ . s R
, G E L R L
B 1 .Z,‘ - Ao I/:: ba e 3, e D N N e
g«ﬁf..ﬂ, = o =33 . [ R m»A‘;& 173 = “ §°Z€ :\" Q i‘<
i ?( /7’{.& !,:2;( ';'.‘v‘;’:l Py j/f/{ . ,_.‘ a X‘/&r@ = \'.':) %)

Die Zentrifugaldehnung des Molekiils wurde vernachlédssigt.

Molekiil schwingungen

Die Moden Nr. 4, 8 und 12 sind verboten, weil sich bei ihnen der
Schwerpunkt verschiebt oder das Molekiil sich um ihn dreht. Es gilt
(s. Text) fiir die Anzahl der Moden z =3Nm— 6 =12, also miissen 3 von
den 15 dargestellten Schwingungen verboten sein. Bei Nr. 4 und 12
rotiert das Molekil, bei Nr. 8 verschiebt sich der Schwerpunkt.

=A%

It
A
<

Ay
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1.19 Ausdehnungskoeffizient
a) Die Langensnderung zwischen -20 und +30 °C betrdgt AL=d, LAT=

1,1-107°k'=100m 50K = 5,5 cm.
b) Isotropie bedeutet dp = d%y}= {p, - Die Volumenzunahme des Quaders

Ly
Ly I — —.__‘__:é;;;ji 5
|
Ll P
20 i - 4
S =~

ist bei Vernachldssigung der Kantenteile

AV=LL, AL, + LLg AL+ L LA L,=

= e =
LL, (L dp, AT +LL, (L, Jp, AT) + LxLy(Lzé_,'_,E AT)

=VAT((§:‘~§<{- }:PYJP é\?;:Vz\.T &(;.P “

1.20 Regendruck
a) Der kinetische Regendruck betrédgt nach Gl. (1.7)

F M aw/at
T = = ,
w A A
Die in At=1h auf 1m’ gefallene Menge M=§ A V ist mit AV=

IA At: 105 kg/m> 50-107> m° = 50kg. Das ergibt mit A~y = v bei

flachem Dach

P,

i« Twn - L0 s

To Ky -Aawm /s

= G A4 Pa

Bei einem um 45° geneigten Dach muss dies noch mit 1/V2 multipli-

ziert werden:
Q; A ‘Lf- Q.PQ

) - —_— G C ,P‘
?Mm‘ NG p ©99 ta
b) Der statische Drcuk von 50 Liter auf 1m? betragt P=Mg/A:
50 kg 9. 84~ /5T -
FS\}’A% = = L"LO)/Z "j‘,

A ea ™

Das ist etwa 3500mal gréBer als der kinetische Druck Pk’

1.21 Molekiil-Freiheitsgrade
Es gibt 3 Freiheitsgrade der Translation und 3 der Rotation, weil es

kein langgestrecktes Molekil ist. AuBerdem gibt es 6 Schwingungsfrei-

heitsgrade, fiir jede Mode einen kinetischen und einen potenziellen.
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Fiir ein nicht langgestrecktes Molekil gilt fsch= 2z = 2(3Nm— 6) mit
der Modenzahl z und der Atomzahl Nm, Bei den folgenden drei Moden bleibt

der Schwerpunkt in Ruhe:

Insgesamt gibt es also 12 Freiheitsgrade.

1.22 Luftblasen in Fliissigkeiten
Belde Blasen haben dieselbe Molekiilzahl und anfangs dieselbe innere

Fnergie U=fNkT/2. Es gilt der erste Hauptsatz AU=AQ+A W. Beide
Blasen leisten Arbeit gegen den Druck wegen ihrer Ausdehnung. Die
Blase in Wasser nimmt keine Warme auf: A’Uw= AWW<O, Diejenige in
Glyzerin nimmt ﬂQg auf, und es gilt im Gleichgewicht bei konstanter
Temperatur A Ug= AQ + AWg=O. Daraus folgt wegen AU AIAT:_ATW<O
und AT_=0. Aus V=NKkT/P erhdlt man

g
CL\/:%?)PDAW (———) AP = T» dT-— dF.

P =
Der zweite Term ist fiir beide Blasen gleichgroB, der erste wegen

ATW< ATg fiir die Blase in Wasser kleiner. Daher hat diese an der

Oberfliche das kleinere Volumen.

1.23 Partialdriicke
Der Partialdruck einer Komponente i ist definiert als P =N. kT/V und

es gilt 2_, P gleich dem Gesamtdruck P. Die Tellchendlchte der Kom-

ponente 1, N /V ist proportlonal zu ihrem Gewichtsanteil B dividiert

durch die relatlve Molmasse M l, Es gilt ndmlich mit der Molekulmasse
m; :
Nf M; H, ,/Jiu'zg ML { _/‘L';
—= 3 s o T et S T
\Y4 Vin; VS tw VH T I:

(u atomare Masseneinheit). Damit erhdlt man fir das Verhdltnis

P M / H;W‘}L

-
e~

TV\ Zﬁ f"; /M[VW SL

A
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und mit den Zahlenwerten (Pn =1bar):

=0, g, 0¢ A I Aba e . —
o ) / . : = '-?)S”«/?D ‘Fﬁa(‘
Iolry 235/30 + 4,5/ vo+ LS/

1.24 Raumheizung

Der Luftdruck bleibt konstant, weil er sich durch Ritzen und Poren in
Wanden dem duBeren Luftdruck anpasst. Das Volumen ist ebenfalls konstant.
Wegen P =NKkT/V muss bei wachsender Temperatur die Molekiilzahl N, das
heiBt, die Dichte im Raum abnehmen:
PV a Vv

AN = é(?)“_ e AT
Wegen U=5NkT/2 fir Luft bei Raumtemperatur (s. Abb. 1.21) gilt U=
5PV/2. Da P und V konstant sind, gilt das auch fiir U. Fir V=150 ms,
T=293K und AT =10K ergibt sich
A, A A0 Ps, - SCim
4,38 467> 3 [ix - {293 W) > -
Das entspricht der Molekilzahl in 1/6 m° bei Normalbedingungen (s.
Aufgabe 1.70}.
Wenn man nicht nur die innere sondern die Gesamtenergie E=U+Nrnc2

A~

3
— YL 40" T

Af\[: —

betrachtet, so nimmt E wegen AN<O ab, und zwar erheblich. Zahlenbei-

spiel: Fir AT=10K und V=50m> ergibt sich AEx -1,8-10°J.

1.15 Partielle Differenziale

Wir haben iibersehen, was beim Differenzieren jeweils konstant gehalten
werden muss: Im ersten Fall war es y, im zweiten cos., Daher unter-
scheiden sich die beiden Ableitungen. Fiir gleiches d'r erhdlt man bei
konstantem ~Pein kleineres ch als beil konstantem y:

d-
(f}()ytilc{‘r:csi% ) (C(\(){,M,ﬁ\fx?cﬂ'icﬂ"ﬁ’c!\r

b4

Ny lm — = —
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1.26  Staub in der Luft ' |

Bei freier Rotation dreht sich das Teilchen um seinen Schwerpunkt. Die

Rotationsenergie ist nach Gl. (1.36)

) r [ >
Fe= by o b
O T 2 9)( 2_'@7 2—@2,

(Li Drehimpulskomponenten, (3; Tragheitsmomente, i=x,y,z). Aus der
Mechanik ist die Beziehung @< ¢ fv v 4V  bekannt (rL senkrechter Ab-
stand zur Drehachse, ¢ Massendichte). Daraus folgt B, & @}( - 9}, .
Der Gleichverteilungssatz sagt, dass jede Komponente kT/2 zur Rotations-
energie beitrdgt. Dann muss auch LZ << LX =Ly sein, das heiBt, das Teil-
chen rotiert praktisch nur um die x- und die y-Achse. Die Rotations-

geschwindigkeit (> erhalten wir ebenfalls aus Gl. (1.36):
{i o ) ,L A o
Qy/ y 1ist fiir einen diinnen Stab gleich m?712 (s. Lehrbiicher der Me-
chanik). Mit
_ X % ~2 L -3
" :ﬁ\/f;?ﬁff I e I v m-'ﬁ-[S‘.40°3m)Zx 4" 1,
m d
wird A =2/ 2
= =8 Kg. (1077 ~ -3¢ 2
By = 7y B07 My Lo SR SRR LR
T

und ~ 3/ '
" {_?_: \/""”“”"’m/f T 15 407 v
- A - 3 " .' S.
e é/:""/ﬂ" 3 T{gm
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Aufgaben zu Kapitel 2

2.1  Kombinatorik
a) Zeigen Sie, dass eine "Kombination von n aus N>n Elementen zur
Klasse n mit Wiederholungen", das heiBt, die Grofe
wW=N+n- 1)'/5(N- 1! n'? mit N und n monoton zunimmt. Genauer gesagt
ist das die Anzahl der Moglichkeiten, n von N Objekten auszuwahlen,
wobei jedes der n Objekte auch mehrfach vorkommen kann.
b) Zeigen Sie an einem einfachen Zahlenbeispiel, dass die Kdstchendar-
stellung in Abb. 2.3 und die Wanddarstellung in Abb. 3.11 fur die
Anzahl der Kombinationen dquivalent sind.
2.2  Gekoppelte Systeme
a) Berechnen Sie die Kombinationen L= (o kd, )
lo: = (N+nl - 1)'/0(N— !n. '? fiir die Verteilung der Energie auf zwel
gekoppelte Systeme mit N1 —N2 =N=20 Teilchen mit n,+n)=n= 30 Ener-
giequanten und skizzieren Sie die Verteilungsfunktion. (Beispiel:
swei atomare Cluster in thermischem Kontakt.) Die relative Breite
/in/f der Verteilungskurve [gjk(ni) an der Stelle L*’:;\n/ 2 schrumpft mit
wachsendem N proportional zu 1/VN (Herleitung s. Abschn. 2.6). Dies
kann man sehen, wenn man mehrere solche Kurven mit verschiedenem N
mit einem programmierbaren Rechner erzeugt.
b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten D= .':ﬁf_z Ji’ fiur die
verschiedenen Kombinationen in Aufgabe a). Q
2.3  Extremum der Zustandszahl (37
a) Verifizieren Sie die Aussagen von Gl. (2.1) und (2.6) fiir monotone
Funktionen Dﬁ/ LS, anhand von einfachen Funktionen, z. B.&;=0,1 Ui ;
U,=10-Us; Lo (UZ) gleich A (U;) gespiegelt an Uy =5 im Bereich
U< {UPUZj <10.
b) Bestimmen Sie die Lage der Extrema von \,J = m,fwl und zeigen
Sie, welches davon ein Maximum ist.
2.4  Phasenrdume

Zeichnen Sie Trajektorien im Phasenraum fur folgende Objekte:

a) Ein ebenes Pendel (x, x und aﬁ‘ ~ ),

b) ein Kreispendel (x, X,y, Y, v, B bq}‘}‘j ) ungedampft und geddmpft;

W
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c) einen Fallschirmspringer mit Beriicksichtigung der Hohenabhdngigkeit

der Luftdichte;
d) einen senkrecht nach oben geworfenen Ball.

a) Berechnen Sie das Verhdltnis der aus Gl. (2.19) und (2.25) gewonnenen
Zustandszahlen fir 1 Teilchen. Warum ist es nicht gleich 1?

b) Ab welchem Wert x weicht die Stirling-Ndherung fiir In(x!) nach Gl.
(2.23) um weniger als 1% vom vereinfachten Ausdruck x! = (x/e)* ab?

Uberlegungen zur Ndherung fiir das Volumen einer diinnen Kugelschale.
a) Berechnen Sie den Unterschied A zwischen dem exakten Schalenvolumen

und der Naherung 4¢7R2§§R,ﬁBerechnen Sie das Verhdltnis von /., zum

b) Wie dick darf eine Grapefruitschale hochstens sein, damit bei einer

Frucht von 15 cm Auflendurchmesser weniger als etwa 10% des Gesamtvo-

Schitzen Sie die Zahlen in der Ungleichung (2.32), AU . << @ﬂj<<‘AUﬁess,
fir eine Luftblase von 1 pm Durchmesser ab, die bei Normaldruck im Eis
der Antarktis bei T=-40 °C eingeschlossen ist (Messgenauigkeit 10_3).

Wie dick darf die Energieschale in diesem Fall hochstens und wie dick

a) Berechnen Sie die folgenden KenngroBen fiir ein Argonatom im Grund-

zustand in einem eindimensionalen Behdlter der Linge L=1,0m:

b) Das Atom ist ein Quantenobjekt und darf daher nicht klassisch be-

trachtet werden. Wie groB ist seine Ortsunschiarfe nach Gl. (2.13),

2.5 Stirling-Naherung fiir -£1,
2.6  Kugelschalen
Kugelvolumen V, fiir dR/R=0,1 und 0,01.
lumens auf die Schale entfallen?
2.7 Energieschale fir eine Luftblase
muss sie mindestens sein?
2.8 Argonatom
XL, e T L/q}'} T=tlx%.
wenn man den Impuls auf 1,0% genau misst?
2.9  Quadratsumme und Zustandszahl

Programmieren Sie die Funktion Z:n§=

Abb. 2.20 und zeichnen Sie die Mittelung durch eine Parabel ein oder

f( ) fir noch groBere n; als in

berechnen Sie sie.
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0

Kleine Wahrscheinlichkeiten =

2.11

Letzte 10 Millionen Jahren haben im Mittel N, =10° Affen auf der

Erde gelebt. Wenn diese alle wahrend ihres ganzen Lebens auf Schreib-
maschinen mit Nt==45 Tasten wahllos mit NS==1O Anschlagen pro Sekunde
herumgehackt hdtten. Wie groB ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass ein-

5

mal der komplette Text von Goethes Faust (Nf==6-10 Anschlédge) entstan-

den ware?

Quantenmalle

2.12

a) Priifen Sie die MaBeinheiten in Gl. (2.29).
b) Die Groe V= 4770/ (3N )] ~3/2
dritte Wurzel daraus '"Quantenlédnge' ’ZQ (auch "thermische de-Broglie-

wird "Quantenvolumen'' genannt, die

Linge'"). Berechnen Sie diese GroRen fiir das einatomige ideale Gas
Argon bei 273 K.

c) Zeigen Sie, dass die de-Broglie-Wellenlédnge A , Gl. (2.55), mit
A =< A5 > aus Tabelle 1.1 groBenordnungsmdaBig der Quantenlange

’EQ entspricht.

Kontrolle der Gleichung (2.25)

2.13

Rechnen Sie den Ubergang von Gl. (2.21) zu Gl. (2.25) nach.

Maximum Vonéﬁé(ULl
Zeigen Sie, dass die Funktion ‘513%(U1) (Gl. (2.37)) fir ideale Gase

ein einziges Maximum im Bereich 0<U, <U* besitzt.

Zustandszahl fiir ein ideales Gas

2.15

Berechnen Sie, ausgehend von der quantenmechanischen Energie U (GL.
(2.67)), die Zustandszahl L , (Gl. (2.25)) fir ein ideales Gas mit

unterscheidbaren Teilchen.

Volumen und Oberfldche einer N-dimensionalen Kugel*

Zeigen Sie, dass mit wachsender Dimensionszahl N das Volumen einer

Kugel in einer diinnen duBeren Schale konzentriert wird.
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2., i i k F . N g . .. 4 f 4
1 Kombinatori w4 () (Nen) (n=a)! ! N N+ n N
a) N-—— N+ 1: VIN = — T v 2
(N E\/grﬁ.,‘ (f\hrm “/il, ;
. - 'is.lﬁl»’hir A) (»\J“T”ﬁ}i{\fq))j N f - N%h
o ' Ls () (N=4)1 (i w;lﬂi (Nen «»/a} | N4 A
Das ist gleich 1 fiir N=1 und > 1 fiir N> 1.
b | c | Zl o o~ B
) l O@ a | 1= ~ O 'fl {
. v
n =2 Quanten q =2 Quanten
N =3 Kastchen N=3 Oszillatoren ;2 Winde)
LJ =6 wie in Abb. 2.3 tJ =6 wie nach Gl. (3.18)
2.2 Gekoppelte Systeme
a) 1y £, n, W W= oyl P UJﬂ’/, A
0 1 30 1,89.10'°  1,89.10"°  5,08-1077
2 210 28 7,00010'%  1,47.10"  4,65.107
4 8855 26 2,44:10'%  2,16-10"°  6,84-107
) 3 ! )
10 2000107 20 6,80-10"0  1,38:10'® 0 0437
! l Y L
14 8,19.10% 16 4,06-10°  3,33410"® 0,105
W= 15 1,85.0° 15 1,85.10° 3,430 0,100  Maximun!
16 4,06-10° 14 8,19.10°  3,33.10"® 0,105
J ! 1) il
20 6,89.10'% 10 2,00.10 1,38.1018  0,0437
Lo \ Y s N 4
26 2,44410 4 8855 2,16:10 6,84+10"
28 7,00-10'% 32 210 1,47-10"°  4,65.107°
30 1,89-101° ¢ 1 1,89-10"°  5,98.107/
S <3,16.10"
2’?’4, 23\ v Z Lo = ()\N v h =) = 3 A . /’*\Qﬁe)
; |




0

2.3 Extremum der Zustandszahl W¥
a) Fir 6J4=0,1 U? folgt mit U, = 10-U,: MZ(UT) 0,1 U? - 20, +10 und

: _ .2
wz(UZ) =0,1 bz.
4 3

Bs gilt dam: w* (V)= L, - Wy =0,0107-0,205 + 02

U : Ao UE‘ZC)I‘S"
o ' '

O

Die Bedingung fiir ein Extremum lautet: J &@_ lig (u) = o.bn W, (QZ) )

2 U, 9 Uy
R 24wy (V) 2
‘a"‘w—:(ufi):’ehui’ji%Zﬂ\UA ?U4 = U/I ’
br@hw,(U‘z‘) l
Lo, fu) s A0+ Y, —— ™

Also existiert ein Extremum,
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b) Die Lage der Extrema folgt aus

DU, 2 ) i
2aU) g, UWf -0 LY, 42U, = G-
U, /
Extrema liegen bei U;=0, 5 und 10. Bei 5 ist w5) =6,25.

Die zweite Ableitung lautet

> g7 ( '
%ﬁfolﬂLuﬂl’ ./]‘ZL{3 v 2
Uy

Das ist < 0 fir U, =5 (Maximum) und > O fiir U, =0 oder 10 (Minimum).

2.4  Phasenraume

a) ebenes Pendel Jriss
| 3 -
52 t (IS ) /\,193
P N U s o
P e N

b) Kreispendel {Auswahl)

%‘z» ~
-7

&

X

urgedampft \’\l//
’ I
(N

gedampft : \\_* =

ungedampft \SL _//
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c) Fallschirmspringer d) Ball

'\1/\ g
\1 i
{ N o

Lew tj-LiLﬁ’ A“J_%S.. Yn s
A prng

Stirling-Ndherung fur gl 4

a) Gleichung (2.19) lautet

und Gleichung (2.25)

=1

Dy, = = et ——
Das Verhdltnis beider ist

Ay 3V oL

“—__JTTLM:/E = o A/ Ny
Das ist ungleich 1, weil die Stirling-Ndherung in Gl. (2.25) fir
kleine N die Zahl ﬂ etwas zu groB macht.

b) Glelchung (2.23) 1autet In(x!) =1nY 27 x'+ x 1nx - x. Dies, dividiert
durch den elnfacheren Ausdruck ist

-y \/7#’
¥ P ¢ = 3 b A (2T =4 4 Ve . Die Bedingung lautet nun
X Anx —x Xk — %
AN 25! .
: Z o = \,/G/y) \j)vx(" a<><yZ W — (,(X
¥ Ex = x
o X B s = oy Ay . —&;
Vies < e 5™ e T TN

Losung dieser transzendenten Gleichung: probieren, graphisch

oder numerisch.
Probieren liefert mit ¢{=0,01: x=90 ——23,8 & 23,33,
x=91—>23,91<24,41 ,

Also ist x &290,5.
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Kugelschalen

2.7

a) Das exakte Volumen sei mit Vksch bezeichnet, das gendherte mit V':

-\/?/(&;‘,L\ = L:E [{Rg, JRB:&% R.ﬁi( <
P’?’f%“ﬂ degf‘B%p} /G p\\! R3 J -

i

%ﬁ-@f‘ LL(}\R b ‘de\?@‘fi\”v

b (%2 radl M N
""’a‘—'\ "’\j = % é 3 R |4 " )
Das Verhdltnis von & zum Kugelvolumen lautet

A /4Ry (8RN D
“—3( P\B +XR) TV

‘b{

"o A=V,

4} \i’\’\ W

f

3]

Es ergibt sich fir ¢R/R=0,1: &/’Vﬁ.
und fir < R/R=0,01: A ;‘fvv‘ NP L 0/@@@3@.,3 X

3ae™ ™ * = 0 ey

b) Der AuBendurchmesser ist 2(R+ ¢ R) =15cm. Die Bedingung lautet
i W, X
Vk h<O1 Vg s Das heil3t %L!R‘L Vpaz&'lt\/’ q. L,a“ "f‘\\‘% J&Q)A

el

Die Ndherung lautet @g TRIGIRPIR IR( M/{ / ] RP< Q

2 FRTPR -84R2 S0, L2JPR < AR

~

@“M* R} - R¥I<C 2.
~

7/

PROZ 928
Daraus folgt fiir den Innenradius R=(R+ dR) - § R=(7,5-0,28) cm=
7,22 cm.

Die Probe ergibt V 3

os = 1767 cm™, Vksch= 183 cmS., Also war die Nahe-

rung etwas zu grob um =0,1 zu liefern.

ksch/ ges

Energieschale fir Luftblase

Fir Gleichung (2.32) braucht man: AU . =h%/(8nL%), U=5NkT/2, =

min
4,8.107%0 kg, T=233K, L=1,0um (m aus Adfgabe 1.10). Dann folgt mit
- [ T y 3
= [ = A2 IP&U(L/’[?/B/ AT w) = /?; Q./,’f)‘?’;

Te T 47 A5 dg ™ 33k L A3 K
(¢, '9'./[&”3'“"‘ 3s)%

@ w G ~ }"‘

8- %5 40 (g AQ Tinn

A Umin=

" - T ., oy, Ak
A Upes = /0 U = de” °-~,§° "115"”0?’ 4 A% A 2-,52/»‘/{ "Z33K = %340 ?

Bei “"’)‘Umin wurde L durch L/2 ersetzt wegen der Kugelform der Luftblase.
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) . . \ ,‘
Gleichung (2.32) lautet damit AU. << cU << AU

A mes
10795 « du <« 10710y
Daraus folgt fiir die Energieschale 10_28 J< Ju < 10_18J und als
optimale Dicke etwa 10723 J.
2.8 Argonatom
a) Aus Tab. 1.1 entnimmt man m=6,6e10_26 kg. Dann erhdlt man aus Gl. (2.58)
., =2,0m, und mit n=1 |
aus Gl. (2.60)
/ s =g V2L .
o LEATTIS) = R 40" Ay
T g AT A0 ‘ g4
aus Gl. (2.59) . i
éé»,/zg“"fj “ fvnl 5 Yo V /e
D = ] : = = A‘gi‘ 4*;?‘,5'34\’7‘ “; [N ,.2\
= 2 A0 - ' : J
und ferner 7 =p/m=5,010"m/s, t=L/e =2,0-10°s = 6,5a, T= £/k=
-20 .
6’0 10 K. v‘ﬁ /3’@ by :.‘“:“_.57‘7; ES -
b) Nach Gl. (2.13) gilt Ax = 2 - — = /59w
2«&3'{3 ‘l N g}b /l,,,‘\,’}"f‘Ef%m j’; 7 -
/ (>» L)
2.9 Quadratsumme und Zustandszahl
2.10 Kleine Wahrscheinlichkeiten

Die Wahrscheinlichkeit, lauter richtige Tasten in der richtigen Reihen-
, . et D o N, o 3SR = 5 L ADE
folge anzuschlagen, ist j = i\/i/;\/t) fa (!i/*j,-g} o, g Frbbue,

In t= 107 Jahren bzw. ca. 3»1014 Sekunden konnen von jeweils einem Affen

maximal tNS=3°1O14s 1O/s=3°1015
kann mit jedem derselben beginnen, mit Ausnahme der restlichen (Nf -1)=
5.10° - 1. Daher gibt es N, =tN_ - (Ng - 1)=3-10"" = (5.10° - 1) 2 310"

mogliche Anfédnge. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Affe den Faust rich-
~§20L,.594

Anschlage gemacht werden. Der Faust

&
; : ; D e e dLE LG . A5
tig schreibt, ist dann ) __.j?l\[ = A0 ILh, 5345 5= 240

Die Wahrscheinlichkeit, dass einer von allen 106 gleichzeitig lebenden
Alt ist D = PO~ 806 S0 s - P SEC
Affen den Faust erhalt ist f’: = 3;» t\a ~ 3o 3. S0 40% = 3o L, 3 #C

Die Wahrscheinlichkeit, dass es in 10 Mill. Jahren einer geschafft

hat, ist \J'gﬁz/iO'?:?,f = 340
/ T

(Das ist zwar sehr klein gegen 1/(% x 10720

gen die Wahrscneinlichkeit, einen Liter Argon in einem ganz bestimmten

Mikrozustand zu finden, ndmlich 4/ N Ao~ fﬂ.:s’ J

fir 1Atom in1 dm? aber groB ge-
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2.11  QuantenmaBe
a) Fir die dimensionsbehafteten letzten drei Terme der Gleichung (2.29)
lauten die Einheiten ) 3=y .
Y “"’——'—"—’\ [ = 3 = 7.
Daher ist das Argument des Logarithmus dimensionslos.
b) Fir ein ideales einatomiges Gas ersetzt man U durch 3NkT/2 und
- \{Z'ﬁ“’c\Tf’(‘T% './v’
Mit den Werten aus Tab. 1.1 ergibt sich
'\/ (\Q,LD H M Js 3 a3y A
y = vl BN S o>
Q 2w A2 ‘Z’i"[%@ 33y 3)7’“l=/ TBE 19w,
Die Quantenlinge ist dann’ '
< VT3 = AL n o,
c) Die.de-Broglie-Wellenldnge ist nach Gl. (2.5 5) mit < V> aus
Tab. 1.1 ; Li .
! ‘ A ENC e e Y
/1 - A - n = ] :7 3 3 - 2 L :;n Jl/lf/‘ﬁ}
¥ S e YA j
¢ <
Das ist vergleichbar in der GroRenordnung mit EQ aus Aufgabe b).
2.12 _ Kontrolle der Gleichung (2.25)
Nj /(M)
Die Gleichung (2.21) lautet 3.; V Vi 3wj e
R AN fi”“t o
mit VIEN) =vN und VIEN) =A(N)(3N-Kugel)° dR= - R,

F’a%»;)

Die Gamma-Funktion lautet genshert
W(gé{*@/i)»ew\“‘v\‘“ 3Ny (3 .1 )3\;/,2_0

Mit R=V2mU'und {R=Vm/(20)'dU ergibt sich

3N AN [T D
\,N) \/ [m _ T"”""zgw (ren ) &7 % \Jmi(lu} 9 U

m 5’) Nite )% T 2
F;’r’f: /A}Tﬁ(ze\ﬂ 2 3. U/(3 NeAlfy e J\g |

V2 (3n) i () Ve
\fl?a\;" 2re ')3&«72_‘23?&;'2 "
3N >

W

ior "J y 3
U0 -

AN :




- L 2/8 -
Damit wird '“QN' (\/jul ;\}f JU] = \/{ [iz-:‘}u\é&\«'}/!\gﬁ\f _

NRY e m W | B4 N .
i l\im \ S (YU
L V4

Ay \‘ Sl N -

Das stimmt mit Gl. (2.25) iiberein.

2.13  Maximum von <X (U )

Die Gleichung (2. 37) lautet OY° (%) [ ) ﬂ (U% U \)
Fir ideale einatomige Gase gilt J\L gy £ UN/’

mit einer von U unabhidngigen Konstanten C(m,N,V).

. . . . ~ ¥ v \ ?N’ 3 ‘Jc_,’fl
Fir zwel Gase mit N1 +N2 gilt ) Cu’d {’A U,j /> \/} (U # ”J 1] :
Falls N = N2 =N folgt daraus ,ﬁﬁiu ) - 54 52 v, ,J/’u?.d/u}f’%-g .ﬂaﬁg;\g;g

ud Ly DF(V,) < 4 I (GG )e 3 U, v 39 a0 (U= UL,
Damit ist Q.QA @}%(Uq) IN L AW a,ﬁw(ufhuﬂ) @"(VUE“’U./!')

- ef » =

%‘Jn . ZU,/j 2 ‘B(U'f},‘,uﬂ‘) 'Buq
AN 3w A _ 3N 3
‘D‘U’i 2 W v, T2y, S U;L

Daraus folgt mit U)=U*-U, und > U,/ 2 U =-1

_ . : 2 IN
9n 2 NP d 4 U5 ) !
A% 0 [U/i,‘” o I B RRX ) 3 - W S
s by, U Ay, “, > U
i ,] g Vil P a '
also  3Nf4_ . A ) D D.as heiBt, 7 (U,) besitzt ein Maximum
= {=r—10. D » == Uy
[ S
an der Stelle 6/1 —U2
Falls N, +N, ergibt sich 4, 3 t[Ufi) 2. ((7 m) %—fdw% + 3;‘\4‘1 )
D,Lhﬁ’ Iu) v, _ w\/? L“’”)
et VR L/ N L O (L AL
D U 3 L'%; uﬂ 2 [ R\JA’Z/ L,L &j,;:l (Jl //
/, {

Das Maximum liegt jetzt an der Stelle ﬁ1 = (N1/N2)gz.
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Zustandszahl fir ein ideales Gas

2.15

Die makroskopische Gesamtenergie (2.67) lautet
.y N 3
i N 3=
N 3 z e

*é'irmssh- = § >
A EREVEY TR R R

Die Summe ist gleich dem Quadrat des Radius R einer 3N-dimensionalen
Kugel. Das Volumen einer solchen Kugelschale ist nach (2.22)

Setzt man

\?Yl% Ve T \t‘“ T Uif’ J
so ergibt sich mit der Stirling- Naherung (2 23)
/‘1
3 2 (1] Id=a)jn A Vs @W P
§\,. )= £ - (U1e0 IR 4 Y oy
Feh 3N

“

VN (3N /2 L‘)

Das muss man noch durch 23N

Man erhdlt dann den entsprechenden Kugelschalsektor Jy s d\\/;uh gz?:\{,

Seda

(Fiir ein Teilchen war das 23=8, der Kugelschal-Oktant.)

Kirzt man dann soweit wie moglich, so ergibt sich

se, o N /B e TN/ Ny N —n o
= (,w' »\/” ( ) , / fa Al
E’“’#M <P\{v° 3\4)- o U 3N L”) \( Y ('HJ‘

Und das stimmt mit (2.25) iiberein.

Volumen und Oberfliche einer N-dimensionalen Kugel *

Fir das Volumen gilt Vk=CaRN mit C=ay N/2/(N/2)! (siehe Lehrbiicher
der Mathematik). Fiir eine Kugelschale mit der Dicke 4R folgt hieraus

Vi = Vel8)- V(0= 0R) o (R (R-0)Y)
 CIRM-RYA- R )] =V, [4-G- 2]

Fiir {' R<<R kann man (1~ c:pR/R) ~ e ¢ R/R setzen, also

\‘(.Suzs\ - “i/; (/g _ @—“f\! IR 3 } |

teilen, weil nur positive n; erlaubt sind.
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Fir N.- oo geht die e-Funktion gegen Null. Daraus folgt 11mV ch = Vk
WD 0D
Je groBer N, desto mehr Volumen ist in der Oberfldche der Kugel kon-

zentriert. Diese Tendenz sieht man auch schon bei kleinen N:
N=2 (Kreis): A=2xR, V=17 R%, A/V=2/R,

2 V=45 RY/3, A= 3/R,

N=3 (Kugel): A=4%R
. 0 2.3 24
N=4 (Hyperkugel): A=27"R", V= °R"/2, A/V =4/R,

allgemein: A/V=N/R.
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Aufgaben zu Kapitel 3

Das Feld eines elementaren magnetischen Dipols ff am Ort T ist in
seiner Umgebung(vgl. Gl. (11.59));

- M Loy =y =

R = |3 (/Lv\f'& ‘%=-/b°—1

e ¢3

=,

(£=7/r Einheitsvektor). Berechnen Sie fiir einen Dipol im Ursprung
eines ebenen kartesischen Koordinatensystems, der in y-Richtung orien-
tiert ist, GroBe und Richtung des Feldes auf den Koordinatenachsen im

Abstand r=3+10"0m (vgl. Abb. 11.20) mit p=10"23 An?.

a) Berechnen Sie die Magnetisierung eines Paramagneten nach Gl. (3.15)
in der Ndherung pB/kT << 1. Die daraus folgende Proportionalitédt von
M mit 1/T heiBt Curie-Gesetz (s. Abb. 3.5 fiir M(T) und Gl. (11.71)).
Geben Sie den Zahlenwert fir M an, wenn N/V = 3. 1028/m3 ist, B=

25 an? und T=293K.

b) Vergleichen Sie die magnetische Energiedichte mit derjenigen eines
idealen Gases (Tab. 1.1).

c) Warum entsprechen die zur Berechnung genannten Zahlen niherungsweise

den Verhaltnissen in einem idealen Paramagneten?

3.1 Dipolfeld
3.2 Curie-Gesetz

1 Tesla, u=10
3.3

Polymerkette (Gummi)

Betrachten Sie das Modell einer Plokymerkette, wie hier skizziert:

e
v @ —- ﬂ/ﬁ =%
| — &y g
¥4 : '
i

|
ji S

Es besteht aus N Monomeren der Linge £, wovon NR nach rechts gerichtet
sind und NL nach links. NR und NL konnen alle erlaubten Werte annehmen.
Die thermische Bewegung begiinstigt ein Verkndueln des Polymers. Die Kraft
F wirkt dem entgegen.

a) Berechnen Sie die Zahlen [, und 1n.() der mdglichen Zustdnde fiir N>>1.

b) Berechnen Sie die Gesamtldnge L als Funktion von .¢, N und NR°

c) Formulieren Sie den ersten Hauptsatz mit AW als Punktion der Kraft

l? und der Langenanderung .,
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d) Berechnen Sie die Kraftr;: welche das Polymer bei konstanter Lange
L halten kann, als Funktion von L, T, N und £.

e) Leiten Sie das Hooke-Gesetz fiir L<<N? (schwach gedehnte Kette) her.

f) Zeigen Sie, dass ein Gummiband bei konstanter Spannung (~F) sich bei
Temperaturerhohung verkiirzt, und dass bei konstanter Lange die Span-
nung bei Temperaturerhohung wachst.

g) Zeigen Sie, dass bei schneller (AQ=0) Dehnung die Temperatur eines

Gummibandes zunimmt.

Einstein-Kristall

3.5

a) Zeigen Sie, dass die Warmekapazitdt eines Einstein-Kristalls (Gl.
(3.26)) in der Hochtemperaturndherung den klassischen Wert C= 3Nk
erreicht.

b) Machen Sie eine genauere Ndherung bis zum Glied (h\ﬁ“/kT)2 in der
Endformel, die zeigt, dass C mit abnehmender Temperatur vom klassi-
schen Wert nach unten abweicht.

c) Wie groB ist die Abweichung zwischen dem exakten Wert (Gl. (3.26))
und der Naherung aus b) bei hwv/kT=0,1?

Gekoppelte Einstein-Kristalle

3.6

Betrachten Sie ein Modell von zwei -energetisch-gekoppelten Festkorpern
mit je 10 Oszillatoren und zusammen 16 Energiequanten.

a) Wieviel Makrozustédnde (qA==q-qB) gibt es?
b) Wieviel Mikrozusténde (‘E1A+B(N’q)) gibt es?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist im Gleichgewicht qA==16 und qb==0?

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist im Gleichgewicht qA==qB==8?

e) Skizzieren Sie die Wahrscheinlichkeit der Makrozustédnde als Funktion
von q, bzw. dp- Fir welche Anfangs-Makrozustdnde erwartet man in dem

System irreversible Zustandsanderungen?

Magnetische GroBenordnungen

a) Berechnen Sie die Magnetisierung filir paramagnetische Systeme von
Atommomenten (uaf=10—23 27 pn?y

in einem Feld von 1 Tesla bei Raumtemperatur und bei T=1K in einem
¥ .3
7 M

Amz) und von Kernmomenten (uk==5v10

Kristall mit einer Momentdichte von 102 . Vergleichen Sie die

Werte mit der Magnetisierung von Eisen bel Raumtemperatur.
b) Berechnen Sie Frequenz und Wellenldnge der Photonen, die das Umdre-
hen eines Moments um 180° gegeniiber der Feldrichtung (B=1T)

bewirken. Nennen Sie Quellen fiir solche Photonen.



3.7

- A3/3 -

c) Berechnen Sie fiir beide Systeme die charakteristische Temperatur
ﬂjlg g /k fir die m?%getische Wechselwirkung benachbarter Momente .
im Abstand von 3-10 '~ m. Die Abstandsabhédngigkeit des Dipolfeldes
ist groBenordnungsmiaBig By = uou/(47?r3) (s. Aufg. 3.1).

d) Wie groB muss ein Magnetfeld sein, damit die Feldenergie der magneti-
Schen Momente by und e gleich der thermischen Energie bei Raumtem-

peratur ist? Wo gibt es solche Felder oder wie stellt man sie her?

Magnetische Warmekapazitdt

3.8

a) Skizzieren Sie den Verlauf der paramagnetischen Warmekapazitat
CB/Tk==f(ﬁ7ﬁ nach Gl. (3.12) als Funktion von o« " = kT/(uB) zwischen
oL, =0 und 2,5.

b) Berechnen Sie Lage und Hohe des Maximums der Funktion CB/Nk==f(2i_1),
der sogenannten Schottky-Anomalie (s. Abb. 3.3).

c) Wie groB ist T(ctmax) fir die lokale Feldstarke B; . der GroBenord -
nung 0,05T (s.Aufg. 3.1)¢ Die lokale Feldstdrke ist die von einem
atomaren magnetischen Moment am Ort seines Nachbarn erzeugte.

d) Wieviel mal groBer ist die Warmekapazitdt eines atomaren magnetischen
Moments bei Tmax als diejenige der Schwingungen eines Goldatoms bei
derselben Temperatur. Nach Abb. 11.51 ist fir Gold C%Ol/ﬂzo,71nJ/(K2mol).

T(U,N,B) fiir ein ideales Spinsystem

3.9

Berechnen Sie, ausgehend von Gl. (3.7) die Temperatur eines idealen

Paramagneten.

T(U,N) und U(T,N) fir einen idealen Kristall mit Nullpunktsenergie

Berechnen Sie fiir einen idealen Kristall diese beiden GroRen unter

Mitnahme der Nullpunktsenergie.
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Losungen zu Kapitel 3

3.1 Dipolfeld
Das Feld sieht folgendermallen aus:

N
> @n‘v
- S e

P A “’iJ/
T
—
s
5
|~

d
N

| o

Die Punkte a, b, c und d liegen im Abstand r vom Ursprung auf den
Koordinatenachsen. Das Feld hat folgende GroBe und Gestalt:

. N _ -
i = L o TN A ~23 o A A Vg

Bei a und c: T — P lo \'*’/"’"M —Ab Am 3 4;,"1 = T =
D= T /4,_.4@ 13 -/ 22 o+

Trw(2.A0 T

LARS ) B =0,0377
=3

AN Y 2 7V

Bei b und d: P =

o ~
- G 4™ Vs | A i‘; -2

(1 ﬁ@"’”’%ft)a 21 "
B =0 07% T,

Zur Wechselwirkungsenergie von Dipolen siehe Abb. 11.20.

3.2 Curie-Gesetz
a) Gleichung (3.15) lautet } = +

TR

y %\‘V’T

4BMrT und lim(tanhx) =x folgt |

/ =0 N e N Q&S A
Me Ne o 2S5

v VT T

Mit x =

Einsetzen der Zahlen liefert A
A" IS At A Vs fun™

}( = — : - - i%? //CM?'S
AYE ATy 293N J
g % el Q . A N
3’11"‘%/"”5’« /10 !’?GALzﬁlf °/8 \/5/‘4") 7 i 5 A,
M= =g — = 7
38072 ke - 293K -

=< . .=
b) Nach GL. (3.14) gilt fiir M1 B: (U/V), =MB=742 J/m> in B=1T.

Der Tabelle 1.1 entnimmt man fir Ar: (U/V)gas=1,52’105 J/mS.
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c) Nach Aufg. 3.1 ist B fir ndchste Nachbarn von der GroBenordnung

0,05T. Die Wechselw1rkungsenerg1e benachbarter Momente von p =
-23 =25

10 Am2 ist dann g = uBnn #25-10 "7 J. Das ist sehr klein gegen die
thermische Energie bei Raumtemperatur: kT = 1,38010_23J/K4293K=
4,04-10721 .

Polymerkette (Gummi)

a) Es gilt GL. (3. 4), dhnlich wie im Spinsystem: LL=N1/(N 'NL')G
Mit der Stirling-Ndherung fiir grofe Nl folgt

- N
= Nﬂ N: M{.‘; N"“ NR

I~

4
=
=~

und . Y
In 2 = N 2niN =g sen ]’\j = N, &~ M‘

.A.étf\ ==~

= [\[’E"\ ‘\j N A«{,)« 5\3’@ it {T\J ”\}%ﬁjn,ffmt\;ﬁ,)
b) ES gl]_t L :/2[’\],3{%;\,,5\ ] /@/(2 NQ(@ \'}7 N-& -:é _-Qp E\{‘) |

(““‘\

%m'ﬂ”“

—_
c) Der erste Hauptsatz lautet AU= AQ+ AW=AQ+F@ﬁ,V
d) Aus c¢) folgt fiir AU=0: FAL=-A Q=-kTA(InfL) und
= ab e 1)

9,}2"' Jﬁ}w ) /}Q}Zﬂ@ﬁ—_—\ FB N Q
FzeWT — 2 m % SNLALL T

L i ¥a oL
. "\ N
Mit __%:_f_; “m/é“l\ifs =A ﬁnM((N‘”“&A).@,ﬂ = ”{‘?fﬁ \ﬂ“ Ma

aus a) und mit QNR/§L=(2 2;)—1 aus b) folgt

T ‘T . W~ Z‘J’?’

R

&

) Nﬁ’ ~ \'\Jﬁ /1 = L, Ji (;E\] 5 )\
Aus b) erhalt man dann — = — ——
N AL 1IN

und somit T

) . d r CJ 7 = 2 » p
Pl g A B0 g
DL A= 1 g (\”V) P F

e) Fir schwache Dehnung ist das Polymer stark geknduelt:

NIZ»;\(, N N/2 und L<<NZ. Man setzt dann L/(N£)= £<<1. Fir (3&)
braucht man
AL

n-s ret = A 0%

J ¢
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und In(1+2¢€) o 2£. Eingesetzt in das Ergebnis von d) folgt dann
Fa 2T 2 _ WTR (% %)
2 L N2 Nex
bzw. AF ~ AL. Das ist Hookes Gesetz.

f) Die Aussagen lassen sich schon aus (%) ablesen, wenn auch nur fiir
kleine &. Andere Begriindung:
"Aus d), AL=- AQ/F folgt AL<O0 fir A Q>0 bei F=const.
Aus Gl..(3) ergibt sich

_E .k 4 a
= 55 bn(52) > o,

g) Bei schneller Dehnung erfolgt der Wiarmeausgleich entsprechend langsam:
AQ 20. Aus der Gleichung (% 3) erhidlt man

AT NZ A( ) wed d5e FroL>o AT S,
Te

9

Einstein-Kristall L\ o P v/ T
. \2
a) Gleichung (3.26) lautet =3 N‘k( = "T’) ( ST /l)&

Mit hv/kT<<1 fiir groBe T ist v /KT ~ 1+hV/kT und
% 2. vy =
(e hv ~A) ~ ’%ﬁ“)
Damit wird C=3Nk(1+h 9/KT) 5 3Nk = 3nR bav. gl _ 2
b) Die Entw1ck1ung der e-Funktion lautet

/l+x+§ +«Z+m (x= "i?%'

Dies eingesetzt in (3.26) ergibt nach Vernachldssigung von x3—

und x4—Gliedern

%
C At x+ x [ A 2
~ v A= x .

Ak A+ X33 [n "
Daraus folgt dclc&y = -3 NT‘X/Q < 0

dc  dC 4x _ ANTK [ hy e
AT Ay 4T (T VT\) > 0.

und

Die Abweichung vom klassischen Wert C —SNk betragt

AT
KC=s C,~AC = INU[A~( )m

und nimmt mit abnehmender Temperatur zu.
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c) Mit x=0,1 liefert Gl. (3.26)

G, 4

C x : o I

= X ey e U . 0,999 447083,

I Cox ~ay’ (edion®

Die Ndherung aus Aufg. b) ergibt
c L3 0 91 ' o .
—— = A-5 - = 099766 BT
ANy A2 Ay ¢

Gekoppelte Einstein-Kristalle

Eine mogliche Energieverteilung sieht folgendermaBen aus:

i & i [SIF:N ‘. 7 e i
Cili\fg & & & €3 & N,}‘" ac
- : 2 1 p o
qp=8 L° C e e | ° ["o] Ny=40

a) Die Anzahl der Makrozustdnde entspricht der Anzahl der Energiequan-

ten in NA oder NB. Diese kann jeden Wert zwischen O und 16 annehmen.
Daher gibt es insgesamt 17 verschiedene Makrozustande.

b) Die Anzahl der Mikrozustédnde ist gleich der Zustandszahl (s. Gl. (3.18)):

0. (“ﬂcv)': [N« q'~fa)f |

A+H l cd g (L\iﬂq‘) [s )
0, (roige Besdemivl o 3S1 gy 0
AR i - : © T 0k-A0 7

ALt (2gwayt Ak

c) Die Zustandszahlen fiir qA==16 und qB==O sind

e

. o4 A6 ~-a\ | A _ /
QQ AQ ALY — m(_/__i___...,_ - —_— = 208u 0=
A( 1) = Ao ! Az a) 1 Aul 9l O A0 y
mg’z ’/!70'»3’ _ (4’2\}}0"/”? -/
Ea( (ol Ol (do-n)t X :
Die Wahrscheinlichkeit dieses Makrozustands ist
P (€%4$?fﬂﬁquq 204,08 Cozan
AV TR T T Oe Ay HokAs / : “

d) Fir qA==qB=8 ist die (kombinierte) Zustandszahl

g & i 2 ~
- - O [’li 5 . ‘r=7 ‘ /j:, . = /(/i‘g: a{x 6“" /2) g - L ] 2_(
“ALA%4R =&~ %%)’J”EC 7g> “ Ef{ﬁo~q)g §}%A 1
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Die Wahrscheinlichkeit dieses Makrozustands ist demnach

- L. . ) = & CAs8 .
VNG sl o ®) S OL T 0,464,
+ 5 (.,,Qa;\_\ﬂg [ ?)6‘ ./H—:;‘) Y, 0 b AsY

e) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung sieht folgendermaBe aus:

S - \C

\

0 \\\\‘, # 503 st
O (J 7
i3 =g
Nach Aufgabe c) und d) gilt Thin 6ﬁ § 295,
Fren (g =16)

Uberwiegend irreversibel sind Anfangszustinde mit { Ay oder qB% << g,
also ganz rechts und ganz links in der Figur. Wird ein solcher Makro-
zustand beobachtet, so geht das System anschlieBend mit groRer Wahr-
scheinlichkeit in einen solchen mit qa, und dp ¥ q/2 =8 iber und
bleibt dort, in der Ndhe des Maximums von jaA-kB”
Magnetische GroRenordnungen

a) Fir den Betrag der Magnetisierung gilt nach Gl. (3.15)

Man erhdlt dann (Ma,T Atommagnetisierung, Mk T Kernmagnetisierung)
qulﬁ)mz /icz’q/bwilh Py WL A A :/*;f\'; = %e Ao /ij
H? 9530 =y 7@/ 1 S ﬂlt/f\m ‘{W’*:ﬁ S\’/Zﬁ’:’i&:j;?_/jéghlf ..végu Afbw
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Die Magnetisierung von Eisen bei Raumtemperatur sollte man in der
Literatur suchen, z. B. im Text nach Tab. 11.3 und Abb. 11.25a, oder
. . . 6
in Lehrbiichern: MFe,293 ~1,5.10" A/m.

b) Frequenz und Wellenldnge der Lichtquanten entsprechen der Anderung

der magnetischen Energie, £ =+pB (Gl. (3.1), Abb. 3.2)} Va ;,/ih}
A=c/v: ’

- - =% VY 13
e 2T | s e = vt
SL T 4G J =, c Ag 74 2., Sy A / = S j
A>3 ) 1o - S;/ZQ,B‘}. 1 - i
v, = 245 197°Hy | V.2 —m—— = L 640 Ha
143 / . "1\7 i == ﬁ{ / i .\gt‘? 4 =
@(é('/[é: E(S qléellg : Jg
3 e,/‘_i;;,éff L:\,f; v -, QL 343 ¢
A - = - ‘/ = L ::Er’% 4 17 z m— iﬁ/(‘ e v, va
TS, At ] EASFRLY
Quelle: Klystron i Quelle: Radiosender

-

c) Die charakteristische Temperatur ist Th= e /k. Dabei ist £ J
gleich p mal dem lokalen Feld B a eines Nachbardipols am Ort von ﬁ

Fir B d gilt nach Aufg. 3.1 bei Atommomenten My

i «23 4 2
, He Mg WV ATTTA RS -~y
B';{ = o= =y T TS =333 - 40 T
Gi% 0 me 0l M (3407 2w )’ )
Damit wird
: 3 = A TTA T e 3 ~25 5
¢ = i I = A
ﬁd)é; = / & t)C“*/, c A YN )I?' KO | J} 2 1 ]
d 2 3§
< SR, e T
N . <din %) il p/ - Ob &2k K
,",IL.\)‘ (=N “T/\’ /;’ ,_’a_' /icjg LA j/ E/\

Fur Kernmomente e erhalt man entsprechend
: -2 Vg T A W A9 - AD et
R ; = A T m——— = Sh ~ r
Sd W JAay fa LA ) J
f AR R IR R

- < \(‘: — C‘% — ‘w‘\ra,&z_
m— = . // Y X
ST

E/;_‘{WT’\’ = 5 /§<QIVT&1,:5\,;W'ZQ/3)’§§).43© s b

o ~ L33 T

EBJLQI_ - 6),;3»/},’@ °" ":—‘L‘)&-,’f._;?w?h/{
M A e A0 T2 / g

Bei diesen Temperaturen richten sich benachbarte Momente spontan

gegenseitig aus.

d) Flir Raumtemperatur Tr ergibt sich
= 2 .
1

) > oA
B o=t o 2 = 2 b T
C"."f’ /V{a //ON?IA Tam e /
- 5 2
o T~ Yodg™ J — »
"B‘V. - = T < g’ W ieke T Lu )

r /’(? Tag ™ froa ¥
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Feldstédrken bis zu 500 Tesla kann man kurzzeitig (Mikrosekunden) in
implodierenden Hochstromspulen (Millionen Ampere) erzeugen. Aller-
dings wird dabei die Versuchsanordnung zerstért. Statisch kommt man
nur bis etwa 30 Tesla. Megatesla-Felder gibt es nur in Neutronen-

sternen und in weiBen Zwergen.

3.7  Magnetische Wiarmekapazitit
a) Die Warmekapazitdt CB sieht
nach Abb. 3.3 folgenderma- _
s 039 = Tim

Ben aus: 1\. f ;\

AN

S~

\

839 L 3,5 - —
' T o

b) Lage und Hohe des Maximums erhilt man durch Differenzieren:
.

B ; T A=
N/V( = 9{2(%if\0{’\ )
o(Cy/Nwy T 2 2 Snhi

7ol ) (s b )? B (eanbhot )3 7

G, [ wind & o S hoot
?;E’E‘lmy =0 r~ T = o m——“;
Dy (fashot) (2 o)
Daraus folgt ¢{tanh of =1.
Diese transzendente Gleichung ldsst sich u. a. durch Probieren 16sen.

Man erhdlt fir die Lage 0(le = 4200, of 7 o 0/ g 33}

W\EW -~
und fiir die Hohe
T G ppran ) X omony A B G = 0,139
R A YRy 9,

c) Fiir eine lokale Feldstdrke von 0,05T ist

j

-, y A LS 0,05 Vefu T
T{ H /(Démﬁ_y):: gt BL@(, - f/"@ A - f),i»é z/‘bf«f_ 0103@ k,
neK ’ & A 1y A 43K 4072 BT 1,2
d) Die magnetische Wirmekapazitit ist CB(TmaX)/Nk=O,439,
Fiir ein einzelnes Moment ist Cy=0,439k=6,0-10"24 j/k.
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Fir Gold gilt c‘“Ol/T 7-107* J3/(k%mol). Die Wirmekapazitit pro Atom

i ann .
lSt d - MGL — j RS (ﬂ _
¢ . - LN Y -F 2 “ VI CAS o %9 =
A4 B — = 2 /7 4 =3 7he 4 o
. [ Wi pmel AL Py XY PR /
£ e gl Lo L) o flim 28 ;.‘l
T N Py 9 - (= Rattd "M o
SE N ‘.a,‘}:/ ‘}\/l/% 4 Yo

Danach ist die Warmekapzitdt eines Atommoments etwa 160 000mal gro-
Ber als diejenige eines Goldatoms bei dieser niedrigen Temperatur.
Daher ist fir tiefe Temperaturen die Magnetisierung magnetischer
Stoffe ein sehr guter Wimespeicher.

3.8 T(U,N,B) fiir ein ideales Spinsystem
Die Gleichung (3.7) lautet:
o s y Gwv)"
Q§QN:L/;’B = 7 r f"kah";‘ » 04 7 7 whoar RT7 e e
7 (N‘= Qéﬂ%)ﬁ “’/({4@3)/&“ K‘\;: U///.;&)(Nﬂwiﬁﬁ)ﬁ’é
Daraus folgt "
A = Nb -4 : Y LA N YN e Y )
2.0 =N& (i) (ﬁ\s et »(N Y") LU 7*&‘)”&”(” =y
A Coa s , A Al
: u'ww% - _A]_ fm‘% » Yoy i P Y <""
TUoa /—a"i ?JE’“"(%"“‘ } 2 [ P8I N bu‘{/@? B / 3
AA sy Y Y / .
- 5 = = ﬂunJ+ . i ) iR
L MR XM@L M) Lo V") i+Vinzy 5
p 1 - N /
:J ﬁ(%gﬁ%i=gf %%@ -=: -
LB = %ﬂ% AL N B AD
s o TN )= A (e 2 )]
‘ Z—/’(}% /‘4'{3.} N /m/
Mit Gl. (3.5) wird , _ _
[ D L0y A5 Ne
N B N
gy
SchlieBlich ergibt sich o 5 i P
T A ?J-Q}Liﬁ_Eui p3 ”ﬂ@ MVU/,LMB } /L ”k\B //&»\ N \ﬁ
= “\'}{ ’( @U ) = 'ﬁ;/\ ( ',Q%,U/[fr{% (3 (] NE ;
was mit Gl. (3.10) {ibereinstimmt.
3.9 T(U,N) un U(T,N) fiir einen idealen Kristall mit Nullpunktsenergie

&5
e hu

&N

Ohne Nullpunktsenergie (Index '"o") gilt nach (3.17) £_ = shy~
In (3.18), wb(c-v,, W)= (g A ~A L @2":{3@@%«5%]

2
wurde 1o = 24 35 gesetzt. Diese Energien, £, =shy” kdnnen umver-

4
teilt werden. Mit Nullpunktsenergie (Index 'm") gilt aber




3
gl\A o = 1
- - ny = 7 Ll a)
,,ih?(l‘i‘é}"ﬁ\?“:gm"’ - ‘iﬂm""-g’(‘“ﬁ‘ L/
A 4 2 4 /‘E
3N 7 g

Damit wird 9, = 3{; Cs;+ Z) = A4t 5
Unverteilt werden konnen aber nur 9,=9, - 3N/2 Quanten. Das muss fiir
q in (3.18) eingesetzt werden: N34

(4=3Wr £ 38 ~a) L Voo {4, # 3w/

i i“"’]a fro = defia N ‘ 3 f . Y f | a0
/ (on TINY (Aw=a) i & WA (2u)
Mit der Stirling-Naherung folgt )
= =
==

(‘M @_gi\g',*a_}n,fmls\a’i”)b (SN‘,}‘W /

603,03 002 ) (1.7 W (90 20 ) =30 30,

2

O,  BLl. g,
b (J‘.‘r.,\ gﬁivw & U"'W

Ferner gilt

s

und mit Um = th\r:

Dies ergibt dann

37 4 o .
S 2y ‘@ijzﬂ(c_ ANl AN
Y. T K L ™ ' L

und fir die Temperatur

et g [ - “ “"3
?g/; F\(}" 4 /a,ewfz‘pm! ’i, ﬁ-\\/ (/&m ﬁ";ﬂ‘w-}b\i/nl } /
Pig = — - i a
La-ml “?/; @Vugf\ ',5 E]T/{ l;‘[{

bzw. mit qm=Um/f1~g :
T, b (,\ U [l + Jidf2\ =4 b y- (,,{/;ﬁ 24, «2NL Y
W NI um/!\chl/z) ol
Das stimmt mit (3.25) iiberein.
Zur Berechnung von Um(T,N) wird das invertiert:
hyv £ 20+ INL v 5 hv foT ) «ZU/L I %;ﬁf |
KT T, - 3wk 20U, =3%hy




-
bw = 3[\”\ vV (4 +~ ,,
6741'\;'7?17/

Das stimmt mit Gleichung (3.24) iiberein.

~_/i)“




- A4/ -

Aufgaben zu Kapitel 4

4.1

Beispiele zum ersten Hauptsatz

4.2

a) Nennen Sie Vorginge, bei denen die Temperatur eines Systems steigt,
obgleich ihmkeine Warme zugefihrt wird.
b) Nennen Sie Vorgénge, bei denen einem System Wdrme zugefihrt wird,

ohne dass seine Temperatur steigt.

Mikrowellenheizung

4.3

Wie lange braucht ein 500-Watt-Mikrowellenofen,um einen halben Liter
Wasser von 25 °C auf 100 °C zu erhitzen? Dabei gehen 10% der elektrischen

Energie als Verluste in die Ofenwand und in die Umgebung.

Kreisprozess mit idealem Gas

4.4

Ein ideales Gas wird abwechselnd expandiert und komprimiert nach fol-

gendem Schema:

P A 2
L%

A A v C

‘\o

I
f

Vi v, v

Das Gas ist zweiatomig und befindet sich bei einer Temperatur, bei der

alle Freiheitsgrade angeregt sind.

a) Berechnen Sie AW, AU und AQ fiir jeden Teil des Kreisprozesses.

b) Bezeichnen Sie mit ein- und auswarts zeigenden Pfeilen, ob die
berechneten GroRen dem System zugeflinrt oder entnommen werden.

c) Berechnen Sie die Gesamtdnderungen AU, AQ und AW sowie ihre Vorzei- .
chen fiir den gesamten Kreisprozess. Wird dabei Warme in Arbeit um-
gewandelt oder umgekehrt? Wie miisste der Kreisprozess im anderen
Fall ablaufen?

Arbeit und Warme bei einem Gas

Zeichnen Sie ein Energieniveauschema U(io) mit Energiequanten der GroRe

1 fiir folgende Werte: g i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

wll1 31 2 5 2 6 3 4 7

Das System befindet sich anfangs bei der Energie Ua==2°
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a)

b)

c)

- A4/2 -

Zeichnen Sie in das Schema aufeinanderfolgend diese Energie-
anderungen ein: AQ1 =+3, _,{ng =+5, AQS so, dass U auf das nidchst-
niedrige Niveau mit fJ =1 kommt, A Wy=-3, AQ so, dass U. =0, |
wird. Geben Sie jeweils U, AU, &, AtJ , 4Qund AW an.

Nehmen Sie an, das Schema in a) bezieht sich auf ein ideales Gas

mit wenigen Teilchen. Wie grof ist die relative Volumendnderung beil

einer Arbeitsleistung von U=9 auf U=107?

Vergleichen Sie die minimalen Niveauabstdnde im U( {5 )-Schema fiir

ideale Gase, ideale Paramagnete und ideale Kristalle fir verschie-

dene iibliche Werte der Parameter m, V, B, s, pu und v . In welchen

Fallen ist die thermische Energie bei Raumtemperatur von Bedeutung?

Arbeit und Warme beim idealen Paramagneten *

1.6

a)

b)

c)

d)

Berechnen Sie die Zustandszahl .Aﬁa(N,N+,N_) und ihre Anderung aﬁ/ Bi\@,
fiir einen idealen Paramagneten nach Abschn. 3.1 mit N>> 1. Skizzie-
ren Sie den Verlauf von SL mit N, bzw. N_ fir ein grofes System und
prifen Sie, ob die Steigung das richtige Vorzeichen hat.

Fiihren Sie das gleiche Programm fiir 1n£L und Tﬁ@nﬂj’/ 2N, durch

und skizzieren Sie In{Ll=f£(N_,N_, U).

Stellen Sie die Anderungen AQ und AW im U(ln .£))-Diagramm fiir ein
Spinsystem dar. Bei welcher idealisierten Zustandsdnderung werden
die Spins umorientiert?

Berechnen Sie fiir ein mdBig groBes System mit N =100 die Anderungen
ASLund A(IndL) bei AN_=+1 fiir die Anfangswerte N =10, 48 und 75
und zeichnen Sie diese Anderungen in das U(In{:)-Diagramm ein. Ent-
spricht eine Anderung von AN_ bzw. , N_ einem Austausch von Wdrme

oder von Arbeit zwischen dem System und seiner Umgebung?

Quasistatische Magnetisierung

Wie schnell darf man ein Magnetfeld verandern, damit die magnetischen

Momente ihre Orientierung quasistatisch anpassen?

a)

b)

Geben Sie eine allgemeine Beziehung fiir die Feld4nderungs-Geschwin-
digkeit an, die quasistatisches Verhalten gewdhrleistet.

Die Relxationszeiten in Festkorpern haben groBenordnungsméaBig fol-
gende Werte: Atommomente bei Wechselwirkung mit Nachbarmomenten (nicht

105 und

‘temperaturabhingige Spin-Spin-Wechselwirkung) %, = 10°
bei Wechselwirkung mit dem Kristallgitter (temperaturabhingige

Spin-Bahn-Wechselwirkung) T, = 10_6 s bei 77 K; Kernmomente bei

LA
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weitgehend temperaturunabhingiger Spin-Spin-Wechselwirkung T . =

s

107%s, und bei Spin-Gitter-Wechselwirkung 1<%, <10™*s. Berech-

nen Sie sinnvolle Werte fir die quasistatische Feldanderungs-
Geschwindigkeit in allen vier Fallen mit den lokalen Feldern aus

Aufgabe 3.6¢ (BTme =0,037T, BTEEQ=1,94O—STU= Die relative Messge-

nauigkeit des lokalen Feldes sei 10-.

Euler-Gleichung

Leiten Sie die Euler-Gleichung (4.16) aus der Bedingung her, dass U

eine homogene Funktion erster Ordnung der extensiven Variablen S, V,

N usw. ist. Fiir solche Funktionen gilt U(&!S, sV, o(N,...) = o U(S,V,N,...)
mit beliebigem & (%;1), Das heif’t, eine Vergroferung oder Verkleinerung
des Systems wirkt si&h auf alle extensiven Variable in gleicher Weise
aus. Man differenziere die obige Gleichung zuerst nach & , setze dann

o{ =1 und verwende den ersten Hauptsatz.
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Losungen zu Kapitel 4

4.1 Beispiele zum ersten Hauptsatz
a) Es soll gelten: AU=AW, AQ=0, A T>0:

- Fahrrad aufpumpen; adiabatische Kompression eines Gases,
- Tauchsieder; elektrische Energie fliet vom Netz zum Widerstand,

- Mikrowellenofen; elektrische Energie flieBt vom Netz zum Nahrungs-
mittel .

- Magnetisierung; magnetische Feldenergie flieBt von einer Spule
ins Material.

b) Es soll gelten: AU=AQ, AT=0:

- Schmelzen von Eis oder Verdampfen von Wasser bei konstanter Tempe-
ratur: Energie wird als 'latente Warme'" zugefiihrt,

- Aufblasen eine HeiBluftballons; dabei wird Arbeit gegen den 4uBe-

ren Luftdruck geleistet, wobei die Temperatur des heiBen Gases
sogar sinken kann,

- Thermoelement oder Thermoumformer; die zugefiihrte Wirmeenergie

wird in elektrische umgewandelt ohne dass die Temperatur des
Unformers steigt.

4.2 Mikrowellenheizung

Der Energiebedarf fir das Wasser ist AE=mc/AT=0,50kg<4,19 -10° J/ (kg K)
75K=1,57: 105 J. Fiur Wasser plus Verluste betrdgt er das 1:0,9-fache,
namlich 1,75~1O5 J. Die Leistung des Ofens betrdgt L =500W, die Zeit

zum Heizen At= AE/L=350s.

4.3  Kreisprozess mit idealem Gas

Man berechnet zuerst AW und AU, dann A Q. Aus AW=-PAYV folgt:
8 Au, =5 Ve =0, AUy= -2 (v

Allgemein gilt fir 7 Freiheitsgrade (3 Translation, 2 Rotation,
2 Schwingung): :

U= 2 ymaTaal(avia[v  ~(2v). T
i U= 5 NTrAT = Zi\(?\/, -zl Je A (( }gmw?z
Daraus folgt:

AU, = %h@\f =TV, = ji]i Vo (P =T >0




-L4/2 -

Mit AQ=AU- AW erhdlt man hieraus:

) s e
AQ/Lf afvﬂ(-’iép(/i)@@ >O/
bQg = 27 (Ve-v, )+ (%) = 3 o (V- Vo) >
AN, = 7 / o ,
AW, = i_\/lé’q”?g,) ,<®/

£y = 3%, (4, =V) 47, (v Vi)= 4, (e~ Vo) < O

b AU !\ik} A G
) P N i b
AQ — f B mibg(g'z
J\/ a4
N ! .
| AG = 9 - — AU
| ' 1 \/‘%. ’
4 ) Y
A AW A Q 4
Y
c) Es gilt éUgesz {,\ =0 und

A uf}(l” ) ‘g.’/cvaa)‘”?fi LVA«VL) = ({?2,“’?1 ) (vﬂ wv",} = C»/
L ValR T 30T ) ¥ 30, (VoY) + 8 R (- <

A &?3(@ )
(?.’L '?//) (Vl *‘\/_,1 ) 57(;‘;/
ARy = —A Wi,

Bei diesem Kreisprozess wird Warme in Arbeit umgewandelt (''Wirme-

il

/X

Kraft-Maschine', s. Kap. 7). Beim umgekehrten Prozess (entgegenge-
setzt zum Uhrzeigersinn) hat man einen Kiihlschrank oder eine Wirme-

pumpe mit A Wges >0 und A Qges <0
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4.4  Arbeit und Wirme bei einem idealen Gas

a) Das Schema sieht folgendermaBen aus:

p—d -==='=="4L

N

Bs gilt: U, = z LQ@:';.RI

AQ; :AUII\:%»S — UAag‘iwac S,,) A@qz%%

AWL?AU;_""PS, = Uy 210 1, = S=“/ AL, =D

/

AQB.:Ang"’.Lf’”ﬁ U’;“‘(?/ ngz/i/ AL,=- ]

AW, =AU, =-3 = ULF':E/' be=4 AW, =0,

AQy?‘-’AUS.:»/[@ Ugil'zk}q/ Ne=3 Alae= 42,

b) Nach Gl. (2.67) ist die Energie proportional zu V-2/3.
U=h?/(8nv*/%). Daraus folgt v=h3/(8nmN>/? und es gilt

W UV 9 A
T (OL) . (_ﬂ_;) = 3y,

Das entspricht einer Volumenverringerung von 14,6%.
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c) Ideales Gas (Gl. (4.36)): A,U,:f-w = hE
idealer Magnet (Gl. (4.37)): QUE: . P .E,

idealer Kristall (GL. (3.17)): AU;“- = Ay
8 iy 2

Es gilt fiir m=5 10720 kg:

AUE;« (\["' A ",1) = /73 A AST 41 j /
L -
./-SUC (\{?/?L) :/ﬂ/ivﬁa"/‘)j)

b a

und fir B=1Tesla:

AU::,H (/wm: /7:3’25/4 M"): Ay~ 3 3},

Au ™ (/mM: ToAs ™ A ml) ~4A0~ L ],

RV

und fir den Kristall:
N ‘V(, o - A3 ‘lﬁlw?//i
AV . (v A© /§) = b, b.qe .

Die thermische Energie betragt Uth o kTr=4,O4010_ J Sie ist
(vgl. z.B. Abb. 6.15).

21

nur beim Kristall vergleichbar mit A‘Umin
4.5 Arbeit und Wiarme beim idealen Paramagnet
a) Aus Gl. (3.4) folgt mit der Stirling-Niherung fiir { N,N+,N_}>>1

4{7 = = N
5\'%_!\/«\'- . N N

_~

Die GroBe Qﬂ./ JN, erhilt man, indem man in dieser Beziehung N_

durch (N - N+) ersetzt und dann differenziert:
)\/ N
i\{%V\(‘A_‘ (F\/ﬂ’ é\!+\},{/\(~ !\J.;,j

¢ £
L k!:\N, N"L);

Wegen x* = 1% ist d(x¥)/dx =x*(1+ 1nx). Damit erhdlt man



- L 4/5 -

0 -nN" EE’\/%[\[?//H 2NN, Ny (8 »f\é.)(w"’)[ i o (N
AN, \!’ Ve (N-1 X( M) T

E
MN n\‘(,«lﬁ Eg,.., d"‘:‘\"& R{g) B H;lqg ' > \f’.=
= N 7 - M
O
i
i N N
t\:"‘:’,’é N‘E | il > =1
N "?’ f\)
IJJA? . | \i.;.n < O
. 7O | ON
| ! |
/z | \  — M [] > Nﬂ oo
O N/ ' N
N 4 f
N- N M2 )

b) Nach Teil a) gilt In.>- =NInN - N,InN,_-N_InN_. Wieder erstezt man
N_ durch (N-N,) und differenziert nach N,

B s New— i, ,;:Z,P,N;;(’c\i'-»%\»‘@.)xz%['c«wN.q.
i

~ p N
CECEUER NSRS N (VAR S E h

= 2 N

.@wﬂl\ e N2
Ln i
0 = v > N
AN |
N- € N Ny \ 9

f

U ¢ ~ : A\

u'»fa:./«}(’ 0 ° .\)ﬁ; :/ -
=4 NIJL.B i\ &= .INA@

B [

c) Die U(lnsw)-Kurve sieht nahe Upin Dach Aufgabe b) etwa so aus:
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Bei reinem Warmeaustausch und B=const. werden Spins umorientiert
(s. Abb. 3.2). Bei reinem Arbeitsaustausch (AB+0 aber AQ=0) an-
dert sich die Zustandszahl nicht, sondern nur die Energie der magne-
tischen Momente im Feld gemdB Gl. (3.1). Diese behalten ihre Orien-
tierung bei.

d) Fiir N=100 ergibt sich bei AN_=+1 (N* Anfang, N® Ende):

i /
NS >l %5 €. ) N% =54
NZ=HE Np=T2 N 7*@/ v ]
G_ 2. e )e e . 7 N
Nb,?g“jl\f.[(“-s/‘\!_,- '(7/ Nes
Nach Aufgabe a) und b) gilt @4% _ ~ » \i: 24, D =2 N
N, TN T, N
P N a o
Die entsprechenden A'nderuﬂgen betragen:
gy 2l g de o, SR ARIT g it
cmmm——— N = ?w‘,_",r ) = . . ’\“;'-: = — v 3
@ L/ I ] “'/’ FDN,;, qg 00,4049 9e !

- 95} «-‘;\?. [ X ) . /E;QI‘ /IC'\ /;:": > 9
= = Kon ?“:“’@/D@? o s‘; £ LE“”“G)“’?‘“WZ&
= Dy $r GRCATORR PARE 5 2L S

% iﬂa : /;&ia /zu"G 407 J
®’ 2"\ fl[ 7:3:-:‘? i/]@ ; SN - 5.6 W&??%‘Z%v{/jglw
BN, 23 ' / 7UN, §N R )< T
N’“ X

|
|
|
|

|
|
|
|
|
|
|

U

AW 954

N_ VY

=
An L1, v

Eine Axderung #N,_ _ entspricht dem Austausch von Wirme bei B = const.
bl
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4.6  Quasistatische Magnetisierung
a) Quasistatisch heiBt: das System befindet sich in jedem Augenblick
nur unmessbar wenig vom Gleichgewichtszustand entfernt. Die charak-
teristische Experimentierzeit muss sehr viel gréRer sein als die
groBte Relaxationszeit im System:’t@y? >%>‘??2?X7 Auf die Magnet-
feldanderung iABéXp bezogen bedeutet das bei einer Messgenauigkeit
ngmegdes lokalen Feldes By
i ) )
Texp , ABM@ - - ASagp Py ABm
>> N - ‘zﬁ‘"\h o~ NN L
Teal ARy, Canp Vel
Dabei ist B? das am Ort des Atom- oder Kernmoments vorhandene Magnet-
feld, zum Beispiel dasjenige der Nachbarmomente und das duBere Feld.
b) Mit dem Ansatz ABwes & 400D, 3
A Beyy -3 DL
A D ,%, Ao 3_2< ,
"‘C’% Twel *
folgt fiir die Atommomente:
3 o= 1 g
Spin-Spin- Loy Ao Gjeyd T 3205 T
Wechselwirkung %’\"/‘4’3 ~ VERECIN J _ 3
Spin-Bahn- A Bé%w < a9~ 3. 0,03 T _ 3‘7 T ( 17
Wechselwirkung Tﬁm} ~ ﬁQmLS ST e
und fir die Kernmomente:
R. 3.0, .78
Spin—Spin- .AL)!?/ A ‘<, /g 2 A9 T - 0 Dzi
Wechselwirkung Tﬁ@%V‘ ~ Ag <t / J
. 1e~3.7. 13 e
Spin—Bahn— _J%E‘i?i‘_ '{, /U 3 il T = Z AY Z)’.‘/?/,O L}) ,L,
Wechselwirkung — Tpup, ™ . a0 K
4.7  Buler-Gleichung

Differenziert man die angegebene Gleichung nach Q@ so ergibt sich

[ 3 PNETA 5 WIv? S rrf o ’ /‘ I A i
W5 M) - WY Zl(w} L ulEN ) c;ﬁ(?,\i)f Uisyw
2s) o< ARV O 2N ol /

1K)

«
e
o

Hier wurde die Entwicklung hinter den Variablen S, V und N abgebrochen.
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Das ist gleich

6 ¢ RN g Ve ($V N ..
TR eV ’%/m) s
Setzt man jetzt ® =1, so folgt
G YV, UML) e
»f(ﬁ)v G, 2_ S - ( : \ o+ —_— ) N = U(S; v, IN)V
D3 DN N
Durch Vergleich mit dem ersten Hauptsatz, TdS-Pdv+ % dN = dU, sieht

man, dass die letzte Gleichung gleich TS - PV + ?N U(S V,N)

ist, was zu beweisen war.

).
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Aufgaben zu Kapitel 5

5.1 Entropie eines idealen Paramagneten

a) Berechnen Sie die Entropie eines idealen Paramagneten mit zwel
Einstellméglichkeiten der Momente im Feld als Funktion der Tempera-
tur. (Hinweis: Benutzen Sie ausgiebig die Exponentialdarstellung der
Hyperbelfunktionen., )

b) Berechnen Sie die Grenzwerte von S(T) fir T--0 und T — 00 und zei-
gen Sie, dass gfL==eS/k das erwartete Verhalten wie in Abb. 5.14b
aufweist. Vergleichen Sie auch mit Abb. 3.7b bzw. 3.8.

5.2  Kartenspiel

a) Wieviel verschiedene Anordnungen gibt es in einem Spiel von 52
Karten?

b) Wieviel "Karten-Entropie' hat das Spiel, wenn beim Mischen alle
moglichen Anordnungen vorkommen konnen?

c) Wie groB ist das Verhdltnis dieser Entropie zur thermodynamischen
Entropie der Karten?

5.3 Giltigkeitsgrenze der Sackur-Tetrode-Gleichung

Nach Gleichung (5.10) kann die Entropie negativ werden, wenn 1n(N/V) >

5/24-(3/2)1n(2ﬂfka/h2) wird. Berechnen Sie, bei welcher Temperatur das

fiir Helium-4 unter Normaldruck eintreten wirde, wenn es bis dahin ein
ideales Gas bliebe.
5.4 Entropie eines Meteoriteneinschlags

Un wieviel nimmt die Entropie Sa unserer Atmosphédre zu, wenn ein Eisen-

meteorit von 1 kg Masse in ihr zu idealem Gas verdampft? Die Masse der

Atmosphare ist Ma==4@rPnRi/g (Bergmann-Schaefer VII, S. 609; P}lNormal—

druck, g Erdbeschleunigung, Re Erdradius).

5.5 Schmelzen von Eis

Ein Eiswiirfel ('"Objekt') von 50 g Masse und T=0 °C schmilzt langsam an

der Luft bei Raumtemperatur (20 °C) mit einer Schmelzwidrme von 333 J/g.

a) Um wieviel nimmt die Entropie des Wiirfels bei Vernachldssigung der
Volumendnderung zu? '

b) Um wieviel nimmt die Entropie der umgebenden Luft dabei ab?

c) Um wieviel dndert sich bei diesem Prozess die Entropie des Weltalls

und seine Zustandszahl?
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Wassermischung

5.7

In einer Badewanne werden mhf=50 kg - heiBes Wasser mit Th==70°C

und mk==100 kg kaltes Wasser mit Tk==15 °C gemischt. Die Temperatur-
abhingigkeit der spezifischen Warmekapazitdt werde vernachlassigt.

a) Wie hoch ist die Mischungstemperatur?

b) Um wieviel nimmtbei quasistatischer Mischung die Entropie des

Wassers zu?

Minze im Brunnen

5.8

Eine Euromiinze mit der konstanten Warmekapazitdt C und der Temperatur
TIIl wird in einen Brunnen mit Wasser der konstanten Temperatur Tw gewor-
fen. Tm kann groRer oder kleiner als Tw sein. Die Masse des Wassers ist
viel groBer als die der Minze. Man wartet bis sich thermisches Gleichge-
wicht eingestellt hat. Volumen&dnderungen werden vernachldssigt.
a) Wie groB sind die Entropieénderungen von Minze und Brunnenwasser

bei reversiblem Verlauf? (Siehe Erliduterungen zu Aufgabe 5.5.)
b) Berechnen Sie die Entropiednderungen des Gesamtsystems Minze plus

Wasser als Funktion von Tm/Tw und zeichnen Sie ein Diagramm dazu.

Warmeilibergang bei verschiedener_Zahl ven Temperaturschritten

5.9

Ein Kérper mit der konstanten Warmekapazitdt C und der Anfangstempe-

ratur Tk==4OOK'wird auf verschiedene Arten auf 100 K abgekiihlt: Einmal

in einem Reservoir von Tr==1q0Kg das zweite Mal sukzessive in Reser-

voliren von TI'" =300 K, dann Tr =200 K und dann in Tr =100 K.

a) Wie groR sind die jeweiligen Entropiednderungen des Systems 'Korper
plus Reservoir'' bei reversibler Prozessfiihrung? (Siehe Erléduterungen
zu Aufgabe 5.5.)

b) Wie groB ist die Entropiednderung bei 'unendlich vielen" Zwischen-
temperaturenkfﬁr den Fall gleicher Warmekapazitdt von Korper und

Reservoir ? *

Entropiednderung bei elektrischer Stromleitung

Durch einen 100-Ohm-Widerstand wird bei T=300K fir eine Minute ein
Strom von 1 Ampere geschickt. Wie groB ist die Entropiednderung bei
reversibler Prozessfiihrung im Widerstand und in seiner Umgebung, wenn

man Veranderungen in der Stromquelle vernachldssigt?
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Berechnen Sie die Entropie eines Gummibandes als Funktion seiner Kontur-
linge und damit seiner Temperatur mit dem Modell aus Aufgabe 3.3. Drik-
ken Sie zuerst Ins. durch N, L und ¢ aus und entwickeln Sie das Ergeb-
nis fiir L<<N# bis zum zweiten Glied. SchlieBlich machen Sie den An-

P 5oy

] /
Eﬁbf;fﬁ

Denken Sie dariiber nach, ob alle dieselbe GroBe und unter denselben

Berechnen Sie die Temperaturabhdngigkeit der Entropie eines idealen
Kristalls (Gl. (5.27)). Entwickeln Sie das Ergebnis fiir hohe und tiefe

Temperaturen. (Hinweis: Formen Sie den Term (ex--1)—1 so lange geelg-

5.10 Entropie von Gummi *
satz L ~1/T.

5.11 Die "drei Entropien'
Wir haben drei Entropiebeziehungen kennengelernt:
nach Clausius (GL. (5.1)): AS =  —
nach Boltzmann (Gl. (5.4)): < -z & ﬁﬁm_éﬁmi
nach Gibbs (GL. (5.47 oder (12.50)): Sz =T 1 U Lo ;-
Bedingungen beschreiben.

5.12 Entropie eines Einstein-Kristalls *
net um, bis Sie zur Beziehung (5.27) gelangen. )

5.13 Gasmischung

Zwei Volumina V1 und V2 eines einatomigen idealen Gases enthalten je

N Atome bei gleichem Druck Po’ aber bei verschiedenen Temperaturen

T1 und T,. Nach Entfernen einer Trennwand zwischen beiden ohne Arbeits-
aufwand vermischen sich die Gasatome. Berechnen Sie die Mischungstem-

peratur, den Enddruck und die Entropieanderung beim Mischen.
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Losungen zu Kapitel 5

5.1 Entropie eines idealen Paramagneten

a) Einsetzen von Gl. (3.11) in (3.8) liefert mit x = pB/kT
La L1 = Nl (1) = 3(Vr M) £e (M Nz o) -
Ay ) , 4
] ( W~ E'Jiﬁw@v@/) éw( INEENE o )()

=

Nl 4 NAN = ¥ (b il ) [ AN+ L (A bimbic )1+

"5 (= B [l £ (= demix) T

Jetzt ersetzt man (1+tanhx) durch e I’X/cosh X:

3 o &y
//%'A,\QE) i P\I!‘E,\'l -"@"NFIJ\ N°“' L\a[ /;C \!4, /kt./\ <=‘==:/=-=—='—— %“,}r,
2 Zahyx b L L }(j
-7 ,Z\u"n e — | =
z anx Ve Lo b )

L g . F 2}’( C . 7o . ]
= Ny v N2 = N B [ Ny~ Laleaine) T4
“ 2 L ‘L-\“?( j

3 m L/CAN -% - Z/x&{rmy)l

' >
S Naaz =L | x- J;;\,k*()} W Lo (fanl
Loesha U A(/ 3 em é\}( LX («ﬂ Nﬂ
= . oeXoe J efpem N, 3
Nawy =3 YEZE R (tehc) =
2 L box L Seph € ;

= ‘\j[/&\l“k ol X ‘v'//@l/\(‘-{\%v\?c}j

Damit folgt Gl. (5.26) mit x = pB/KkT:

$= Uka D= TN [ 2 —xtamicg + Anfeasix) T,

b) Wir setzen wieder x =uB/kT ar 1/T und betrachten die Grenzwerte
T- 0, x =00, tanhx —»1, coshx —»00, und

T — oo, x—>0, tanhx —0, coshx—1%
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Fir T-so00 gilt: llmb(x) kN(1n2 - 00 + 1n1) = kN1n2.

Vergleich mit Abb 3 7 bzw. 3.8: Fir T—so00 ist N, =N_=N/2, U=0
a2 = ?W‘f ~ N
undﬂ.—e/k:;e\ “‘( =1

Fir T— 0 gilt: llmS(x) kN(1n2 - x¢1+ 1n(e*/2) + 0) =kN(-x +x) = 0.

Fir T— +0 1stN —N N_=0, U=-N uB sowile »Q—es/k eO=1

(s. Abb. 3.7).

5.2 Kartenspiel
a) Bs gibt 52-51+50°...°1 verschiedene Anordnungen. Daher ist .f}=521=
8,07-10%7, 1n_=156.
b) S(Karten) =kln-—L=1,38+10"%3/K-156 = 2,15-107%" J/Kk.
c) Die thermodynamische Entropie ist von der GroRenordnung kN
(N Atomzahl) (s.GlL. (5.10), (5.26), (5.27)), also von der GroRen-
ordnung 10 J/K fiir ein Mol Atome. Das Kartenspiel enthdlt davon etwa
5 Mol (eine Karte wiegt etwa 1,5g). Die thermodynamische Entropie
betrdgt demnach ca. 50 J/K. Das Verhaltnls der beiden Entropien ist
2,1510~21/50 = 4,30+10= 12
5.3 Gultigkeitsgrenze der Sackur-Tetrode-Gleichung

Man setzt zunichst 5/2 = ln(es/z) und erhdlt

P Sy L ow T VY2
N S Tl e e A

Y
E:\.f > f Sl (Ms%; L\;{ 1/3} Pg‘;g 2 1T
Y - , EL\L JoJ \ -~ ‘E\l’

Nach T aufgelost ergibt sich

- 2
o~ 7/ 2 -ﬁa%‘?fﬁ n %

Wir setzen nun fir ein ideales Gas N/V=P/kT und erhalten

PR 2 - 7

o PyLin = — a1 e 2 LA
T AP _j@ n L — “? 73 .."_______{ -

S\ 2eeds/ 3w/ e 27" A -

Fiir m__, =6,68.107* kg und P=P_=1,0110° Pa ergibt sich
. =Yoo Y AT
# L4 2T T R
T< : : ) - (htido ) ) = 04901k
LR34 R 5/ b 65 457y ’

Weil Helium-4 aber schon bei 4,2K flissig wird, gilt die Sackur-

Tetrode-Gleichung natiirlich hochstens bis zu dieser Temperatur herab.
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5.4 Entropie eines Meteoriteneinschlags
Die Entropiednderung ist AS=k Aln.{l. Aus Gl. (2.29),
RN ] VRV AN T VRS F VRS P AR iy
folgt o
0 . o S
3/{*«4'& - E:};( j&ﬂ\/]% %BE#U“’LE 3&»\-‘(1&;\{ ENJ
DN
und
P é) s@\f\ﬁ% . C o # H 3 . L}"/ 9]
A Dl SR AN SAN Y # 3l U § 2 22T AN
i ~ “~ ';,Da )
Die Summanden in der eckigen Klammer sind alle hochstens von der Gro-
Benordnung 100 (s. Zahlenbeispiel nach Gl. (2.29)). Die Atomzahl A N
des Eisenmeteoriten ist
M e }
[l[\!rt - M T - vA/ 53T = /7| I ‘}g’ /JQ ig
Mec v Sh At dam?? «('y‘% '
(mu atomare Masseneinheit, Ma relative Atommasse). Somit ergibt sich
A1n2%10%7 und  AS=kalnl %1072 107 = 10*u/x.
5.5 Schmelzen von Eis

Es gilt Asobj =4S, (Eis0°C Wasser 0 °C) + ;;\SWW(Wasser 0°C
Wasser 20 °C). Wenn der Vorgang reversibel verliuft (siehe untenstehende

Erlauterung), ist



AS, - . 1
oW T T 2P '
. Zaeg —
 ARuy C dT le
ASiw == e
Dte

= §0q-2 W) d (030 [233%) = 1, § )

J
NSty = (L4, 04 14R) Tk = b5 g /K.

b) Die Atmosphdre gibt genau soviel Wiarmeenergie an das Objekt ab,
wie dieses aufnimmt. Bei reversiblen Verlauf ist dann
ARey tAQ wy _ m L 4 mc AT

g T =~ - -~ »
. e T ‘Tq{-w\
Das ergibt
00 A Ta+ §0g - H21/(4K) 2ok .
ASQ’*L’M = 4 2 % = Z/il?. j/l,(.
193k
c) Bs .ist

'“3/” W g™ /lo'A'S""zon,.

, &

und
,_______éﬂAV A - & SULLIV( ’ Q
ILLJC’;, = e /i

folgt A0/ 0= @ 4t /4()

9 A 5L
F )=kIn(1+ S5=)

Erliuterungen zur Entropiebilanz beim Warmeiibergang

Wir betrachtn zwei Fdlle I und II:
I) Quasistatischer Ubergang zwischen zwei Gleichgewichtszustédnden

(s. Abschn. 5.4) ohne Dissipation:

Tz Gl ol
| Toe zqo{”&wmlaé
AQ y -
T4 T +dT GL?/\[aLSQ/\J;&-L\‘é
AS LXC:*W < Llj,\”‘i* QQ\:P,V }
g H, Y
ASee, = NS £ AS. = AL Lo~ Z=)%0
4% = 27y S = AQ - T .
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Der Prozess I soll reversibel verlaufen, denn andernfalls konnen Tem-
peraturgradienten im Inneren der Korper Th und Tk entstehen. Solche
Gradienten erzeugen durch Wiarmeleitung zusédtzliche Entropie (siehe II).
und konnen so das Ergebnis beeinflussen. Daher muss T << ‘ZETh’TkLﬁ sein.
Beim Wirmeilbergang soll sich die gesamte Energie /4U=.AQ, die von Th
nach Tk geflossen ist, als innere Energie in Tk wiederfinden. Wirde
namlich ein Teil davon in Arbeit umgewandelt, so ist i;Sk kleiner als
AQ/T, , némlich um AQ'/Tk= (AU- AW)/TK,

II) Stationdrer Nichtgleichgewichts-Prozess (s. Abschn. 10.9.2).

Unter der Voraussetzung, dass auch fiir solche Vorgédnge 4S=AQ/T
gilt, kann man Folgendes formulieren:

|

i - = < - C&S A e
‘Iié :aL-}Q— ! L Ag—> : K T =+ T
de Ty a, 2
b

Resultat: Die positive Entropieproduktion in T, ist betragsmaBig grofer
als die negative in Thg dhnlich wie im Fall I.

Wassermischung

a) Die zwischen den beiden Wassermengen ausgetauschte Energie ist
AQi = Ci ATi =mC [;\,,Ti (C Warmekapazitat, c spezifische Warmekapazi-
tat =4,186 J/(gK) fir Wasser). Die Mischungstemperatur sei Tm’

Es gilt ) . .
AQ = 4 My AT, =i, < e (T =To, )

P — §
4 - /& = — I |
ARy =~ wy ehly e (T T,

Die Energiemengen missen betragsm'alf&ig einander gleich sein, wenn

nichts verloren geht: AQ = A VB C—("i;ﬁw’ig)ﬁ{: = fg,dcﬁgg _

Daraus folgt 59 ”43?0{,%»’? v SC
ASO We T = SUST Ko © T = <
) 7. Vi& < i Ve = 3 S\n 3¢
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b) Die Entropiednderung des kalten Wassers ist

T & ﬂ Ay e N
- ) &D e [ R . i -
A L NA - = W,, ¢ ,Q\,,. —
/(/_S 5.]1,-./{ = f (/V“ 3 &

' -i=* - g b o i % }

" 74

AS, = ﬂud%’\ ARG T K)o (3%,5’/258, ?,) =+ 2 S%. Aa’ Ik,

1

Die des heiBen Wasser ist

T e § T a ‘T—‘W\
X S = w; f Ov = AMA h C )‘I"V\ T — )
W T ! R

i

—~ . ; —ag‘ ""'f’”ﬁ‘
(&S%tbo%ﬁ.%wtjﬁFkﬂ ﬁm(nJ&/%%ll% ) Ao /Ki

Die gesamte Entropiednderung wird dann
=~ : VATV, =
AS o, =AS tAS,, = (23-239RTT )i = 2400 T/

Dabei ist vorausgesetzt, dass innerhalb der beiden Wassermengen

keine Stromungen mit innerer Reibung und keine Temperaturgradienten
auftreten, die zu Warmeleitung und damit zusdtzlicher Entropiepro-
duktion fiihren konnen (s. Erlduterungen zu Aufgabe 5.5). Dies widre

natiirlich insgesamt ein sehr idealisierter Vorgang.

Minze im Brunnen

a) Die Energiednderung der Munze ist

ABy, = AQu, = Jue J“CJ - (T, =T

' wy I n
Ihre Entropiednderung bei rever51bler Prozessfithrung betragt

AS ~§‘Q“‘ J‘u———ﬁ,v&q

iy

—

IN
lTW‘.Vi B

Diejenige des Wassers ist wegen z_\Qw= —AQm und Tw= const.

AS:, = 88wy o Tl
w - = = =~ XN J—
ﬁ-i‘, W
b) Die gesamte Entropiednderung von Minze und Wasser betragt
L T T )
‘& Y /] &A = '_'FJW .

Diese Funktion hat eine Nullstelle bei Tm=TW und ein Extremum bei

Mit Tm/Tw =x folgt
AS ., = CChnx -t x)

= 0.
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{{(/\ 42 ;/_\(;/i /:) C(/g.zi.)%ﬁ X= /.
dv 7 X g /

Die zweite Ableitung ist bei x =1 ‘ — |
( dx>  Jxe-a K5

Die Funktion QSges/C hat daher bei x=1 ein Minimum. Sie geht fiir
x—>0 gegen ¢o und ebenso/ aber schwicher fiir x—» 0co. Die Entropie

des Systems Minze plus Brunnen nimmt also immer zu, sowohl fir Tm<

TW als auch fiir Tm>Tw.

Ol

(V] 2
5.8  Warmeubergang bei vielen Temperaturschritten
a) Beim Prozess (1), 400K-=100K, gilt

AS,, = AS, + AS,

47 ~ Co —

kil o= , <
A fc%@’-f = [ d =i =g A =439 C
AN = = = -~ S - e N
55y T JCT 7UAT IR RERS
(»T:/ 1;:'
G AR aee ST s iwam g0

ASJE = (B/m A C =4 b4 C

Beim Prozess (2), 400K 300K - 200 K =100 K, gilt

- (1) /;‘/:D; A a o
AN = (C =L = =413 C
) ,,§, L;Qe/ & AT = v

~ [ =L R — = ’ — =
A3, ) = Za - C L T L Ay o

i i A
\

,A[ Yoe -3 N N s «1(5&9“{? 28 - /i"m:»} —y #C
Y s i AT ) / :
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AS. . = (4 81— 4,30)C =ity waC,
J% / : | ,

Beim Prozess (2) ist also die Entropieproduktion kleiner als beim

Prozess (1). )
b) Fiir "unendlich viele'" Temperaturschritte der Grofe JF—% 0 zwischen

400 und 100 K findet man durch Abzdhlen, &dhnlich wie beim Prozess (2):

. aco /s »
e oo . - d

AN w‘)? C j .

-0 = L}@)QC:‘ "f/i} &

i E\‘%
3

[a

Die Summe ist im Grenzfall J — 0 gleich In4,und damit folgt

.AS&% =AS, FAS T2 =AY Lt 4390 = Q

Beweis fiir den Grenzwert der Summe:
gy

2afd ‘ Taa/ 9 o ¥

5 —< , NEd 1ie | < =
: . - = J‘ - - diec | T - <

C A ey - P~ B o Rt N ,‘J TOYE =t ~ A

20 [ (T a

&Lr.

RN VD § A N (TSRS SN P
i‘\

H

P A
L Ao

Fir 4 - 0 kann man die Summanden 1 weglassen:

[+] -

A6 Few T
T 22 - R 2 2y =y

5.9 Entropieanderungbei elektrischer Stromleitung
Die Entropieidnderung im Widerstand ist Null, weil er sich nicht ver-

dndert und weil T=const. Die Entropiednderung der Umgebung ist
- Z.3 T2 R AF w  ARS A |
AS < BEa  DIRAE g Antiesd b

T T i I i

= 20 3/
/v,
weil die Energie als Joulesche Warme hierhin abgefiihrt wird.

5.10 Entropie von Gummi
In Aufgabe 3.3a hatten wir fiir die Zustandszahl einer Polymerkette

die Beziehung . ,
L = N2 = Ny BN =N 20N,
By By = [

erhalten. Dabei ist N die Gesamtzahl der Monomeren der Lénge {i

NR die Zahl der nach rechts und NL die der nach links gerichteten.
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Wir miissen nun NR und NL durch N und die Konturldnge L ersetzen. In
Aufgabe 3.3b hatten wir mit N =NR+NL gefunden:

L = QNN )= £ (2 Ng=N]= & (N=-2n,),

Daraus folgt

Vs g ()5l g, Y U gg)
Damit wird l
20 NN = e ) S R g L) -
TN (M S) A v R (e YT
A AN PN EEERY

Mit der Néherung In(1+x) =+x-x2?/2 ergibt sich fiir L<<N

, _ P M 5 L 3,
L2 =MeN- T8 -2 2y

VO B [= _a [k Y‘j i
{-(5 m)gw.@_ (Ne ’

Ny N, - NN ) i AL Ny
- Yy - —— -~ = - L D B o=
2 -1*1,9,"2'"\1’ (2- it JNe z\m) A
N LS S N P D LR
NRAE T2 e I N2?

Damit wird die Entropie
L

ClL) = U2 =k N 7).

Wie zu erwarten nimmt S mit wachsendem L ab, weil in diesem Sinne die
Anzahl der mdglichen Konfigurationen sinkt.

Die Temperaturabhangigkeit von L ldsst sich nicht einfach begriinden.
Doch das Experiment zeigt, dass L bei konstanter Kraft F (einschlieB-
lich F=0) mit wachsender Temperatur abnimmt (s. Aufg. 3.3f). Daher muss
S im selben Sinne wachsen. Fiir den Ansatz L ~  A/T mit einer temperatur-
unabhdngigen Konstanten A>0 folgt- N;%Sff@g‘: — e [{ ;\/,32)

und

== o

1Y
DL 2T T N

95 DL Tk (A\ AL

2 Eal 7
‘l/ / L\[@L 52-

P
9
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Eine andere Abschatzung geht vom ersten Hauptsatz aus: dU=TdS + FdL.
Setzt man hier ndherungsweise U=aT und F=bT bei konstanter Linge

(a, b Konstanten, s.z.B. H.B.Callen "Thermodynamics and Introduction to
Thermostatistics", S. 80), so folgt mit € = :id/? - FA“-~/“?=’

AU o R |
= a ) =LAk s §.>"=~'GL)Z\U’=L‘.\L‘§’£<AW?‘§T,

By

§
4’/"

Daraus ergibt sich S~ InT in qualitativer Ubereinstimmung mit dem Ver-

halten anderer Modellsysteme in Abb. 5.14.

Die '"drei Entropien"

5.12

- Die Aquivalenz von (5.1) und (5.4) hatten wir schon im Abschn. 5.2.1
gezeigt, allerdings unter zwei Bedingungen:
- Fir T—>0 geht S~ 0 (dritter Hauptsatz (5.36));

- es gilt Gl. (4.33), dQ=kTd(1ln-LY), was fiir unsere drei Modell-
systeme gezeigt wurde.

- Die Aquivalenz von (5.4) mit (5.47) hatten wir nur am idealen Para-
magneten im Abschn. 5.9 gezeigt. Dies kann man verallgemeinern: Nach
der Grundannahme (s. Abschn. 2.2) sind alle Mikrozustdnde (i) im ther-
modynamischen Gleichgewicht in einem abgeschlossenen System gleich-
wahrscheinlich: F- = 4/,

Setzt man das in die Gibbs-Form (5.47) ein, so folgt

2

yly

S= =% S0 = +T2n 00,

A
Dass die Gibbs-Form maximal wird, wenn alle ¥ gleichgroB sind,

hatten wir schon in Gl. (5.40) - (5.43) bewiesen.

Entropie des Einstein-Kristalls

Man geht von Gl. (3.20) aus: , ﬂ(%m]:(;;.Qf\(j&\[q.‘gv.gg)gqﬁ@“ﬁ =AW 2 L3N
und setzt fiir q=0U/(hv’) den Ausdruck (3.23) ein:

| = eﬁV/MT,‘./g e¥ - 4 R

Die Nullpunktsenergie trédgt nichts zur Entropie bei, weil sie nicht
umverteilt werden kann. Daher kann man (3.23) anstatt (3.24) verwenden.
Damit folgt

, e N Y
N EL «m)&( e e et LWL

eX_ 4 R*— 4 ek 4 2&_
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Das wird weiter umgeformt:

' { =N Ky = 5 A & p p
2 ” . @‘ ; 2 Q)= (£5-nY) = An (3N) =
I e¥ =4 ”‘ J ﬁk" /
e X k_ 2 lekea)e
= Y e )2\ P — AN Q/ “J]B
S U P ﬁ,}z\,(l )‘?’ Q’%:R, e o®
4 L. lan) =
—_— —;—;—-—— w-\\_g\ﬁ)% (?a “_ A «2 (@, ""/) s - ¥
\ ) - X
= X 7 . - ' 7 X
= - <A B AN - w & =
st)}ér,;,ﬂ if/?;’ﬂ izﬁt\\' / \;/ = /i /zf\v "
¥ 5 W /1 N
- ,;'2\(@&/«;)\ o 2 (2% 1),
Q/Srhfq o _Na /i /
J" = x Y/ KL 4 — 7
Die eckige Klammer ist gleich Null: | - =0 1,
- Tx~4 -
Damit ist
oD = X /
/\ﬂ-./\..sina - :t ‘/zv\-’z& _ (\’L '/u} = “——;—'——— /%Tﬂ k za-/ W =
IN R U\*—A ¥ _n J
> >\ . 3 A Ly T .
= KR =T (%),
scXxkon My 22X «w a
Diese eckige Klammer ist gleich -1. Dann folgt
Ao 0, e¥ X e ~ s\
VT L O S .____N}(mLe?‘[/spe,x/_gf
IN e¥-1 £ X~

B Sy SUWNEUN E L PNZE ]

[ }YQ/;

®

N =yl - 1) X AL x e
Mit Xe (2 -7) = wird — = - fa (A~ 2 3«)
e X ~ /i gl g A ex—

und die Entropie
S Uln D =20l (g ~ 4o (7).

Das stimmt mit Gl. (5.27) iberein.
Fir hohe Temperatur wird x =hvy/kT << 1. Dann gilt naherungsweise

$o 3% N j‘ = Ao (4= (1~x))] =

(n+ )= /

i

3N (4= 2o) = 3N (A= 2X 4 20T
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Fir tiefe Temperatur wird x =hy*/kT>>1. Dann gilt ndherungsweise

S = YUN X _ Q“/i) = i = L v Q“’«V/‘K’T‘
& ex j’xT c .

Dies verschwindet fiir T— 0, wie es nach dem dritten-Hauptsatz sein muss.

5.13  Gasmischung

@ v, v, & V= VeV
T | P, — T
T (T .
NN ~ N

Nach GIL. (2.34b), U=3NkT/2, gilt
d : U -3 Nw,( » 3 \“, U/wl = % INT¥T
3 =4
Daraus folgt mit AU=0: T= (T1.--+ TZ)/Z

~ 2 L 2 s =27
fus UtV = 200 #3700, U, 23 (Ve V) = 2Ty
folgt P=P . '

Die Entrople S(T,N,V) (Gl. (5.10)) transformieren wir in
S(T,N,P) mittels der idealen Gasgleichung.
Gleichung (5.10) lautet mit konstantem Glied A:

SITN, V) = WN(= 2 + 30, T4 A).
Einsetzen von N/V=P/kT ergibt mit A' =A+ Ink
SITNT) = TN(=2-7 ©$ 2.7 & Al).

Die Entropiednderung beim Mischen ist dann

A§ = §C‘57\?d (-,),M)w E( y :y) N) —_ m \\) —_

A {gﬁwuw@w&'\ J/w(i‘w ~ /D v}v)

Dies verschwindet fiir gleiche Anfangstemperaturen T1 =T,.
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Aufgaben zu Kapitel 6

_(Eo-'TS)/kT/Z ist mit

Am”™ mit zwel Einstellmoglichkeiten in einem Feld

6.1 Zahlenbeispiel zur Abbildung 6.1 _

Zwel Einstein-Kristalle A und B enthalten NA==1OO und NB==ZOO Oszilla-

toren und zusammen 150 Energiequanten von je 1,0 eV.

a) Berechnen Sie die GréBen=51A’B, SA,B und TA,B fiir den Fall qA==1O.

b) Leiten Sie die Gleichgewichts-Bedingung fiir dp und dp her, wenn
beide Kristalle thermischen Kontakt haben.

c) Wie groR sind dann _{)L*, S* und T*?

0.2  Boltzmann-Wahrscheinlichkeit und freie Energie

Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein Atom im Warmebad bei

einer bestimmten Energie EO zu finden, gleich e

der Zustandssumme. Z.

6.3 Temperaturabhidngigkeit der Zustandssumme

a) Berechnen Sie die Zustandssumme Za eines magnetischen Moments von
11y=9,27¢10" An?
von 1 Tesla und in einem Wirmebad fiir die Temperaturen 0,01, 0,1,

1, 10, 100 und 1000 K. Zeichnen Sie Za(T) in einem geeigneten Koor-
dinatensystem. Verwenden Sie £4==—uBB und .£l;+uBB,

b) Berechnen Sie die ZustandssummeZb(T)mitein@nanderenEmergienullpunkt,
£, =O,'€L=2uBB==1,854O_23J, und zeichnen Sie sie ein.

c) Zeigen Sie, dass die Boltzmann-Wahrscheinlichkeit der beiden Zustinde
mit der Energie %; und £ unabhédngig von der Wahl des Energienullpunkts
ist bzw. fiir beidé. Zustandssummen denselben Wert hat.

6.4  Zwei-Spin-System

Ein Magnetmodell besteht aus nur zwei Spins mit der Wechselwirkungs-

energie + 7 1im Wirmebad. Berechnen Sie seine moglichen Zustdnde und

seine Boltzmann—Wahrscheinlichkeitenf% fir Parallel- und Antiparallel-
stellung. Skizzieren Sie 22 (T) und die mittlere Energie <U(T)> des

Systems.

6.5 Geschwindigkeit chemischer Raktionen

Die Aktivierungsenergie E_  vieler chemischer Reaktionen liegt bei etwa
0,5eV. Un welchen Faktor f nimmt ihre Geschwindigkeit zu, wenn die
Temperatur von 20 auf 30 °C erhoht wird?
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Gite der Naherung (6.10) fir 1H¢F1A eines Reservoirs

6.7

Schédtzen Sie die GroRe des dritten Gliedes in der Taylor-Entwicklung
(6.10) im Verhdltnis zum zweiten Glied ab.

Anderung der Zustandszahl bei kleiner Energiezufuhr

6.8

a) Berechnen Sie die Anderung der Zustandszahl einer makroskopischen
Pflanze bei Absorption eines Photonsvon 2,0eV Energie (im spektralen
Maximum der Sonnenstrahlung).

b) Fiihren Sie dasselbe fiir eine Antenne durch bei Absorption eines
Quants einer frequenzmodulierten Radiowelle.

¢) Um wieviel nimmt die Zustandszahl des Weltalls zu, wenn eine Tréne

ins Meer fallt?

Maxwell-Verteilung der Geschwindigkeit von Gasmolekiilen

6.9

Berechnen Sie die Verteilung des Vektors%?,dieeinerGeschwindigkeits—

komponente <J, , ihres Mittelwerts <~,>, denjenigen ihres Quadrats und

X y

denjenigen ihres Betrags. Diese Grofen braucht man bei vielen Anwendun-

gen der Maxwell-Verteilung.

Maxwell-Verteilung der kinetischen Energie von Gasmolekiilen

Berechnen Sie die Maxwell-Verteilung der kinetischen Energie von Mole-
kiilen eines idealen Gases sowie den Mittelwert < & > und den wahrschein-

lichsten Wert‘gnmx. Skizzieren Sie die Yerteilungsfunktion.

Zustandssumme zweler Systeme

6.11

Zeigen Sie, dass die Zustandssumme Z(1+2) zweier Systeme 1 und 2 im

thermischen Kontakt gleich Z(1)-Z(2) ist.

Schmelzen von DNS-Molekiilen

Als einfaches Modell fiir die DNS betrachten wir eine Kette von N Glie-

dern, die nach Art eines Reiflverschlusses offen oder geschlossen sein
Ay ’

konnen: AN
“ha, Y £ ;
I —

Im geschlossenen Zustands hat ein Glied die Energie 0, zum Offnen ist
die Energie £ erforderlich. Die Kette sei von links her bis zum Glied

s geoffnet.
a) Berechnen-Sie die Zustandssumme dieser Kette.
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b) Berechnen Sie den Mittelwert <.s> bei der Temperatur T.
c) Wie groB ist <s> bei N>>1 fiir £>>kT und fiir £ <<kT?

6.12 Boltzmann-Wahrscheinlichkeit fiir ein System im P- und T-Reservoir
Leiten Sie die Gleichung (6.18) fiir ein ideales Gas mit thermischer und

mechanischer Wechselwirkung her.
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Losungen zu Kapitel 6

6.1 Zahlenbeispiel zu Abbildung 6.1 ~
a) Nach Gleichung (3.19) gilt jl{;% N} = |-
/

Mit NA= 100, NB=ZOO qy = 10 und qB= 140 folgt
\ - .,!2% +“ /‘gb.ﬁ) E} ”L‘ h,\qn. /‘Z’) ]L/ 4 A iy - :3 §~ i ’;D’(‘;L‘.‘A
j”/%i\ 4o Ao & S /
3 AFe \, s
: S A N R P T L R T P T ]
Sk TRl Ly =008 -8 HEre Ao T [
S = Wi L3436 0821 3% =3 AR Aot 1/,
3,@—} =2 4 2 IR Y S b‘ib(r = ’} f ”—B} A 5 L /O J/fi{:
— 2 [, N
Nach Gl. (3.22) gilt mit U=q&: T = "ﬁ,{{,ﬁ g—uﬁ—jﬂ .
Mit den Zahlen % =1eV=1,602:10"19J, N, =100, N3=200, q, =10
und qp = 140 ergibt sich
T A0y 271 1 ;/J{;,n Vs /faﬁz‘}Wfi e 5(’}
- . Al (o7 ] // M.)Mj: VER TN
R A,380- 45703 j/% {/ AL
b) Nach Gleichung (3.21) gilt “ensh . 4 g Vi e N
Nach Gleichun . ilt ———— = = 7 -
4 g g DU £ U’ijf’/
Die Gleichgewichtsbedingung (2.6) lautet
S/Zw, ,Al /Z\\. @—Qﬁ .f_—f"’ ?;5 l i U
= : also mit U=q¢&
ZI°N DUy 1
9+ Na Ga+Np i 1a
"_-:i"T_s = _’.__._;.. ly 2 LJ, o, = ~: ‘
Cd}y‘ ?E@) Ng ' -&
Mit NA= 100, NB= 200 folgt g = ZqA im Gleichgewicht.
c) Mit den oben angegebenen Beziehungen ergibt sich fiir N* = 300
und q* = 150
o |45 Mfm)m>//’"’"5b Fes) Y RGRP LN BT (AT
4L = - — = Y / »
: \ dso
$7 = WV AN Y 2860 = 3 g cn e If1e
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& P *J
. Rl R I T
T*. £ /) J___> 0,940 = Ap, §F
Kﬁi A (} i JJ,\B_{’{!A Q/Qnﬁ'}.jlil/: ﬁ? D p 63 i

Wenn Sie sich tiber die GroBenordnung von 1O4K bel den berechneten
Temperaturen wundern, so bedenken Sie bitte, dass kT bei Raumtempe-
ratur 0,04 eV entspricht, 1eV alse dem 25fachen dieser Temperatur,
namlich 7325K.

6.2  Boltzmann-Wahrscheinlichkeit und freie Energie
Fir eine Energie E_ mit {j Verteilungsméglichkeiten (s=1,.. S0 ist
die WahrscheinlichReit, das Atom bei E anzutreffen
e =t .,_!‘)
= - Mit E_=E
o -E /KT s 0
und mit 2 =e o' "'/Z aus Gl. (6.16) folgt dann
(s. Gl. (6.17)). Setzt man hier & =e!™ =K it gor "Entropie" S
des Atoms, so folgt . o
i 5/7/1 d-gzzﬂ/w? A N(E@fTS)/K'i
T.=-5e e = 5 ¢
E, 2 2
Die Kombination (E-TS) heiBt freie Energie (Ndheres im Kap. 12).
6.3 Temperaturabhidngigkeit der Zustandssumme

a) Die Zustandssumme lautet fiir dieses Zwelniveau-System

2 = & /7/‘) : e” Sz‘—j (WT“: a—"ng/'MT’ i E;z”‘a?/ KT )

“a

Bs ist £/k=0,672K und man erhilt folgende Werte fiir Za(T):
Tz, ML

0,01 1,53010%7 R S \

0,1 829,0 37 ’ \}‘:C

1 2,469 ol — Sy

10 2,005

100 2,000 04 4

1000 2,000 000 O

0oq G 4 Ao Asn dww g
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b) Jetzt ist £,=0und g; +2upB, £,/k=1,34K, und man erhdlt fir

2 g g BT . ydler

Y

T (K) Zb N 1\2'1, b

0,01 1+6,38-10

0,1 1,000 0015 37

1 1,262

10 1,875

100 1,987

1000 1,999 5 T
004 0{4 4 1a Aes AmM

c) Fir T=1K ist

-8 l“kT‘ €~A\L)/‘V(T“
S Lo T i ———= 012
Ao 2 ) ZL /
a
| o [T P ~ &y (VT - 0202
Loas=3 =%, L~ 7, T

und fir T=10K gilt entsprechend

£ - - ~ = B

2 0, s3>, T, - 0,533

= < b .

?LW_ 0) ¥ 66, T, 0, “¢
Fir andere Temperaturen erhdlt man die gleiche Ubereinstimmung.
Obwohl die Zustandssumme fiir jede Wahl des Energie-Nullpunkts einen
anderen Verlauf hat, sind die Boltzmann-Wahrscheinlichkeiten diesel-

ben

Allgemein gilt fir einen beliebigen Energienullpunkt EO

=

B +E, £+ €y _ Eo _ Ea e
Z=p TwT +& Wy =g T (e T ¢ 2 w)
sowie =
v o f"fi_ = e Wnr
; —_— e T — - e
\]j_‘ = —i—- 3 AT = - s e =T —_ .L" L — .fé’z,
- % z € ¥t + & "
Dies ist unabhangig von Eo"
6.4 Zwei-Spin-System . i/
Die vier méglichen Zustédnde sind folgende: ( + \”\ 4

Die Energien dieser Zustidnde lauten: +E ';2/ 1{7 +§/“V’T
Ihre Boltzmann-Faktoren sind: @‘Q{”"' 6% W e &

Die Zustandssumme ist demnach L "
~ &%T +&/ KT = =
% = Je + Ze ‘7‘&53 T -

-




-L6/4 -

Die Wahrscheinlichkeiten sind

. ) _ 2?;“‘/‘;/?{1'9

CP ,’qﬁ i i{)“g = -
(s1,04)= 22

-~ v 2 /% T
> ) & 4 . ~“ v
.5 (\M”/ l\'ﬂ’/ - 2
P10,01)
_ 5 WT
b Y ) 7 ] i T
O ¥ A AS 2o 2§ =
Die mittlere Energie ist gleich der Summe der Produkte der Einzelener-
gien, multipliziert mit ihren relativen Boltzmann-Wahrscheinlichkeiten:
) ey L =C T .
s Z[”f,'@v/“dw& (r&le P i >
AU o ——Sf — T =3 V2NN T,
N \\J> = 2 pSinT & Y TH AT v
Das stimmt fiir < =pB mit der o S o ay 2 2T o
0 i b 1 L A L > /T

Energie des wechselwirkungs-
freien Spinsystems im Magnetfeld

uberein. O
2
-
}
LU>/ ¢
6.5 Geschwindigkeit chemischer Reaktionen
Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Reaktion im Warmebad ist proportional
zZu e Ea/kT, und bei Temperaturerhéhung um AT zu e /Ek(T+ZST)j. Die
relative Geschwindigkeitszunahme ergibt sich dann folgendermaBen:
o [LTCTEAT)] F By RN
' . e N P~ P .
éa’ = ew E»:_/ mﬂg = VMEQ E, ‘l‘fi IK’T‘(’ AT T’ jl“‘“
_ = B AT
und fir AT<<T T A S | — TQ’E
Einsetzen der Zahlen liefert f = 1,96 = 2.
6.6 Giite der Ndherung (6.10) fiur lnﬁflA eines Reservoirs

Gleichung (6.10) lautet mit dem dritten Entwicklungsglied

A b 7 55 @zeh ,D’« i . 9.1’:‘)'34 "{)' ‘%ﬁ >
’!Znﬂ /'“iy“ )B /!\'.)/A/\’A\?'/\/(E?? = s & ES T A= ll ;S "g”;a@
A = v =y
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Mit &ln.Jf. N,/ & E, =1/kT ergibt sich

. = 8 . ~ - ™y = =
P L TR iy, & 3T s . Es
DE2 e T CELNT owT T e ETOCAT

F‘(

(c A Warmekapazitdt des groBen Systems A). Die Energie Es des kleinen

Systems ist sicher klein gegeniiber derjenigen des Reservoirs. Wenn

J2 o
P g T “ZN.: A=,
3 {f”’ =4 W QD Ea °

W kT
Somit ist das dritte Glied der Entwicklung sehr klein gegen das zweite.

also B <<C,T, dann ist ¢ '3%57

Anderung der Zustandszahl bei kleiner Energiezufuhr

6.8

a) Es gilt nach Gleichung (2. 8) Aln O-= A & /kT. Mit Ag£=20eV=
3,20-10719 J und T=300K ergibt sich

b) Fiir £=100MHz (UKW) ist AZ= A (hf) =6,63-10720

G, 1. A~ th |
j\ \‘;vvﬁm_ d T I . = 7/ (QQ - AQ
- A28 427 3 AR

sowie ALL=1,000016.
Ve

c) Bei geeigneten Vernachldssigungen gilt ﬁ 2 NV; “EE mgl,
(v, FV__ iN "N:«r/v\/ M""“’Mﬂr

J und

-<

‘?
[V

i

W& + N
DAt et VA
e T VN T s o
""@“

Die geschatzten Zahlenwerte sind V (Welt)r—'ﬂ 4. 1018 5 Vtrhﬁ 21,0582
46 Y

N :%111,&“!10 , Nt = qt? 102’:' Einsetzen dieser GroBen liefert

40 n,v“ﬁ(—.";/iﬁ‘fi
e (/’ 4o 4™ = AL :

Maxwell-Verteilung der Geschwindigkeiten von Gasmolekiilen

Gleichung (6.37) fiir den Betrag .- von - lautet

@b [U’ Jdr = { 26’ _ ) b ‘».vavﬂn.u,\-/[&‘tf.‘?) o

Un die Verteilung des Vektors ~i zu erhalten, miissen wir durch das
Volumen 47 ~:-*d~~ der Kugelschale in Abb. 6.13 dividieren und das

Intervall d3=~\‘f fir das Volumenelement einfiihren:

plees _ 3w, —awlavwd) 3
(Q)(ﬁ ’(l”ﬁ‘/?’ /Ae N A
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Damit haben wir die Integration von {? iber die Schale, die wir im
Text durchgefiihrt hatten, wieder riickgdngig gemacht.

Un Wy, zu erhalten, missen wir diesen Ausdruck nun iber "y und W
integrieren:

==

Jv}'{ Ci,‘l;f? ‘L"‘;’}i, -~

C&D({'\Z»‘y) L{’\j@( ?:; f j 25T T

—D5 = 5T
3 ({/@g. s
. . v te . kN X ~ia —k“/f:)u l‘!/‘,v‘ ,
B L\@iﬁ a:rﬁ.:cﬁto/‘(amv \ (‘[}‘_,m,xi.‘j ‘(W‘TP’%@%—‘, J‘g * R 7 4, .
“lrewer] € vy J v 7 2
LT o2 ‘X,ﬂcg, Vo
B =) . 2 n -
Mit [ e aX%4x =V /a (s. Formelsammlung) folgt
-
2 o «‘2?},/?
Dl o M Y =TS /(ZW) } [ —)\=
9 (\35() t,l'bg'; néﬁ'@"T) (‘i QU'X H\ [N :)(
ol %:,}/)
’:\ .Y
/ M——————w
\ Tew

(G

“."Tﬁ Al = ?B’Eﬁgs"/({_j,?{\a) T e &
(Lm .
= 'd) =% . i g?ﬁs
\ L7 AT .

‘
= [

=y &

¥ > I

Den Mittelwert < Vy > erhdlt man in bekannter Weise als
") .
<“U'x> = J\ ’\“;( 50{“_)() L{), Vs
' -9

Da ﬁ(%"g} spiegelbildlich zu ", =0 verlauft, heben sich Beitrage
mit positivem und negativem <, gegenseitig auf; also ist <V, >=0.
Das gilt aber nicht fir <-y§ >:

+&9 A 4,
L w,  \We —m ()
; N B L Loy e % (-
("‘33}} ‘SJ 'b‘;“z@(’j&)dbﬁ - (237’ T ) J e & T,
- Oz
In der Formelsammlung f%ndet man

~ 2 1 !
L2 - aX i - \{
¢ wy = i

X" e b4 {‘f'cp%

- 8T

Damit folgt -0
: i Al 2 we [ T V3 KT
(s o (5 (o (2P
2T AT o J 1)

SchlieBlich berechnen wir noch den Mittelwert des Betrags von -y,
Weil positive und negative Werte von v gleichwahrscheinlich sind

(s. obige Skizze), gilt




, t+ oo
LoD =2 [ vy Dy diy =
D
¥ oo
P e -~
o [ if ~ Ny fle )
= 2. e ur e X / )ﬁJ ATy
& (3 @
- 0 ek £
und (s. Formelsammlung) [y~ “ dx= o,

somit

e Pk
‘ i kT \[ 227

ST
6.9 Maxwell-Verteilung der kinetischen Energie von Gasmolekiilen

Man erhalt @(¢)dgaus Gl. (6.37) durch Ersetzen von m~s 72 durch
& bzw. V=V2¢g dw = (Zm 8)-1/2

L) dz

1]
s
N ~
135
'5!-

“{
S—

S
-
fga

LY
3™
:0
(‘J\
g
’S?
(\
N
e
2
P

1

ey T

Den Mittelwert <& > erhdlt man in bekannter Weise

<C>i‘ Ergvbb(gid/é = m \féglleﬁ é:/“'VTC}Lf

ey =1

. 3 ‘rs (W - V‘/,

I\ ) und
N 4

(Vf? LE

Das entspricht dem Gleichverteilungssatz (6.48) fir ein Molekiil mit
drei Freiheitsgraden.
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Der Wahrscheinlichste Wert & entspricht dem Maximum der oben darge-

max
stellten Funktion. Man setzt @{g}/aﬁ_sﬁ@und erhdlt
% —&fur; A V! }f o
— 5= = /=0
o )i L o2vE wm

und daraus ¢ ;kT/ 2.

6.10 Zustandssumme zweier Systeme
Aus der Grundannahme (s. Abschn. 2.2) folgt, dass jeder erreichbare

Zustand s des kombinierten Systems mit £g = £, T Z¢, existiert.

Dann gilt

N — &g [t T S 9“(581;:'%’ C"SA)IPMT
Z (iifgr) = Z =3 ! = /g -~
€

§ S5

2 27 Z

=

: o —&¢ [T

=5 — o wT S e € (W

= _’4(’: P .==J
S4 §a

‘:E;’KZ

Sy

4 R

6.11 Schmelzen von DNS-Molekiilen

a) Die Zustandssumme fiir alle N Glieder lautet, da s jeden Wert von
0 bis N annehmen kann:

) -Ng fuT
7. Pl ‘dzvt 2T &=
; = . 0 ['?(TJ. Pwﬁa»:.fm ie (’: ‘,4,, R =
N o e luT
s> .ecs(vT _ 5 5 .
=/ ez = ), x 5, X=e
S0 Sac

Fir diese Summe findet man in einer mathematischen Formelsammlung
den Ausdruck

M W s
= g -!2 f}( R n . !
L X = T, (x4, {'}’%’)
Co o
Also gilt ~Wep) (0T
A

# =

AN —g ~&(RT

b) Den Mittelwert < < > erhalt man in bekannter Weise mit Hilfe der
n- inli it - s /- =S/l /
Boltzmann-Wahrscheinlichkeit j?s =y /z’i - [ / 2

&
>

. 4
s 25 2 s
=20
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Und das ist gleich o Al = x d%
d % 2z dy
wie man folgendermaBen sehen kann:

; , | 2
dz _ 5= d 5 <~ s~d_ 4 5 - s _d?
= - X = < s’ IX = X — -
2 3 L dw Z"" x X 7 i s Ay

Bs gilt also < 3 = % ofu 2/d .
Nun driicken wir Z noch durch x und N aus. Nach Gl. ( ¥) gilt

& 1 . hri i N fi

danz _d rp B (pox e NN
= = - h=X)|x ———7— = —

f;‘l}{ - d L / K / ( /{ Q’kh\{rﬂ /?a}(

d . _
" RN CET0 b . (% 7‘5)

<3> dx o xNY g s=x

. _ = &/kT N . . .
Mit x=e erhdlt man die Temperaturabhédngigkeit von < € >,
Fir die Tieftemperaturndherung £/kT>> 1 gilt x=e =/kT <<1, und

N+1 N+1

fir groBes N ist x <<<'1. Damit kénnen wir x im Zdhler von

( %) gegen 1 vernachldssigen und erhalten

.,@m % =z = ﬂ‘/\ (/i’k)}j

/

sowie 4 =S [T
d2.2 X ¢ !

/< = - - R = e b

Fir Z/kT>>1 kann man den Nenner gleich 1 setzen und erhilt
<S>we f//kT, das heiBt <$>->0 fiir T—» 0. Die Kette ist geschlossen.

Die Hochtemperaturndherung £/kT<<1, x=e E/kT
folgendermaBen: Aus (J %) wird fiir N>> 1
. N X - a) =x(N-a)
Lsr= kwﬂ,a - [}(‘“’Nﬂ(}:»/’)

<1 erhidlt man

Hier gehen Zdhler und Nenner fiir x — 1 gegen Null. Zweimalige An-
wendung der Bernoulli-L'Hospitalschen Regel liefert fir x—= 1 und
N>>1

'\/5:> <

ML) (Na)] =N (Hed) o N4
N{wen) = N (wW-~a)

[\

Das heiB3t, bei hoher Temperatur ist die Kette im Mittel zur Hilfte
geoffnet.
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0.12 Boltzmann-Wahrscheinlichkeit fiir ein System im P- und T-Reservoir
Man geht von der Zustandszahl 1. als Funktion von Energie und Volumen

aus. Das kleine System habe die Energie E und das Volumen V im
Quantenzustand s. Anstelle von Gl. (6.10) erhalt man dann (Bezelchnun-

gen wie im Text):

&QA(XE;{; E‘S}Vﬁ"ﬂ\/ } ,\A\Q (r- vn') (M;\‘Of*f C /(\EJM;-A A V
=

Mit ALl J3E = /[T und 8.8, /9, =NIN=TrT (s, 61. (4.50))

[

@
¢<

fir ein ideales Gas folgt anstelle von Gl. (6.12)
P ﬁ' \ e . E W{’T_ “"(P\[SZW
Lhp (BB, V] = 0, (B ) e "B )
sowie anstelle von Gl. (6.13)
Do, T(EHPY) [T
I = e
Die Normierung 7 31 =1 liefert dann die Beziehung (6.18) fiir ein
System im Temperatur- und Druckreservoir (s. Abb, 6.7). Ganz analog geht
die Berechnung fiir gleichzeitigen Wirme- und Teilchenaustausch (s. Gl.
(6.19)) oder fiir Volumen- und Teilchenaustausch:

v SN e
Lrgy e (P T IN)g /%
7, T .

ZQ/ (Pv- g‘d)s/f/‘r'

$
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Aufgaben zu Kapitel 7

7.1 Kreisprozess mit idealem Gas I A A
Ein ideales Gas durchlduft den hier 4 « ,
dargestellten Kreisprozess. Bestimmen % /
Sie die Vorzeichen von AW, AU und Ry T
AQ fir jedes der drei Teilstlicke V B
und fir den Kreisprozess als Ganzes.
Skizzieren Sie die Energielibertrage 1% -
mit Pfeilen in der Figur. Arbeitet der Prozess als Warme-Kraft-oder
als Kraft-Wirme-Maschine (Kihlmaschine)?
7.2  Kreisprozess mit zweiatomigem Gas ‘
Ein zweiatomiges ideales Gas durch- s /é‘\ R
l4uft den hier dargestellten Kreis- T, T g |
prozess. Dabei sind Rotations- und “ A4 v €
Schwingungsfreiheitsgrade angeregt. D EL < B
Berechnen Sie AW, AQ und AU fir a u D ]
jedes Teilstiick und fir den Kreis- | \;ﬂ \ZL e
prozess als Ganzes sowie den Wirkungsgrad desselben fiir die Werte
V2 =3\/1 und P2 = 2P1. Leistet der Prozess Arbeit oder wirkt er als
Kiihlmaschine (Warmepumpe oder Kiihlschrank oder Klimaanlage)?
7.3  Fahrradpumpe
Mit einer Fahrradpumpe wird ein Liter Luft von Normaldruck und T =
293 K adiabatisch auf 6 atm komprimiert.
a) Wie groB ist das Endvolumen?
b) Wieviel Arbeit muss man dabei leisten?
c) Wie hoch ist die Temperatur unmittelbar nach der Kompression?
7.4  Wirkungsgrad einer Warme-Kraft-Maschine

Ein Kraftwerk erzeugt 1,5GWelektrische Leistung. Die Turbinen arbeiten

bei 600 °C Eingangs- und bei 20 °C Ausgangstemperatur.

a) Wie grofl ist der maximale Wirkungsgrad?

b) Wenn die Eingangstemperatur auf 630 °C erhoht wird: Wie groB ist die
Gewinnsteigerung bei gleicher Eingangsenergie,wenn die zusatzlich

gewonnene Energie fiir 7 Cent pro kWh verkauft wird?
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Ein Kraftwerk erzeugt 1,5GW elektrische Leistung mit einem Wirkungs-

. ) ; 3
b) Die Abwarme wird an einen Fluss mit elnem Wasserstrom von 200 m /s

c) Wenn die Abwédrme zum Verdampfen anstatt zum Erwarmen des Flusswassers

verwendet:wird: Wieviel muss pro Stunde verdampfen und umwieviel sinkt

Eine Wirme-Kraft-Maschine soll swischen der Temperaturdifferenz von
Oberflichenwasser (25°C) und Tiefsee (6 °C) arbeiten. Wie groB ist ihr
maximaler Wirkungsgrad und wieviel Wasser muss sie zu jeder Zeit minde-
stens umsetzen um 0,5 GW elektrische Leistung zu liefern? Die realen
Arbeitstemperaturen, bei denen die Warme umgesetzt wird, weichen jeweils

Der Leistungsfaktor &p einer Wirmepumpe steigt nach Abb. 7.6b mit
abnehmendem Unterschied zwischen den Temperaturen des warmen und des

a) Beschreiben Sie, warum eine armepumpe vordergriindig sehr viel
giinstiger ist als eine elektrische Heizung. Hintergriindig, bei der
Beriicksichtigung des Wirkungsgrads Vi der Elektrizitatserzeugung fiur
den Betrieb der Warmepumpe, ist sie jedoch aur-etwas giinstiger.
Untersuchen Sie diese Aussage fur Tw= 25 °C, Tk= 10 °C und m =O,35.,

b) Berechnen Sie Tw als Funktion von T, unter der Annahme, dass der

k
Fnergieverlust des mit der Warmepumpe beheizten Gebdudes proportio-

7.5 Abwdrme eines Kraftwerks

grad von 35%.

a) Welche:Abwirmeleistung entsteht dabei?
abgefiihrt. Um wieviel steigt seine Temperatur?
der Wasserstrom dadurch?

7.6 Nutzung der Meereswdrme
um + 5K von den oben genannten ab.
7.7  Warmepumpe

kalten Reservoirs.
nal zu (Tw-Tk) ist.

7.8  Stirling-Prozess ohne Regenerator

Ein-Stirling-Motor ohne Regenerator nimmt im Gegensatz zu der Fest-
stellung in Gl. (7.22) beim Weg (i}—%(Z) in Abb. 7.9 die Warmeenergie
AQq (Gl. (7.15)) aus dem warmen Reservoir auf anstatt aus dem Regene-
rator. Berechnen Sie den Wirkungsgrad fiir diese Maschine und vergleichen

Sie ihn mit demjenigen fiir den Carnot-Prozess.
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Dampfmaschine

Fin Wirmekraftwerk liefert eine mechanische Leistung von 1,064 Berech-
nen Sie, welche Dampfmasse dafiir pro Sekunde durch die Maschine stromen
muss. Die spezifische Enthalpie im Punkt (ED der Abb. 7.19b betragt
3500 kJ/kg, im Punkt (6) dagegen nur 1800 kJ/kg. In den Punkten ﬁj}

und (Eﬁ ist sie fast gleichgroR.

Kihlschrank I

Ein Kiihlschrank arbeitet zwischen einer Innentemperatur von 7 °C und
einer AuBentemperatur (am Wiarmetauscher) von 35 °C. Um wieviel Prozent
steigt der Energieverbrauch, wenn durch Warmestau im Kondenser die

AuBentemperatur um 5K zunimmt?

Kreisprozess mit idealem Gas II

o
> al

~=ﬂ
,ﬂ
/
S

Ein ideales Gas durchlauft den
hier skizzierten Kreisprozess.
Berechnen Sie die Arbeits- und C"

Warmelbertrage auf den drei Teil- T} .

stiicken sowie den Wirkungsgrad

fiir eine Wiarme-Kraft-Maschine. ¢
A

Gasexpansion I

7.13

Eine Isotherme iind eine Adiabate 7 A

gehen vom Punkt (PO,VO) aus. R

a) Gibt es noch einen zweilten
Schnittpunkt der beiden
Kurven?

b) Bei welchem Wert G, haben

beide Kurven die gleiche Stei-
gung? Wie groR sind dann die

]
Driicke? -Q@

<y

Gasexpansion II

Ein einatomiges ideales Gas befindet sich im Volumen VO bei der Tem-
peratur To“ Es dehnt sich quasistatisch auf 10\/O aus: a) isotherm,
b) isobar und c) adiabatisch. Berechnen Sie fir alle drei Prozesse
AW, AQund die Endtemperatur T*.und driicken Sie diese GroBen durch

N, T, V. und k aus.
o’ 0
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7.14 Carnot-Prozess
Ein (reversibler) Carnot-Prozess beginnt zwischen den Temperaturen

T und Tk und 14uft bei abnehmender Temperaturdifferenz in den begrenz-

ten Reservoiren so lange, bis dort Tn Tn T* ist. Die Warmekapazitat

jedes der beiden Reservoire ist C.
a) Wie grof ist T*?
b) Wieviel Arbeit hat der Prozess insgesamt geleistet?

7.15 Perpetuum mobile
Ein Brfinder behauptet, eine Warme-Kraft-Maschine gebaut zu haben, die
fiir jedes, an das kalte Reservoir abgefﬁhrtg}Joule drei Joule Arbeit
leistet. Sie arbeitet zwischen Tw;=SOO°C und Tk==20°C. Ist das moglich?

7.16 Abwiarme eines Kraftwerks

Ein Fluss mit der Temperatur Tk==15 °C dient als Kiihlwasser fir ein War-

mekraftwerk mit T =400 °C Abwarme-Temperatur. Der Fluss vertragt eine

Warmeleistung vongﬁ%{— 1,0 GW. Welche maximale elektrische Lelstung/\w

darf das Kraftwerk liefern? Um wieviel steigt diese Leistung, wenn man

die Abwarme-Temperatur um 50 K erhohen konnte?

7.17 Klimaanlage
Ein Raum wird durch Warmezufuhr (/&Q ) aus der Umgebung der Temperatur
T aufgeheizt. Eine Klimaanlage mit der elektrischen Leistung /@W kiihlt
1hn stationdr auf die Temperatur Tk und fiihrt dabei die Warmeleistung
@&%l= ng ab. Diese Leistung ist nach Gl. (10.74) proportional zur Tem-
paraturdifferenz: éﬁ%l=a(Tw-Tk) mit dem Warmeiibergangs-Koeffizienten
a (Einheit w/K).
a) Berechnen Sie Tk als Funktion von T AFW und a.

b) Wie groB ist a fir T =40 °C, Tk=20 °C und AW=2 ki?

7.18 Kithlschrank II
Eine 60-Watt-Glithbirne brennt in einem reversibel arbeitenden Kiihlschrank,
der mit AW=150W elektrischer Leistung betrieben wird. Auf welche mini-
male Temperatur kann das Innere des Kiihlschranks bei einer Umgebungstem-
peratur von 20 °C gebracht werden? Wie groB ist die dabei abzufiihrende

Warmeleistung?
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7.19 Geothermischer Carnot-Prozess
Eine grofe Masse heiflen Gesteins bildet das warme Reservoir einer Warme-
Kraft-Maschine und kiihlt sich dabei ab. Die Anfangstemperatur des Ge-
steins betragt Ta" Wieviel elektrische Energie ¥ AW kann ihm bis zur End-

temperatur Te entzogen werden, wenn die Maschine den idealen Carnot-Wir-
kungsgrad besitzt? Berechnen Sie den Zahlenwert von F AW fiir: 'Ta= 500 °C,
Te =100 °C, Tk =20 °C, die Gesteinsmasse m= 106 t und ihre spezifische

Warmekapazitdt von c=1J/(gK). Wie groB ist die von der Maschine aufge-

nommene und die abzufithrende Warmeleistung?



-L7/1-

Losungen zu Kapitel 7

7.1 Kreisprozess mit idealem Gas I
Bs gilt AW=- [PaV, AU=fA(PV)/2 und AQ= AU-AW.

N A )
AW AU AQ >

Al o+ -
B -
| i ‘L
s —_ ™ v

ol r o - f

A

|
| AW,| ist groBer als |AW.|, weil bei C der Druck im Mittel kleiner
ist als bei A. Daher ist AW@ > 0. Der Prozess arbeitet als Kiihlma-

schine.

7.2 Kreisprozess mit zweiatomigem Gas
Bs gilt AW=-[PdV, AU=6PV/2, AQ= AU- AW.

1 AW q A A Q
A 0 3V, (P ~T) | 3V, (T~ Ta)
B |=n (=) [l | g 7a (B7V)
| 0 —3V, (?1 B"?,,) Vs ( T, —Fa)
| (2, =P ) (V.- V) > 0

O ©

Nach GI. (7.1) gilt % =- é;Wab/L\Qzu, Das ist nach obiger Tabelle

f)? - {731 "?ﬂ ) (vo - Vn)‘ﬁ
CE R R R V)

Mit V2 = Z)V1 und P2 = ZP1 ergibt sich dann

?PP/;/\//{ L . P e

7 - —— = = od0s
‘ w B> D g A0
jaﬂ\/ﬁ%ﬂ([gkﬁ\/ﬂ 40

Der Prozess wandelt Wiarme in Arbeit um (A Vy{\g 0). Br wirkt nicht als
s/

Warmepumpe .
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7.3  Fahrradpumpe

a) Nach GL. (7.37b) gilt P,v," = Py, Mit P, =Tatm, P,=6atn,
-11, ¥ =7/5 und B\ Vi
R \/.;,."f'{”"i‘\ff) = (&)

.‘u N\ &‘P 4]

~

e e ; O Hit > 7
folgt “df;; = ( ‘Bg/(i 44 = (01/“*“;’)’ +/€ = Qe

b) Nach Gl. (7.37b) gilt P(V) =const.: v =P1V13? v

Die geleistete Arbeit ist ¥

s

i V‘f‘ D i ,/V =¥y
AN = LAV, Ty VI =
va ‘ Y
i s dm . LRV, S e
\‘%5 \!A\?E \f) &Y“iv, )-., \g‘,l %V«hg;?ra\{“{ ?{"{
nYa i /]F’ X{ qu ﬁ"‘* %a - a L

Einsetzen der Zahlen liefert

il

: | Qo at o d %0 ol p AT i .
Al < d o avn kLt 19 iqle‘fg\f LA TR T2 A 68 Lol 2 AT ]
¥

- @‘ “;’Q, = £ @
c) Nach Gl. (7.39) gilt TV, %=1V, ¥"bzw. T,
Mit T, = 293 K und dem Ergebnis aus a) folgt

_ o
T,V /U )T

{ AL A
T = 991 ./ \ [P PR (W
ff.»/ ZQ‘)_(. ﬁ;’.?’}j’) %/( = 7«5?} A/<u

7.4  Wirkungsgrad einer Warme-Kraft-Maschine

a) Nach Gl. (7.6) gilt
T 1y

, w |~ SIS L
‘VL2/1!.~m:L= = A= = ‘ﬁﬁ‘?‘, r fe.
Lw R
b) Der neue Wirkungsgrad ist
Y B RN NS WA
[72 = 7L Y - Ayl T,
L 1< 3

Man erhdalt bei gleicher Eingangswarme - “ 4”' =1,018mal soviel

Leistung, also 27, 1MW mehr. Das sind im Jahr (8765 h) bei pausenlosem
Betrieb }
Z = Al = ?’4?9'7‘/] Qf?/tu ’ 52'{&% = zu 184 b nran gﬁ .

Der Gewinn betragt dann 2,33 '108 kiwh-0,07 Buro/kWh = 16,0 Mill. Euro.
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7.5 Abwarme eines Kraftwerks
a) Nach Gl. (7.3) gilt fiir eine verlustlose Maschine

AN A7 L (/i \)
Ve = IANAS = —_—— s R
= , “’XQK A\ 7 4
193

B ©
[ A
W AQy, 7

Mit % =0,35 und AN=-1,5GN ergibt sich

<
Pl

Al = ~AFEY !\L 64): -2,39 G\,

b) Mit dieser Wirmeleistung wird das Wasser geheizt, und zwar 200

9

m3/s. Dabei wird in einer Sekunde eine Warmeenergie von 2,79:10" J

{ibertragen mit einer Energiedichte von

= =

o

= 27045773 A RS
SE L AAs T oo Tt

Die spezifische Warmekapazitdt betrdgt bei NPT-Bedingungen C=
4,19«106 J/(mSK)., Also steigt die Temperatur um

e Ade.dsT3), D
AT = — = /w. /m, 2«3?;\%%&
C FAY. ot T/ (m3KY /

¢) Die Verdampfungswirme von Wasser betrdgt bei 15°C L=
24653/g. MitiAQ)=2,79-107 W (s. Aufg. a)) kénnen somit

[5Y

1 e,. ¢ Peoq " .
vl i A eI o s g o
R Ty A e S

- D <! ES S

LY

verdampft werden. Der Strom sinkt daher um 1,13 /200 bzw. 0,57 %.
Das ist wahrscheinlich umweltschonender als die Erwdrmung des
Flusses um 3,34 K.

7.6 Nutzung der Meereswarme
Nach GL. (7.6) gilt

" T, 220 . o
 TEY L A ""}7_ 2,387,

Die realen Arbeitstemperaturen betragen Tﬁ: 6+5=11°C und T‘;g _
22 -5=20°C. Dann ist der reale Wirkungsgrad nur

%
%

‘~J
58
0>

)
= S~

(A

a e
/

3029,
17 7 N L]

\
s
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Bei der Arbeitstemperatur-Differenz von AT=9K und einer Warmekapa-
zitat von 4186 J/K pro Liter wird jedem Liter Wasser eine Energie von

9 K< 4186 J/K = 37,67 kJ entzogen. Bei einem Wirkungsgrad von 3,07% ent-
spricht das einer elektrischen Energie von 1,16 kJ pro Liter. Um 0,5GW=
0,5'106kJ/ s Leistung zu erzeugen, braucht men einen Durchsatz von
0,5:108kJ/s : 1,16 kJ/1 =5,80<10°1/s bzw. 580 m>/s!

Warmepumpe
a) Nach GL. (7.13) gilt =o' =(1 1 /T )7L Mit T, =25°C und T, -
10 °C ergibt sich cvs RSN /49
fym = U Tee T UL

Dies gilt fir eine ideale, das heifit verlustlose, und reversible
Maschine. In der Praxis werden oft nur etwa 20% davon erreicht:
Eeff_'x"zl" Somit erhdlt man wegen éWP=: —AQW/A W (Gl. (7.7) fir
jedes Joule elektrischer Energie (AW) vier Joule Heizleistung (A (%q)'
Beriicksichtigt man den Wirkungsgrad % =0,35 der Stromerzeugung, SO
ist der Gesamtwirkungsgrad nur 2"’?2: 4.0,35=1,4. Fir jedes zur
Stromerzeugung aufgewandte Joule erhalten wir nur 1,4 Joule Heizlei-
stung. Das ist immer noch besser als mit dem Wirkungsgrad der Strom-
erzeugung allein, ndmlich 0,35 J Heizleistung fur 1J aufgewandte
Energie. 1

b) Der Energieverlust pro Zeit sei AAQV=a(TW—Tk) mit einem Warme-
{ibergangs-Koeffizienten a der Dimension J/(sK). Im stationdren
Zustand ist dies gleich der Leistung ZjQw der Warmepumpe. Nach Gl.
(7.7) und (7.13) gilt hierfir

TeN ’!iz’/ viy T

. =
TR

AW T “"T:

Mit ADQW = a(TW - Tk) folgt daraus

Tos ,.:,"\‘aqf: “
ix;‘—== = \'j =, wd ¢ AL = . . pali
kz'u‘“’]‘m)“‘—_—ss und %WA‘,J _g;a‘_(bw wl)
ooy ~ i i

Dies ist eine quadratische Gleichung fur Tw. Mit der Substitution
t=T,- T ergibt sich AWt + T = atz,

[ . =Ty
Trhe AW o - TRAN e 2 D

’



&
Man sieht dieser Gleichung an, dass (TW-Tk) wie erwartet mit AW
zu- und mit a abnimmt. Das obere Vorzeichen der Wurzel liefert einen

Heiz- das untere einen Kihleffekt.

7.8 Stirling-Prozess ohne Regenerator
Der Wirkungsgrad wird anstelle von Gl. (7.23) nun mit (7.22) zu

~AWes ;\af”(f! =—’T’+4) L (V'" /.""/7’“ J
/,X’:u);;u_ N }é UJ%f/V }"* ‘Nr'/'L u/id )l

“
[N
(.

Un das mit dem Carnot-Wirkungsgrad 7. zu vergleichen, formen wir es
etwas um:
(T - ~Toe ] &

f)zg"%—’ TX/‘\ J‘( v‘/ﬁ'i/}/\

- - sltnis r =V, ./ g i
mit dem Kompressionsverhdltnis r VS 2 V'12. Der Kehrwert ven ft ﬁ’lst

— ,{: s - ‘j:’

.ﬁ, = - ad ’f“’ N ' N 2
T ss Tw =Tk Z v {e =T
e

N

Da 1/?S%gr6fser ist als 1/q folgt ¥ <7, bzw. 7y /“"ZC

7.9  Dampfmaschine
Auf den Isobaren @%@ und @7@ in der Abbildung 7.19b ist AQ
gleich der Enthalpiedifferenz zwischen End- und Anfangspunkt derselben,
Es gilt mit H=U+PV: AH= AU+PAV+VAP= AQ+ VAP und mit P =const.
AH= AQ. Damit wird 'éQges = AQZS - A Q61 = (HS - HZ) - (H6 - H1). H, und

H, sind anndhernd gleichgrof (HZ -H,2 30 kJ/kg), weil die Pumpe auf dem

Weg (1—s(2 im Vergleich zu den Isobaren nur wenig Energie an das Gas

ubertragt. Daher gilt anndhernd AQges” 5 [—I6 und, weil AUgeS=O ist,
i - 71 - 1 = — L

fiir die (technische) Arbeitsleistung Awges =4 Weg AW 12 =Hs - He-

Mit den in der Aufgabe genanten Zahlen erhdlt man

AN, = “Sﬁm—»xiﬁm} W/w) =470 ¢ W3 [,

A= J
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Der fiir die Leistung von 1GW erforderliche Dampfstrom j=L/AW'

ges
betrdgt demnach bei einer idealen Maschine
. A9 3 s - ,
4 = = YX&8 Wx[<
R 7 o Q A 3.
¢ 4. At ‘3/?/\}1&, ‘*Ui

7.10 Kihlschrank I

Nach Gl. (7.8) und (7.14) gilt fir den Leistungsfaktor eines reversibel

arbeitenden Kiihlschranks

AQT& e
..~ : hie —_
s AN Tw — i
Bei Warmestau gilt demnach
< A@x _ T:/
< = =
“Ks y # - ¥ _ T
\ .'.AA w g “,\] - J; 7

Die Steigerung von AW auf AW* ergibt sich zu
; - A
AW Tw ~ T z /
Die Zunahme betrdgt also 54%!

7.11 Kreisprozess mit idealem Gas II

Teilstiick A: T ist eine lineare Funktion von S, ndmlich

_— Ty ~ T, 7. S =T S A
ﬁ : - N ‘A I 2 i E
( \j S 5 = S 5 S,L - Q ]

Damit erhdlt man fir die langs A zugefuhrte Warmeenergle

{ To- Tg S5 =S Ls?,w,ﬁqq((é‘
/\Q""‘f b ===, * -5, V7 S.)=

' 3 1 L
< L (T (5-5) > e

Nach dem ersten Hauptsatz folgt flir die Arbeit
Ay = AU, - 80, = UlT) - U(T:) -AQ, =

%: NH% (T, ~ )ﬁﬁ(ﬂ “%CT;-‘BUZ"&“}-

«

r{

Teilstilick B: Lings des Weges B ist T=const. =T,, also AUg=0

wegen AU=fNkAT/2. Dann ist AWB=—AQB=T1(S S >0.
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Bail-e;_;sz_éw = AU-=U(Ty) - U(T) £Nk(T, - T,)/2. Die Summe AW ges ™
AWy + Alg+ A ist glelch AU hes ™ AQges
Auﬁu = Uh’”)” hAR AQA__A&.Q"FU(TL)WUCFﬁ} =

| A -
w A 5m6) + T (508 = - 465 (T
= Dies ist
AQges ist wegen AUge 5 0 (Kreisprozess) gleich AW og® Dies is
gleich der im T-S-Diagramm eingeschlossenen Fléche. Der Wirkungsgrad
einer solchen Warme-Kraft-Maschine ist
T~
?l% ‘“Augq CS;_ gﬂ) (TL°T4,) - 1 la </.( o
Al (S5~ 5,1) (lL+T47 Ty AT

1ne ormung €rgi ';z T 4%7”7_;2%“%) ’ f'z‘("lc«f%ob

Gasexpansion I

a) Aus der Isotherme gilt P V -P V , und auf der Adiabate P V 7 -
PV, ¥ (GL. (7.37b)). Man setze P =P_ um den Schnlttpunkt (P %)

zZu erhalten .
e ], - 8
=~ |7 vy A v ]

Voas YV V v

Das ist nur fir Y =1 richtig bzw. fiir CP=CV° CP ist aber immer
groBer als CV’ daher gibt es keinen zweiten Schnittpunkt.

b) Die Ableitungen lauten

P PaVe NP YRV
W, TV T TN, T A
Gleichsetzen der beiden liefert fiir den Wert Vi =Va=<?, bei dem die
Steigungen gleich sind: p
Ve ¥BVT Gl
gr T Ty !

A
Das ist fir ¥y >1 immer groBer als VO, zum Beispiel V=2,15 VO fir
X’=1 67. AuBerdem ist auf der Adiabate
J

e B"?b(X = )y

und fir X =1,67 ist g—O,ZS Po’
Zur Probe:
y‘ LA
? VY (F ‘X’ YA \/ By fP \/ 3"
SchlleBllch ist auf der Isotherme fir y-=1, 67 % =PV, /V*”

’P X’Tﬁ AL{?T@
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7.13 Gasexpansion II

a) Beim isothermen Prozess ist AU=0 und AQ=-AW. Bs gilt also

A W= *{V‘ﬁ NE j, {T’bﬂ/zaw’u‘ﬁg(ﬂ i@\u=-)!«\\’~¥«=~i\fv
S A

o NW'IJ

A G =+ N®Te &a s,

“T“’-:r -

= vo.

b) Beim isobaren Prozess ist P=Po und

R - nfﬁ QV"", ‘ , e e
&gaa”’?‘@,@ ,;L\gga"?ﬁs@xlﬁ;wo;j\ﬂm\@“
Ve

AQ ist gleich AU- AW und AU=3Nk AT/2 = 3Nk(T* - T(;E/Z. T* erhalt

= § “ = * * = 1 i
man aus POVO—Nki‘ und Po 10\[0 NkT* zu T 1OTO. Damit wird

o

AU= 3 N®OT, =43 NUT.

/

Mw‘

und

AQ =A% CNR T+ 3 NRT, = 205 NUT

¢) Beim adiabatischen Prozess ist AQ=0 und pvi = POVOB’ (Gl. (7.37b))
Damit wird

{i,;,\/@ a3 4,
) e Rl R
Kigz=f D) IV - =TS VAN
~ § V ,‘\ L A 7 = Sl B
~ PN [ £ Yy ﬂi" o VLT, Su A=y
=~ | = e ——— g =l
* LAy "V'c, ' o -

1~ ¥
Mit y=5/3 (einatomiges ideales Gas) wird

f_},\\l.., NAT. (_\) AT ’/l) == ARANSA T

Die Endtemperatur T* erhdlt man aus Ty TV ¥4 (G6l. (7.39)) zu

_ S~ = [ AN —_
< : T [EY2 20 2407
Qk \% > - EB[/IG} 0]‘2 f '}“f

Man vergleiche diese Losungen mit Tabelle 7.1

— e

(

7.14 Carnot-Prozess

a) Ist der Kreisprozess reversibel,

so gilt lnggeS=ijsw+ ,;i\Sk=O
(s. Abb. 7.12b)). Nach Gl (5 8) gilt dann '
T
J C AT = C&\—‘—“‘)
T
Ty (N
- &

N
Q)
A ig

?,,.

,..’

Al
™

I
J



Damit wird
AL T Tt T*2
N 2 4 Pon 7 ‘
? = /C"/.\ T oA e
P =Y T T Ty
C fy 2 (AW (i.«’
und demnach a j
sl 7 J
i R ~ I Y P S
NENS—— R ! = T e o
- Y =y ) '
oy lape

b) Die gesamten Warmeumsitze sind mit AQ=CAT:

ARy e, <C(TJ-T7) ;AR

%

Daraus folgt fiir die gesamte Arbeit
A \Mm A gt’ﬁf&’ Q e

([ Detle T
= 4Ll 9

= 7 2 :
%f’fﬁj{«,’j

Hier wurde T* aus Aufgabe a) verwendet.

7.15 Perpetuum mobile

7.16

ir

O

Es soll gelten | AW[/]AQKI =3:1. Damit wird l_iQ | =AW+ lAQ] =
4J. Der Wirkungsgrad dieser Maschine ist dann

lay]
n = : d = 5 = 0, F50
B EN~2V] B
Der maximal mogliche Carnot-Wirkungsgrad betrdgt dagegen

T z293

A ) ] n (.

fo=d— = =/ ~ =

e v 3

= -@l, 24,

Die Maschine des Erfinders kann daher nicht funktionieren.

Abwirme eines Kraftwerks

Wir berechnen zundchst den Zusammenhang zwischen der elektrischen

Leistung AW und der abgefiihrten Wirmeleistung AQK Es gilt nach
Gl. (7.1) 7 =|A W[/|&Q,|. Daraus erhilt man
v

[AU]
"7 /
Mit Gl. (7.6), 7 nax =

e—-

i/xw{ — = [AG

Einsetzen der Zahlen :llefert

K)f?

—_ R R ¢
Py sH e o 1AW = _______,_2 po
g

LAl = 5 (1Al 4 mw)i

Qv’@'

AR =

|ai] = —1

1- Tk/T ergibt sich dann

/




S v :L 2 i > &
! t; . 3 Vo { alSBA‘L« <7 r_ ¢ N
Ny = B0 C AW s T../gy W=43Y/T My,
= X

Bei einer Erhohung von Tw um 7,4% ergibt sich eine Leistungssteigerung

von 13%.

Klimaanlage

7.18

a) Nach Gl. (7.8) ist der Leistungsfaktor Srn= Iﬁbkl/léj‘WI. Bei

reversibler Prozessfiihrung ist éKA nach Gl. (7.14) gleich Tk/(Tw— T )

also . e —_—
\% AP{ P T W=~ Tw
Ve N

g Aa“mf 5 = (= i Ts’

Mit | ,!.\le =§Abu| im stationdren Betrieb wird

haw) = = (T-T ) &

[ -V‘ A
Die daraus folgende quadratische Gleichung fiir Tk lautet

Tm ﬂ»l 5 w{

"

o\
&
«p-
S
T

mit der Losung fiir TW> Tk:

_— S 31&,'\:&3({ | f z"gp N 5
E - ( A =\ (“a - i Wi } — 2
w = iu ,, 7 1 i Y - T

b) Aus der Gleichung (%) erhdlt man

2 ) { ) » ¢
VR S D W S wW/ K

-

|
[T, ~Tx)> (3= 203)* K&

4 =

Kiihlschrank II

Nach GL. (7.8) und (7.14) gilt

A Q! R Ton
f:' = e und Z/y/e* = =
“ug [ A ] s T -~ T,
Daraus ergibt sich . tey
- <8 T
[ = T Iy,
T/‘ ‘/j 3'/{,%‘,\{ VI

Mit den angegebenen Zahlen folgt dann 5}0‘8’=6O/ 150=0,4 und daraus
Tk ={\O,4 Tw/1 ,4}K= 83,7 K. Die abzufiihrende Warmeleistung ist I/j_EQWI =
| A% |+ [AW] =60+ 150) W=210W.

bl
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|

\r-vr Q--bhﬂw A,?.ag,

I
: c 7
ﬂ ij ,“\ el

f ! G | .
! N=— AQM ;
! |
1

7.19 Geothermischer Carnot-Prozess

Die pro Temperaturintervall dem Gestein bei T (t) entzogene Warmeener-
gle ist in =mcAT

V=

4

. Nach GIL. (7.1) und (7. 6) ist der Wirkungsgrad
mwg

e . ""?/1'
g 2 A==
F'd Qurl und Con™ 77
Daraus folgt

=(1- 2\l

e

=

80|

Dies mussen wir iiber TW von Ta bis Te integrieren um die insgesamt
gewinnbare Energie > AW zu erhalten

i 2. . I
- ==Y menT, I,
b b w S

T
Te T, — [ i ) T 7(&,‘“
Z(L}’J‘?— [Z J \,i]f; ) { < W ::1 q‘»d‘s ‘le‘ﬁ"\'iwhﬁw -
’T':' - Vo
- —_ - =
K4 Y £ i‘?,&’ - 4T:1 °k\},( ’?t»\ fL(’E[ {‘x -
no=

Einsetzen der Zahlen liefert

T

(l

A GUJ E\{] o/ O “’E i (j’ 7
ki |

N
o
ol
b= | £aa
[
N
vi

~ A8 AT T = S ,-'J:/N-'J/"lf.w@

Die abzufiihrende Warmeleistung folgt aus AQk— /AQ - AW= AQ (1- j) =
mc (1 -7 A T

ZAZ.(‘.,QV:VACI -—?‘MF’/:MC@&”H—T‘?
In Zahlen: e
= o 2
TA @ /ﬂ 71-4 /l()ja) - . 2’.})3h\ r’rt\)/‘ﬁ 3 =

. J.
_ . = = 14 J.
Fir 3 AQ, gilt -(¥ AW+> 4 Q) =4,0110
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Aufgaben zu Kapitel 8

8.1 Gravitation und Virialsatz
a) Zwei Teilchen gleicher Masse kreisen um ihren gemeinsamen Schwerpunkt.

Zeigen Sie, dass das Negative ihrer potenziellen Gesamtenergie gleich
dem Doppelten ihrer kinetischen Energie ist (s. Gl. (8.27)).

b) Zeigen Sie rechnerisch, dass in einem solchen System bei einer Zunah-
me der Gesamtenergie die kinetische Energie abnimmt und die potenziel-
le zunimmt (s. Abb. 8.24). Was bedeutet das fiir das in a) skizzierte

System?

8.2 Gravitations-Selbstenergie
Berechnen Sie die gravitative Selbstenergie einer homogen mit Masse

erfiillten Kugel (GL. (8.28)).

8.3  Geothermie
Die Temperatur im Erdboden nimmt mit der Tiefe im Mittel um 20 K pro

km zu. Berechnen Sie daraus die Wirmeleistung der gesamten Festlands-
flache. Die Warmeleitfahigkeit der Erdkruste betrdgt im Durchschnitt

;4.. = Z,SW/(IH=K).

8.4  Photonendiffusion
Berechnen Sie die freie Wegldnge eines Photons im Inneren der Sonne

aus seiner Diffusionszeit *E’=Z=10sa.von ihrem Mittelpunkt bis zur
Oberflédche. Dabei werden die Photonen als ideales Gas betrachtet und
die Sonne als Stern mit homogener Dichte und Temperatur. Benutzen Sie
fiir den Diffusionsweg die Gleichung (10.36), <z>=2VDt/ , mit D=
<w>2/3 (Gl. (10.26)).

8.5 Strahlungstemperatur in der Atmosphire

Berechnen Sie den mittleren Temperaturunterschied AT zwischen Winter
und Sommer in Mitteleuropa, wie er durch Sonneneinstrahlung auf die
Tropopause zustande kédme. Die Neigung der Erdachse gegen die Erdbahn-
normale betrédgt 23,5°. Begriinden Sie, warum AT auf diese Weise groRer

herauskommt, als die Temperaturunterschiede in der Troposphire.
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Strahlungsentropie

8.7

Den Druck in einem elektromagnetischen Strahlungsfeld kann man berech-
nen, indem man die Photonen als ideales Gas behandelt. Dessen Druck ist
nach Gl. (1.11) P=(1/3)(N/V)m<~r>. Setzt man hier m<v™> gleich mc?
mit der Lichtgeschwindigkeit c und der Energie eines Photons £ =hy =

U A

=

mcz, so folgt P
3 v 3
mit der Energiedichte u=U/V. Berechnen Sie mit diesem Druck die Entro-
pie der Strahlung als Funktion ihrer inneren Energie unter Zuhilfenahme

=

s TN

f\f g o I
= »' = L
\Y%

des ersten Hauptsatzes.

Das Energieproblem

a) Berechnen Sie die Entwicklung der Bevolkerungszahl auf der Erde bis
zum Jahr 2050, ausgehend von N==6e109 Menschen im Jahr 2000 unter
den folgenden Annahmen:

1. Konstantes Wachstum um A=1,5 Prozent pro Jahr;

2. Reduzierung des Wachstums um 0,1 Prozentpunkte alle 10 Jahre;
3. ebenso um 0,2 Prozentpunkte.

Zeichnen Sie die Kurven N(t).

b) Berechnen Sie den voraussichtlichen gesamten sekunddren Leistungsbe-
darf (s. Abb. 8.1) fiir 2050 . gemdR dér Alternative mit A= 1% aus
Aufgabe a) und unter folgenden Annahmen:

1. Status quo: in Industrielédndern 5,5 kW/Person, in Entwicklungs-
landern 0,5 kiW/Person.

2. Sozialpolitisch notwendige Umverteilung: in Industrielidndern 4 kiW/
Persen, in Entwicklungslédndern 2 kiW/Person.

Dabei sei zugrunde gelegt, dass 2050 25% der Menschen in Industrie-

léndern leben werden und 75% in Entwicklungslandern (heute: 20%/80%).

c) Skizzieren Sie qualitativ den zeitlichen Verlauf der verfiigbaren
Vorrédte an fossilen Brennstoffen Gas, Kohle und Ol fiir den Zeitraum
2000 - 2050. Verwenden Sie dafiir die qualitativen, aber groRenordnungs-
médBig richtigen Darstellungen in den Abbildungen 8.3 und 8.6 - 8.8.
Stellen Sie den so berechneten maximal méglichen Anteil fossiler
Brennstoffe an der Energieversorgung dem in Aufgabe b) berechneten

Bedarf in der Zeichnung gegeniiber.
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Losungen zu Kapitel 8

8.1 Gravitation und Virialsatz

8.2

a) Die potenzielle Energie beider
) . Gwm?>
Teilchen ist §_<-————— =
Ej? zZvc
Ihre kinetische Energie betragt
2 (m/2)45}51n1£? Newtons zweites

Gesetz, F=ma, lautet fiir jeweils

eines der Teilchen

- w\,’ w*
- = "‘"b‘zmqﬂ

Multipliziert man beide Seiten mit Zr, so folgt
G m™

2
= 2w .
A ol
Links steht —Ep und rechts ZEk°
b) Die Gesamtenergie eines Systems wie in a) lautet
EiMzEaP%Ek**ZEV%’Ekst“ bzw. Ei%:%—
Bei einer Zunahme AE von Eges wird
/ .
Ek :aEV*FAE >~E~k,dashe’1[3t E:k,'<E.k,
Die potenzielle Energie ist dann & = S Ep+AE > Ep-
Das bedeutet eine VergroBerung des Abstands der beiden Massen und

Ep-

(SN

eine Verkleinerung ihrer Geschwindigkeit.

Gravitations-Selbstenergie

Man denkt sich eine Kugel vom
Radius R und der Dichte @ zu-
sammengesetzt aus einem Kern K
vom Radius r und einer darum
gelegten dinnen Hiille H der
Dicke dr. Die Gravitationsener-

gie dieser beiden Objekte ist

dgkﬂ’"'m . (ﬁ TS?)(L'T‘}?‘L“) == “? (‘fws)l*rq(k«"

¥ A g 3

Dabei ist vorausgesetzt, dass die Gravitationskraft des Kerns durch einen
Massenpunkt (mK) im Zentrum ersetzt werden kann, was sich beweisen lasst.

Die Grofe dEg, muss von 0 bis R iiber r integriert werden:

’ ® G R G QS’
Eo= Jugy == T by fitde== Flyms) g =
3 & 3 Mz
T - - — (t?l 3 2‘,‘.;‘9——- R
F R ( 3 Qii ) S R
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8.4

Geothermie
. . 3 52 — 62 2 14 2
Die Erdoberfliche betriagt A=43R" =~ 47(6,42107)"m”=5,2-10 "m".

Ihr Festlandsanteil ist 28% davon, namlich 1,5=1O141n2, Die Warme-

leistung ist nach GL. (10.2)

AT
Ay

Einsetzen der Zahlen ergibt die gesamte Warmeleistung auf dem Festland:

= Ak

p e
FQ 7 Ta+

220K | o o ey o e
h = IS A0 W e £ ST,

78T {

{ i Yo A T4 % :L(.
daq = 2,3"\4/6»\.‘4} A T 49 n

Die zivilisatorische Weltproduktion von Heizungs- und Prozesswarme
betrug im Jahr 2000 rund 5TW (s. Abb. 8.1). Um sie zu decken, misste
man fast die gesamte geothermische Warmeleistung verwenden.

Photonendiffusion

8.5

Nach Gl. (10.36) ist der in der Zeit t zuriickgelegte Weg eines Photons

£y e

fn\l

) = 2\

e

2

Mit D=<v> {/3 aus Gl. (10.26) erhdlt man dann

¥ LA Al
(4 = =>4 +) /4,

y

i
W

ﬁ

Ungeformt ergibt sich

3

,4—
-
-
~T

Hier setzen wir fiir z den Sonnenradius RG>=7r1O

9_2.

TS &
{wd

8m1mdfM‘<v>dna

Lichtgeschwindigkeit ¢ ein. Dann ergibt sich
A (?’/ﬂﬁfm\k -y

/'?"::'. — —— " e b Q- A T,
l'fa(“;./m‘b;w!f;}“?«/h% FRE RV A s fe

Dies ist natiirlich ein stark gemittelter Wert, weil die Dichte der
Sonne nach Abb. 8.19 von auBen nach innen erheblich zunimmt. Man darf
dann nicht mehr mit einem konstanten Diffusionskoeffizienten fur ein

verdiinntes Gas rechnen.

Strahlungstemperatur in der Atmosphire

Die geographische Breite von Mitteleuropa (ME) betrédgt 50°. Den Ein-
strahlungswinkel entnimmt man folgender Skizze (A Aquator) mit der

Neigung & =23,5°.
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Im Sommer betragt der Winkel ¢ zwischen Einstrahlungsrichtung und Ober-
fléachennormale 50° - 23,5° =26,5°, im Winter 50° + 23,5° =73,5°, Die Ein-
strahlungsleistung L pro m2 Erdoberflache ist preoportional zu cos ¢, Die
zugehorige Temperatur ist nach dem Stefan-Boltzmann-Gesetz (8.4) ﬁro—
portional zu T4. Damit ergibt sich das Temperaturverhiltnis Tw/Ts zu
[T Nt hu fey b
{?i:i> S L Co Py

In Zahlen erhdlt man

~ i - \(’y/LA -
o ¢ " o /' 1R - 035
T, ) Crm ZQ/ ge ,/ \ J/ ;55’”\ ‘;"’]

Der Unterschied ATF=’T - T, folgt daraus mit T 300K zu

( - 3 fs bzw. AT = (/2"’ D/?“ZW} 300K = ;}LL;}?L i

Durch Ausgleichsvorgédnge in der Troposphire wird dieser Temperaturun-

terschied dort erheblich reduziert.

8.6  Strahlungsentropie
Der erste Hauptsatz lautet

TS~ U+ Pav  nit ULT) = w(T) V.

Mit P=u/3 folgt
b P Y] ) L V 1] n‘&‘L V }\- r"”
a () . 4V = AV — .;_L Q\/‘“‘_"—"ui‘/"’”’? J,“: N
e R A

oL = + — = ==
|

Y

Fir ein Strahlungsfeld konstanter Temperatur ist dT=0; der zweite
Term verschwindet. Den dann folgenden Ausdruck [ ([\vt, Bu/aT

kann man direkt integrieren:

Le (W]

5(/~/‘¢ L Vgt = 2 Lk

L — — Ea e
3 3 {
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Die Integrationskonstante verschwindet, weil S als extensive GroBe
proportional zum Volumen sein muss. Die letzte Gleichung stimmt dann
fiir U=E mit GL. (8.1) iiberein.

8.7 Das Energieproblem

a) Die Berechnung der Bevolkerungszahlen erfolgt mit der Zinseszins-
Formel K(t)==K(O)(1+P/1OO)t (K Kapitel, P Zinsprozentsatz):

N N
A A

Bevolkerung

Ap. 47 7

7
lese lado o 20 203 2eY%o 2080

Die Kurve 4 1 ist mit einer Wachstumsreduzierung von 0,1 Prozent-
punkten berechnet, A4 2 mit 0,2 Prozentpunkten.
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b) Die Kurven werden zwischen 2000 und 2050 linear extrapoliert. Kurven-

parameter ist der BevOlkerungsanteil (Industrie/Entwicklungslinder)
in Prozent:

L L
4
25 ]

TW Energiebedarf. \?@

1 1 T

J
lsoL 2040 020 Ze y9 Lo 2o so

c) Bei den Kurven fir 01 und Gas wurde der unglinstigste Fall aus den
Abbildungen 8.6 und 8.7 zugrundegelegt, bei der Kohle die Kurve ohne
Hydrierung aus Abb. 8.8:

hobesle Anbkesle
A )
2sv - .. - 26%
A Energiebilanz ,_70
- ‘/ﬂs'
450 7 b
460 - - 48D
faleil Lpogsiie (239
2000
SO 1 O3 v ot dgphet ortel 50
ﬁf\]—&"g{ ‘M
—
e Gas (209) \ Gos
oL
b) - , . ~-- o

2.000 2o 1o 2020 2030 26 %0 200
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Aufgaben zu Kapitel 9

Im Gebirge liegt der Schnee im Frithjahr ca. 1,5m hoch. Er besteht

zur Halfte aus Eis (g==0,918g/cm3) und zur Halfte aus Luft. Die mitt-
lere Leistung der Sonneneinstrahlung betridgt am Tage etwa SOOMVmZ, wo-
von 90% reflektiert werden. Die Schmelzwdrme von Eis ist 333 J/g. Wie
lange dauert es, bis der Schnee auf diese Weise vollstindig geschmol-

Metabolismus beim Bergsteigen

a) Ein Bergsteiger von 75kg Masse steigt 1000m hoch. Wieviel Tafeln
Schokolade muss er essen, um die Energie allein fiir die Hubarbeit
aufzubringen? Der Wirkungsgrad der Energieumwandlung von der Scho-
kolade bis in die Muskeln betrédgt 25%, der Energieinhalt der Scho-
kolade 2,2MJ pro 100 g.

b) Um wieviel wiirde sich die Kérpertemperatur des Bergsteigers erhohen,

wenn die dissipierte Energie der Schokolade vollstidndig hierzu ge-

c) Wieviel Liter Wasser muss der Bergsteiger trinken, um die dissi-
pierte Energie vollstédndig zu dessen Verdampfung, das heiBt, zum

Schwitzen zu nutzen? Die Verdampfungswiarme von Wasser bei 25 °C

9.1 Schneeschmel ze
zen ist?
9.2
nutzt wirde?
betragt 2,44 kJ/kg.
9.3  Schmelzkurve von Eis

Die Dichte von Eis betragt 918kg/m3 bei 0 °C.

a) Zeigen Sie mit Hilfe der Clausius-Clapeyron-Beziehung, dass die
Schmelzdruckkurve von Eis eine negative Steigung hat.

b) Welcher Druck ist notwendig, um den Schmelzpunkt von Eis von 0 °C
auf -2 °C zu senken?. Die Schmelzwirme betrigt 333 J/g.

c) Um wieviel wird die Schmelztemperatur von Eis durch einen Schlitt-
schuhldufer von 75kg Masse gesenkt, wenn die Auflagefldche eines
Schlittschuhs(20)(0,2$cm2 betrédgt? Er belastet beim Laufen jeweils
nur einen Schlittschuh.
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Winterliche Eisschicht auf einem See

9.5

a) Die Steigung der Schmelzdruckkurve von Eis nahe 0 °C betrdgt dP/dT=
-1,37@107Pa/K (s. Aufg. 9.3b). Berechnen Sie die Schmelzwidrme von
Eis bei dieser Temperatur. Sein spezifisches Volumen betragt 1,09-10

n°/kg.

b) Die Wiarmeleitungsgleichung (Gl. (10.2)) lautet JQ===)\§7T (JQ Warme-
fluss, VT Temperaturgradient). Berechnen Sie das anfdngliche Dik-
ken-Wachstum einer 1cm dicken Eisschicht, deren Temperaturen oben
-1°C und unten 0 °C betragen. Die Wirmeleitfahigkeit Alvon Eis ist
2,3W/ (m-K).

¢) Berechnen Sie die Schichtdicke des Eises im stationdren Zustand auf
einem See, dessen Bodentemperatur T' °C (>0) betrdgt. Die Temperatu-
ren der Eisschicht seien konstant oben -0,5°C und unten O °C. Die
Warmeleitfahigkeit des Wassers betrdgt 0,5 W/(m-K).

Elektrische Suszeptibilitat

9.6

Analog zum magnetischen Fall (GL. (9.32) - (9.34)) berechne man die

zweite Ableitung des Potenzials @ (Gl (9.24)) nach dem elektrischen

Feld, das heiBt, die verallgemelnerte Suszeptlbllltat Ye- Die elektr1-

schen Feldgrofen 51nd folgendermallen definiert: D= gJ?+-P € £¢E mit
£o=1+7, und B=M_/V.

Kritische Fluktuationen

o]
o
~

Das Potenzgesetz fiir die Korrelationslange g (Abb. 9.15a) verliert
seine Gliltigkeit dicht bei Tc’ wenn % etwa so groB wird wie der Radius
bzw. der kleinste Halbmesser der Probe. GroRer kann eine Fluktuation
ja nicht werden. Dies beobachtet man bei kleinen Teilchen. Berechnen
Sie, bei welcher Temperatur der Effekt fiir Eisenteilchen ven r=0,1um
Radius eintritt. Die Curie-Temperatur von Eisen betragt 1043K, ?ohat
die GroBenordnung der Gitterkonstanten, a==2,87R fir Eisen.

Magnetische Phasengrenze

Leiten Sie eine der Clausius-Clapeyron-Gleichung &hnliche Beziehung
fiir die magnetische Phasengrenze aus einem isobaren Potenzial §(t,P,B)
(s. GL. (9.26)) her. Vergleichen Sie das Ergebnis fiir dB/dT mit der
Phasengrenze in Abb. 11.21 fiir ein hysteresefreies Ferromagnetikum.
Wie groB ist demnach die magnetische Umwandlungsenthalpie am Curie-

Punkt?

-3
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Losungen zu Kapitel 9

9.1 Schneeschmelze
Pro m2 liegen 1500 Liter Schnee, das heift 750dm <0,918 kg/dms =
689 kg. Die dafiir notwendige Schmelzwirme betragt L =689 kg-3,35- 105
J/kg =2,29-108 J. Die pro m’ absorbierte Leistung ist 800W-0,1=80W.
Daher dauert es t= 2,29&108 J: 80J/s=2,86s=794h. Bei 8h Sonnenein-
strahlung pro Tag dauert es dann 99 Tage.

9.2 Metabolismus beim Bergsteigen

a) Die Hubenergie betragt Eh—mgh 75kg-9,81 m/s <1000m=7,36¢ 105J
Bei 25% erkungsgrad muss der Bergsteiger Ege —4Eh— 2,94- 106 J
6

aufbringen. Eine Tafel Schokolade zu 100 g enthalt 2,2:10° J. Er muss
also 2,94«106J 12,2 D1O6J= 1,34 Tafeln oder 134 g essen.

b) Die dissipierte Energie AQ= Eges -Eh betragt 3/4 von Eg , also
2,27¢ 106 J. Der Korper besteht zu etwa 90% aus Wasser mit der spe-
zifischen Warmekapazitdt c=4,19-10 J/(kg K). Bs gilt AQ=mcAT
bzw. AT= AQ/(mc). Einsetzen der Zahlen liefert

)
AT = -:;g*’i /aﬂléw; 523/ ) RS
T &»S" ¢ 97 (j <)

Das ware todlich.
c) Die ausgeschwitzte Wassermenge ergibt sich zu

; Ly Aaaatn
o KA =i~ A4y ) - e L
M = Q T T il =0,% & LA
L e AV

H R N
% 00 L5 kan
je

9.3  Schmelzkurve von Eis
a) Die Clausius-Clapeyron-Gleichung (9.15) lautet fiir diesen Fall

mit AH=HW—HE>O

47 &4

é‘iﬁ’ T’('\,"@,\( = Vﬂ:._ﬁ

(Die Differenzen im Zdhler und im Nenner miissen zwischen den je-

weils gleichen Phasen genommen werden, wie Gl. (9.14) zeigt.)

Ersetzt man V durch M/ ¢ » SO wird daraus

a7 AN Y|

AT T™ (ﬂ/fu - dfes )

i
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Weil Quw>Pp ist, werden die Nenner und damit @P/dT negativ.
AH;T(SW “ SE-3 ist dagegen positiv, weil die Entropie beim Schmelzen
im Allgemeinen zunimmt (s. Abb.5.3d u. Tab.9.3).

b) Die Druckinderung ergibt sich aus Gl. (9.15)

Tllﬂlw(:
G A i LR \z
AL J/‘T - A " [e. Tl (%)

I/l DU

: 3
Einsetzen der Zahlen AH=3,33- 105J T=273K, M=1Kkg, §N, = 1000 kg/m
und gz =918 kg/m>, liefert mit V=M/3

R 3340° 3+ (~2 K] : e
= — = 23R 40P = 73 bea
_ . o § - I A A -~ = % 3 .l@"w"fu
2337/ w'j AJ4 o = -4/9;qx}t%3/ o «

Das ergibt AP/ AT=2,73 107 Pa/(-2K) =-1,37. 107 Pa/K.

AP

c) Aus Gleichung (3¢) folgt
LPRV

AT=TaT, < (e TBH ~4)T,.

Der Druck auf eine Kufenflidche ist AP=Mg/A. Mit M=75kg, g=
9,81 m/s2 und A=(20 cm-0,25 cng= 5 cn? ergibt sich
I b
AT = W R UEE = A 42 a0 P, = AT Lo,
A AQ"Lf h\?' (
Das liefert mit dem Ergebnis won Aufgabe b)
93 -3 - 3
AT < ( ’iu%m pet(= 8/)3 ‘ 07 e
33140 7
Eine solch geringe Schmelzpunktserniedrigung reicht nur ganz dicht
unterhalb des Gefrierpunkts aus, um Eis zu verfliissigen. Die Gleit-
fahigkeit der Schlittschuhe hat andere Ursachen: Bei nicht zu tiefer
Temperatur existiert auf dem Eis permenent eine dinne Wasserschicht

m/i) 2?3 = = ) DEA.

von einigen um Dicke. Hinzu kommt das Schmelzen von Eis durch die

Reibungswirme der gleitenden Schlittschuhe.

Winterliche Eisschicht auf einem See

a) Gleichung (9.15) fiir die Steigung der Schmelzdruckkurve lautet

AP 4AH
dT T (Vu- Ve)
(Indes W fiir Wasser, E fiir Eis). Wir ersetzen nun V durch VSPM=M,§:

dr . AH

dr T (A/gw ~ 1/58)
Umgeformt ergibt sich
s

AH =
dT
und mit Zahlen fir M= 1kg

A A
Tﬁﬁ(?w Y
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. 3 . =37 03 - S
A== 1370 P i 2230 iitg (A5 0q AT i, =3 3T ]

Das sind 6,06 kJ/mol (vgl. Tab. 9.3).

Q

b) Es gilt J.=-AdT/dz=-2,3 W/ (mK)-(~1K)/0,01m=115W/m’ (s. Skizze).

-
B
&

Y

Das Dickenwachstum erhdlt man aus folgender Uberlegung: Eine Eis-
schicht der Dicke dz enthdlt das Volumen dV=Adz und die Masse

dM = )EAdz Beim Erstarren dieser Eisschicht aus Wasser wird die

Schmelzenthalpie
A (af) - @_ - AHg, 2 B

frei,:.mit der spezifischen Schmelzenthalpie AHsp (Einheit J/kg).
Durch Warmeableitung wird pro Zeit- und Flacheneinheit die oben
berechnete Energie E=JpAdt abgefiihrt. Gleichsetzen der beiden

Energien ;

A £

¥ A i - k ?

liefert fir das Dickenwachstum

e JQ
gﬂLJ- N ?Q A I"7 &P

Einsetzen der Zahlen (4; =0,918 kg,/ms, ’(*Hspﬁ3’37°105 J/kg aus a))

i )

ergibt
AAF T /[g b "')

- 2 3 . j 3 DNy i § 5
0 94 §-sig* 14y fimd - 353 40 :7/»4,1

B
)
A
J
=
I~
\
<
~f3

e
f—t-,,
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c) Wir teilen die gesamte Seetiefe in x Einheiten Eis und (t - x)
Einheiten Wasser:

Im stationdren Zustand muss der Wiarmefluss J W im Wasser gleich dem
JQE im Ei; sein. .Mit Jq=~— A AT folgt daraus /\\E. A"TE = Ay AT, .
In Zahlen ergibt sich
W uSK o M Tk

> ik [ x) m

Dies ist eine Gleichung fiir die stationidre Schichtdicke x:

3

3.
77 m X A

P
HAS 4+ QT
Je hoher die Temperatur T' am Boden des Sees ist, desto diinner wird
die stationdre Eisschicht, und je groBer die Tiefe, desto dicker
wird sie. Fir T'=4°C und t=1m ergibt sich x =36,5 cm.

na |

9.5 Elektrische Suszeptibilitadt

. == . B =
Fir parallele Vektoren D, E;und E‘% gilt bei konstantem T, B, usw.

7?‘ = Yz Dl . v’ 0 Te (%)

e T s ? E QE |
Ferner gilt mit P=D- £E und D=;_&_E

[ < =3 {
/E;‘ fD‘-}) ) . . e - - ’_4!- _ ﬁ__ ;
= . — ”(‘ia’:’gﬁé—r"“"‘-ﬁ;’bﬁ(or 4)“’°/Ye

?E [ ¥

Dies eingesetzt in (%) ergibt

AS

;{Q = w\/ég?(t = ‘-Vét Cé“a”’""l}g

Die "Unsymmetrie' beziiglich des analogen magnetischen Falls beruht
auf der "Unsymmetrie' der entsprechenden Maxwell-Gleichungen.
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Kritische Fluktuationen A

Das kritische Potenzgesetz fiir die Korrelationslénge_étlautet analog

s N
¢ LT T g“?v/;a A (.\ T }“"-/;g
> F S 9 | ; <r ] - sS'; ng &

Einsetzen der Zahlen.ergibt mit g =a und % =r

Qf’!/bﬁ,m = O/ 284 W om \ ’

/ /JL‘)""‘LI 5“’5/@ : M AL
. Ap3 K= L0 K
AT e 10

Innerhalb dieses Abstands von T divergiert § nicht mehr, sondern
&5

verlauft in einer abgerundeten Qpltze mit einem Maximalwert von gﬁ;r

9.6
zu Gl. (9.22) (s. Abb. 9.15b)
AY
Aufgeldst nach A T:
9.7 Magnetische Phasengrenze

Die Anderung des magnetischen Potenzials @(T,B) betrdgt nach Gl. (9.26)
dd = -S4T-H. 4B. (%)

Wir betrachten elnen hysteresefrelen

Ferromagneten mit M ’FFB im B-T- R

Diagramm. Entlang der Phasengrenze

i
zwischen den auf- ({) und abwirts E //A?/’///Jz

( &) magnetisierten Zustdnden muss ! I
() im Gleichgewicht fiir beide Phasen |

an jeder Stelle den gleichen Wert

haben. An den Punkten 1 und 2 gilt daher @1 @1 und @2 @5’ Subtrak-
tion beider Ausdriicke ergibt @1 @2 @1 (05.Das heiBt fir kleine Ab-
sténde zwischen 1 und 2: d@1_%)2 d®1‘_32 Mit der Gleichung ( )

ist das
— ST B = = ST = HY AD
- (MH: - [ ?i)g\‘B = (SQ(N g"’r) AT
oder . .
a8 (st - sy a4 -(5F-5t)
i R R L VR
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(Mm magnetisches Moment, M Magnetisierung). In Abb. 11.21 sieht man,
dass die Phasengrenze im B-T-Diagramm waagrecht verlauft, dB/dT=0. Also
missen auch die Enthalpien beider Phasen an jedem Punkt der Phasen
grenze gleichgroB sein. Daher gibt es keine Umwandlungsenthalpie. Zwi-
schen } und \L findet eine kontinuierliche Umwandlung statt.
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Aufgaben zu Kapitel 10

10.1

Warmeleitung auf T =300 °C

10.2

Ein eiserner Stab von L =30cm Linge wird an einem Ende von Raumtemperatur’

erwdrmt. Wie lange dauert es, bis die Mitte der anderen Halfte des
Stabes T* =50 °C erreicht, so dass man dort nicht mehr anfassen kann?
(Eigenschaften von Eisen: Warmeleitfdhigkeit A.=80W/(m-K), spezifi-
sche Warme c=0,45J/(gK), Dichte ¢ =7,9 g/cm3,,)

Warmetransportgleichung (Temperaturdiffusionsgleichung)

10.3

a)

b)

Leiten Sie die Gleichung (10.60) fiir ein ruhendes Medium ohne zu-
sdtzliche Warmequellen her. Betrachten Sie dazu ein Schema wie in
Abb. 10.3 mit den GroBen X= AQ und Y=T. Verwenden Sie die Fourier-
Gleichung (10.2) und zur Bestimmung von AQ die Kalorimetergleichung
(1.5) bei konstantem Druck.

Eine Losung der so gefundenen Differenzialgleichung lautet

t
A

2

= . . L’i@’\«\/\ = =—===——=-==—%
7 ' B — =

J K%!I) = Q/ L‘% —I‘Aﬁfg:

]
V%?‘?E}T L 5

mit der Temperaturleitzahl DT =A|(=g) Skizzieren Sie diese Tempera-

-

turverteilung.

Freie Weglange

10.4

Benutzen Sie die Abbildung 6.10 zur Beantwortung folgender Fragen:

a)
b)

Wie groB ist die freie Wegldnge von Luftmolekiilen in 200 km Hohe?
Wie grof3 ist die mittlere StoBzeit dieser Molekiile?

Warmepumpe

a)

b)

Zeigen Sie, dass die Leistungsaufnahme einer reversibel arbeitenden
Warmepumpe proportional zu AT:AT' ist. AT ist die Temperaturdif-
ferenz zwischen dem Inneren des zu erwdrmenden Hauses und dem Warme-
reservoir (z.B. Erdboden), A T' diejenige zwischen dem Inneren und
dem Aullenraum des Hauses.

Berechnen Sie die Leistungsaufnahme fiir ein freistehendes Haus:
Innentemperatur 25 °C, AuBentemperatur O °C, Warmereservoir-Tempera-
tur 10 °C, mittlere Warmeleitfdhigkeit der GebaudeauBenwand (A =200
mz) ,A= 1 W/vai mittlere Dicke der AuBenwand /\x =30 cm.
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Das intergalaktische Gas besteht aus etwa 3 H-Atomen pro m3 beil einer |
Temperatur von 3 K. Berechnen Sie die mittlere freie Wegladnge, die
mittlere Geschwindigkeit und die mittlere StoBzeit dieser Atome (Durch-

Zwel kreisformige Scheiben von 10 cm Radius sind mit einem Abstand
von 1mm in Luft (fﬁ =1,8v10_5I¥v5) bei Normalbedingungen um ihre
Mittelachse drehbar aufgehédngt. Die obere Scheibe wird mit einer Win-
kelgeschwindigkeit von 360 °/s gedreht. Welches Drehmoment D wird
durch die Luft auf die untere Scheibe iibertragen? (Man zerlege die

Scheiben in konzentrische Ringe der Dicke dr.) Um wieviel mal groBer

a) Leiten Sie einen Ausdruck fiir das Geschwindigkeitsprofil 1 (r)
der laminaren Rohrstromung her. Gehen Sie von der Abbildung 10.9
aus und setzen Sie die Reibungskraft, die auf einen Zylinder der
Lange L im Inneren des Fluids wirkt, gleich der Druckkraft auf den-
selben. Integrieren Sie das Ergebnis iiber den ganzen Rohrradius. Es
ergibt sich die Beziehung#(r) als ein parabolische Funktion mit

b) Berechnen Sie die Durchflussrate (mS/s) bzw. Stromstarke eines
Rohres mit kreisformigem Querschnitt mit Hilfe der GroBe v (r) aus
Aufgabe a). Betrachten Sie dazu einen Hohlzylinder mit Radien zwi-
schen r und r +dr im Rohrinneren und integrieren Sie das Ergebnis
liber den Rohrradius. Es resultiert die Gleichung (10.23), das Hagen-

10.5 Intergalaktisches Gas
messer ca. 1K).
10.6  Scheibenviskosimeter
ist D fiir Wasser?
10.7  Rohrstromung *
dem Scheitel bel r=0.
Poiseuille-Gesetz.
10.8  Abschirmung von Warmestrahlung

Zwel parallel schwarze Platten mit den Temperaturen TW und Tk<Tw
stehen sich in einem gewissen Abstand gegeniiber. Der Strahlungsfluss
zwischen ihnen folgt dem Stefan-Boltzmann-Gesetz (8.4). Eine dritte
schwarze Platte wird parallel zwischen beide eingeschoben, wobei sie
keine der beiden beriihrt. BerechnenSie deren Temperatur, wenn Strah-
lungsgleichgewicht herrscht sowie den dann resultierender Strahlungs-

fluss.
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10.9  Temperaturschwankungen im Erdboden
Der jahreszeitliche Temperaturverlauf am Erdoden (z=0)erfolgtinMit-

teleuropa etwa sinusformig:

S o — — . Lﬂ
mit einem Maximum im Sommer und mit den Parametern TO =10°C, AT=
10K, 5= Z“ﬁ’/’f@’ und ©° =1 Jahr. Diese Temperaturvariation wird in die
Erde (z>0) weitergeleitet. Das geschieht gemdB der Warmetransport-
gleichung (s. Aufgabe 10.2) fiir T(z,t)

b ) 7 )
9T % T )
& TYT Ty a2

mit der Temperaturleitzahl DT=5'10_7 mz/s im Mittel. Eine LOsung
dieser Gleichung lautet

. ) — — /"(4«}_ Y AN

T34y = To t AT s (27

oy

3

mit k=V1w/2D. , wie man durch Einsetzen nachpriifen kann. Berechnen

p—Y
&

Sie folgende Grofen:

a) Die "Eindringtiefe" 2 der Amplitude der Temperaturvariation, bei
der iT(z,t)-’Toj auf [T(0,t) —To“l/e abgenommen hat;

b) die Tiefe z,, bei der die Amplitude auf 1K abgenommen hat;

c) die Zeit tw’“ zu der es im Winter bei z, am warmsten ist;

d) die Zeit t zi der es in der Tiefe z, am kaltesten ist.

k,

10.10 Heizung sparen *

Heizenergie-Anbieter empfehlen oft, bei zeitweisem Nichtbenutzen

eines Raumes im Winter die Heizung anzulassen oder nur zu reduzieren
anstatt sie ganz abzuschalten. Der Energieverbrauch wdre dann geringer,
als wenn man Raumluft und Mauerwerk zu stark abkiihlen liefe und dann
erst wieder aufheizen miisse. Priifen Sie diese Aussage nach und verwen-
den Sie dazu folgende Richtwerte fiir ein freistehendes Haus:

Raumluft VL= 300 ms, Masse derselben ML= 388 kg, spezifische Warme der-
selben = 722 J(kg K), AuBenmauerfldche A =220 rn2 , Mauerdicke 4 x=20cm,

Mauermasse My =66 000 kg, Wdarmeleitfdhigkeit derselben 2=0,87 W/(m-K),
spezifische Warme derselben Cy=930J/(kgK), AuBentemperatur T,=0°C,

Innentemperatur bei normaler Heizung TL= 25 °C.
a) Prifen Sie, ob das Argument des Anbieters zutrifft, wenn die Heizung

24 h lang abgeschaltet ist, und wenn wihrend dieser Zeit Raumluft und

_Mauwer sich auf O °C abkiihlen.
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b) Trifft das Argument auch zu, wenn die Heizung nur drei Stunden
abgeschaltet ist, und wenn wadhrend dieser Zeit die Raumluft auf
I£==15°C abkiihlt und die Mauer auf TM==10°C?

c) Nach welcher Zeit At* wird das Argument des Anbieters ungiiltig?
Wahlen Sie dazu zwel geeignete Werte fiir TE und Tﬁ, bei denen dies

zutreffen soll.

Warmetransport durch Mehrfachschichten

Zwei parallele Platten A und B aus verschiedenem Material beriihren ein-

ander und haben thermischen Kontakt. A ist 4,5cm dick und hat eine

Warmeleitfahigkeit von 70 W/(m-K), B ist 2,5cm dick und hat 200 W/(m:K).

a) Berechnen Sie die Temperatur T, der gemeinsamen Grenzflédche, wenn A
auBen 100 °C hat und B auBen 0 °C.

b) Berechnen Sie den stationdren Warmefluss Jst’

c) Wie dndert sich der Warmefluss, wenn die AuBentemperaturen ver-

tauscht werden?
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Losungen zu Kapitel 10

10.1 Warmeleitung
Skizze des Stabes mit einem linearen Temperaturprofil (Querschnitt A):

5
Lt )
H [
i 1 e
T = ! i -
= . : ( T- levce
Icsr | /1 :
LR N / ' =
T wor 3] |
=0 / 7

Wir unterteilen den Stab gedanklich in zwei Halften. Die von der linken

Hélfte aufgenommene Warmeenergie betragt mit AT=T*-T_

Al = mcAT = ¢(Al/2)caTl

Wir nehmen an, dass diese Halfte im Mittel auf 50 °C erwdrmt wird, das
heiBt 25 °C iiber die Raumtemperatur Tr’ Also wird AT=25K. Die Warme-
leitungsgleichung (10.2) lautet umgeschrieben

o
Al = -2AA %A?

Dabei ist AT'=-250K die Temperaturdifferenz zwischen der Mitte der
linken Hdlfte und dem rechten Ende; A x=23L/4 ist deren Entfernung.

Gleichsetzen beider Ausdriicke fur /Q liefert

3 ﬂ ) K A {:&‘T" i
A= c AT = = \T
A = ¢ A7 AA soa A
und e
h AT 3L- /K
AT =T AANT! /
in Zahlen

- ’ e . "‘L_ -
240 a5+ O T A0 T kg i) - LS U = B O3 T 450 <

[ —

) KO W/(n. ) - 250K

10.2  Warmetransportgleichung (Temperaturdiffusionsgleichung)
a) Skizze der Anordnung mit Querschnittsflache A:

A
| S
jia Zi@% __""%::i;/ ‘é::i:——ZLQz 7ﬁl
| L
2‘””’;: o ZorAr z °
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Gleichung (10.2) lautet fiir dieses eindimensionale Problem

— /1

@i iy ’z '-—"__._‘:-—3 = e A o,
Q7 Aat Az
Der gesamte Strom in den schraffierten Bereich 2 Az ist

N & i T‘d [ T ) ]
A AR, Asll_:,,m”/é_} — ’3; /l (
Ar At AT \ A2 A ygine=

;AT - Za=A2
( ,;fQ1 1z, A“(QQZ 1} z). Das kann man als Differenzenquotient fol-

gendermaBen schreiben:

A K = AA LAz A L

A A
Aus der Kalorimetergleichung (1.5), ,{},Q=CP AT, folgt andererseits

W
‘U

fiir das Volumen 2A Az
é_:’:?s = w1 C,,? QT‘
At At
Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fiir A Q/At liefert
AT  AA2L: KT /az

At T m o
und mit (2AAz)/m= 1/59 ‘
—— T
AT A AT

o 4 -

At T ‘? Cf}s ’i&%)‘
Die GroBe A [ (g ¢) heiBt Temperaturleitzahl Dy (Einheit m’/s)
(s. Abschn. 10.3). In der letzten Gleichung konnen wir bei sonst
konstanten Parametern von den Differenzen zu partiellen Differen-

zialquotienten tbergehen:

— Ve
2T 3 CEN
e TT har
Dies ist die eindimensionale Form der Gleichung (10.60) fir

w=AQ=0.
Die angegebene Losung kann durch Einsetzen in die Differenzial-

gleichung uberprift werden. Es ist eine GauB-Kurve mit <z>=0
~ 0
und mit der Standardabweichung A4A%=V ZDTt', Die Konstante hat die
Einheit Em~Kj . T
A

I
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10.3  Freie Weglange

a) Nach Gleichung (10.9) gilt ¢ = (VZ2'(N/V)qr d47'. Fiir ein ideales
Gas ersetzen wir N/V durch P/KT:

T
rEeET
Der Abbildung 6.10 entnehmen wir fiir 200 km Hohe Tz 900 °C und P <

10—9 bar. Der Molekiildurchmesser ist d~v 4 X. Einsetzen der Zahlen

liefert 5 .
L NE- N ALY
A N L SRR S

oo

\\FE.? }i"‘=’ (L")'z {.”Qﬁ"fiai'aq ):‘“ //‘Q - Li ?C\
b) Nach Gleichung (10.10) gilt < ©>= £/<~~>. Die mittlere Geschwin-

digkeit < ~~> ist nach Gl. (6.41) VBKT/(Tm). Mit m=4,78:10 2Okg
(s. Aufgabe 1.10) und T=1173K folgt

= sz(f b

T A et

(eh = 28 Vo lofg- s Ry gy oy

\“‘v = - o R i - o
Vg ANEAS "g;‘\/M AATFA K

<,

10.4  Warmepumpe

a) Skizze der Anordnung:

Hoew g
/fx(ﬁc_
—_
- 0%
— 'TK - %\"
w= 2S5 eg

Im stationdren Betrieb gilt: Die Energiezufuhr ,gng von der Warme-
pumpe ins Haus ist gleich der Energieabgabe QQa vom Haus zur AuRen-
luft. Das ist nach Gl. (10.2) mit AT= TW—TIL und mit der Haus-

wanddicke Ax sowie der Wandflache A

Der Leistungsfaktor der Pumpe ist nach Gl. (7.7) & =—/§Qe/g W
( AQ,<0) und fiir ein reversibel arbeitendes Gerédt nach Gl. (7.13)

€TEY = Tw/(Tw - Tk) . Daraus folgt

e (T - T)

(RW)

>
5

—~

i

=
! %
<
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Fir die Leistungsaufnahme der Warmepumpe erhdlt man mit —-AQ, =

- Ay , .
DAY MAE T AA o
- AE Ax Ty T Ty Ax "
b) Einsetzen der Zahlen liefert
A e 0) - 2600 ASH 2SI
L. = ok e = U839 %w
~-¢)<}f B’( N -D[ 2 3%}
10.5 Intergalaktisches Gas
Wir benutzen Gleichung (10.9) fiir die freie Wegldnge:
I ’ /1
‘ Vil (/N ) de
und Gl. (6.41) fir die mittlere Geschwindigkeit:
/ﬂu> en\/
sowie Gl. (10.10) fiir die mlttlere StoBzeit < T>=,7/<~ >,
Einsetzen der Zahlen liefert
/ o {
- =25 4w x F% L.
e ll’a’q?b \j@ vvn%\'i' B ¢/ A
(Der mittlere Abstand der Galaxien betrdgt im sichtbaren Teil des
Universums etwa 106 Lichtjahre.)
Ferner ergibt sich mit m(H) = 1,67-107% kg
- . NN N i
Oy =\ LT - PRI - 2 s
N~ T AR /U’A?w'é . 8
und < 4 >==7,5c1o18m/251m/s*v 3 O 10165 29,510 a (ungefahr 1/15
des Weltalters).
10.6  Scheibenvoskosimeter

Skizze der Anordnung ®

A1 /rﬂ?
s
;L !
| 4
o
B - {
\‘if !
& o
| s p
| |
|
| 4 >

™
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Der Betrag des Drehmoments ist hier D= ‘Fdf (3(T, dF) = "’/2) wobei dF
die Kraft auf die Ringfléache dA = 2(”rdr 1st Wir verwenden Gl. (10.20).
in der Form (s. Abb. 10.7)

T ot gt

YT Tadr TT AR
Die Kraft dF auf dA ist gleich dp/dt, also -ﬂidA d/dz. Mit d~-/dz =
Aw/Az=2(r)/d=tdr/d ergibt sich dP=‘Y?\ 27 rivwr/d¢ (dvw/dz<0). Das

Drehmoment wird dann

. (& R T % £y DY
b B ZT{"V’% ~ }‘ r - _—l N
- T C i Todar = 5 ¢
o o /. C"k
Einsetzen der Zahlen liefert mit (v = 2% (s
D < T AL 467 Pax 27/ 5 (04=)T X0~ TN
- 24573 iy

Die Viskositat von Wasser bei NPT betragt 1,0 v10_3Pa‘s, also wird D

dann etwa 55mal so groB.

&

10.7 Rohrstromung '

a) Fir die Fluidgeschwindigkeit gilt im stationdren Zustand dma—%/dt=0,
das heiBt, die Druckkraft auf die Endfldchen des Zylinders ist

f
i

entgegengesetzt gleich der Reibungskraft auf seinem Mantel, ﬁﬁip=
? Fiir den Zylinder ist P/\P (P 1 -P )ur2 und F., =—~-6Ad1;/dr
(A Mantelflache) Die letztere Bez1ehung ergibt 51ch aus Gl. (10.20):

. des Ty . AV
B TA At T A ( a+

Gleichsetzen von F, , und F,J,(,' ergibt mit A= 2+ rL

oy deer AP -

TAAP ey e L) A2l TATT L

) o liv L ﬁ?; )

Das lasst sich integrieren:
wiR) R

AN . ‘
, AP ‘ .
Ay = — — AN

i) thnow
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mit dem Ergebnis

. i A D o iy
w(R)~ o) = - AT (R ).
(R) : YLy ( )
Dabei haben wir den Radius r des Innenzylinders bis auf den Rohr-

radius R wachsen lassen. Wegen der Haftbedingung ~-(R) =0 folgt

A“‘s
v ¢ "
() = oy ((\» )

(~v=0 fiir r=R und ‘w‘=x;maxfur r=0).

b) Die Durchflussrate bzw. Stromstdrke ist jv=d\//dt, und der Fluss bzw.
die Stromdichte ist J, = /A=d\f/ (Adt). Mit dl =+«dt kann man fir

Vo
ein Fluidelement der Lange dl die GroBe dV/dt durch A-rersetzen:
C,A_i‘/ _ ol VY _ U”Aé&z "’A"—l‘,
d A 1 1 ,

Dann ergibt sich fir den Hohlzylinder mit der Stirnflache dA =27 rdr,

integriert uber den ganzen Querschnitt des Rohres
= J“‘U'G‘) A A= f‘b'(")"lifr -
g

Hier setzt man ~(r) aus Aufgabe a) ein:
2T AP I

YN = ’;“;—,,;—““ SR> ¥)rde =

- D
NG L\? [ O I T b”‘\‘.g_ . P’ﬁi
=] o v) < T A N

5L 1 f? v \[ ) 8L "

Das stimmt mit der Gleichung (20.23) iberein.
10.8 Abschirmung von Warmestrahlung
4

Das Stefan-Boltzmann-Gesetz (8.4) lautet L/A=JQ= ¢ T'. Beide Platten
strahlen demnach einander Energie zu. Der resultierende Fluss ist

_ _ _ oerd oA
Jres T Juk "Ik = € (Tw Tk)'

=
=

Wird die dritte Platte eingeschoben, so nimmt sie im Strahlungsgleich-

gewicht eine Temperatur THl an:

Iy i I
- ; T 7 - (W)
tam v | Sy
| A
A s
~ § f N
lim i dren | Them
\‘/ ! -
) ] i
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Die beiden resultierenden Fliisse J;é missen im stationaren Zustand

44 44 p
gleichgroB sein. Es gilt T =T m* Jpes/s wd T =T, /5.

setzen von Ti aus der zwelten Gleichung in die erste liefert
% und 7P6ﬂg,6 B

L
ey C e 2,

+J“re Ein-

N N S
= l,,/ L2 4

Der resultierende Fluss wird durch das Einfiligen der "wdrmeabschirmenden"
dritten Platte gegeniiber dem urspriinglichen Fluss halbiert. Die Tempe-
ratur der abschirmenden Platte folgt aus obigen Gleichungen zu

== P
Cw T,

T =

o

R

Temperaturschwankungen im Erdboden

GemaR des Losungansatzes (3) besteht T(z,t) aus dem konstanten Glied T,
der Amplitude A= ATe kz und der Phase sin(4;t-kz). Die Temperatur-
variation dringt also in den Boden exponentiell gedampft ein sowie mit
einer z-abhidngigen Phasenverschiebung §b==kz;

) Sin tot
ABI.Q, Ny

D' - A’ ‘ ¢

g - O ‘“{ﬁa\

|

} \

i \ \

\ \
' i I 3 'L S

?’,e - - A, / ?; A b A, 4 \ A1 - 4.2,

; \ \

| :

| \ .

| f \

| \ow

I

i ‘T,(%q = dape /\\\ { \ .

t /"“J\h—ﬂ\ [
e s (o ©
T et — _ — —_ —_— - \ 7

(Mg fif | /

¢

S (wot- A32°%)

Im rechten Diagramm haben wir das Maximum der Temperatur an der Erd-

oberfldche auf den 1. Juli gelegt, das Minimum auf den 1. Januar.
In der Tiefe z erhdlt man die entsprechende Variation, indem man die

Phasenverschiebung kz berechnet (s. Gl. (3) und Aufgabe b)).




a)

b)

c)

d)
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Die Eindringtiefe z_ ergibt sich aus dem Amplitudenverhdltnis:
§ = © H2a
T(;’:e_; t) = 3@. = «-:-1-=- bzw. §===;—====- =2 69- “e = es/f
— . 7 o~ %0
{ [ul{—) =l < < Y

2 ze:ﬂ/k Mit & =27/(31,5-100s) = 2, 00310‘7/5 und mit

N \/ L0 AT Z - a\‘) LTL‘T 2 i Vi
V S £ i ~ J .
2D & NS -‘

wird z,= 2,23 m.

Die "1 K-Tiefe" Z; ergibt sich ganz &dhnlich:
Tla,o 7 —wy A g o C e
At = "Ea o VA oz = 2 O = D 48 v
— i i~ - )y s ! ‘
i (Uj*c) (S i

Die Phasenverschiebung in dieser Tiefe betragt kz1 =0,447 m_t 5,15m=
2,30 rad=132°.

Zur Berechnung der Zeit tw in der Tiefe Z4 suchen wir die Stelle auf,
bei der sin(wt -kz) sein erstes Maximum hat. Dieses lag fiir z=0 bel
(ot =7/2. Fir Z4 liegt es bei (Utw—kzl) =T /2 (s. Skizze), das
heift, bei wt=w/2 +kz1 = 90° + 132° =222°. Die entsprechende Zeit
betrédgt t = (/2 +kz1)/g3 . Einsetzen der Zahlen liefert

i T
TIA = 2133 = A0, ot - =
Ty = = SN 40T s = 22% 4.
Cw ‘2’@,@ AD-;.:;,/S !

Das entspricht 7,4 Monaten. Die Zeit zdhlt vom Punkt ab, bei dem sinejt =

0 ist, und das ist entsprechend obiger Skizze der 1. April. 7,3 Monate
danach ist der 10. November, alo 4,3 Monate nach dem Sommermaximum an
der Oberfldche (am 1.7.).

Zur Berechnung der Zeit £ suchen wir in adhnlicher Weise die Stelle
auf, bei der sintst sein erstes Minimum hat, also 3°7/2 an der Ober-
fliche. Dann ergibt sich (£J t - kz1) =37/2 bzw. t = (3e/2 + kz1)/ L.
In Zahlen erhadlt man

©Q v v
’ i & 2.2 g , ) T, ‘i g
£ = L= = 3844y 8 = Fabk oAl
e 2,06 45" s /

Das entspricht 13,3 Monaten, also vom 1. April an gerechnet dem 10.
Mai des folgenden Jahres. Das sind 4,3 Monate nach dem Winterminimum

an der Oberfléache.




- L 10/9 -

10.10 Heizung sparen

Der Vorgang stellt sich folgendermalen dar:

\ £, () N AR
.é)/‘f‘-ic Y A "'ﬁ%c L 1\ G

- |

“ g | ‘" i
AW, — DG U oy AR — Ay | Th

‘ i i | #A&:gﬂ:

TLo | i T/ ~v- AL | T ak | =
normale normale normale normale
Heizung oder keine und Zusatz- Heizung

Heizung Heizung

a) Der Temperaturverlauf sieht folgendermaBen aus:

T,
L

T
T

Zﬂﬁ \ [ ol [?"3
T 1 [
A .

A}

—

o=
4

=

(;zq,. L
{‘:Gfg N A8

Im stationdren Betrieb ist die innere Warmeleistung éSQO gleich der

nach auBen abgefiihrten fg‘qa. Nach Gl. (10.2) gilt

A&Q CAA(T =) _ AGg
e Ax T AE !

A@Q “l _/_Sv@u = C u

v *;\/&\ -=;=- g 5
AQ =—0 (T, - Th) A€

Einsetzen der Zahlen liefert
%’3,,’57? (U/{fﬂ,é/{} D2o

© 0,30,

Das ist die Energie, die dem Haus in 24 h zugefiihrt werden muss,

um die Innentemperatur stdndig aufrecht zu erhalten.

Nun berechnen wir die Energie, welche Innenluft und Mauer zugefiihrt
werden muss, um sie nach Abkiihlung auf TA wieder auf TL bzw. TM

zu bringen. Dafiir gilt die Kalorimetergleichung 4 Q=mc AT, also
fir die Luft

T T

.L\[QL: MLE’L( L /3«) *135’3&'«’@7-21 j/@’? )25k < %0(‘,*‘/{(&{7
}

AD = (25-9)i¢ 3% 1. 3u6a g, 24384077 =393 et |
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und fir die Mauer

A@M: VN (7‘?4 ST};“) - (eﬁ' Ag7g Py jf@a& WNASK = D) 24407 7
-Die gesamte Zufuhr betrdgt dann

AG, = AU+ 8 W, =(Reei0 9201912028 €T = 25y g

Das ist weniger als die Zufuhr bei permanenter Heizung wdhrend 24 h:
AQ, < AQO. Daher trifft das Argument des Anbieters unter diesen
Bedingungen nicht zu.

b) Nun berechnen wir dasselbe fiir eine Abkiihlzeit von 3 h auf Tﬁ= 15 °C
und TI\'A: 10 °C. Die Energie AQ(’) flir konstante Heizung ergibt sich wie
in Aufgabe a):

; B¥W/[mK) 220
A{Qaf & )

2y
Die Energie zum Aufheizen von T[" und TI\'/I auf TL und TM ist, adhnlich

% K% 3 sémi«""i 2 /i\‘,?'gj L,Li;g Ui,

wie bel a):

AR = 398704 2030 4) pS-AY U= 2,50 it T
< 1’

ARy = b4 407 - V30 3/(.5,%3 i) (15 A0) K = 3}‘;&, ia 83‘/

AR = AR+ A 0} = 3408 7 4 §L,/4 %Wy,

Damit erhalten wir A Q(') < ,:SQ;, und das Argument des Anbieters trifft
unter diesen Bedingungen zu. Man darf die Heizung also nicht zu lange
abdrehen bzw. die Temperaturen nicht zu stark sinken lassen um den
Vorteil zu nutzen.

c) Nun berechnen wir die Zeit-. At*, nach welcher £ Q Q\Q wird. Dann
sel T auf T gesunken und T auf T§- Bs gilt,

ARy =-,7U-‘(!t,’“r }ﬁf:ﬂ//’_}(ﬁ /L%é)
ACZL =M ¢, (T, -T, 7%"}
A&{:ﬂﬁj V/l l: CE ‘{Tj

LRL = hars AcY

Setzen wir pa Qg = A Q}, so erhalten wir eine Gleichung mit drei Unbe-
kannten: At*, T und T*\- Die GroBen T*(/i t*) und T*(Qt*) kénnten
nach Newtons Abkuhlungsgesetz bestimmt werden (L\Trv e Xt) Das
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ist aber langwierig und nur numerisch durchfiihrbar. Wir geben daher
diese Werte hier vor, z. B. TE— 15 °C und Tl\’jl— 10 °C. Dann ist A Q* =
Q' =3,10- 108J 86,1 kWh wie bei Aufgabe b). Mit ,;Q* AQ* erhalten

wir aus der Gleichung (4

At 7o Mﬁ V.S
N AT T

in Zahlen
3 za'-ﬂz:;‘?"‘f * 0,3,
/;K%){‘—a: t “, =~ l»ﬂm : - ’,(f(; / .§*== /7\ .
. S8t T mcie)- 21e o T 28 dig)
Wenn wir andererseits T* =10 °C und Tf\j]= 5 °C als Minimaltemperaturen

vorgeben, so wird

NOMERIITY 6 PR T ) A5 = W de L gl -

L

L

/
&Qﬂq*é«oq %59 :J"’S/[r/ﬁv AQy = L naZ 40‘5“?/

i i aﬂ‘w,i’;‘? A el ST . :
/AN 5:4;&,’«1&@;, =~la’/«/1t>ffj»»/ﬂ\ KWy,
L b ‘/

i

%

643 - 40397 03w

At = = b 4l dge = 20
‘ - N,
E) Qrmq//\.v\il/) 2%@.141\’(’ { AZ )[’\ I / ’ ’
10.11 Warmetransport durch Mehrfachschichten
Die Anordnung sieht folgendermaBen aus: T—;
— Y
a) Nach Gleichung (10.2), JQ= - A VT, r;
gilt | A 3 —_—
- AT, T = p=0°(C
Vo= =Aa —% J Awy eg | !
~ 3
11\ T~ )\ ATT? N - i ;
s B L{,B i K e, Q%S'Cm !
Im stationdren Zustand muss J A=JB sein, also
A 1‘\ (‘(\’ﬂ w - .-.-=.=
C, o

Daraus folgt )
T o Oald )T + Onlay) Ty n L)
" (a /C't \%’{'(} [,,\,\, h

In Zahlen ergibt sich

— BVg i gye } J?t/i-/?m‘“/(m V) HSem)2h3 K

= 280K = AboC.
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b) Fiir den stationdren Fluss gilt

- Ap e m y =50 U 1) T
. ™ T V= -
JéL ZA i ‘:xft ( " F/% ) i Y $. 45T <229 3¥§) K /ﬂ (v T
Natlrlich gilt auch J —JB
c) Setzt man T aus Glelchung (%) in Jy ein; so folgt

j B A,‘ﬁt (T [?\;T/ C\}{,\)ﬁ%’ (‘f\\sl Liai) T‘B )
A - .
T Dajay r (Wgay)

= (‘T Ta) (Akf’df%\i’(}\}}f‘iBy
\ (?s/'i’/‘ifk/'?*(.‘/\ﬂjbt_&r)

Daran sieht man, dass J in ?L und d symmetrisch ist, aber in TA
und TB antisymmetrisch. Die Stromdlchte bleibt also beim Vertauschen

der AuBentemperaturen gleich, aber ihre Richtung dreht sich um.
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Aufgaben zu Kapitel 11

Debye-Temperatur

Vergleichen Sie die theoretischen Werte der Debye-Temperatur nach Gl.
(11.115) mit den experimentellen fiir Cu, Ag und Au,die aus Abb. 11.51
zu entnehmen sind. Die Schallgeschwindigkeiten sind in dieser Reihen-
folge 3133, 2340 und 1887 m/s, die Dichten 8,92, 10,49 und 19,32 g/cm3.

11.2  Warmekapazitdten von Metallen bei tiefer Temperatur
Bei welcher Temperatur T sind Gitter- und Elektronenanteil der Wirme-
kapazitat von Gold gleichgroB (s. Gl. (11.116)-(11.118))7 Das Atomge-
wicht betrigt Ma==197,0g/mol, die Dichte §’=19,32g/cm3, die "experi-
mentelle'" Debye-Temperatur nach Aufgabe 11.1 E%;=168K,

11.3 Kompressibilitat des Van-der-Waals-Gases
Berechnen Sie die isotherme Kompressibilitdt eines Van-der-Waals-Gases.
Priifen Sie, wie sie sich am kritischen Punkt verhdlt und wie sie in
seiner Nahe von der Temperatur abhidngt.

11.4  Wirmeausdehnung des Van-der-Waals-Gases
Berechnen Sie den isobaren thermischen Ausdehnungskoeffizienten eines
Van-der-Waals-Gases und seinen Wert am kritischen Punkt. Verwenden Sie
fiir die partiellen Ableitungen einer Funktion z(x,y) #V(T,P)das Rezi-
prozitatstheorem (2 x/® y)z( 2y/ ?z)‘x(@z/“a x)y =-1 (s. Lehrbiicher der
Mathematik).

11.5 CP fir ein Van-der-Waals-Gas *

Berechnen Sie die Warmekapzitadt bei konstantem Druck fiir ein Van-der-
Waals-Gas. Leiten Sie zuerst einen allgemeinen Ausdruck fir CP(U,T,V,P)
=(tBCy:§T)P her, indem Sie das totale Differenzial von U(T,V) in den
ersten Hauptsatz einfiligen. Dann entnehmen Sie Cv und die partiellen
Differenzialquotienten von U(T,V) der Beziehung (11.39) sowie die GroRe
(2v/ ETUP,= oy V dem Ergebnis der vorigen Aufgabe, ndmlich
RV, ~L) [

%?z'R?Vi<~2@{VA¥H$

Machen Sie eine Nadherung fir Vm:8>b und amG<VmTR. Berechnen Sie dann

C,-C CP und §*==CP/Cv (s.Gl. (11.43)) fiur das reale Gas.

P -V




- A11/2 -

Leiten Sie die Gleichung (11.39) anhand folgender Uberlegung her:

Ein Mol eines realen Gases befinde sich in einem sehr groRen Volumen
(V—=s00) bei T=0. Lassen Sie das Gas sich durch die anziehenden Mole-
kularkrafte auf Vm zusammenziehen. Dabei wird an einem Stempel, der das
Gas in V begrenzt, die Arbeit AW' geleistet (AW=-AW'<0). Dann er-
wdarmen Sie das Gas bei konstantem Volumen durch Kopplung an ein T-Re-
servoir auf die Temperatur T. Dabei wurd dem Gas die Warme ,4Q zugefihrt.
in Gl. (11.39). Skizzieren Sie

Berechnen Sie die Gleichung Pi(Ti) der Inversionskurve (11.58a) eines
Van-der-Waals-Gases, ausgehend von Gl. (11.51), und bestimmen Sie ihre

Nullstellen und ihr Maximum. Verwenden Sie den thermischen Ausdehnungs-

RTV> =2a(v.-3}"

-

a) Berechnen Sie den zweiten Virialkoeffizienten B(T) (Gl. (11.13))
fiir das Lennard-Jones-Potenzial % (r) (Gl. (11.9)). Um das Integral
in G1. (11.13) zu 10sen machen Sie folgende Vereinfachungen (vgl.
Abb. 11.5): | te| <<kT im Bereich r> ¢ und ir>>kT im Bereich r<d.
b) Setzen Sie Zaﬁienwerte fir Argon in das Ergebnis ein, die aus Abb.

11.8a entnommen werden konnen, und priifen Sie, ob das Ergebnis mit

11.6  Innere Energie des Van-der-Waals-Gases
Die Summe aus AW und ,3Q ergibt UH101
den Weg des Gases in einem U-V-Diagramm.
11.7 Inversionskurve *
koeffizienten aus Aufgabe 11.4:
. RV ~b)V
o6 e — ( )V
! ¥
11.8  Virialkoeffizient B(T)
der experimentellen Kurve lbereinstimmt.
11.9  Weiss'sche Molekularfeldtheorie *

Leiten Sie die Gleichungen (11.79) und (11.80) fiir die Curie-Temperatur
T~ und fir die Anfangssuszeptibilitdt oberhalb TC nach den im Text ent-
haltenen Angaben her.
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Losungen zu Kapitel 11

Debye-Temperatur .

A . K"/J
Die Gleichung (11.115) lautet (5 oo, ( 3N ) 3
R I ity )

Wir ersetzen N/V durch NA/Vh und das Molvolumen v, durch Ma/§’

Die Atommassen Ma von Cu, Ag und Au sind 63,5, 107,9 und 197,0 g/mol.
Das ergibt fir Vm mit den in der Aufgabe genannten Dichten in der
gleichen Reihenfolge V =(7,12, 10,29 und 10,20)-10™% n3/mol.

Damit werden die ''theoretischen'" Debye-Temperaturen

s Al o o - e oA . R
: b A3 VA33m s/ 5 b opedoTin sl 3 1
fiir Cu &= — 2 = 4ol
ur uu e | Ny A2 L. 1, EARYY yal lj
8% A0 Ak \ B Ty Aede ®in /t./m.a,/
fir Ay 0, o AT Whonls (37400 g™ el Vi 234
A E Y ~ / ; 3 C= AR
@\ ‘) 3 g’ ‘/Z ivﬁk -3 /il/\ ZT’:? £G q/% ) A‘r"i:x/;"i'if, v

Ol g1 [s [ 2bro2-igti/m ol )I//’g < D/9]

und fiir Au (= e e
J> /i,i‘)' ?',/zQ)NL‘gSl% L%'W; /ZD/ M.fléxéiwg/zmzéi

Die "experimentellen' Werte erhdlt man aus den Steigungen (&) der
Geraden in Abb. 11.51, die in Gl. (11.116) einzusetzen sind:

somsl dug TN [T )3 A L i = T
~y T Iy (CQD T = & é%bg - :
Hieraus folgt ; " et s \ 4
5 z(’zlfm )'/:; (ﬂ%wg )'.!s i
g Su *o

Die Steigungen & liest man aus Abb. 11.51 fiir Cu, Ag und Au in dieser
Reihenfolge ab: o =5,0-107, 1,7 10™* wnd 4,1-107* J/(mol k*). Einge-
setzt in die obige Gleichung ergeben sich dann die "experimentellen'
Debye-Temperaturen, fir Cu 339 K, fir Ag 225K und fir Au 168 K.

Diese Zahlen sind um 20 bis 30% kleiner als die oben errechneten ''the-
oretischen'. Eine Erklarung liegt wahrscheinlich in den Angaben fiir
die Schallgeschwindigkeiten. Die in der Aufgabe genannten Werte stam-
men aus Ultraschallmessungen an Einkristallen. Die CV-Messungen wur-
den dagegen an Vielkristallen durchgefiihrt. Doch gibt es auch noch an-
dere Grinde fir die Diskrepanz angesichts der vielen Niherungen, die
bei der Herleitung der Gleichungen (11.115) und (11.116) gemacht wur-
den (s. Text nach Tec k.11.7 sowie Abb. 11.49 und 11.50).
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Warmekapazitdt von Metallen bei tiefer Temperatur

Der Gitteranteil ist nach GL. (11.116)
- AL T 5 T 33
— VoL = —_‘i\——z }V‘T’{ ( S % ,
7ot S ~y s
der elektronische Anteil nach Gl. (11.117) und (11.118)

2'3’ -i—ﬁj ijr 142. —
- §2f'{_- < )i V e ] ,

i 2,

~V .
v, al

S~

N v
Gleichsetzen beider Ausdriicke liefert fiir T
APy % =,
2o SO N g, G
A27H N g2
Wir betrachten ein Mol Au mit je einem Leitungselektron pro Atom.

Dann wird N =N =NA=6,02-~'~1023/mol und

4920 51 mat 37
\YARY, S T 4009 et

W T a

2 c 4 3
> ’39,31 :lfcwﬂf

Damit ergibt sich
sa [T Ve \M3 S kG
\L 3 :',J:h.v ) AL

Die Elektronenmasse ist 9,11-10 ' kg. Setzt man alle Zahlen ein,

—_

so folgt

und %F=1,25K, Das stimmt mit der Abb. 11.51 anndhernd iiberein.

Kompressibilitat des Van-der-Waals-Gases

Die Gleichung (11.22b) lautet

D, RT %

B \/\’V‘J - 13 V":) o
Differenziert man nach Vm, so folgt daraus

? \ . .
=z~ ; N
()T (Vo =1 Vi

N T -
R B! '

und
r’\\f T RT “i\“”l
(f\ ﬁ/-’v = i \’/"‘-'V?J L\/m =~ Eﬁ.‘f‘“
Die Kompressibilitdt ist definiert (s. Gl. (1.21)): £=~%/(ﬁi\i j
und lautet daher hier J \ o
o[BI Ze 7T /)
T = L . 2 [y
ST L (vo-ye Voo L. .

=
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Am kritischen Punkt gilt nach Gl. (11.25) T = 8a/(27Rb) undV_ _=3b.

m,C
Setzt man das fiir T und Vm in die letzte Gleichung ein, so folgt
” ﬂrga?mkﬂﬁvﬁb B I [0
Tl (35 ~b)2 (34} 2 L e ‘

Das heift, i%:- divergiert bei Tc’

Um das Verhalten in der Nahe von TC zu erkennen, setzen wir in der

Gleichung (#) Vm,c=3b und a=27RbT /8 aus Gl. (11.25) ein:
Tz L AR 2R (’f‘l"’c)’]"g /3R
mr»—,]_ {Zsiswl;}?‘- - TR o l T

Dieser Ausdruck divergiert mit Anndherung an Tcllnearc

SN T~
- T = -3 i =~ 1 7
-

Warmeausdehnung des Van-der-Waals-Gases

Der thermische Ausdehnungskoeffizient ist definiert nach Gl. (1.20):
) '\\/
Ap > v(zfjw

Die GroBe (2 V/3 T)P ist bei Verwendung des Reziprozitdtstheorems

gleich
v\ (37 "5V§
s/ JV\ § bzw. Z et =
/{3 T ﬁzﬁT{ \' S T

Die partiellen Ableitungen von P berechnen wir aus Gl. (11.22b),

P= RT/(Vm -b) - a/VZ:

| I T 2 ‘ﬁ\/ ¢=ﬂ?

27 3y . R und P I RT - |

g — ) - YARSAE v.,.® \

DTV Vv’\ @w ' X (, T D TR
Damit folgt

v R e R )
N WQ/ 1} . C‘/*”‘k Ay RTVE <Yy, ~4)
Hier setzen wir V_ C-3b ein und ersetzen a durch 27RbT /8 (s.Gl.
(11.25a)):

L RO ) .23

%h’}”‘-’ M"sg\f’ ~ (20T, 28} (28)* T

Der Ausdehnungskoeffizient &y divergiert also am kritischen Punkt
linear fir T— T Dass 8{-»beim realen Gas groBer ist als beim idea-

len sieht man, wenn man die Gleichung (%) etwas umformt:
. A g> TV zf-u(‘/'m“ijj ey
O\kp = >0 L = | e -

ST \f‘-\ . (v, — ; Vw\ L i,ra v g/

Rv, 2.~k RVE(V.~1) = =
Mit der Naherung Vo >>b wird das zu Aoy = (T- Za/(RV )) und damit

groBer als P ideal = =1/T, weil beim realen Gas Arbelt gegen die

st

anziehenden Krafte (""a") geleistet werden muss.
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CP fir ein Van-der-Waals-Gas

Der erste Hauptsatz lautet é‘Q=dU+PdV. Fir dU(T,V) gilt
Cig Y A
o <(30), 47+ (33),
Q\,U(}V) 97\/&() ,av‘ru\/

und somit

5 = J ] i .y &
CJLCJ (/a Td )u’ T ?_ \\ ) V ,;
sowlie \4\@ ) ( 3 U\ﬁ . %1( Fr‘)U\% N Taﬁg Y,
dT VAN SNRYIT = gT
* ALY 2 ,
und ’:_,.b ;(/Dﬂ‘; - {?\\)’j r,i (.g‘-a:‘g ; T’HE (/\J¥\L.w (/\)
A B ( T) _ 5 4 j" L B \/T“ oL 77

Die drei hier vorkommenden Differenzialquotienten erhalten wir pro

Mol folgendermaf?)en:

“B / = C\;%M aus Gl. (11.39),

2) = . aus GL. (11.37) und
A
Y/ EAYE

VY ) RWATAVRESS
& : h - p = 'v’d ‘.
L)l J { ,'Q : = 2&(‘/ i'\j
Dies alles in die Gleichung (%) eingesetzt ergibt

ﬁwu.,{ fmal.,L,LU T)j V *3(\/14\ "*,}

(s. Ausgabe 11.4).

A
TRV L T RTVE 2a(Vasb)
Die eckige KLammer ist wegen Gl. (11.5b) gleich RT/(V_-b). Damit wird
-~ s L ’*mﬁ_ \/‘,,‘ (V.. “5‘ ;i"'i

L[V "‘E\BZ‘
RTV.,?

bt R m VA V,-b) =2 a(V=b]? -
Mit Vm >>b wird daraus

e C 7ﬁﬂmi~ R

/1 —_—
RT Vi

Entwicklung des Nenners fiir a << VmRT (aus Gl. (11.5) fiir PVm =4 RT))
liefert B

s L baw b 24
Lo O w R o)
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mol . N . mol B
Gy ist gemadB Gl. (11.39) gleich CV,ideal"(f/Z)R’ also
o Vg ol % ) o~ 2o
~n xZR#R?T%J
Fﬁr'§1=CP/CV erhalten wir dann
v frdr - La B . J
rred %'/i:}a“ n f’d\/‘uvs S‘Va-:.t, ‘% : T ‘//M C:I}AHL

(f+2)/f ist nach Gl. (1.53) gleich deeal’ und somit wird
2 a

Yrear = Viseal + v, Co
N~y

Wenn man noch T==PVm/R wie beim idealen Gas einfilihrt, so folgt

‘ . o L xR
y(” e U o }T; 1’{_ L;{! (A V’ R A ‘
vy

Das ist identisch mit Gl. (11.43). Dle Warmekapazitét bei konstantem
Druck und damit " ist beim realen Gas groBer als beim idealen, weil
Arbeit gegen die anziehenden Molekularkridfte ("a'') geleistet werden
muss. Der Gewinn infolge der abstoBenden Krafte (""b") ist viel kleiner,
und wir hatten ihn durch die Ndherung v >> b schon weggelassen. Wie
zu erwarten, ist C beim idealen und be1m realen Gas gleich, weil sich

bei konstantem Volumen die Krafte zwischen den Molekiilen nicht #ndern.

Inner Energie des Van-der-Waals-Gases

Skizze des Versuchs (Pk aus Gl. (11.8)):

T = D o o
N~ W — i —‘ l;— _~ —_
:fa ;ji; AEJ{;-’@( [f——<§-— biy ——> ‘E'
T = i:ﬁ v Vw‘ B -
AW = r'ﬁ,&v = j“; S = O (< D)
oD oc - \/W
» N= N::\ = - = -
——I—RL§ é\ B-;" Vo= Vv ’____
Tz T




- L 11/6 -

Die Addition von AQ und A W ergibt

P . - 2 P i
Uge, = AQ =&Y = 2 RT =7, das heift GL. (11.39).

Der Verlauf des Versuchs stellt sich folgendermalen dar:

O

a A
-

Vi

Inversionskurve

Die Gleichung (11.51) lautet uJT==V(@%1T—1)/CP. Auf der Inversions-
kurve ist uJT==O, also o, T=1. In diese Gleichung setzen wir die an-

gegebene Beziehung fﬁrsx? ein und erhalten

RT

f/€

RTMwMV¢an=2q/vme%thim;
Diese Gleichung losen wir nach T auf:

2]

5
. ("\/ \ 24 (\Av\“‘&.j < (h J8 y,,
my T T N ”
. E‘3\ b V'\\l iQ b \ji""
und hieraus

[

) A “’ - =§’ P
Volmil s e joan

Das Ergebnis setzen wir fir V_in die Van-der-Waals-Gleichung (11.22b)

ein: ™ - RTV a
N T‘) = - = — . E:’J?
K ———j‘ = ?_:7 : . - - . L M
A=\RLT: /(2 <) (7~ YRs7 [ r2a)')

Das formulieren wir um und erhalten schlieRlich eine ibersichtlichere
Gleichung der Inversionskurve:

. He \/RnT:  3RT &
L e 'c - = e
‘ l) B> 7 . VAN N >

&
Das entspricht der Gleichung (11.58a).
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Die Nullstellen erhalten wir durch Nullsetzen der rechten Seite:

T = =— I
L4 Ri ! i>” 9
Das Maximum ergibt sich aus DP (T. /?, ;=0:
zl‘v\f.ﬁ,}( - W '? i i Yy oy Lty ~ gjaz.
Virialkoeffizient

a) Den Ausdruck (11.13),
n . A rg 5 -~S?("E/(VMT-) g in
(7)< -2, Forlem D
°
zerlegen wir in zwei Teile fiir & S0-

R(T VLR 4 B ()] genis j und J

3

Fiir B1 machen wir die Ndherung (>>KkT bzw. e ¢/ (kT) <<1 und erhalten

73

&
-

B1 hangt also in dleser Naherung nicht von T ab. Fir B2 bzw.
5 <<kT wird e - /(kT);‘:; 1- ‘CP/(kT) und wir erhalten

20 ¢.
B e = P ng 1. / - Yo V) =
—r k}""’%-: 1748 4 ’i"' ‘J;,» - ’zf»‘("""‘ -
3
g
3 / &

< auf -  of=n 702 ¢ [ed* o w7
= - = ‘}‘i"{.;) " e o —/’/‘“ N i
wt -7 Yog.9) TR L W L9g? 343 -

Nun ersetzen wir r durch & (s. Legende zu Abb. 11.5), r —21/66_
1,129

N 3 ("M"z 55) A T
R, ( e — _ ) v
WK F

959 3437 w9
Damit wird
E 7 e o2 ge“
. &? 3‘55 3(’, '~-)
By o e | — e = Q‘ L/ e )

b) Aus Abb. 11.8a entnehmen wir fiir Argon r,=3 ,86%=3,86-10"9m und
=-0,0105eV=1,68 10721 J. Mit & =r /2 176 =0,89r, =3,44-10"'"n
wird
AN
R

‘\
[
L ~23 Vig 4 =
4 \.3 9/1],0V/,(_ Hj/’/ ZP’) L

RQ2a5 1) 2L, 03 ,.u‘/w,\ Bowegsea) (5
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Das stimmt groBenordnungsmdBig mit der Kurve in Abb. 11.8a und mit
den Messwerten iiberein. Der Nulldurchgang von B(T) wird erreicht fir
%2 /(KkT) =3/8 bzw.

2.4
— ¥s /J 5 A0 3 -
L - 325xK

3% RA3g.A2TES T W
was ebenfalls in Abb. 11.8a bestdtigt wird.

11.9 Weiss'sche Molekularfeldtheorie
Um die Gleichung (11.79) zu erhalten setzen wir die Anfangssteigung
(o' — 0) der Brillouin-Funktion (11.78) gleich der Steigung der Gera-
den (11.77). Die Anfangssteigung der Brillouin-Funktion,

(——————-——a“j () ) :(‘________@H(d{/{) Pl ergibt sich
oot Sl = © M:‘L ab{, '\‘}(’@D 13

aus der Reihenentwicklung von Q’EJ( o¢') flir cothx« 4/x +x/3 und Differen-
zieren derselben nach o Die Steigung von (11.77) ist
M) _ kT

My Dol AW

Gleichsetzen beider Steigungen liefert fiir TC

j%/}* E\—KT,;:

13 m W ng
Hier ersetzen wir noch p nach Gl. (11.64) durch MSV/N und erhalten

— Te W ML
C 17 % (V)

also die Gleichung (11.79).

Un (11.80) zu beweisen, suchen wir einen Ausdruck fiir M(s’) =f(T,TC,W).
Dazu berechnen wir zunichst M( ') aus der Reihenentwicklung von By (')
fiir kleine of/némlich Z‘?)J( @) =(J+1)%/(3J) (s.o0.). Dann setzen

wir fiir o« die Gl. (11.74), u(B, +WM)/(kT), ein:

M et ) - )
iy ks (Df *-\ﬁ“i(ei’ﬂ
M Ad
Hieraus erhalten wir
v ( ;‘ﬁ(ﬂ Nt AN TApa JSR A
LU/~ = ¢ - | = = Die
37 T ) 32 T L
Hier setzen wir wieder u=MSV/N aus Gl. (11.64) ein:
Twsi Mh\"{_e - j 2 A 'h./:!‘&z -
{ X(/ - —— ) = o R
ML 1D Ty T TN =
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Nun erkennen wir, wenn wir Gliick haben, in dem Faktor

b4 -, Ve
273 LA

den oben abgeleiteten Ausdruck fiir TC" Damit ergibt sich

A (-T2 ) 5 T b i) -

~ T
[] ey
W

-
Wi~ Te)
Un die Anfangssuszeptibilitdt of = (2M/7 W= u (2 M/2 B)g

A ;

o
Qe .

zu erhalten, differenzieren wir das nach Ba:
2 Vo

s / (- <

‘?{C‘,\ l R b
W i

[

<

Das ist die Gleichung (11.80).

0
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Aufgaben zu Kapitel 12

12.1  Warmekapazitdt bei konstantem Druck
Benutzen Sie die Definition der Enthalpie um CP als Funktion der

Entropie bei konstanter Teilchenzahl zu erhalten.

12.2  Chemisches Potenzial des Einstein-Kristalls

Berechnen Sie das chemische Potenzial eines idealen Einstein-Kristalls
und betrachten Sie die beiden Grenzfalle hoher und tiefer Temperatur

anhand eines Zahlenbeispiels.

12.3 Hohenabhangigkeit des chemischen Potenzials

a) Berechnen Sie das ''gravito-chemische' Potenzial eines einatomigen

idealen Gases in der niedrigen Erdatmosphire ( 3 =mgz fir ein

Molekiil). Gehen Sie von der Gleichung (5.9) aus=pOt
b) Aus der Raumfahrttechnik: Betrachten Sie zwei mit Helium gefillte
Behdlter von gleichem Volumen, gleicher Temperatur und gleichem
Druck in um z verschiedener Hohe. Wenn zwischen beiden eine Ver-
bindungsleitung geéffnet wird, wieviel Atome werden in welcher

Richtung wandern?

12.4  Thermodynamische Potenziale von Argongas
Berechnen Sie die GroRen U, S, H, F, G, TS und PV sowie die Massen-

energie und die Gravitations-Selbstenergie von einem Mol Argon bei
NPT-Bedingungen (ma==6,63~10_26kg).

12.5 Temperatur- und Druckabhingigkeit der freien Enthalpie
Zeichnen Sie qualitativ den Verlauf G(T)P N und G(P)T N fiir einen
reinen Stoff im festen, fliissigen und gasfOormigen Zustand.

12.6 Freie Enthalpie von Wasser

Un wieviel dndert sich G von fliissigem Wasser, wenn man es bei Normal-
druck von 20° auf 30 °C erwidrmt? Die Entropie betrdgt 70 J/(Kmol).
Welchen Druck muss man ausiiben um diese G-Anderung zu kompensieren?

12.7  Maxwell-Beziehungen bei T-= 0

Zeigen Sie mit Hilfe einer Maxwell-Beziehung und unter Verwendung
des erweiterten dritten Hauptsatzes aus Abschn. 5.8.2, dass der ther-

mische Ausdehnungskoeffizient fiir T—% 0 verschwindet.
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7ustandssumme und Entropie fiir ein ideales Gas

Zeigen Sie, dass die Entropiebeziehung (12.53) fiir ein kanonisches
System bei Verwendung der Zustandssumme (12.45) mit derjenigen (5.10)

fiir ein mikrokanonisches System iibereinstimmt.

Dabei wirkt auf eine Pfeffersche Zelle (Abb.12.13) ein hoherer Druck
als der osmotische nach Gl. (12.103). Dann stromt Losungsmittel aus
der Zelle heraus in die reine Fliissigkeit. Die gelosten Molekiile blei-
ben in der Zelle zuriick. Berechnen Sie, welche minimale Energie auf
diesem Wege zur Entsalzung von 1m3 Meerwasser bendtigt wird, das 3%

NaCl enthdlt und eine Temperatur von 15 °C besitzt.

Priifen Sie die Giite der Ndherung (12.100) (Taylor-Entwicklung) fir die
Fromulierung der Van't-Hoff-Gleichung (12.103). Schédtzen Sie das Ver-
hiltnis vom dritten zum zweiten Entwicklungsglied fiir eine 0,1%ige

wissrige Losung bei Raumtemperatur. Die Kompressibilitat von Wasser

Siedepunktserhohung beim Kochen

Um wieviel erhoht sich die Siedetemperatu T_ von 1 Liter Wasser beim
Kochen unter Normaldruck, wenn man einen Es;lbffel Kochsalz in das
Wasser gibt? Um wieviel kann man durch Hinzufiigen eines Essloffels
Zucker die Siedetemperatur noch weiter erhohen? Ist die Erhchung ;TS
auf einem 5000 Meter hohen Berg bei T=-10°C groBer oder kleiner?
Die Verdampfungswiarme von Wasser betrdgt 2260 kJ/kg; 1 Essloffel Salz
wiegt 30 g, ein Essloffel Zucker 60 g.

12.8

12.9  Umkehrosmose

12.10 Osmotischer Druck
betrigt 45:107°/bar.

12.11

12.12 Gibbs-Entropie

Eine schon von Boltzmann gefundene, aber erst von Gibbs niher begriin-
dete Entropiedefinition lautet S;=- k> 7(s) InP(s). Dabei ist P (s)
die normierte Wahrscheinlichkeit des Quantenzustands s. Zeigen Sie,
dass die Definition mit den bereits bekannten Ausdriicken fiir ein abge-
schlossenes (mikrokanonisches) System und fir ein solches im Wérmebad

(ein kanonisches) iibereinstimmt.
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Thermische Ausdehnung unter verschiedenen Bedingungen *

12.14

Leiten Sie Ausdriicke fiir die GroBe (3T/2 V) bei konstantem U und
bei konstantem S sowie fiir (3 T/ % P) bei konstantem H her. Benutzen
Sie das Reziprozitdtstheorem der Differenzialrechnung fiir x =f£(y,z):
(gx/=2 y)z( 2y/3 Z)X(E1 z/ Sx)y =-1 sowie das Kehrwerttheorem

(2x/9 y)Z =(3y/2 x);' (s. Lehrbiicher der Mathematik). Verwenden Sie
Maxwell-Beziehungen fiir U, F, H und G. Die gesuchten drei Differen-
zialquotienten beschreiben die drei Gaskﬁhlungsprdzesse (D), (11
und (III) aus Abschn. 11.1.3.

Zustandssummen

12.15

a) Berechnen Sie die Zustandssumme fiir ein Zwei-Niveau-System mit den
Energien - £ und + ¢ sowie fiir einen harmonischen Oszillator mit
den Energieniveaus Z£ =(s+ 1/2)hy,

b) Berechnen Sie aus der Zustandssumme fir das Zwei-Niveau-System
dessen thermodynamische GroBen U, CV’ F und S und vergleichen Sie
die Ergebnisse mit den entsprechenden Ausdriicken in den Kapiteln

3, 5und 6.
¢) Berechnen Sie entsprechend H und G fiir dasselbe System aus der

TP-Zustandssumme (Gl. (6.18)).

Tropfchenbildung *

12.16

Berechnen Sie die Abhéngigkeit der freien Enthalpie vom Radius eines
Wassertropfchens, das sich im Gleichgewicht mit seinem Dampf befindet.
Geben Sie eine Beziehung fiir den kritischen Radius r. der freien Kon-
densation an und berechnen Sie r.- Die Oberflachenspannung von Wasser
bei 20 °C betragt O,O73J/m2, die Differenz der chemischen Potenziale
von gasformigem und flissigem Wasser ist 8,58 kJ/mol. Schidtzen Sie ab,
wieviel Molekiile mindestens zusammentreffen miissen um den kritischen

Tropfenradius zu erreichen.

12.17

Chemisches Potenzial aus (2U/2 N)S v
Berechnen Sie das chemische Potenzial fiir ein einatomiges ideales Gas
direkt aus der Definition (12.69) fir N, =N.

Entropie- und freie Enthalpie-Funktion eines Systems

Ersetzt man in der Sackur-Tetrode-Gleichung (5.9) fiir ein einatomiges
ideales Gas V durch NkT/P, so erhdlt man eine Entropie-Beziehung der

Form
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(B ist eine Konstante). Die freie Enthalpie wird dann G(T,P) =

/
—kTNln(BTS'Z/P)° Berechnen Sie damit fiir konstantes N die Warmekapa-
zitat bei konstantem Druck, das Volumen aus der freien Enthalpie

sowie die innere Energie. Um was fiir ein System handelt es sich?

Magnetische Zustandssumme *

12.19

a) Leiten Sie aus der Gleichung (6.30), Z=2cosh(uB/kT), der Zustands-
summe Z1 fiir ein magnetisches Moment mit zwei Einstellmoglichkeiten
im Feld, eine Beziehung zwischen der Magnetisierung M eines makro-
skopischen Systems von N Spins und dessen Zustandssumme ZN her. Be-
rechnen Sie zunéchst (LﬁanN/B B)T,

b) Leiten Sie mit dem Ergebnis von a) eine Maxwell-Beziehung zwischen
(?;)M/'ZBT)B und (28/2 B)T her.

c) Wie groB ist demnach (?ﬁM/?'T)B fir T—=07

d) Verifizieren Sie das Ergebnis von c) mit Hilfe der Beziehung (3.15),

{0 0
\4 ‘/D? ‘m;‘\ g\j JL * N '/i‘; j'\y
ﬁ}.\uﬂ;n‘ﬂ ) = AN o b =

f‘ \/ N

Mittleres Schwankungsquadrat der Energie *

12.20

Zeigen Sie, dass das mittlere Schwankungsquadrat der inneren Energie
fiir ein System im Wirmebad proportional zur Warmekapazitat C und zum

Quadrat der Temperatur ist:

~ : . . s
A= {(U={UyD> = KT,

Verwenden Sie die Beziehung zwischen U und der Zustandssumme Z. Be-
rechnen Sie den Zahlenwert von \/aU> fir ein Mol eines einatcmigen

idealen Gases bel Raumtemperatur.

Gaszentrifuge

Formulieren Sie das ''rotations-chemische' Potenzial eines idealen
Gases in einer Zentrifuge. Leiten Sie einen Ausdruck fiir die Radial-
abhangigkeit der Teilchenkonzentration her. Berechnen Sie dann den
Anréicherungsfaktor als Funktion des Abstands von der Drehachse fir
das Gasgemisch 0-16/0-18.
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Berechnen Sie die Maxwell-Beziehungen fiir das groBe Potenzial
(GL. (12.59)) J(T,V, £)=U-TS- % N.

Kann man den Siedepunkt TS von Wasser auf dem Mount Everest (h=

8848 m) durch Zugabe von Kochsalz (NaCl) auf 100 °C bringen? Berech-
nen Sie die Anderung ‘ﬁTges des Siedepunkts aufgrund der Druckabnahme
mit der Hohe und infolge einer Salzzugabe. Bei welcher Salzkonzentra-
tion wirde auf dem Mount Everest Ts =100 °C erreicht werden? Die Sie=
deenthalpie von Wasser betrdgt 40,7 kJ/mol (s. Tab. 9.3).

12.21  Maxwell-Beziehungen
12.22  Siedepunktserhohung *
12.23  Ideales Spinsystem

Berechnen Sie die Warmekapazitédt bei konstantem Feld und die magneti-
sche Suszeptibilitdt = PM/2H= uO'B M/ 2B (s.GLl. (11.68)) fiir ein
ideales System aus N Spins vom magnetischen Moment p. Verwenden Sie
die freie Energie (dF=-SdT-VMdB) und betrachten Sie die Grenzfédlle

hoher und tiefer Temperatur.
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Losungen zu Kapitel 12

12.1  Wirmekapazitdt bei konstantem Druck
Analog zu GL. (2.35), Cy = \W,Q/TBT)V C\\U/flT)v
erhidlt man die Warmekapazitéat CP bei konstantem Druck aus der Enthalpie
H(S,P,N) (Gl. (12.8)). Nach GL. (12.9) gilt bei konstanter Teilchenzahl

dH=TdSa VD= &Q+ VAT

Bei konstantem Druck bleibt von dH nur die "Warmetonung' iibrig: dH=
do=7ds. Mit Gl. (1.5), C=4dQ/dT erhdlt man dann

A e [ E(‘*‘am - TS )
e T ' N N \
T\t VP Q’:}‘u’;w ATy

12.2  Chemisches Potenzial des Einstein-Kristalls

Wir gehen von der Gleichung (3.19) aus:
g, vy (H22T (AE TR
st o “ 4 Ci‘ ) }E\f /g .
Dabei ist q=U/(hy") die Zahl der Energiequanten und N die Teilchen-

zahl. Dann berechnen wir die Entropiﬂ'
S -T2, 0 z,,,(/ 1 “/M"‘*‘ .,_L.

Dies differenzieren wir nach N:

s I A 3 T I —4
; ~Ulg ———— = =2} ,®=,\.a}i; ) - }]'ﬁ
\ ”’c‘w"‘)‘% K Ar3din g e VIS ISV

-1 ay 9 IN ‘ F A
;’31/\' 3 —— )7; (/j" L VORI ARG, b, B~ Y
ﬁ,,, Cgsf '\) 4’ Y \ilﬂ 3‘\? C\ \{—‘:-,\%TJ;«J 3 ‘]{&A ( &%35\! )’A

Das chemische Potenzial ist nach Gl. (12. 72) - T( BS/TQN)q, also

¢
Bei hoher Temperatur ist die Anzahl q der Energiequanten groB, bei
niedriger klein. Wir betrachten daher die beiden Grenzfdlle q> 3N
und q << 3N (q ist bei Raumtemperatur von der GréBenordnung 10N, s.
Abschn. 3.2.1).

Fiir q>> 3N wird der Logarithmus in () anndhernd gleich In(q/3N),
ist also groBer als 1. Die Entropie steigt dann beim Hinzufiigen eines
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Teilchens um ein Mehrfaches von k. Fiir q << 3N wird der Logarithmus
in (4%) ndherungsweise gleich q/3N, ist also klein gegen 1. Die En-
tropie steigt beim Hinzufiigen eines Teilchens dann nur um einen klei-

nen Bruchteil von k.

Wir erldutern dies an einem Zahlenbeispiel: Wir betrachten ein Mol,

2
also 3N=3N,=1,81- -10%% und q=10%® (>>3N). Die diesen Zahlen ent-

sprechende Temperatur ergibt sich aus Gl. (3.22) fiir q>> 3N ndherungs-

weise mit U=qhv .

e Uﬂ Ay
3% Ny
Das wird mit hy-x107“%(s. Abschn. 3.2.1)
—_— /9% Ja2n |
F ' y N Lkﬁ/\&:/icr‘fﬁ/(u

T3 438052 3 ik Loa A6
Das chemische Potenzial ist dann

g:g VA 3 A8 2 - ’fOU‘““

\ = <3 ABRANSTIT ] ey W Ay . éoz»f\%“héé __,,Hms v,
das heift |§ | >KT 5,53-10 195, 3 .

Fiir q << 3N setzen wir wieder 3N, =1,81-107", aber jetzt q=10"".

Die Temperatur ergibt sich &hnlich wie oben ndherungsweise zu

- O ALY

LE / J
in Zahlen ,
/’B -3 _A /7‘ 5/4 ~/I'O:LLP '
T A = A9k,
438457 )i S22
Daraus folgt
,.,},;,,,-7 fo’ ; > Can T
i oV ARE A oK L on “’3) 1Y 9737 == 4990 TeV.
\.*a =t

das heiBt | 5; | <<kT 1,92:10 215

Hohenabhanglgkelt des chemischen Potenzials

a) Die Gleichung (5.9), formuliert fir S=kInfl lautet

S=N[ (s YY) e vie ]

Hier ist U die kinetische Energie des Gases. Im Schwerefeld erset-

zen wir sie durch die Gesamtenergie minus der potenziellen:

[ =1{ - = S g 2o
U[(rf > (.Jf\U \J ,f\, Nw’!‘]?}g_ .

o
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Das ergibt

oty Sz Y2 g Y TNy 3 ET T

'S”T/*NLEL = Kn S5 RS -——-—-—\7—“—-—~. 34 T B
Dies miissen wir, analog zu Gl. (12.74) bei konstantem Uges" z und V

pach N differenzieren:
i N F.n—..,

< s U,r‘ - "’;J,.M g% 25 T .
28 \ VE: [m~ ) “/\P%%f:‘f&ﬂ She L 7 o o

()‘*//lJﬁ Y] - \/ = < Bt

e _
TN T3 W -

‘J\ “F‘“)(-
N N 2 ,
J 2 U‘h%'am!\i:‘: ad
Nun setzen wir wieder Uges - Nmgz =U, ; = 3NkT/2:
‘ - I i o .,
2= s Yp ¥ LB,y 3NKT 2y L’"" ,r:M"i“s?-G]m
3?"'—"40,, \ L2 2 " 2, Ty T 2 oawnTj2 J =~
37

3

= K[ AL T 30k L ”V; LEm _ h52 7
- Bl
SchlieBlich erhalten wir das ''gravito-chemische' Potenzial pro
Teilchen
2~YT '9' Vel T . <. + 3
g =), e L)l e
b) Die Differenz ‘5 (z) - e(O) der chemischen Potenziale beider Be-
hdlter, jeder mlt der Tellchenzahl N, ist N§ =Nmgz (>0). Daher
werden Teilchen vom hoheren Behdlter in den tlefernn stromen bis
Gleichgewicht herrscht, das heiBt bis ‘Z:(z) = f(O) ist. Dann gilt
;fg/\“i’,gv., L’ I\f\Z‘) ( i )/ ( ZZ";“ ‘}J/‘iv wqE = - T ,&NT M(U) ( )JL( Ly ': o }J/L]
Daraus folgt fir glelches T und V beider Behdlter
KT A N(2) Fwaz = KT B N(e)
bzw. N (?_-} = Ma) e f;'é;/["/“);
die barometrische Hohenformel (vgl. (6.28)). Die Zahl AN der vom
Behidlter in gz 1in denjenigen bei # =0 gewanderten Teilchen
erhdalt man aus

w{ol g N(g:> = ?\((0) (,’;4_ 2/(‘(/1 )\ LN

&
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und aus

AN 2 N{9) = N (3] = N (o) (4= 3 F/5T)

Damit folgt . - 4,3%/( MT)
Ho~ 2
AweNle)-N(g) = 2N

<

Ak o~ axi(n)

Die GroBe mgz/(kT) ist fiir Helium bei Raumtemperatur 1,62- 10_5?1 )

Daher kann man fiir 2 < 1km die e-Funktion entwickeln:

wy [ (1T L N2
- n,\,,x;ﬂ__ /(A T) b T

AN=2 W

Fir 2 =10m erhdlt man zum Beispiel AN/N=1,62 107% sowie

eine entsprechende Druckdifferenz.

Thermodynamische Potenziale von Argongas

Die innere Energie (Gl. (2.34b)) ist fiir ein Mol

J= ;9 RT =4F %{E? T/ 213K = ‘5,, A KT

Die Entropie berechnen wir mit der Sackur-Tetrode-Gleichung (5.10)

fiir ein Mol:

= N, T T
B X » D T N — 2 [T
gzzp\(%‘n,\,‘,\g@ ,1,?‘? 1 ‘%3,&\_____‘__-‘_
- v, ° 2 I J
) h

S= &MYk (1-‘5‘0 ~SE LT B £ L6 0) v AS2 T K
Die Enthalpie ist nach Gl. (12.8)

; e T ) 2 = ey
H = UrPY < %“‘M Ao T4 A edoa 5 Pe, 2 2l ‘3/&.? Vj .

Die freie Energie ist nach Gl. (12.6)

FeU-TS 23w 4] 28k an Tk s~ 3% 4 W

Die freie Enthalpie ist nach Gl. (12.10)

Cs H-T¢= Sjaf%e/m-“j =20 T = =385 & W

Die GroBe TS betrdagt 41,5kJ und PV ist 2,26 kJ.

Die Massenenergie ist

3 Y

7= - . ’1 y >3 =~y 5 UL . 2 ~ B i
Bz Moma ¢ 72 €0300s - b 6148 U9 g s} = 359 40T,

Warum F und G negativ sind, hatten wir im Zusammenhang mit Abb. 1Z.1

besprochen (s. a. Gl. (12.89)). Die Gesamtenergie von Materie wird
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bei Beriicksichtigung von Em natiirlich immer positiv.
Die Gravitations-Selbstenergie ist bei Koérpern mit weniger als ca.
109 Tonnen Masse vernachldssigbar klein. Sie berechnet sich nach Gl.

. ) 1
(8.28) fiir ein kugelformiges Gasvolumen mit R==(3V/47T)'/3 zZu
= 3 G m? 3 Clmq)*
e I K - N ——
R s R sy fur)id )
in Zahlen: ‘ ) . -
B it ] Gt A Bl LIPS
E .- - - T2 = 24 3 :
3¢ (z‘gz%/whﬁi(gw))”i /

fiir ein Mol Argongas. Das sind 28 GréBenordnungen weniger als die

Massenenergie!

12.5 Temperatur- und Druckabhdngigkeit der freien Enthalpie
Nach Gl. (12.11) ist

FBQ> = - (7] d (26 = \/C?)

Die Steigung von G(T) ist also immer negativ, die von G(P) immer
positiv. Den Temperaturverlauf von S(T) entnimmt man der Abb. 5.3d,
denjenigen von V(P) der Abb. 9.4. Diese denke man sich ergédnzt, indem
man das Zweiphasengebiet @ + @ nach groBen P und T hin analeg zu
demjenigen von @ + @ erweitert. Aus den Verlaufen von S(T) und V(P)
ergeben sich die gesuchten Abhidngigkeiten der freien Enthalpie. An den
Umwandlungspunkten hat G jeweils Knicke, weil S und V dort unstetig
sind (s. Abb. 9.13a).
<

=

N

N
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12.6  Freie Enthalpie von Wasser
Nach Gl. (12.11) ist ( 3G/€ T)P N= S. Also ist AG=-SAT=
-70J/(Kmol)« 10 K =~ 700 J/mol flir Wasser. Um G wieder auf den alten

Wert zu bringen, muss man einen Druck anwenden, der dem Wasser 700
J/mol Energie zufiihrt. Nach GlL. (12.11) gilt (3G/ 3P)T,N=V, und da-
raus folgt A P= AG/V. Das Molvolumen von Wasser bei den betrachteten
Temperaturen ist:ca.18,0rcm3= Daher wird

“/igpﬁﬁj“i 31 sl
Man betrachte diese Anderungen anhand der Kurven der vorigen Aufgabe.

g‘_‘: ) - o - > f
= AN AT Pe T NEY S ae

i

12.7  Maxwell-Beziehungen bei T—=0
Nach Gl. (1.20) ist ’C{P=(§3V/‘2¢ T)P/V° Das Rezept (12.24) fir Maxwell-
Beziehungen liefert aus der Gleichung (12.11) fiir die freie Enthalpie
e 26 2\ Y
A . das heige (v ) . /25
AT DT DPRT \ T /o CRwVA

s
Der erweiterte dritte Hauptsatz sagt, dass die Entropiedifferenz zwi-

schen zwei Zustanden mit verschiedenem duBeren Parameter fir T— 0

verschwindet. Die Druckabhingigkeit von S erhdlt man zum Beispiel fur
ein ideales Gas aus Gl. (5.10), indem man dort V durch NkT/P ersetzt.
Das liefert S ~ - 1nP+const. Fiir den Parameter P sieht das Bild fol-

gendermalBen aus:

$A

et > ]

D
Danach verschwindet (3% S/ 732 P)T und damit auch (2V/ @& T)P sowie
in fir T—0.

12.8  Zustandssumme und Entropie fiir ein ideales Gas

Gleichung (12.53)lautet fiir ein System im Wdrmebad

i -~ E
/ . .- - ~
S » = '1*/'« /IC‘/» 7
LN
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Hier setzen wir fiir ein ideales Gas U= 3NkT/2 und ZSd(N) aus (12.45) ein:

. Ny L?m“?’/(‘?‘\.:s’jz‘;s\/

7 \j = > o e — i

2, )= <[ ¥ (AERETY
Es ist

AT \'s
AE (0= Nee #3 g 200l g NE

9.4 2 L“L [\/

und

S=2UN N+ § iy ZEET L el BV = RN n N

Ausklammern von kN liefert

N PR (N2 3 X ZT vin ’T‘/ 3 —
< VA 5 [ . - i T { i
‘> 1 l/\‘ N ( E;. Ay V xe../ l /E/v\ _;—1_:—-— + 3 /‘?AA A ) .

Wy

Das ist identisch mit Gl. (5.10). Man beachte, dass die Beziehung
(12.53) nicht nur fiir ein ideales Gas gilt, sondern allgemein fir jeden
Stoff. Bei anderen Systemen erhdlt man dasselbe Ergebnis: Die Entropie
ist eine ZustandsgroBe, und man kann sie entweder kanonisch oder mikro-

kanonisch usw. berechnen.

12.9  Umkehrosmose
Nach Gl. (12.103) ist der osmotische Druck
i \/ \/

1 Liter Meerwasser enthdlt ca. 30 g dissoziiertes NaCl. Dessen mittle-

res Atomgewicht betrégt ' ‘
P iv\;\{ T‘%CL _ (2‘3/‘3’ "TBS\({ S:')glh\t,(, )

P - C\"‘ri .,2'\ - -
Moy, s L P B }jfzwé f}[""'\ﬁi,

Die Molzahl ng in 1 m3 ist dann L.
n. = 10 G!ICL@}U{‘E’&{M‘
% l%,la"gim el
Der osmotische Druck betragt also

’”’/70?,&» 'lﬂ.q 6&\‘

= AV L 6 L322 (adt) 255 WK . b C
- ol ¥ 32 YU Al POV L g e 05T, = 2L Lac

' N
Das ist der minimale Druck fiir die Umkehrosmose. Die minimale Energie,
die zum Durchpressen von 1m3 Meerwasser durch die Membran der Pfeffer-

schen Zelle gebraucht wird, ist dann

AN, . =TIAV2 24 Apt - A <2 4l 0" ] < D682 %,
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Osmotischér Druck

Die erweiterte Gleichung (12.100) lautet

§ (PeT7) = $.(p7) + (2L 3§ C:L)

@ﬂ

Das zwelte Glied ist nach (12.101)
N’ >
(Qi N (%)
- N
LW\

(Ng Anzahl der geldsten Molekile, Nlm Anzahl der Losungsmittelmole-
kiile im Volumen V). Das dritte Glied erhalten wir durch Verwendung der
Glaichung (12.90), G, = E@(P,T)Nlm . .,
T [ 3ey . T*38 Ce (P]
X ??l) ) T '
Mit dG=VdP-SdT wird daraus
™8 [ ovem
7 e W Ng, T

und mit der Kompressibilitdt i =-( 2V/9P) /V
T ) L)

- N v K .
o 2 ‘ NM ; (}é%ﬁ)

Nun konnen wir Zahlen einsetzen und das zweite (39 mit dem dritten

(43 Glied der Entwicklung vergleichen:

Ne o

2. Glied: i =, - ) ‘:SM"r L 31,‘/’}‘3‘2;’:/10 o I)l ‘BBK g ) L G%:;f{j’“‘}%j

d T i\i’,@w‘ ’/

7 e A9 s

j 4 —_— . r Sl N e ‘ -
. Glied; THy L ToV  fisders) %"}'B e 2 a2y 4078
° == ; -~ = p VY] J

2, \F()‘T’- i 2 ‘\(l‘iw\ 2 3, 33 A a3

Hier haben wir fir V/N1m die reziproke Teilchendichte von Wasser ein-
gesetzt, nidmlich (mm Molekiilgewicht)

N X AN f
. 190 i & A L . [N
Y M L f A 8 o= s P Q &)r./‘;‘s i":’;""_ .

3 28 3
= ;" ‘_J";:" /f/@ /‘W
rs

p\l}; %; Ay M:’/S fond 14 AV

und fur Tr den aus Gl. (12.103) berechneten Wert fur eine

0,1%ige Losung, ndmlich 3,33« 10‘5/m3;
N ey ng’B .‘"L_';@Dﬂ_-:;vA ~
TTF-: \i’é‘!'/:, - 3 1% :40 »:;ig-/]'Q ikt 'éw;/'i!_gg,/wa?c
A\ A on=

Das dritte Glied ist also rund 33 000mal kleiner als das zweite
und kann in der Entwicklung (12.100) unter normalen Bedingungen ver-

nachlassigt werden.
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Siedepunktserhthung beim Kochen

Wir verwenden die Gleichung (12.111) fiir die Siedepunktserhohung

mit N =n Nj: Y . .
g g f\‘i“" n IV E) e < Vig lep

gl = S =

s At AT

Die Molzahl ng der gelosten Mole berechnen wir aus dem Molekularge-
wicht. Ein Mol NaCl-Ionen wiegt 29,25g (mittleres Atomgewicht W=
(M +MP1)/2’ s. Aufg. 12.9).Ein Mol Zucker (C6 1206) wiegt 180g

Damlt wird »
Lg.

=4 03msl und n, (¢H,0)= = 0,33mol.

29,285 /m A ‘ /88 g sl

Somit erhalten wir fiir die Siedepunktserhohung von 1kg Wasser unter

3(i«f AOE

Notmaldruck

L. 3'317/(/\,m,£,) A 0T el CN%K

fr
a1 (N, CL 0 <3
,\( 7 A Z?l:. /70L (Y0 &j

ST (CH b)) = Fyed (Kml, b Mmal- (313K) "

1
Z,26-40% ]

Auf einem 5000m hohen Berg ist der Luftdruck nach Gl. (6.28)

~ s B O g b ST
P(n)  ~mgalin) " S A K- 9, 8 A STRS w S o

Py T 26 A 65 Tl - 203 N a
mit mLuft=4,78a=1O kg (s. Aufg. 1.10). Damit wird
AP < P(W)=T(0) = Ple)(9,52-4) = ~ 6,108 P(0) = ~ 0 b,

Die entsprechende Siedepunktserniedrigung istnach Gl. (9.16) gleich
. A®  Nu®TT

— ,
Al = P Ats
Einsetzen der Zahlen liefert fiir 1 Liter mit N= (18“1,67‘310—27)—1 =
3,33-10% e (373
3,330 A0 D 323K)” L
AT . 3 U o = A0
Aa,fﬂ(yﬁu TR IBIQV\“Q

Eine solche Erniedrigung der Siedetemperatur durch Abnahme des Luft-
drucks ergibt auch eine kleinere Siedepunktserhohung (d T ~ T )

Das heiBt, auf dem Berg ist CT um etwa 7% kleiner als auf Meeres—
hohe.
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12.12  Gibbs-Entropie

Fiir ein abgeschlossenes System sind nach der Grundannahme (s. Abschn.
2.2) alle .f% erreichbaren Zustande gleichwahrscheinlich: ? = / /ﬁ

Die Gibbs-Entropie wird demnach

. 0.

= A - 20 5
g,»isj/L E 'C" =N _‘D; ‘sﬂ T/L\,D S

= cad £ma

also gleich Boltzmanns Entropie-Beziehung.

Fiir ein kanonisches System (im Warmebad) gilt nach Gl. (6.16)
- EGY ()

e

PR —
T o= 3
und '
F’(s}
I r§> - .
Ao Bo=m — 2 2
Da nach GlL. (12.54) die freie Energie F=-kT InZ ist, kann man dafir
schreiben: — -
T _ .:{’,j) . =
An Ts = ﬁ' w1 kT

Setzt man P(s) und 1nP(s) in Sg ein, so folgt

”r(a)/('ﬁ,/
— R N /

-k - BE(s)+F) =
¢ ZSJ Z KT ( (s) + F)

_ 7 Z o e."‘f(s)/(!ﬁ'} ~ E _ ?~E(3]/[‘M'T)

Hier erkennen wir in der ersten Summe den Mittelwert <E> von Es;
die zweite Summe ist > P(s) =1, also
{E> =

e

-

T T
Daraus folgt F=<E>-TS, die Definition der freien Energie.

SG:

12,13 Thermische Ausdehnung unter verschiedneen Bedingungen
Das Reziprozitdtstheorem lautet mit der Identitdt ( &x)/2 y)z =

1/(dy/2%) :
/(dy/9Ix), Q”)y\ _(?)y)(?)%)
k/z}’ D e\ Dy

Wir berechnen zunachst (7?2 V/E)T)U aus T(U,V) und setzen dabei x=V,

9T (9T (’bu\ o)
avly \ou )y Lav/e

y=T und z=U
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Aus dem ersten Hauptsatz, dU= "din -Pdv=TdS-PdV, entnehmen wir

mit dem Kehrwerttheorem » »
[T\ (BU\ //BQ\ g
o), ™ Yoty "N aTY

_Di’_s 1‘%‘(:”\, _P
DV J ' ﬁb'\f/"r )

Die GroBe (2 S/% V)T ist nach Gl. (12.28) gleich (% P/3 T)v. Alles
eingesetzt in (1) liefert
D
= v"
>\i j )

( T } A L“ AR
- = - — T \—==
AV Ay Cv 2T

Das ist die Temperaturdnderung beim Joule-Prozess (1.
Ganz analog berechnen wir (27T/2 V)S aus T(S,V) mit x=V, y=T und

z=S: - A e
. ,,()_ /3‘ N ) .
my L [ATas) g
\ VY s T

R EPAYEY:

Dann benutzen wir wieder Gl. (12.28) wie oben sowie den ersten Haupt-

satz in der Form

I L%, . ? RV
QS = ’-——-4\—“:"&\/“

Daraus folgt

('BS 4 ( ?b\g Cv /E)T‘\ _ L

P e B Und ~ 7=

T v T kX j\r l DS /’v C.

Alles eingesetzt in (2) ergibt
[T\ _ _ T (B"P)
\ nA' }< . C\/ v

Das ist die Temperaturdnderung bei adiabatischer Ausdehnung mit

Arbeitsleistung, Prozess(II).
SchlieBlich haben wir fir den isenthalpen Prozess (9T/2 P)H aus
T(P,H) mit x=P, y=T und z=H:

<”3'T>__ /‘DT\‘& (2)'-:\ ﬁ 5
Py Qr/p\ 2P AT

Aus dH=dQ+VdP erhalten wir (JH/3 T)p= (3 Q/ 3 T)p=Cp baw.
(?T/% H)P= 1/CP. Aus dH=TdS+VdP folgt

AHY =[N s oV
<. L s '\(’ - > +Y  und aus GL. (12.30) (—)’ = —(»’\..‘ \}
T [}

o7 S
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Alles eingesetzt in (3) ergibt

(L W U A VY

\o7 >H' Cr L VAT L
Das ist die Temperaturinderung beim Joule-Themson-Prozess (III)
(s.GL. (11.51)).

12.14 Zustandssummen
a) Die kanonische Zustandssumme i oy
§ ——— R L
(s.Gl. (6.16)) fir das Zwei- - - -
Niveau-System mit 1/kT =8 SL T =4
lautet
% . ‘>‘=' zﬂf}i“‘ - eis ::r e“—"i’):‘_ 7 L(%fﬂ .
A
Das ist dquivalent zu Gl. (6.30).
Fir den harmonischen Oszillator ‘ ,‘\ o

setzen wir &; = (s; + 1/2)hy (s. GL. S u

(3.17)). Das ergibt

[EN———— N '

x feio)
w7 A Bhv/s = ~Phvie
L el ""P“’/Z) @f‘ :
Z=242" J=e -~ “
5iza 5290

ol
Die Summe g Exn' ist gleich ®/(1-x) (s. Lehrbilicher der Mathema-

tik), also ist Q,_g.;nw-lg

% -
S - IA ! “

b) Nach Gl. (12.49) gilt< &>=-"0lnZ/ ¥B. Es ist InZ=1n2+lncosh(B£),
%,&% e Siq h (@q-)

=1 I'p
— e L= , = £ snah (fe).
AR < Caoan (Ps) rosh (BE)

und < & >=- £ tanh(B &). Das ist identisch mit Gl. (3.11) und
(6.33) fir <U>=N< £ >, Mit

- AUY wv (‘Z‘ﬁ\
VoA 5\[ D'g v LT I

erhdlt man

A

Ve A e\
Cy _’\AN(DQ

Conn>(ps) /

was mit Gl. (3.12) lbereinstimmt. Die freie Energie F pro Teilchen
ist nach Gl. (12.54)

= -WTAL __,,_ﬁ,,)&m?iiz;m&(?aﬂa

- }
(3 -

-~
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Die Entropie pro Teilchen ist nach Gl. (12.6) S =(U-F)/T und

mit den obigen Ausdriicken fir U und F

§a = Etoah (pe) % 2 [2an (pO])

was mit GL. (5.26) Ubereinstimmt.
c) Um H und G pro Teilchen zu erhalten, brauchen wir die TP-Zustands-

summe (6.18):
;ﬁ"r‘?} _ 5 ~p leaPy)

-~
ZA A
~

mit dem Teilchenvolumen v. Dann wird an(TP) =1n2 + 1In cosh(B( +Pv))

= 2 e e 3 f (s V?{)?

und

feepy
{b.&q‘?ij?)‘? . - v .
N P L !—z‘”\q (_i? }

( 3}% /\/ (é+tv} ~ i.,!:} Ty l
sowle o . .
/P,L%W?Wi ‘3? o h H’_!“k(z-%?v“)j ‘
NESTERY A

Damit erhalten wir H=U+PV (Gl. (12.8)) mit U ausGL. (12.49),
aber mit ( £+Pv) anstatt & (vgl. (12.56)):
\4

) R v DAGRAY
= =8P\ nt s P] + v RT PPl Lp6+T9] =
== dha, LR,

Analog erhalten wir G=F+PV (Gl. (12.57)):

}{!

7

1_;_/1 C 5 . TR A "_ . Cnd. A
S o= T L EZ.z-m I lJS(‘i-;_l'v)l%r?v'%‘wa LF)(@. -i-?“fﬂ=
12.15 Tropfchenbildung Lo

Wir betrachten ein Fliissigkeitsvolumen
unterhalb seineskritischen Punkts, das
von seiner gasformigen Phase umgeben
ist. Die Anderung der freien Enthalpie
eines solchen Tropfchens ist nach Gl.
(12.12) und (9.23)

dma §oanN 21 anN =y dA
WG = §fk’,£\ Z BEJ g pif AL
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Dabei sind §€ und 5:; die chemischen Potenziale von Fliissigkeit und
Gas. Die Molekiilzahlanderung bei der Kondensation oder der Verdampfung
ist dN » bzw. ng; y~ ist die Oberflichenspannung und dA die Anderung
der Oberfliche. Die Molekiilzahlerhaltung verlangt ng= - dN’,Zo Die flis-
sige Phase ist unterhalb T stabiler als die gasformige, daher gilt

Aj;é 5”@ ) .§,€>Q" Aus A= 4w’ folgt dA=8+rdr. Damit wird
d G gcﬁﬁ\fﬁ/ + & @\-’ ad ( )é-)

Nun ersetzen wir ng durch die Radiusénderung dr: Eine Flussigkeits-
schale der Dicke dr hat das Volumen.dvsch=4‘-f' rzdr und die Masse dMsch=
mdN2 (m Molekiilmasse). Daraus folgt

:}KMSL’ 5% ‘:/’K!\/‘{

7 I
und | |
{ NG = CU\[Q = - Wyrg %;'Q AR AL
Dies eingesetzt in (%) ergibt .
; x th “ Fe s
d G = 5?,,-7{.:- de - 1 e,
. VV\

Das wird integriert und liefert
Gl)= L)+ e

Diese Funktion hat ein Maximum beim kritischen Radius

7 532/@

3

Ve o= —_——
R
was man durch Differenzieren aus dG/dr =0 und (d G/dr ) <0
erkennt. In der Abbildung ist B A e
g - 8(r) - G(O) aufgetragen. j
G(r ) - G(0)
Der kritische Radius ergibt sich
mit den Werten fir 3~ und Ag zu ¢
r =3,07-10""n

Das Volumen eines solchen Tropf-

chens betrdgt V = A ri/B =

1,21 10728 13, Das Volumen eines l

Wassermolekiils ist

o A
v'wq Ag"/zo i'w?)/‘c"‘ a,i, - -2
= z N ;S[ QB3 fo 7w

mMelei NA— /ioz_ Ag™> /v‘\w\,

>
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In einem Tropfchen mit kritischem Radius sind daher im Mittel

B “:”E
Ve /’,lﬂ'/lO §pd L;, o
& Axéhﬁif ‘S’ QS:,’;{O""lQ ,‘qu! } -

Molekiile beielnander

12.16 Chemisches Potenzial aus (2 U/2 N)S N,
Wir gehen von der Sackur-Tetrode-Gleichung (5.9) aus:

S = %N L %—;(/l" J&A%\ + f&,, 2 & ),2;% Lf'TF'Wy 1

3
o v _ - e X
und setzen .die konstanten Glieder 5T %@“ 2 = A
2 34

Dann differenzieren wir die ganze Gleichung bei konstantem S und V

nach N-

- I ¥ R B . i A= :
QW= J A NFEVFILUSA T+ =3 & |

fo b 2

e

Nun bringen wir ( 2U/2 N)S y auf die linke Seite:
20 Z U ‘

=

QAM\'J\M\/“T’ }Z\J'rf - %

Tr ol w

=

G2V ynlt
Jetzt setzen wir A wieder ein, schreiben U=3NkT/2 und fassen die

) c/p

Logarithmen zusammen:

/{bd F' - r ""’ ‘\3/2- /’/2/ g§ ETEN i LP [T ‘k / ]
i \., ] _—T ‘ N
\:‘)w/s\/ o | \/L SR Q,J

Dann erhalten wir nach kleinen Umstellungen den Ausdruck (12.77)
fiir das chemische Potenzial des idealen Gases:

(29 2§ amrer (el b (222
,\’?D!\( J%\{' -2 ! ’“"

12.17 Entropie- und freie Enthalpie-Funktion
Die Warmekapazitat Cp ist nach Gl. (1.5) und (5.1) fiir Gleichgewichts-

zustande . (8 Q\ T( s .
T ,/

{ =
e

¥
1

"‘a

Mit der angegebenen Funktion S(T,P,N) wird (s.Gl. (1.32))

28y L Toa =
T / Vo= TN T ==tk i
= 7 2

AT e
o

(s. GL. (1.32)).
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Das Velumen V erhélt man wegen Gl. (12.11), dG=-SdT+VdP, zu
\ e

4
i (r ,,E<hfﬁ=<~ — 1 =
/ p) ? ? ) T
Die innere Energie erglbt sich aus G=U-TS+PV (Gl. (12.10)) mit den

obigen Beziehungen fir S und V zu

A . [} 7 5
UJ=—-UTN AL, BTY + KN (Q“ = ti)

h

P NET Sy n T
P 3

[ S

Offenbar handelt es sich bei den angegebenen Beziehungen fiir S und G

um ein einatomiges ideals Gas. Hitten Sie's erkannt?

Magnetische Zustandssumme

a)Fiir ein makroskopisches, wechselwirkungsfreies N-Spin-System wird
aus Gl. (6.30)
,u\\!

N

(s. Gl. (12.44)). Daraus folgt
Ay gy = Non 2+ Nk (el 5/«7’)

und o,
A\ L i /‘”i_
_~w /= ver T

Dies ist nach Gl. (3.15) gleich MV/kT bzw. gleich Mm/kT (M Magne-
tisierung, Mm magnetisches Moment). Also lautet der gesuchte Zu-

sammenhang \
E\/? - T < ;A'QA%M ' (}é}
v 28 Jr

b) Die gesuchte GroBe ( 9M/ QT)B erhalt man durch Differenzieren
von ( 7%) nach T‘

LI 3 l,,T - U3 v T8

[ RN (D Y’a (W - }] -
Cor)y= Las ar (224,

TR RS A Ay _U_> i
e 2 e

(VAR A L

T

Dabei haben wir ven Gl. (12.49) Gebrauch gemacht. Nach Gl. (12.53)
ist der Ausdruck in der runden Klammer gleich der Entropie S.




12.19

- L 12/17 -

Damit wird die gesuchte Maxwell-Beziehung

(?M‘i-_i (’as)
DT /a N 3R /J+

c) Nach dem erweiterten dritten Hauptsatz (s. Abb. 5.21) ist

limAS/4 B=0. Also wird auch die Steigung.der M-T-Kurve fiir
T—0
T—>0 verschwinden (s. Abb. 11.25).

d) Aus Gl. (3.15) erhilt man ’
/ 1 H\ f\fr/‘% /‘J\E 4
\'3‘ rhy VW T cmh i (ABET))

Fir T-—0 verschwindet 1/cosh2 wegen cosh x= (ex+e—x)/2 starker als
2. Daher geht ( @M/ ZFT)B flir T—0 auch gegen Null.

Mittleres Schwankungsquadrat der Energie

Zundchst berechnet man das mittlere Schwankungsquadrat der inneren

Energie:  {{U={W)*D> « (- 200D + {UY2D -

QU‘> =24udt + KUY ™
Ui > =X Uy

i i

n

A

Mit B=1/kT wird G1. (12 49)

Jx TR
CUY = z, oF und {U} ('35%)’

Die GroBe < U2> erhalten wir aus der Boltzmann- Vertellung (6.16):

z ute P a9t
<v> = ~ﬁu = ”2:5:. )

weil hier der Zahler glelch der zweifachen Ableitung des Nenners
nach B ist. Nun konnen wir schreiben:

A 22 A [ @ fa s
/al\J"f‘:\(k}"wx,)ﬂ>*";.j'°as> =\ ) (—” 5

T35

;)

Der letzte Ausdruck ist nach Gl. (12.49) gleich —'3<U>/?;~B, und das
ist fir B=1/kT gleich ‘

— LU Te
[ = — =K

DT

T
AR

mit der Warmekapazitdt C (hier bei konstantem Volumen). Unser Ergeb-

nis lautet also

s {(U=4WYD = T
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Mit T= 293K und CV= 3kNA/2 erhdlt man fir L‘;UZ den Wert flir ein Mol

s
| 2 o

/7 CY XN 2/ a 3 4 e . 5 . )y 7 s o=y
N0 38003 H0Y (293 )4 4575 03 ip 23 = 3, 8% . AT

~

Die innere Energie eines solchen Gases mit Vm==22,4 1 ist fur Argon
nach Tab. 1.1 <[J>==3,41‘103.J° Ihre relative Schwankung betrdgt also

[ o2 - A o
VAU®/<U> = 10 12 (vgl. Gl. (2.53/4).Mit V40 =V 3N/2'kT folgt \/AQU/<U>M

~ AL
12.20 Gaszentrifuge
Das normale bzw. '"innere'" chemische Potenzial § wird mit der Rotations-
energie ‘ﬁ; .= -()Nj = =ﬂmf!~ ‘erganzt ( (3 Molekiil-Trigheitsmoment, t<

Winkelgeschwindigkeit, r Abstand des Molekiils von der Drehachse, m

Molekiilmasse):
— e u‘b‘rs"' /L

=
=

Ly

by

oyt

Das Minuszeichen beriicksichtigt die Richtung der Zentrifugalkraft.
Durch sie wird ein Molkul nach auBen getrieben, wodurch & rot abnimmt.

Fir S setzen wir Gl. (12.78) in der Form

$0) = HT {2y (o) = Anng )

ein, wobei n(r) =N(r)/V und n, = (2 7 kTm/h )3/2 ist. Damit folgt
Lo
[qu I . : (3 . WA~ Lo

Ef@"t‘ J % T ')év\ V?Q 5 .
Im stationdren Zustand muss %rot unabhdngig von r sein. Das ist dann
der Fall, wenn

. RAR W v

nlc) = h (a) e e ) (%:’}

ist. Dann wird §rot==len(n(O)/na), was man durch Einsetzen nachprii-
fen kann. Die Gleichung (30 stellt die gesuchte Radialabhdngigkeit
der Konzentration dar. Fir zwei Molkiile verschiedener Masse m; folgt

demnach fiir die Anreicherung A

R e
AT

Ist "1" 0518 und "2" 0,-16, so ist m -m,=4-1,67-107% kg=6,68-107% kg.

Die relativ zur Konzentration n(0) auf .der Achse beobachtete Anreiche-
rung A betrdgt bei “ =3500/s, r=10cm und T =293 K

e 30 47 - ‘1‘?
; ) (3590 )5V {91 ml= 0 o, b9 Tk, .
N e — o) L= 0104,
24364572 T 1Ay K 4
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Das schwerere Molekiil 0248 ist im Radialabstand von 10 cm gegeniiber

der Konzentration auf der Achse um 10% angereichert.

Maxwell-Beziehungen

12.22

Die Anderung des groBen Potenzials ist mit dU(S,V,N) =TdS-Pdv+ <;:dN
dF(TV§) = =SdT-PdV ~Nag.
’ [

Die ersten Ableitungen nach den unabhdngigen Variablen sind
G- (22 Pa—(2Y)  W--(24)
’ AT Mgl VIt ) EASEAS

Es gilt zum Beispiel

(2o (22 L (2T

\ )N \RT IV /g 2T Vs

Die gemischen zweiten Ableitungen liefern dann
/2)5\§ [qw /ch"\j ( .q\ und (QPJ (AN
Y ;ikrbl/\’s "\i 0T "/i DS nv&‘\:‘} ‘f

Hlerbel ist jeweils die T‘ech’cs stehende GroBe ''leicht' messbar und

3

kann die links stehende ''schwer' messbare vertreten.

Siedepunktserhohung

Die gesamte Temperaturanderung setzt sich aus zwei Anteilen zusammen:
T B T f “ AT - Q
Alis% /i L fP (4&) v f;& d,\: (> )z

Dabei ist *&TP die Abnahme des Siedepunkts aufgrund der Druckabnahme
mit der Hohe. Die GroRe & TS ist die Zunahme infolge Dampfdruckernie-
drigung einer Losung nach Gl. (12.111):

AT, = KN Tl
A "FS
T_  =373K ist der Siedepunkt des reinen Wassers bei Norinaldruck,

o)
Ng die Anzahl der Salzmolekiile und AHS die Siedeenthalpie. Wir be-

rechnen zunédchst ;;TS: Mit

i ,#,Lmsi ‘\/21

.\
wird - -— —
; % l\[_-:! E‘\C,; 5@2 . R igj
AT, = oo = © o el
N‘P/u.'\ Ay s (ém W‘g
Nlm ist die Anzahl der Wassermolekiile, c=N /NlITl ist die Salzkonzen-

tration. Nun berechnen wir A Tp=A P/(dP/dT) und verwenden die Clau-
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sius-Clapeyron-Gleichung (9.16):
iy el
T A
It T o

2
Nach Gl. (1.2) ersetzen wir VZOl durch RTso/P und erhalten

AP RTss
P AN ?-d.

AT, =

SchlieBlich verwenden wir fiir A P/P die barometrische Hohenformel (6.28):

LSRR S NS

T Pl
Alles eingesetzt liefert

ey 1 RTZ
(e-gﬁ:ﬁh“ﬂ’)m/l) !

T2
N s

Nun setzen wir Zahlen ein und beriicksichtigen bei ATP die Temperatur-

abnahme mit der Hohe im Exponenten der e-Funktion, nimlich etwa - 40 °C

in 9 km Hohe

‘T -
AVPQ

sowie die mittlere Molekiilmasse der Luft m= 28,8 u:

! 8,327/ o) B3 k)"

'i[T;—:C: Ber-Ap¥ Tfmel = Q“ZS({H@‘M;
138407 Il - 233K ‘f,n?w}o"‘j/amei
=19 % (.
Die gesamte Tempe.raturéndeurng ist dann AT =(c-28,4 —20,7)K.

ges

Dies verschwindet fiir c=20,7/28,4=0,729. Eine solche Salzkonzentra-
tion von 73% wiirde also die Siedepunktserniedrigung aufgrund der Hohen-
abnahme des Drucks kompensieren. Die Loslichkeit von NaCl in Wasser
betrdgt jedoch bei - 40 °C nur etwa 20%. Man kann den Siedepunkt auf

dem Mount Everest mit dieser Methode also nicht auf 100 °C bringen.
Dafiir misste man einen Druckkochtopf verwenden. Der Siedepunkt von

reinem Wasser betradgt in dieser Hohe
— ~mahflem |, RT3
] ((g/ - — 4‘3 .

v T AT = i _—
s Tl aTe =, ) TABA

= 2P o= A9 ir = 323 baw, 79,45 o
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12.23 Tdeales Spinsystem
Nach Gl. (12.54) ist F=-kT1nZ und nach (6.30) ist

= 2enly 28

l/"T

Fir N unabhingige Spins ist Zy= (21) (vgl. Gl. (12.44)). Der Faktor
1/N! in (12.44) entfdllt hier, weil die Spins auf Gitterpldtzen loka-
lisiert sind und so unterschieden werden kénnen. Mit Z. = (2¢osh x)N
und x = pB/kT ist F(T,B) = - NkT In(2cosh x). Die Warmekapa21tat ist nach
Gl. (5.8) Cp = T(2s/2 T)B° Die Entropie erhalten wir aus dF:

97’0,6‘ i T2 N i i T
S073) == (57 )y = KN [en(r b = x b T
(vgl. Gl. (5.26)). Damit ergibt sich
, AW (‘35 i xt
)T = —) - %N S
CC,iB‘j*,; f 7’7’)\‘ f yu) (‘GTJ\* = kN L Y x

(s. Gl. (3.12)). Fir die Suszeptibilitdt berechnen wir zuerst die Magne-

tisierung:
M (T ¢ A [ Na
™ u(g) = - b X

VL3 eV

(s.Gl. (3.15)) und dann daraus

. dH\ Py D P (l\l)H) _ /ldﬂ/%wk ¥
7(" MO(”D@J /LO ’?)g) '7),3) /qg T\ gx 7 VR C-&'ﬂﬁ’}(
Fiir hohe (x<<1) bzw. tiefe (x >>1) Temperaturen ergeben die betref-
fenden Ndherungen der obigen Ausdriicke:

Fir die hohe Temperatur

Dy
-~ fre ooy 1R 40 /’.'10 ?dklf\/
Co = 3%N (“ \2 ALY sl
und fir die tiefe Temperatur

' mB\2 ~2/4%/‘Uk‘r)
CB LH/ ( ) 'S )
§ =y LN BT
" VI/‘l

Die Temperaturabhédngigkeiten sehen fiir beide GréBen etwa folgender-

mallen aus: A
B

gX“,
5




- A13/1 -

Aufgaben zu Kapitel 13

13.1

Thermisch aktiviertes Pendel

13.2

Berechnen Sie die mittlere Winkelauslenkung eines Fadenpendels infolge
der thermischen StoBe der Luftmolekiile bei 20 °C fir zwei Falle:

a) Ein makroskopisches Pendel mit der Masse 10 g und der Lange 1m;

b) ein mikroskopisches Pendel mit m=4+10" kg (R# 1pum) und L =10 pm.

Die Masse des Aufhidngefadens werde in beiden Fallen vernachlassigt.

Thermisches Widerstandsrauschen *

Die Schwankungen der Leitfédhigkeit eines Ohmschen Widerstands infolge
Brownscher Bewegung der Gitteratome lassen sich mit Hilfe des Fluktu-
ations-Dissipations-Theorems beschreiben (s. Abschn.13.1). Man kann sie
berechnen, indem man den Widerstand an einem Ende einer Lecher-Leitung
plaziert, deren anderes Ende durch einen gleichgroBen Widerstandiiabge—

schlossen ist:

@)
|

| £ I S |

=

Den Widerstandsschwankungen (R_i_JR) entsprechen Spannungsschwankungen
(V+ JV) wenn Strome durch die Leitung flieBen. Langs derselben konnen
sich elektromagnetische Wellen mit der Wellenlénge,&nf2L/n.==c’/\,>“rL
(n=1,2,3,..; c'<c) in beiden Richtungen ausbreiten (s. Lehrbiicher

der Elektrodynamik). Die Energie AE einer jeden solchen Schwingungs-
mode ist nach Gl. (6.59) im Mittel gleich kT. Stellen Sie eine Beziehung
fiir AEA,mlﬁemmnnnuwwdlﬂvzg%ﬂa vy, her. Berechnen Sie dann
die Leistung APy einer solchen Mode, die am Widerstand R eintrifft™
und von ihm absorbiert wird. Vergleichen Sie diese Leistung mit der-
jenigen PJ, die der Widerstand an das Leitungsnetz abgibt, wenn der
Strom <I> flieRt. Das Ergebnis ist die Johnson-Nyquist-Formel fir die
Spannungsschwankungen <V2 5 am Widerstand bei der Temperatur T und im

Frequenzintervall;;v} , )
VS = ¥ KT R Ay,
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Losungen zu Kapitel 13

13.1

Thermisch aktiviertes Pendel

13.2

Die potenzielle Energieder Auslenkung
ol ist Ep==mg1(1-—cos %). Nach dem
Gleichverteilungssatz (6.48) ist der
Mittelwert davon <]%)>==kT/2, das L Cogy
hei3t,

I

e T

?V\ng L(;3@<"'~*’3@(>) == J

fs

_
\

) a
Daraus folgt L{a-cox) |, &

T

, =
{tan) =4— Tyl
Nun setzen wir Zahlen ein:

a) Fir das makroskopische Pendel

AT B VK 700457 2°
2- 904 %4 YLl ml/ s> A -

(&QM>:ﬂw

Fir kleine Winkel kann man 0050(2;1-2XL/2 setzen:

Lty [y = 2'u%hﬂ@“3¢’¢aﬂa)

\/{Tﬁ? = 2,088 4do=A0 o 4 = @i AL - Ap~%)°
b) Fiir das mikroskopische Pendel
. _ ] N H, ;,1‘\.”?—3 7‘\' . ' (724 )
<L'-=ﬁ=3ﬁ<>f A L8 2% 1/ 93K = @;9‘?%8;

o

- 3 ] T i r 2 PR Y .
2. L‘L.;J'SU ZN H\ 9, 44 “\/g 2407

{uy = 0,462 vad = éﬁ?o&

Thermisches Widerstandsrauschen

Aus der Randbedingung fiir )., folgt

. ne!
M L
Fiur das Frequenzintervall
; . - el N c/
A“V = \/"‘!'?/3 o~ \/; = Z— ((L’i "a‘v/i)"" I'g) = —ZI-

erhdlt man L=c'/24y Die auf dieses Intervall entfallende Energie

pro Langeneinheit ist

AT T 20T Ay
i )2 av <!
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Die von einem Widerstand R absorbierte Leistung einer Mode istmit

L/c'=t o ( oy
/ ATy = A5 c kTaAv

Y

i

(Faktor 1/2, weil die Moden auf der Leitung in beiden Richtungen laufen.)
Diese Leistung setzen wir gleich der Jouleschen Leistung des Wider-
stands' bei Stromleitung

™ /T >
= ~ N L > r:.

Der Gesamtstrom in der Leitung ist <I>=<V>/2R und daher wird
2

PJ =<I">R=< V2 >/4R. Gleichsetzen von A PR und PJ ergibt

(V®) = 2 R”T Av,
Dies ist der gesuchte Zusammenhang zwischen den Widerstands- bzw. den

dquivalenten Spannungsschwankungen und der Dissipation der Energie

im Widerstand R.




