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Abstract

Dieser Artikel gibt einen Uberblick iiber die Prob-
lematik fehlender Daten im Rahmen der statistischen
Datenanalyse. Im Prinzip sollte er auch Lesern mit ge-
ringem mathematischen und statistischen Wissen dien-
lich sein und sie mathematisch nicht iiberfordern. Gegebe-
nenfalls kann iiber allzu theoretische Komponenten hin-
weggelesen werden.



1 Einleitung

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass die Problematik fehlen-
der Daten ein umfassendes Gebiet ist, das sowohl in andere Ge-
biete (etwa Informatik, Psychologie) hineinreicht als auch in der
Statistik selbst schwer abgrenzbar ist. Ein Versuch der Abgren-
zung sollte mit dieser Abhandlung gelungen sein.

Struktur und Inhalt gliedern sich wie folgt: Beginnend mit
einem einfachen Beispiel (Abschnitt 1.1) werden zwei zentrale
Begriffe bzw. Werkzeuge eingefiihrt, ohne die eine Betrachtung
des Problems fehlender Daten selbst als unvollstandig zu beze-
ichnen ist, die Fehlendmuster (1.2) und die Fehlendmechanismen
(1.3). Allgemeine Verfahren zum Umgang mit fehlenden Daten
werden in Abschnitt 2 dargestellt, im Mittelpunkt dabei steht
insbesondere die Imputation (2.3). Verschiedene Schitzverfahren,
etwa die Likelihood—Methodik und die Bayes—Inferenz findet
der Leser in Abschnitt 3. Bisher losgelost von der Spezifika-
tion eines analytischen Modells werden in Abschnitt 4 einige
‘gingige’ Modelle der Dependenzanalyse vorgestellt. Nach dem
linearen Regressionsmodell (4.1) betrachten wir die sehr allge-
meine Klasse der nicht— und semiparametrischen Modelle (4.2).
Jedes Kapitel endet mit einem Abschnitt ‘Hinweise und weit-
erfiihrende Literatur’.



1.1 Ein einfaches Beispiel

Im Rahmen einer Kundenbefragung einer Bank werden die Kun-
den gebeten, Auskunft {iber ihr personliches Portfolio bzw. ihre
Zufriedenheit mit dem Service ihrer Bank zu geben. Neben
einigen demographischen Merkmalen, etwa Alter, Geschlecht,
Familienstand oder Adresse, gilt es also, relativ spezielle Infor-
mationen abzufragen. Das Ziel des Kreditinstituts besteht let-
ztlich darin, Ursachen fiir Kundenwanderungen friihzeitig iden-
tifizieren zu konnen. Dies kénnen schlecht positionierte Pro-
dukte ebenso sein wie unzulingliche Beratung bei komplexeren
Produkten. Wir kénnten uns also etwa die Erhebung der in
Tabelle 1.1 zusammengefassten Merkmale je Kunden vorstellen.
Tabelle 1.1 ist sicherlich nicht vollstdndig und soll nur zur Ve-
ranschaulichung von Problemen dienen, die im Zusammenhang
mit fehlenden Daten stehen. Unter der Annahme, dass die Kun-
den iiber ausfiihrliche Informationen verfiigen, was die Defini-
tion der Merkmale, deren Skalierung und Kategorisierung be-
trifft, wire ein Datensatz, wie er in Abbildung 1.1 im SPSS—
Format auszugsweise dargestellt ist, durchaus denkbar. Der
hier vorliegende Auszug enthélt die Daten von sieben Kun-
den, anhand derer wir nun die Problematik fehlender Daten
bzw. deren potenzieller Ursachen einleitend betrachten wollen.
Zunichst stellen wir fest, dass die Kunden 1 und 3 sowie der
Rentner/Pensionir in Zeile 5 vollstindig geantwortet haben.
Der 47—jdhrige Angestellte hingegen machte keine Angabe zu
seinem Depotwert, die Angaben der beiden letzten Kunden sind
ebenso unvollstindig. Stellen wir nun einige Uberlegungen zu



Variablenname

Bedeutung

alter
geschl
fam
beruf
ek
konk
ber
depot
dwert
kauf

verkauf

zber
zdep

Alter

Geschlecht

Familienstand

Beruf

monatliches Bruttoeinkommen
Kunde auch bei anderer Bank
Name des Beraters

Depot (Ja/Nein)

Depotwert in EUR

Anzahl der Transaktionen (Kauf)
im letzten Geschaftsjahr

Anzahl der Transaktionen (Verkauf)
im letzten Geschiftsjahr
Zufriedenheit mit der personlichen Beratung
Zufriedenheit mit der Entwicklung
des Depotbestandes

Table 1.1: Merkmale (Variable) und ihre Bedeutung.

diesen drei Kunden an, so stellen wir fest, dass

e Kunde 2 keine Angabe zu seinem Berater machte,

e Kunde 4 das hochste monatliche Bruttoeinkommen be-
sitzt, seinen Depotwert verschweigt, und sowohl mit der
Betreuung wie auch mit der Entwicklung des Depotbe-
standes eher unzufrieden ist,
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Figure 1.1: Auszugsweiser Datensatz der Kundenbefragung
(SPSS-Format).

e Kundin 6 kein Einkommen besitzt, ebenso den Namen
ihres Berater nicht nennt, keinen Depotwert angegeben
hat und auch bei der Zufriedenheit mit der personlichen
Beratung keine Angabe machte, und schliefllich

e Kunde 7 Alter, Einkommen, und Depotwert verschwieg;
zudem machte er keine Angabe zur Frage, ob er iiberhaupt
ein Depot besitzt.

Bereits bei der Betrachtung stellt sicherlich ein Grofiteil der
Leser Vermutungen dariiber an, warum Werte fehlen und hat
sicherlich ad hoc einige mogliche Ursachen parat. Das bedeutet,
dass offensichtlich der Datenverlust von Interesse ist und zwar



dahingehend, Kausalzusammenhénge zu kniipfen, die das Zus-
tandekommen der fehlenden Angaben mehr oder weniger plau-
sibel begriinden. Intuitiv—-logische I"Jberlegungen gestatten etwa
die Vermutung, dass

e Kunde 2 entweder keinen personlichen Berater hat oder
dessen Namen nicht nennen kann,

e Kunde 4 seinen Depotwert nicht kennt oder nicht nennen
will,

e Kundin 6 moglicherweise keinen Berater hat, keinen De-
potwert angegeben hat, weil sie kein Depot besitzt und
demzufolge auch kein Urteil iiber die Zufriedenheit mit
der Beratung abgeben kann, und

e Kunde 7 moglicherweise lediglich seinen Unmut artikulieren
will, ohne durch eventuell gemachte Angaben seine Ano-
nymitét zu verlieren.

Bei Kundin 6 kénnte man zumindest den Depotwert auf 0 set-
zen, denn sie hatte angegeben, keines zu besitzen. Sollte sie
tatsachlich keinen personlichen Berater haben, ist der fehlende
Wert bei ‘zber’ kein Informationsverlust und die Tatsache, dass
sie eine Beurteilung der Zufriedenheit der Depotentwicklung
angegeben hat, obwohl sie keines besitzt, eher ein Problem der
Validitdt der vorhandenen Daten bzw. bei der Spezifikation und
Definition der zu erhebenden Variablen bzw. Merkmale. Bei
den restlichen Kunden mit unvollstindigen Angaben kann man
entweder von zufilligen Ursachen sprechen oder von system-
atischen, was hier bedeutet, dass aufgrund anderer Angaben



entsprechend geantwortet wurde. Die in Abschnitt 2.1 noch
vorzustellende complete case analysis, ein Standardverfahren
zum Umgang mit fehlenden Daten, wiirde bei der Analyse le-
diglich die Kunden 1, 3 und 5 verwenden, was einem Kun-
deninformationsverlust von 4/7, also etwa 57% der Daten gle-
ichkdme. Dieser Informationsverlust ist im Allgemeinen schwer
ertriglich und fiihrt zu verzerrten Resultaten, Interpretationen
und Entscheidungen. Eine Identifikation der Ursachen, wenn
auch nur schemenhaft, erlaubt jedoch zumindest einen partiellen
Informationsgewinn. Wir haben bisher gesehen, dass die Struk-
tur der fehlenden Daten—es fehlen eines oder mehrere Merkmale—
ebenso von Bedeutung sein kann wie die Identifikation von Ur-
sachen. In den folgenden beiden Abschnitten wollen wir diese
beiden Charakteristiken nun formalisieren und anhand unseres
Beispieles veranschaulichen.

1.2 Fehlendmuster

Die sogenannten Fehlendmuster, die missing data pattern, sind
in der einschlagigen Literatur bekannt und teils in statistischer
Software (Solas, SPSS) implementiert. Die Abbildungen 1.2
1.5 représentieren verschiedene Fehlendmuster. Abbildung 1.2
ist ein Spezialfall des sogenannten monotonen Patters aus Ab-
bildung 1.3, das oftmals auch durch Vertauschen von Zeilen
oder/und Spalten erreicht werden kann. Abbildung 1.4 ist ein
Fehlendmuster, das beispielsweise entsteht, wenn zwei Stich-
proben zusammengesetzt werden. Das ist etwa der Fall, wenn
eine Bankfiliale alle Merkmale bis auf den Namen des person-
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lichen Beraters erfragt, eine andere Filiale alle Merkmale bis
auf den Depotwert. Ein Zusammenfiigen der beiden Datenséitze
wiirde zu Muster 1.4 fiihren. Schlieflich zeigt Abbildung 1.5 ein
Muster ohne erkennbare Struktur. Wie zuvor bereits erwihnt,
besteht etwa in SPSS die Moglichkeit der Generierung dieser
Pattern, jedoch nicht in einer wie hier dargestellten, klaren
Form. In Solas, einem Programm speziell zur Analyse unvoll-
stdndiger Datensitze, besteht hingegen die Moglichkeit eines
durchaus anschaulichen Patterns. Fehlendmuster dienen ledig-
lich zur Visualisierung der Fehlendstruktur, geben also Auf-
schluss iiber das Ausmaf fehlender Werte in einzelnen Variablen
oder Féllen. Sortiert man die Daten beispielsweise der Grofie des
monatlichen Bruttoeinkommens nach und betrachtet dann die



Fehlendmuster, kénnte man—bei gréferer Fehlendwahrschein-
lichkeit fiir h6here Einkommen—gar einen potenziellen Kausal-
zusammenhang vermuten. Hoherdimensionale oder komplexere
(funktionale) Abhingigkeiten sind jedoch grafisch nicht iden-
tifizierbar. Zur Charakterisierung dieser Abhéngigkeiten ganz
allgemein dienen die sogenannten Fehlendmechanismen, die im
nichsten Abschnitt vorgestellt werden.

1.3 Fehlendmechanismen

Die Fehlendmechanismen, auch missing data mechanisms ge-
nannt, gehen zuriick auf Little and Rubin (1987) bzw. deren
Neuauflage Little and Rubin (2002). Wir wollen diese nun ganz
allgemein definieren und in Anlehnung an unser Beispiel veran-
schaulichen. Das Ziel besteht letztendlich darin, Abhingigkeiten
zwischen den fehlenden und den beobachteten Daten identi-
fizieren zu konnen. Aufgrund der Tatsache, dass einige Daten
nicht vorhanden sind, ist es notwendig, ein Modell zu betra-
chten, das die Situation a priori charakterisiert: Man fasst demzu-
folge die Situation als Zufallsexperiment auf, basierend auf den
Daten, wie sie beobachtet worden wiren und partitioniert diese
in einen beobachteten Teil Zpeop und einen fehlenden Teil Zgep.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Wert fehlt ist nun die
bedingte Wahrscheinlichkeit einer Zufallsvariablen R (‘R’ fiir
reported) gegeben die Daten ohne fehlende Werte, also Z =
(Zbeob, Zten1). Definieren wir die Zufallsvariable R als binére



Variable geméaf

R { 1 falls Wert beobachtet (1.1)

0 falls Wert fehlt

Unser Ziel, die Abhingigkeiten der fehlenden von den beobachteten
Daten zu beschreiben, kann nun iiber die Betrachtung der be-
dingten Wahrscheinlichkeiten von P(R | Z) erfolgen. In An-
lehnung an Little and Rubin (2002) unterscheiden wir

1. vollstandig zuféilliges Fehlen, missing completely atrandom
(MCAR), wenn

P(R | Zpeobs Zten) = P(R), (1.2)

2. zufalliges Fehlen, missing at random (MAR), wenn

P(R | Zbeoba Zfehl) = P(R | Zfehl) und (13)

3. nicht—zufilliges Fehlen, missing not at random (MNAR),
wenn

P(R | Zbeobs Zten) = P(R | Zbeob, Zrent) , (1.4)

wobei hier zumindest die Abhéngigkeit von Zgn gegeben
sein muf.

Diesen im Grunde sehr theoretischen Teil wollen wir anhand
unseres Beispiels nochmals veranschaulichen. Wenn wir davon
ausgehen, dass Kunde 2 den Namen seines Beraters zum Zeit-
punkt der Bearbeitung des Fragebogens nicht parat hat, so fehlt
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der Name des Beraters zufillig und damit gemafi MCAR. Auch
wenn alle anderen Kunden ein besseres Gedéachtnis haben soll-
ten sprechen wir hier von vollstindig zufilligem Fehlen, denn
offensichtlich sind wir nicht in der Lage, aus den vorhandenen
Daten Griinde fiir das Fehlen identifizieren zu kénnen. Ein typ-
isches Beispiel fiir zufélliges Fehlen, also gemafi MAR, kénnte
das Fehlen des Depotwertes bei Kunde 4 sein; man wiirde etwa
vermuten, dass Kunden mit hoherem Einkommen ihren De-
potwert bewufit verschweigen. Nicht—zufilliges Fehlen lige etwa
dann vor, wenn Kunden aufgrund des hohen Depotwertes diese
Angabe verweigern. Im bertragenen Sinne bedeutet MCAR
also, dass das Fehlen eines Wertes rein zufillig ist, d.h. dass
die fehlenden Daten eine Substichprobe der beobachteten Daten
sind. MAR bedeutet, dass das Fehlen eines Wertes von den
Werten einer anderen Variablen abhéngt; hingegen bedeutet
MNAR, dass das Fehlen von der Variablen (bzw. deren Werten)
selbst abhingt.

1.4 Hinweise und weiterfihrende Litaratur

Neben der allgemeinen Problematik fehlender Daten und einem
einfachen Beispiel wurden hier zwei wesentliche Werkzeuge vor-
gestellt—Fehlendmuster und Fehlendmechanismen. Wahrend
Fehlendmuster einen ersten Uberblick iiber das AusmaB des
Fehlens innerhalb eines Datensatzes geben konnen, dienen die
Fehlendmechanismen zur Identifikation méglicher Ursachen. Da-
mit eng in Verbindung steht die Qualitit statistischer Verfahren
bzw. deren Anwendbarkeit. Sie sind zuweilen von grofler praktis-
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cher Bedeutung, denn teils ist man lediglich daran interessiert,
wovon das Fehlen abhingt, ohne an der Datenlage selbst et-
was dndern zu wollen, z.B. durch Imputation. Von nicht min-
derer Bedeutung sind die Fehlendmuster, die bei grofien Daten-
mengen in der Praxis einen einleitenden Uberblick verschaffen
kénnen. Zudem ist insbesondere die Struktur eines monoto-
nen Musters wie es in Abbildung 1.3 dargestellt ist, in der
Theorie der Likelihood—Methodik von Bedeutung, da aufgrund
der Monotonie Faktorisierungen der Dichten vorgenommen wer-
den konnen. Bereits erwdhnt wurden Little and Rubin (1987)
bzw. deren Neuauflage (Little and Rubin, 2002) als Einfiihrung
in die statistische Analyse unvollstindiger Datensétze. Speziell
bei multivariaten statistischen Modellen empfiehlt sich das Stu-
dium von Schafer (1997). Eher praktisch orientiert, priméir
auf Stichproben und Gewichtungsverfahren abzielend, ist das
2002 erschienene Buch von Groves, Dillman, Eltinge and Little
(2002). Als Beispiel fiir einen weiteren Uberblick speziell in der
linearen Regressionsanalyse mit unvollstdndigen Kovariablen ist
der Artikel von Little (1992) zu nennen. Ein wichtiger Themen-
bereich ist die Diagnose von Fehlendmechanismen basierend auf
statistischen Tests. Grundlegend ist das Werk von Cohen and
Cohen (1983). Im Kontext etwa binérer Variablen kann mithilfe
einfacher Binomialtests zumindest auf nicht—-MCAR getestet wer-
den, unter Zuhilfenahme von Simulation auch auf non—-MAR,
siehe dazu Nittner and Toutenburg (2004).
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2 Allgemeine Verfahren

In diesem Abschnitt stellen wir die bekanntesten Verfahren zum
Umgang mit unvollstindigen Datensitzen vor. Er gibt einen
detaillierten Uberblick iiber die Einteilung von Methoden zum
Umgang mit fehlenden Werten. In Anlehnung an Little and
Rubin lassen sich die Verfahren ganz allgemein untergliedern.

Verfahren basierend auf den vollstindigen Fiallen: Re-
duzierung der Analyse auf die vollstindigen Daten; es werden
alle Zeilen entfernt, die mindestens einen fehlenden Wert bein-
halten (complete case analysis); bei der Analyse der verfiigbaren
Félle (available case analysis) richtet sich die Fallzahl nach den
jeweils in die Analyse mit einbezogenen Variablen.

Verfahren basierend auf Imputation: Ersatzwerte fiir alle
fehlenden Werte; fiir alle unvollstindigen Félle werden unter-
schiedliche oder konstante Werte eingesetat.

Verfahren basierend auf Gewichtung: Verwendung von
Gewichten; inverse Auswahlwahrscheinlichkeit im Rahmen einer
Zufallsstichprobe ist ein Beispiel.

Verfahren basierend auf Modellen: Definition eines Mod-
ells fiir die fehlenden Daten; Bildung der gemeinsamen Likeli-
hoodfunktion.
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In den néchsten beiden Abschnitten gehen wir kurz auf die
complete case analysis und auf die available case analysis ein,
die Imputationsverfahren werden in einem eigenen Abschnitt
zusammengefasst.

2.1 Complete Case Analysis (CCA)

Die Analyse der vollstindigen Falle, bekannt auch unter dem
Begriff complete case analysis (CCA), ist als gingigstes Ver-
fahren im Umgang mit fehlenden Daten zu bezeichnen. SPSS
beispielsweise greift automatisch darauf zuriick, wenn fehlende
Werte vorliegen. Das Verfahren ist auch unter der Bezeichnung
listwise deletion bekannt, weil sich die Datenmatrix um diejeni-
gen Zeilen reduziert, die einen oder mehrere fehlende Werte en-
thalten. In unserem Beispiel wiirde das bedeuten, dass nur die
Kunden 1, 3 und 5 mit in die Analyse eingehen. Man kann sich
vorstellen, dass dies zuweilen einen grofien Informationsverlust
mit sich bringen kann. Beispielsweise fehlt bei Kunde 2 der Be-
ratername, was bei der CCA bedeuten wiirde, dass der Kunde
etwa bei einer Schitzung des durchschnittlichen Depotwertes
nicht mitberticksichtigt wird. Problematisch ist zudem die durch
mogliche Schichtungseffekte einhergehende Verzerrung von Schit-
zungen. Schafer (1997) quantifiziert die Grenze des Fehlendan-
teils, bis zu dem die Analyse der vollstindigen Fille ein geeig-
netes Verfahren darstellt mit etwa 5%. Im Regressionskontext,
also einer als abhingige Variable definierte Grofle y und einer
Matrix von unabhingigen Variablen X, sind die Schétzungen
der complete case analysis erwartungstreu, wenn das Fehlen von
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Werten in der Kovariablenmatrix X nicht von y abhingt.

2.2 Available Case Analysis (ACA)

Ein erster Schritt zur Verminderung des Informationsverlustes
durch die CCA besteht in der Verwendung der sogenannten
Analyse der verfiigbaren Fille, available case analysis (ACA).
Sie unterscheidet sich von der complete case analysis durch die
Hinzunahme derjenigen Fille, die fiir eine spezielle Analyse—
beispielsweise bei der Schitzung des durchschnittlichen Depot-
wertes—vollstindig beobachtet sind. In unserem Beispiel wiirde
also Kunde 2 mit in die Berechnungen einflielen. Interessieren
wir uns etwa fiir die durchschnittliche Zufriedenheit der Kunden
mit ihrem Berater, so wird lediglich Kundin 6 von der Analyse
ausgeschlossen. Problematisch bei Verwendung der awvailable
case analysis ist die Moglichkeit unterschiedlicher Stichprobe-
numfénge. Das ist fiir die Analyse einzelner Variablen oder
Merkmale nicht von Bedeutung; sobald jedoch Maflzahlen ver-
glichen werden, bei denen der Stichprobenumfang mit eingeht,
ist mit Verzerrungen zu rechnen. Selbst unter MCAR sind
einfache Groflen wie etwa Kovarianzen zu modifizieren (siehe
(Little and Rubin, 1987)). Die ACA ist im Sinne ihrer Im-
plementierung nicht als praxisrelevant zu bezeichnen, weswegen
auf die einschligige Literatur verwiesen wird. Im néchsten Ab-
schnitt wird Imputation als Verfahren vorgestellt, der Probme-
latik fehlender Daten zu begegnen.

15



2.3

Imputation

Imputation bedeutet, dass fiir alle fehlende Werte Ersatzwerte
eingesetzt werden und—sofern nicht gesondert erwihnt—der auf
diese Weise vervollstindigte Datensatz analysiert wird wie ur-
spriinglich vorgesehen. Das heifit, dass der Tatsache der Impu-
tation bei der Analyse nicht Rechnung getragen wird. Erneut
in Anlehnung an Little and Rubin kann allgemein folgende Un-
terscheidung vorgenommen werden:

1.

mean imputation: Ersatzwert Mittelwert, Median oder
Modalwert bei metrischem, ordinalem oder nominalem Ska-
lenniveau;

. hot deck imputation: Imputation bereits wiahrend der Da-

tenerhebung; Ersetzung durch Untersuchungseinheiten, die
den Kriterien der Stichprobe Rechnung tragen, jedoch nicht
in die Stichprobe gelangt sind; man beachte, dass die Er-
satzwerte auf Untersuchungseinheiten basieren, die sich
von den ‘Nonrespondents’ schon dahingehend unterschei-
den mogen, weil sie antworten;

cold deck imputation: Ersatzwert ist ein konstanter Wert
aus einer externen Datenquelle;

. regression imputation: Ein Regressionsmodell der fehlen-

den Variablen auf die beobachteten Variablen fiir die voll-
stdndigen Fille dient zur Vorhersage;

stochastic regression imputation: Vorhersagen aus der re-
gression imputation werden durch einen Fehlerterm addi-

16



tiv Uberlagert;

6. composite models: Kombinieren Ideen aus verschiedenen
Ansétzen.

7. multiple imputation: M—maliges Ersetzen;

Die multiple Imputation wird gesondert im Abschnitt iiber In-
ferenz abgehandelt. An dieser Stelle sei lediglich erwdhnt, dass
iiber die multiple Imputation versucht wird, den Fehler, den
man bei einer einfachen Imputation mit grofler Wahrschein-
lichkeit begeht, etwas zu mindern. In der Folge wollen wir auf
einige der Verfahren nédher eingehen.

2.3.1 Mittelwertimputation

Die Mittelwertimputation, auch zero order regression (ZOR)
oder unconditional mean imputation genannt, geht auf Wilks
(1932) zurlick und ist unter anderem in SPSS im Rahmen der
linearen Regressionsanalyse implementiert. In unserem Beispiel
fehlen die Depotwerte der Kunden 4, 6 und 7. Das arithmetische
Mittel der beobachteten Daten zu ‘dwert’ ist trivialerweise

1
1 (27000 + 0 + 8700 + 66000) = 25425 .

Das wiirde bedeuten, dass die Kunden 4, 6 und 7 bei Imputation
jeweils einen Depotwert von EUR 25425 zugewiesen bekadmen.
Daran ersehen wir bereits mogliche Fehler: Etwa kann bei Kun-
de 6 (Azubi/Schiiler/Student) nicht davon ausgegangen werden,
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dass dieser Wert der Realitit entspricht. Jedoch ist mit derar-
tig intuitiven Vermutungen &uflerst vorsichtig umzugehen. Man
kann lediglich behaupten, dass mit grofler Wahrscheinlichkeit
die eingesetzten Werte nicht der Realitit entsprechen. Quan-
tifizieren 148t sich ein anderes Problem—das der Varianzun-
terschitzung durch die ZOR. Bezeichne ¢ das arithmetische
Mittel der vollstdndigen Félle und Zjmp das des durch ZOR
vervollstindigten Datensatzes. Dann gilt fiir die Schitzungen
der Varianz der vollstandigen Falle, mit der Indexmenge ® =
1,2,3,5, die die Indizes der beobachteten Depotwerte darstellt,
1 = \2
Var = - ;(a: Foc)? = 643741875.0 (2.1)

und fiir die Varianz des vervollstidndigten Datensatzes

7
Var = % > (@i = Timp)” = 367852500.0. (2.2)
i=1

Wir sehen, dass die Varianz des vervollstandigten Datensatzes
kleiner ist, was offensichtlich ist, denn die Anzahl der in die
Varianz eingehenden Boebachtungen wéchst um die Anzahl der
fehlenden Werte, wohingegen die zugehorigen Summanden Null
sind (da z; = Zoc = TimpV i ¢ ®). Man spricht demzufolge
auch von einer Varianzunterschatzung durch die Mittelwertim-
putation. Man kann leicht zeigen, dass bei n — m vollstandigen
und m fehlenden Werten die Varianz des vervollstandigten Daten-
satzes um den Faktor (n — m)/n kleiner ist als die Varianz der
vollstandigen Falle. Es sei jedoch erwéahnt, dass bei metrischem
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Skalenniveau durchaus eine Wahrscheinlichkeit (# 0) gegeben
ist, dass die zu ersetzenden Werte tatsédchlich dem Mittelwert
entsprechen. Zu beachten ist das Skalenniveau des betreffenden
Merkmals. Grundsitzlich unterscheidet man metrisch, ordi-
nal und nominal, wobei ein Merkmal einer héheren Skalierung
durch Maf3zahlen niedrigerer Skalierung charakterisiert werden
darf. Mittelwertimputation mufl demzufolge nicht die Ersetzung
durch das arithmetische Mittel implizieren. Ein Beispiel fiir ein
composite model ist die stochastische Mittelwertimputation, bei
der der eingesetzte Mittelwert durch einen zufilligen Fehler ad-
ditiv iiberlagert wird. Im Falle nicht—metrischer Skalierung ist
darauf zu achten, dass aus Griinden der Interpretierbarkeit Kat-
egorien ‘imputiert’ werden, die tatséichlich auch definiert sind.

2.3.2 Bedingte Mittelwertimputation

Die bedingte Mittelwertimputation, auch first order regression
(FOR), conditional mean imputation oder ganz allgemein regres-
sion imputation genannt, bendtigt ein Hilfs(regressions)modell
zur Ersetzung der fehlenden Werte. Die Idee besteht darin, den
jeweils fehlenden Wert basierend auf einem Hilfsregressionsmod-
ell vorherzusagen; dabei nutzt man die Schitzungen eines Mod-
ells, bei dem die unvollstindige Variable auf zu bestimmende un-
abhéngige Variablen regressiert wird, ausgehend von der Stich-
probe der vollstandigen Falle. Man konnte im iibertragenen
Sinne davon sprechen, die Struktur innerhalb der Variablen im
Sinne korrelativer Information ausnutzen zu wollen. In unserem
Beispiel wiirde man etwa den fehlenden Depotwert mit Hilfe des
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bekannten Einkommens vorhersagen wollen, d.h. basierend auf
den vollstandigen Féllen postuliert man das Modell

dwert = a + [ - ek (2.3)

und schitzt die Parameter o und § fiir die Kunden 1, 2, 3
und 5. Kunde 7 ist hier nicht relevant, weil bei diesem sowohl
der Depotwert wie auch das Einkommen unbekannt sind. SPSS
errechnet @ = 5086.43 und g = 30.02. Fiir Kunde 4 errechnen
wir demzufolge

dwert, = 5086.43 + 30.02 - 7300 = 224232.43 .

Wiederum ist der imputierte Wert, stark abhangig von der In-
formation, die in den vollstindigen Fillen enthalten ist. In-
tuitiv offensichtliche Probleme existieren sowohl bei der Wahl
des Regressionsmodells selbst wie auch bei der Wahl der einge-
henden Variablen. Weder ein lineares Modell noch mit der un-
vollstandigen Variablen korrelierende Variablen garantieren eine
‘bessere’ Imputation. Auch hier empfiehlt sich eine gewisse Di-
agnostik, was die Fehlendmechanismen betreffen. Im llgemeinen
resultieren aus der FOR erhdhte Residuenvarianzen fiir die un-
vollstindigen Falle. Ebenso bewirkt die FOR eine stirkere Ko-
rrelation zwischen den unvollstindigen Beobachtungen. Little
(1992) empfiehlt eine niedrigere Gewichtung der vervollstindig-
ten Fille iiber den weighted least squares—Ansatz (WLS).
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2.3.3 Single Imputation

Beim Begriff single imputation (SI) mufl zunédchst darauf hinge-
wiesen werden, dass die bisher genannten Imputationsverfahren
alle single imputations sind, in dem Sinne, dass fehlende Werte
nur durch einen Wert ersetzt werden. Als Imputationsverfahren
an sich bedeutet single imputation, dass aus einer Verteilung
eine Pseudo-Zufallszahl gezogen und imputiert wird. Die Vari-
ationsmoglichkeiten sind vielfiltig, deren wissenschaftliche Fun-
dierung nicht. Beispielsweise konnten wir die fehlenden De-
potwerte auch dadurch ersetzen, indem wir Mittelwert und Var-
ianz aus den vorhandenen Daten schitzen und uns per Zufall-
szahlengenerator Ersatzwerte generieren lassen, die einer Nor-
malverteilung mit diesen Parametern entstammen. Doch selten
ist man in der Lage, Typus und Parameter der (unbekannten)
Verteilung derart exakt schitzen oder bestimmen zu kénnen.
Eng damit verbunden ist auch die Frage, inwieweit das Fehlen
zufillig ist oder nicht. Ublicherweise sind etwa Einkommens-
daten Pareto—verteilt und weisen fehlende Werte insbesondere
in den hohen und niederen Einkommen(sklassen) auf. Neben
diesen Problemen existiert natiirlich auch hier das Problem des
Fehlers bei der (einmaligen) Imputation.

2.3.4 Nearest Neighbor Imputation
Ein in der Praxis eher selten angewendetes Verfahren ist die

nearest neighbor imputation, die Imputation des nichsten Nach-
barn. Gehen wir erneut von m fehlenden Werten fiir ¢ = n —
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m+1,...,n aus, also einer Situation

T1 s Tnemy Tn—mi1,- -+ > Tn und
beob;r(thtet feh‘lgnd
(2.4)
Yoo s Ynmy Yn—milse o Un - (2.5)
beob‘a'chtet
Dann wird ein fehlender Wert z;, 5 =n —m +1,... ,n, durch

denjenigen Wert z; ersetzt, 1 < ¢ < n — m, der der néichste
Nachbar—im Sinne einer zu spezifizierenden Metrik—von z; ist.
In einem einfachen Zusammenhang zweier Variablen bezieht sich
das Distanzmaf} zur Bestimmung des nichsten Nachbarn auf y—
Werte, so dass i die Bedingung

lvi—y; | = _min Ty -y (2.6)
erfiillt. Gegeniiber den bisher genannten Verfahren hat die NNI
einige Vorteile: Etwa werden Werte imputiert, die in der be-
obachteten Stichprobe tatséchlich vorkommen und demzufolge
eine gewisse Sinnhaftigkeit offenbaren—vorausgesetzt, man hat
meffehlerfreie Daten. Angenehme asymptotische Eigenschaften
bei einfachen Stichproben, etwa bei der Schitzung von Erwar-
-tungswert und Quantilen wurden bereits nachgewiesen (siehe
Chen and Shao (2000)). Als nichtparametrisches Verfahren ist
auch eine gewisse Robustheit gegeniiber Verletzungen von Model-
lannahmen zu erwarten. Betrachten wir die NNI nun im Hin-
blick auf unser Beispiel. Angenommen wir suchen Ersatzwerte
fiir die beiden fehlenden Depotwerte der Kunden 4 und 6. Als
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mafgebliche Variable zur Identifizierung des nichste Nachbarn
diene das monatliche Bruttoeinkommen. Ordnen wir die jew-
eiligen beobachteten Einkommen der Grofie nach aufsteigend,
so erhalten wir den Vektor

ek = (0, 300, 710, 1700)" .

Das monatliche Bruttoeinkommen von Kunde 4 betrigt EUR
7300, dessen nichster Nachbar aufgrund der 1700 Euro Kunde 5
ist. Damit wiirden wir im klassischen Sinne der NNI auch
fiir Kunde 4 einen Depotwert von EUR, 66000 ansetzen. Der
fehlende Depotwert von Kundin 6 wird imputiert durch die
27000 Euro von Kundin 1, die ebenso kein monatliches Einkom-
men besitzt. Alternativ zum klassischen Ansatz ist auch eine Al-
ternative denkbar, die sich eine feste Anzahl k zunutze macht,
um etwa deren Mittelwert als Imputationswert zu verwenden.
Fiir Kunde 4 ergiben sich fiir £ = 3 die Depotwerte der Kun-
den 2, 3 und 5, also EUR 300, 710 und 1700, was uns tber die
Mittelung einen Ersatzwert von EUR 2710/3 = 903.33 liefert,
siehe dazu Nittner (2003a). Jedoch gestaltet sich eine Erweite-
rung der NNI auf den mehrdimensionalen Fall nicht einfach und
ist fiir den Laien demzufolge auch schwer zu implementieren.
Zudem kann auch die lokale Beschranktheit der NNI Probleme
mit sich bringen, die eine Uberarbeitung erforderlich macht.

2.3.5 Weitere Verfahren

Neben diesen im Kontext der linearen Regressionsrechnung bekan-
ntesten Verfahren existieren sowohl Erweiterungen wie auch al-
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ternative Verfahren. Auf Erweiterungen wird in Abschnitt 2.5
eingegangen, die nearest neighbor imputation findet ihre Anwen-
dung im Abschnitt iiber nicht— und semiparametrische Modelle
(4.2).

2.4 Verteilungsbasierte Modelle

Nimmt man eine Verteilung flir die Variablen an, bei denen
Werte fehlen, so kann likelihoodbasierte oder Bayesianische In-
ferenz erfolgen, die auch auf Modelle mit nicht—ignorierbarem
Fehlen ausgedehnt werden kann. Diese Moglichkeiten werden in
Abschnitt 3 beschrieben.

2.5 Hinweise und weiterfithrende Litaratur

In diesem Kapitel habe wir einige Verfahren vorgstellt, die zum
Umgang mit fehlenden Daten verwendet werden kénnen und
grofitenteils auch Verwendung finden. Wir haben insbesondere
darauf Wert gelegt, die Darstellung nicht zu theoretisch zu gestal-
ten und nicht—statistische Uberlegungen zuzulassen. Neben den
bereits erwidhnten Standardwerken wollen wir im einzelnen noch
weitere Literaturhinweise geben: complete und available case
analysis werden im Grofiteil der Litaratur zur Problematik fehlen-
der Daten behandelt. Speziell die Mittelwertimputation bei
nicht-stetigem Skalenniveau wurde im Rahmen einiger Simu-
lationsstudien fiir das lineare Regressionsmodell in Toutenburg
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and Nittner (2002) behandelt. Ebenfalls im Rahmen des lin-
earen Regressionsmodells wird in Little (1992) die Imputation
bedingter Mittelwerte dargestellt und in Simulationen mit bekan-
nten Verfahren verglichen. Weitere Ausfithrungen findet man in
Buck (1960), Afifi and Elashoff (1966) oder Dagenais (1973).
Ein neuerer nichtparametrischer Ansatz zur Schitzung des bed-
ingten Mittelwertes wird in Nielsen (2001) beschrieben. Anstatt
einer linearen Regressionsrechnung wird hier ein lokaler Ansatz
gewahlt. Toutenburg, Fieger and Srivastava (1999) beziehen
den Responsevektor in die Hilfsregression mit ein und benutzen
zusétzlich unterschiedliche Gewichte fiir beobachtete und fehlende
Daten. Die single imputation wird relativ kurz in Little and
Rubin erwihnt, speziell die Varianzschitzung bei der SI wird
in Groves, Dillman, Eltinge and Little (2002) behandelt. Wie
zuvor bereits erwéhnt, erfihrt die nearest neighbor imputation
(NNI) in der Praxis trotz ihrer relativ guten Eigenschaften wenig
Anwendung. Ein Beispiel fiir ihre Relevanz ist etwa die Volks-
zdhlung durch das US Census Bureau (Fay (1999)). Ein neuerer
und empfehlenswerter Artikel ist Chen and Shao (2001). Simu-
lationsstudien zum Vergleich der konventionellen Verfahren mit
der NNI speziell unter MAR werden in einem univariaten addi-
tiven Modell behandelt Nittner (2003b).

3 Inferenz basierend auf der Likelihood

In diesem Abschnitt gehen wir davon aus, dass die Annahme
einer parametrischen Verteilung fiir die erhobenen Variablen
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gerechtfertigt ist. H&aufig werden viele Variablen Z an einem
Subjekt erhoben. Es ist dann jeweils genau zu betrachten,
fiir welchen Teil der Variablen eine Verteilungsannahme getrof-
fen wird. Betrachtet man alle Variablen symmetrisch, so ist
eine Verteilungsannahme fiir alle Variablen gewiinscht. Sofern
alle betrachteten Variablen stetig sind, bietet sich die multi-
variate Normalverteilung (Mardia, Kent and Bibby, 1979) an.
Sind alle Variablen qualitativ (bindre, nominale oder ordinale
Merkmale), so bieten sich loglineare Modelle (Agresti, 1990)
als grundlegende Modellklasse an. Hier stehen insbesondere
auch abgeleitete Modelle zur Verfiigung, die ordinale Variablen
speziell berticksichtigen. Enthélt Z allerdings gemischt stetige
und qualitative Variablen , so ist diese Annahme nicht halt-
bar und die moglichen Modelle werden schnell komplex. In der
Praxis trifft man deshalb meist auf Regressionsmodelle, wo eine
(univariater Fall) oder mehrere (multivariater Fall) Variablen
als Antwortvariablen (response Variable) ausgezeichnet sind und
der Einfluf} der restlichen Variablen (die Regressoren) auf diese
Antwortvariablen untersucht werden soll. Mit Y bezeichnet man
die Antwortvariablen, mit X die einflunehmenden Regressoren.
Der Vorteil solcher Modelle liegt (sofern sie fiir die Fragestel-
lung geeignet sind!) darin, dass jetzt nur fiir die Antwort-
variablen eine Verteilungsannahme getroffen werden muf3, nicht
aber fiir die Menge der Regressoren X . Bei den parametrischen
Verteilungsannahmen wird man sich im Fall von einer univari-
aten Antwortvariable der Theorie der verallgemeinerten linearen
Modelle (McCullagh and Nelder, 1989) bedienen. Bei der mul-
tivariaten Situation kann man wiederum unterscheiden, ob es
sich um zu einem bestimmten Zeitpunkt gemessene verschiedene
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Variablen handelt (multivariate Querschnittsdaten), ob es sich
um die wiederholte Messung ein -und derselben Variable(n) han-
delt (Paneldaten, Langsschnittanalyse), oder ob es sich um die
Messung einer (oder mehrerer) Variablen an abhingigen Indidi-
viduen handelt (Clusterdaten, Familienstudien). Multivariate
Analysen konnen bereits im Fall vollsténdiger Daten sehr kom-
pliziert werden und die Zahl moglicher Modelle ist grof3. Als
Beispiele seien hier nur aufgefiihrt: marginale Modelle (Liang
and Zeger, 1989) fiir Panel- und Clusterdaten, Modelle mit Zu-
fallseffekten (Verbeke and Molenberghs, 2000) fiir Panel- und
Clusterdaten, bedingte Modelle, graphische Modelle (Whittaker,
1990) fiir multivariate Daten. Fiir Modelle im Regressionskon-
text geben Fahrmeir and Tutz (2001) eine gute Ubersicht. Durch
fehlende Daten wird die Komplexitiat dementsprechend noch
erh6ht. Im Folgenden wollen wir uns Y der Einfachheit we-
gen als eine univariate Antwortvariable vorstellen. Eine etwaige
Bedingung auf X wird zur Vereinfachung der Notation wegge-
lassen. Das angenommene Datenmodell wird jetzt durch die
Angabe einer Verteilung bzw. Dichte fur Y, f(ymidf), fest-
gelegt. Die Dichten konnen meist in Form einer Exponential-
familie dargestellt werden, so zum Beispiel die Normalverteilung,
die Poissonverteilung oder die Binomialverteilung (Gegenbei-
spiel: Gleichverteilung). Die Moglichkeit der Darstellung als
Exponentialfamilie erleichtert beipielsweise die konkrete Imple-
mentation des EM—-Algorithmus nach Dempster, Laird and Ru-
bin (1977), eines Algorithmus zur Gewinnung von Maximum-—
Likelihood Schétzungen bei Problemen mit fehlenden Daten,
der in Abschnitt 3.6 ndher beschrieben wird. Generell bezeich-
net man als Likelihood L(f | y) eine beliebige Funktion in 6 fiir
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festes y, die proportional zu f(y | ¢) ist (wihrend die Dichte
ja als Funktion in y fiir festes 6 aufgefafit werden muss). Wir
werden der Einfachheit wegen Likelihood und Dichte immer mit
f bezeichnen.

3.1 Maximum-Likelihood (ML)

Akzeptiert man die Giiltigkeit der MAR—Annahme, so 1a8t sich
das Schitzproblem wegen folgender Uberlegung vereinfachen.
Dazu erinnern wir uns, dass MAR bedeutet, dass

P(R | y;f) = P(R | ybeobayfehl;f) = P(R | ybeob;f) . (3.1)

Werden diese Wahrscheinlichkeiten zum Beispiel in Form eines
logistischen Regressionsmodells formuliert, so ist ¢ der Vektor
der Regressionsparamter dieses Modells. Eine andere Moglichkeit
ist beispielsweise das Probit—Modell. Die sogenannte Likelihood
der vollstindigen Daten ist gegeben durch

F(R,y|0,6) = f(Ybeob Ytent | ) P(R | Ybeob, Yren1; &) - (3.2)

Sie stellt also die gemeinsame Verteilung der Daten zusammen
mit den zufélligen Indikatorvariablen dar, welche den Fehlend-
mechanismus beschreiben.

Bemerkung: Im Allgemeinen ist f(Ybeob, Yreni | ) das Produkt
von n Dichten, wenn eine unabhéngige, bei Regressionsmod-
ellen i.a. nicht identisch verteilte, Stichprobe vom Umfang n
angenommen wird. Jedes individuelle y;, ¢ = 1,... ,n, kann
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dabei durchaus multivariat sein. Unter Verwendung von (3.1)
vereinfacht sich (3.2) zu

f(R, Ybeob Yfehl | 075) = f(ybeobayfehl | G)P(R | ybeob;f) .
(3.3)

Die Likelihood der beobachteten Daten, welche die Grundlage
der Schétzung bildet, erhélt man durch Herausintegrieren der
fehlenden Daten in (3.2) bzw. (3.3):

f(Ryybeob | 0;6) = /P(R | Ybeob; E)f(ybeobyyfehl | a)dyfehl

P(R | ybeob; &) / J(Ubeobs Ytent | 0)dyten
= P(R | Ybeob; g)f(ybeob | 9) . (3.4)

Man erkennt sehr schon, dass die Likelihood der beobachteten
Daten nun aus zwei separaten Faktoren besteht, welche jeweils
durch einen eigenen Parameter(vektor) bestimmt sind. Beste-
hen keine restriktiven Abhéingigkeiten zwischen den Parametern
f und &, so nennt man den Fehlendmechanismus ignorierbar.
Ist man ndmlich nur an einer Parameterschitzung von 6 inter-
essiert, so geniigt es, den Faktor f(ybeob | €) zu betrachten,
der andere Faktor kann bei der Maximierung ignoriert werden,
denn fiir die Maximierung der Likelihood sind beide Faktoren
unabhingig voneinander maximierbar. Man macht sich schnell
klar, dass im Falle der Nichtgiiltigkeit von (3.1) diese Verein-
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fachung nicht mdglich ist:

f(Raybeob | 075) = /P(R | Ybeob, 7yfeh1;€)

-f (Ybeob, Ytent | B)dysen ,
(3.5)

da ysen1 jetzt in beiden Faktoren vorkommt. Eine Maximum-—
Likelihood Schitzung ist auch hier moglich, aber oft technisch
sehr anspruchsvoll. Im Falle, dass die MAR~Annahme nicht
gerechtfertigt erscheint, muf} die gemeinsame Verteilung der Daten
und der zufilligen Indikatorvariablen betrachtet werden. Dies
kann auf verschiedene Weisen geschehen. Zwei mogliche Fak-
torisierungen sind die Pattern Mizture Modelle und die Selection
Modelle, die in den folgenden Abschnitten behandelt werden.

3.2 Pattern Mixture Modelle

Betrachtet man die Faktorisierung der gemeinsamen Dichte von
Y und R gemif

so spricht man von einem Pattern Mizture Modell. Entschei-
dend ist hier, dass das Datenmodell bedingt auf das konkrete
Fehlendmuster R gewidhlt wird. Anschlieflend wird iiber die
Verteilung dieser Fehlendmuster ‘gemischt’. Der Vorteil dieses
Modellansatzes liegt darin, dass die aus den beobachteten Daten
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nicht identifizierbaren Parameter sofort sichtbar werden. Dazu
wollen wir folgendes einfache Beispiel betrachten.

Beispiel: Sei (Y1,...,Y,,) eine Zufallsstichprobe unabhingiger
und identisch verteilter Zufallsvariablen gemafl einer Bernoulli
Verteilung mit Parameter p = E(Y;) = P(Y; = 1). Im Falle
vollstindiger Daten ist der Mittelwert Y eine erwartungstreue
Schiitzung fiir p, d.h. E(Y) = p. Wir nehmen nun an, dass die
ersten n — m Beobachtungen berichtet sind (m < n), wahrend
die letzten m Beoachtungen fehlen. Unter der Annahme, dass
der Fehlend—Prozess MCAR oder MAR ist (was in diesem ein-
fachen Fall einer i.i.d. Stichprobe dquivalent ist), ist der Com-
plete Case Schiitzer p = —— 3" ™YV] eine erwartungstreue
Schitzung fiir p. Was passiert aber, wenn der Fehlendmecha-
nismus nicht MCAR (MAR) ist? Eine statistische Formulierung
des Problems im Sinne eines Pattern Mixture Modells kann mit-
tels der Darstellung

p = PY;=1)
= PYi=1|Ri=1p)PR;=1]¢)
+P(Y; =1|R; =0;po) - [l = P(R; = 1] §)]
= pi&+p(l1-¢)

gegeben werden. Die Parameter py und p; sind die Erwartungs-
werte fiir Y im jeweiligen Pattern, wovon es hier nur zwei gibt:
entweder wurde Y; beobachtet (R; = 1) oder es fehlt (R; = 0).
Der Parameter ¢ entspricht dem Erwartungswert von R;, £ =
E(R;) = P(R; = 1). Es ergeben sich folgende Konsequenzen,
falls po # p1 (wenn Gleichheit gilt, liegt wieder MCAR vor):
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e Der Complete Case Schiitzer —— """ ™ V] ist eine erwar-

tungstreue Schitzung fiir p;, nicht aber fir py bzw. p.

e Aus den beobachteten Daten sind p; und &, der Anteil der
Fille, die beobachtet wurden, schatzbar. Der Parameter
po ist nicht identifizierbar aus den beobachteten Daten.

e Fiir p kbnnen durch Annahme der Extremwerte 0 und 1
fiir pp Grenzen geschiitzt werden, da

pE<p<pil+(1-)=1-[1-m)],

und die Parameter, die in den Grenzen vorkommen, aus
den beobachteten Daten geschétzt werden kénnen. Liter-
atur zu diesem fiir komplexe Modelle schwierigen Ansatz
der partiell identifizierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
wird im Abschnitt 3.8 angegeben.

Der Vorteil dieser Modellklasse liegt laut Little (1993) darin, die
nicht aus den Daten identifizierbaren Parameter eines statistis-
chen Modells explizit auszuweisen. Der Nachteil dieses Model-
lansatzes liegt allerdings darin, dass man ein anderes Datenmod-
ell wihlen muf}, als man im Falle vollstdndiger Daten gewahlt
hétte. Unangenehm ist auflerdem, dass die Zahl der zu schétzen-
den Parameter mit der Zahl der verschiedenen Pattern ansteigt,
sofern nicht wieder vereinfachende Annahmen (Restriktionen)
getroffen werden. In diesem Punkt sind die im folgenden Ab-
schnitt besprochenen Selection Modelle besser interpretierbar,
als sie einfach das Datenmodell, das man auch im Falle vollstan-
diger Daten gewahlt hitte, durch ein Modell fiir den Fehlend-
mechanismus erginzen.
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3.3 Selection Modelle

Betrachtet man die Faktorisierung

fRY [6,8) = f(R|Y;8)f(Y |0), (3.7)

so spricht man von einem Selection Modell (wobei # und ¢ Pa-
rameter mit anderer Bedeutung als im vorigen Abschnitt dar-
stellen). Dieses Modell geht auf Heckman (1976) zuriick. Hier
wird angenommen, dass das Fehlen davon abhéngt, ob eine an-
dere (latente, unbeobachtete) Variable Z mit Z ~ N(uz,0%)
den Schwellenwert Null iiberschreitet oder nicht, also

P(Y; beobachtet) = P(Z; > 0),

wobei auch Y ~ N(uy,o?). Die Abhiingigkeit der Fehlend—
Wahrscheinlichkeit vom Response wird dadurch modelliert, dass
eine Korrelation zwischen Y und Z eingefiihrt wird, d.h. man
trifft die Annahme einer bivariaten Normalverteilung fiir (Y, 7).

Man kann zeigen, dass dieses Modell dquivalent zum folgenden
Modell ist:

P(Y; beobachtet | Y; = y;) = ®(v0 + M1yi) ,

wobei 7p und vy; geeignet zu wéhlen sind und @ fiir die Vertei-
lungsfunktion der Standardnormalverteilung steht. Eine aus-
fithrliche Behandlung dieses Modells findet sich in Amemiya
(1985) und Rubin (1987). Man kann insbesondere zeigen, dass
die Schitzbarkeit des Modells durch die Nichtlinearitit des sog.
Mills ratio ¢(y)/(1 — ®(y)) gegeben ist, wobei ¢ die Dichte

33



einer Standardnormalverteilung darstellt. Als Vorteil der Selec-
tion Modelle wird gesehen, dass man das Datenmodell wahlt,
welches man auch im Falle vollstindiger Daten gewahlt hatte,
und dieses Modell lediglich unterstiitzen muf§ durch ein Mod-
ell fiir den Fehlendmechanismus. Als Nachteil der Selection
Modelle gilt, dass eine Annahme fiir ein spezielles Modell fiir
den Fehlendmechanismus in der Praxis schwierig ist und man
das Problem der Fehlspezifikation hat, welche sich auch negativ
auf die eigentlich interessierenden Schitzungen auswirken kann,
zum Beispiel in Form eines Bias. Im Allgemeinen wird dem
Anwender empfohlen, eine Sensitivitdtsanalyse durchzufiihren,
also die Schitzungen unter verschiedenen Annahmen fiir den
Fehlendmechanismus zu wiederholen. Meist ist dies jedoch ein-
facher gesagt als getan, insbesondere wenn sehr viele Variablen
im Spiel sind.

3.4 Aquivalenz von Pattern Mixture Modellen
und Selection Modellen in speziellen Fallen

Betrachten wir nochmals das Beispiel aus Abschnitt 3.2. Wihlen
wir als Ausgangspunkt das Modell fiir den Fehlendmechanismus,
PRi=1|Y;=1)=0a; und P(R; =1]|Y; =0) = ay, so liefert
die Anwendung des Satzes von Bayes:

baq

(il Ri=1) = POG=1] Ri=1) = T

(3.8)
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und

E(Y; | R; = 0) P(Y;=1|R; =0)
o p(l—ap)
= e+ (-pli-ay Y

Im Allgemeinen sind (3.8) und (3.9) verschieden. Betrachte als
einfaches Zahlenbeispiel p = 0.4, a; = 0.9 and ap = 0.8. Dann
ist E(Y; | R; = 1) = 0.36/0.84 = 0.429 and E(Y; | R; = 0) =
0.04/0.16 = 0.25. Ebenfalls erkennt man, dass (3.8) und (3.9)
gleich und gleich E(Y;) = p sind, wenn ay = ap, d.h. MCAR
(MAR) liegt vor. Ubrigens: da in diesem Beispiel E(Y; | R; =
1) > p ist, wiirde der complete case Schétzer den Population-
sparameter p tberschdtzen. Fiir dieses Beispiel, bei dem MCAR
und MAR dquivalente Aussagen sind, konnte man zeigen, dass
in diesen Féllen auch die bedingten Erwartungswerte gleich und
gleich dem unbedingten Erwartungswert sind und damit Selec-
tion Modell und Pattern Mixture Modell sich nicht unterschei-
den. Was aber gilt in allgemeineren Féllen? Dazu betrachten
wir den Fall, dass neben Y noch eine weitere Variable X mit
im Spiel ist, fehlenede Werte aber nur in Y auftreten. Um die
Notation kompakter zu halten, lassen wir die Parameter und
den Index i im Folgenden weg.

MCAR In diesem Fall gilt

f(R]Y,X) = f(R). (3.10)
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Das Selection Modell (3.7) vereinfacht sich also zu
fFX,)Y,R)= f(R)f(X,Y). (3.11)
Fiir das Pattern Mixture Modell folgt
fY, X |R) = f(X,Y),
denn mit (3.11) gilt

XY R)  f(R)f(X,Y)
fY,X|R)= = = f(X,Y).
AR ="5m) sy Y
Man erhélt als Ergebnis, dass im Falle von MCAR das Selektion-
smodell und das Pattern Mixture Modell zum gleichen Ergebnis
fiihren, ndmlich

fX, Y, R) = f(R)f(X,Y) (3.12)

Geht man jetzt noch zusatzlich davon aus, dass die beiden Fak-
toren in (3.12) von unabhéngigen Parametern indiziert sind, also

f(R) = fy(R) eV

f(X,Y) fo(X,Y)  6e€0o
f(Xv Y, R) f9,¢(X7 Y, R) = f9(X7Y)f1/1(R)7 (6777) € 0O x v,

dann erhdlt man das Ergebnis, dass fiir die Bestimmung einer
Parameterschitzung von € lediglich der entsprechende Faktor
der Likelihood maximiert werden muss, der auf den Beitrdgen
fo(X;,Y:) beruht.
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MAR Gemif der Definition liegt MAR dann vor, wenn
F(RIY,X) = f(R| X). (3.13)
Fiir das Selektionsmodell gilt dann
F(X,Y,R) = f(R]| X)f(X,Y) (3.14)
und fiir das Pattern Mixture Modell folgt
R|X
s 1By = e 180

denn mit (3.14) gilt

xRy = FORY ) FRINFX,Y)

f(R) f(R)
Obwohl eine mathematische Identitét zwischen den beiden Mod-
ellen herstellbar ist, so sind sie vom statistischen Standpunkt aus
verschieden: Das Pattern Mixture Modell spezifiziert ein Modell
fir f(Y,X | R) und f(R), das Selektionsmodell ein Modell fiir
f(X,Y)und f(R| X,Y). Als Resultat erhalten wir also, dass
die beiden Modellarten bereits bei MAR zu unterschiedlichen
statistischen Modellen fiihren.

3.5 Parametrische Verteilungsannahmen im mul-

tivariaten Fall

Bisher wurde stets von univariaten Stichproben bzw. von uni-
variaten Responsevariablen ausgegangen. Hierfiir stehen mit
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den Exponentialfamilien und den generalisierten linearen Mod-
ellen gut erforschte statistische Verfahren zur Verfiigung. Schwie-
riger gestaltet sich der multivariate Fall, insbesondere bei unter-
schiedlicher Skalierung der Variablen, etwa stetig/ordinal oder
stetig/nominal. Man beachte, dass die Verwendung der multi-
variaten Normalverteilung in diesem Kontext als nicht geeignet
bezeichnet werden muf}. Eine Moglichkeit besteht in der Fak-
torisierung der gemeinsamen Verteilung in bedingte Verteilun-
gen und Randverteilungen. Als Beispiel sei der Ansatz von Fitz-
maurice and Laird (1995) genannt, der sich allerdings nur mit
vollstdndigen Daten beschéftigt. Es entsteht also das Problem
der Wahl der Faktorisierung. Zur Veranschaulichung mdge das
folgende Beispiel dienen. Betrachten wir zwei Variablen unseres
Anfangsbeispiels. Die binédre Variable depot und die stetige
Variable ek sind ein Beispiel fiir einen gemischten Verteilungstyp,
bei dem nicht die bivariate Normalverteilung im herkémmlichen
Sinne zur Anwendung kommen kann. Prinzipiell stehen hier
zwei Moglichkeiten zur Faktorisierung der gemeinsamen Vertei-
lung f(depot, ek) zur Verfiigung. Die erste Mdglichkeit ver-
wendet die Faktorisierung

f(depot, ek) = f(ek | depot) - f(depot), (3.15)
die zweite verwendet
f(depot, ek) = f(depot | ek) - f(ek). (3.16)

Im ersten Fall ist die Randverteilung der Einkommensvariablen
eine Mischung aus den beiden Verteilungen f(ek | depot =‘Ja’)
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und f(ek | depot =‘Nein’). Nimmt man fiir diese beispiel-
sweise Normalverteilungen an, so ergibt sich eine Mischung aus
zwei Normalverteilungen. Die Randverteilung von depot ist
eine Bernoulliverteilung. Im zweiten Fall dagegen ist die Rand-
verteilung der Einkommensvariablen eine Normalverteilung. Fiir
die bedingte Verteilung von f(depot | ek) kann etwa ein Logit-
modell angesetzt werden. Wenngleich eine mathematische Aqui-
valenz zwischen den Gleichungen (3.15) und (3.16) vorliegt, ist
zu beachten, dass statistisch zwei unterschiedliche Modelle ge-
bildet werden, sobald die Verteilungen spezifiziert werden.

3.6 EM Algorithmus

Fiir Probleme mit fehlenden Daten kann ganz allgemein der
sog. Expectation—-Maximization Algorithmus nach Dempster et al.
(1977) zur Gewinnung von Maximum-Likelihood Schitzungen
verwendet werden. Es handelt sich dabei um einen iterativen
Algorithmus, der nach Gewinnung einer Anfangsschétzung ()
fiir @ sukzessive eine Folge von Schétzungen (), ¢ = 1,2, ...
gewinnt, welche unter gewissen Bedingungen gegen das Maxi-
mum f#—der Maximum-Likelihood Schitzung—konvergiert. Wir
betrachten hier nur den Fall von ignorierbarem Nonresponse
(MAR). Ausgangspunkt ist dann die Likelihood der beobachteten
Daten in der unter MAR vereinfachten Form (3.4), bei der es
geniigt,

f(Ybeon | 0) = / [ (Ybeob, Ytenl | &) dYrent
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beziiglich # zu maximieren. Ist das (moglicherweise mehrdimen-
sionale) Integral berechenbar, so kann eine Maximum-Likelihood
Schatzung durch ein Newton-Raphson oder Fisher—Scoring Ver-
fahren gewonnen werden. Ist dies sehr oder zu komplex, so
bietet sich der EM—Algorithmus als Alternative an. Die Grun-
didee des EM Algorithmus ist, das Schitzproblem immer wieder
auf die Maximierung vollstdndiger Daten zuriickzufiihren. Im
Folgenden bezeichnet [(f | y) die logarithmierte Likelihood.
Ausgangspunkt ist die Faktorisierung

f (Ybeob Ytenl | 0) = f(Ybeob | 0) f (Ytenl | Ybeobs F) - (3.17)

Logarithmiert man auf beiden Seiten dieser Gleichung, erhélt
man

I(Ybeob, Ytent | ) = L(Ybeob | @) + 108 f(yYtent | Yveob; #) . (3.18)

Umordnen dieser Gleichung liefert

{(Ybeob | 8) = U(Ybeob, Yrent | 8) — 10g f (Yrent | Ypeob; 8) . (3.19)

Die Idee ist jetzt, in Gleichung (3.19) auf beiden Seiten den
Erwartungswert beziiglich der Verteilung der fehlenden, gegeben
die beobachteten Daten an einer aktuellen Schitzung #®), also
T (Ytent | Ybeob; #P)), zu bilden:

I(Ybeon | 0) = M (0 16D) — H(6 | 6) (3.20)
mit
M@ |6Y) = /l(ybeob:yfehl | 8) f (Ytent | Ybeob; 8D ) dyrent
(3.21)
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H@19Y) = /f(yfehl | Ybeob; ) f (Urent | Ybeob; 8 )dyrent »
(3.22)

und weil

/l(ybeob 18) - f(yrent | Ybeob; 0 dytens = L(Ybeob | 0)

'/f(yfehl | Yneob; 0 )dyreni

= l(ybeob | 0) -1

= l(ybeob | 0) .
Der Algorithmus stiitzt sich ausschlieflich auf den Term M (€ |
6D): (E)rwartungs-Schritt: Bestimme den Erwartungswert M (6 |
61), gegeben durch Gleichung (3.21). Idealerweise ist dieser
Schritt analytisch moéglich. (M)azimierungs—Schritt: Bestimme
die néichste Schitzung #*+1) durch Maximieren von M (8 | §®))
beziiglich . Idealerweise 1afit sich dieser Schritt mit einem
vorhandenen, implementierten Verfahren fiir vollstindige Daten

16sen. Beachtet man nun, dass fiir die Likelihood an der Stelle
6 nach (3.20) die Gleichung

1(Ybeob | g(t)) — M(g(t) | g(t)) _ H(g(t) | g(t))
gilt und

o MO | 61y > M(HD | §1), nach Definition, da die
linke Seite durch Maximieren im M—Schritt entstanden ist,

o H(OUD | 9®)) < H(@O® | 1), was hier ohne Beweis
bleiben soll (Jensen’sche Ungleichung),
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so erhélt man:
l(ybeob | 9(t+1)) Z l(ybeob | a(t)) ) (323)

d.h. mit jedem Iterationsschritt wéchst die Likelihood. Zur
Konvergenz des Verfahrens finden sich einige Literaturhinweise
in Fahrmeir and Tutz (2001). Soviel sei hier gesagt: ist die
log—Likelihood multimodal, oder besitzt sie einen Sattelpunkt,
so hingt es vom Startpunkt ab, wohin die Sequenz () kon-
vergiert. Oder anders ausgedriickt: dann kann eine Konvergenz
gegen ein globales Maximum nicht garantiert werden. Die Kon-
vergenzgeschwindigkeit hingt gemifl dem sogenannten missing
information principle (Little and Rubin, 1987) vom Anteil der
fehlenden Werte ab: je hoher dieser Anteil, desto langsamer die
Konvergenz. Ein Nachteil des EM—Algorithmus ist die schwierige
Gewinnung von Varianzschitzungen. Im Newton-Raphson—Ver-
fahren, welches die beobachtete Informationsmatrix verwendet
(also im wesentlichen die zweiten partiellen Ableitungen der log—
Likelihood nach #), fallen diese quasi als Abfallprodukt im let-
zten Iterationsschritt an. Allerdings bietet die Formel von Louis
(1982) eine Moglichkeit, solche Schitzungen zu gewinnen.

EM-—Algorithmus fiir einfache Exponentialfamilien. Die
Dichte einer einfachen Exponentialfamilie 148t sich darstellen als
exp (S(Y)6)

£ 1) =6

Dabei sind a und b jeweils Funktionen ihrer Argumente, S(Y)
ist die suffiziente Statistik und Y = (Yieob, Yren1). Der E—Schritt
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vereinfacht sich dann erheblich:
1(0]Y) =1log(b(Y)) — log(a(d)) + S(Y)8

Nur der Term S(Y)# hangt von Ygn ab. Der E-Schritt ist
einfach die Schitzung der complete-data suffizienten Statistik
S(Y) durch

SED = B(S(Y) | Yoeob, 0).

Dies ist einfach, wenn [(6 | ) linear in S(Y") ist. Der M—Schritt
6+ st dann die Losung der Likelihood-Gleichungen

E(S(Y) | 8) = StHY,

Der M—Schritt wird wie bei vollstdndigen Daten durchgefiihrt
und vorhandene Software ist fiir den M—Schritt nutzbar. Im All-
gemeinen werden im E-Schritt nicht direkt die fehlenden Werte
ersetzt, sondern der Anteil der fehlenden Werte an der (com-
plete data) suffizienten Statistik. Folgendes einfaches Beispiel
soll die Schritte demonstrieren.

Beispiel: Univariate, normalverteilte Daten, Stichprobe vom
Umfang n, n — m beobachtet, m fehlend:

Y; iid. N(g,0%),i=1,...,n

EY;) = n
E(Y?) = Var(Yi)+ (BE(Y:))?
_ 02+,u2

Die complete data Log—Likelihood ist also linear in den suffizien-
ten Statistiken ;™ ¥; und Y1 | V2.
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E -Schritt:

a)
E (E Yi | Ybeob'f‘(t)’”2(t)> = E ( > vl Ybeobvn(”,oz(t)>
i=1 i=1
+E ( S v ybeob,ﬂ(t),azu))
i=n"mt
= i Y; +mp®

iz

b)

B (E v2 Ybeobv“(t)’”2(t)) = F ( > Y2 Ybeob,u“),vz“))

i=1 i=1

+E ( zn: Y2 | Yieop, nt), Uz(t))

i=n—m+1

> V2 4 mu()? 420

i=1

M Schritt:

LD 1 [ i Y; +m“(¢)]
no|li=1
e . [nim v? +m(u()? + 02“))] — (u(t))?

i=1
Im Maximum gilt:

G = 2=y

L20t+1)  _2(t) _ 52
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1. Schitzung fiir p:

2. Schitzung fiir o2:

n—m
> Yi=Yheob
i=1

n—m

In diesem Fall erhilt man das bekannte Ergebnis, dass die Pa-
rameter aus den beobachteten Daten geschétzt werden konnen.
Ein iterativer Algorithmus ist hier also nicht notwendig, man
erhilt das Ergebnis durch explizite Formeln.
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3.7 Bayes Inferenz

Mit der Verfiigbarkeit immer schnellerer Computer, der Bekan-
ntmachung der sog. MCMC (Markov Chain Monte Carlo) Algo-
rithmen fiir die Statistiker durch Gelman and Rubin (1992) und
der anschlieffend explosionsartigen Vermehrung entsprechender
Arbeiten und Algorithmen in der Literatur, steht heute ein bre-
ites Spektrum an Algorithmen zur Verfligung, um Bayes In-
ferenz im Allgemeinen und im Besonderen im Fall fehlender
Daten betreiben zu kénnen. Eine detaillierte Behandlung wiirde
den Rahmen dieses Artikels sicherlich sprengen. Schafer (1997)
bietet einen guten Einstieg fiir die multivariate Analyse mit
fehlenden Daten, wobei die symmetrische Sichtweise auf die er-
hobenen Variablen betont wird: multivariate Normalverteilung
fiir stetige Daten, loglineare Modelle fiir rein qualitative Daten
und ein Modell fiir gemischte Variablen, das sogenannte gen-
eral location model, bei dem eine Faktorisierung der gemein-
samen Verteilung der stetigen und diskreten Variablen in der
Form f(stetige | diskrete)f(diskrete) vorgenommen wird.
Im Folgenden wollen wir nur kurz den MAR Fall beschreiben.
Bei der Bayes Inferenz wird der Parameter 8 als zufélliger Pa-
rameter aufgefaft, dem zunéchst eine a priori Verteilung 7 (6)
zugeordnet wird. Interessiert ist man dann an der a posteri-
ori Verteilung von 6, w(# | y), nachdem die Daten y erhoben
wurden. Die Grundidee ist die des (sukzessiven) Lernens iiber 6
durch (sukzessive) Beobachtung von Daten. Im MAR~Fall kann
man zeigen (Schafer, 1997), dass das Problem auf die Berech-
nung der a posteriori Verteilung gegeben die beobachteten Daten
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zuriickgefithrt werden kann, dhnlich wie bei der Maximum-Like-
lihood Schitzung im MAR-Fall nur die beobachtete Likelihood
betrachtet werden mufl. Der Zusammenhang wird deutlich durch
folgende Beziehung;:

7T(9 | ybeob) X l(e | ybeob)ﬂ-(e) .

Dabei wird 7(# | ybeob) entsprechend als beobachtete a posteri-
ori Verteilung bezeichnet. Ist diese Verteilung ezplizit berechen-
bar und von bekannter Form, erhalt man unmittelbar inter-
essierende Groflen, wie den a posteriori Erwartungswert von
#. Oftmals ist eine explizite Berechnung aber kompliziert und
man stiitzt sich auf Monte Carlo Methoden zur approxima-
tiven Gewinnung dieser Groflen. In jiingster Zeit werden dazu
hiufig die bereits oben genannten MCMC Methoden benutzt,
welche (statistisch abhéngige) Ziehungen aus der a posteriori
Verteilung generieren, woraus sich wiederum z.B. der a pos-
teriori Erwartungswert einfach als Mittelwert der Ziehungen
schitzen 148t. In niedrigdimensionalen Problemen, d.h. wenn 6
nur aus wenigen Komponenten besteht, kénnen auch Alterna-
tiven wie das importance sampling sinnvoll sein, welches auch
in Schafer (1997) beschrieben ist. In hochdimensionalen Prob-
lemen allerdings scheinen unseres Wissens nach kaum Alter-
nativen zu MCMC Verfahren zu bestehen. Ein Nachteil der
Bayes Inferenz ist sicherlich die Notwendigkeit der Wahl einer
geeigneten a priori Verteilung. Dies wird auch meist als Haup-
targument der Kritiker verwendet. Eine Sensitivitdtsanalyse der
Ergebnisse bei Wahl unterschiedlicher prioris kann hier niitzlich
sein, ist in der Praxis aber schwierig. Bei geringen Stichprobe-
numféngen kann es sein, dass der Maximum-Likelihood Schétzer
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nicht existiert (Beispiel: Kontingenztafeln mit Nullbesetzun-
gen). Hier kann die Wahl einer informativen priori Verteilung
den Vorteil einer regularisierenden Wirkung haben, ahnlich der
Ridge—Schitzung (Rao and Toutenburg (1999)) im linearen Mod-
ell. Auf eine weitere Diskussion der Vorteile und Nachteile sei
hier aus Platzgrinden verzichtet.

3.8 Hinweise und weiterfithrende Litaratur

Die Idee, Grenzen zu berechnen, um die Problematik der Sensi-
tivitiat von Modellen fiir Fehlendmechanismen zu umgehen—um
also im Fall, dass keinerlei Vorwissen iiber den Fehlendmecha-
nismus existiert, die durch die fehlenden Daten induzierte Un-
sicherheit auszuloten—wird nur von wenigen Autoren verfolgt,
siehe Horowitz and Manski (2000), Horowitz and Manski (2001),
Vansteelandt and Goetghebeur (2001), Horowitz and Manski
(2002), Zaffalon (2002), ? und Heumann (2003). Dies liegt zum
einen vermutlich an der Tatsache, dass es sich um eventuell kom-
plexe Optimierungsprobleme handelt, zum anderen daran, dass
die berechneten Grenzen sehr weit werden kénnen und man sich
damit eingestehen miiite, dass die erhobenen Daten fiir eine bes-
timmte gewiinschte Analyse unbrauchbar sind. Pattern Mixture
Modelle und Selection Modelle werden meist im Zusammenhang
mit speziellen statistischen Datenmodellen diskutiert. Neben
Little (1993) seien als Beispiele ohne Anspruch auf Vollstdndig-
keit oder Systematik aufgefithrt: Little (1994) fiir einen Pat-
tern Mixture Ansatz bei multivariat (bivariat) normalverteilten
Daten, Diggle and Kenward (1994) fiir Drop—Out im multivari-
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aten Normalverteilungsmodell, wobei sich die Varianz—Kovarianz-
struktur additiv aus verschiedenen Komponenten (unabhéngige
Fehler, individuenspezifische Zufallseffekte und serielle Korre-
lation) zusammensetzt, Little and Wang (1996) fiir den allge-
meinen Fall (enthélt auch ein Kontingenztafelbeispiel) und Pat-
tern Mixture, Hedeker and Gibbons (1997) fiir longitudinale
Daten mit fehlenden Werten und einem sog. Random Effects
Pattern Mixture Modell, Ekholm and Skinner (1998) fiir eine
Anwendung des Pattern Mixture Ansatzes auf Longitudinal-
daten mit fehlendem binfiren Response, Molenberghs, Michiels
and Kenward (1998) fiir einen Pseudo-Likelihood—Ansatz fiir
Pattern Mixture und Selection Modelle, Molenberghs, Michiels,
Kenward and Diggle (1998) fiir Pattern Mixture Modelle, wenn
das Fehlendmuster monoton ist, Kenward (1998) zur Sensitivitét
von Selection Modellen, Troxel, Lipsitz and Harrington (1998)
fiir den Spezialfall der marginalen Modelle (Stichwort: GEE,
generalized estimating equations), Toledano and Gatsonis (1999)
fir GEE bei ordinalen Daten und fehlendem Response und fehlen-
den Werten in einer Kovariablen, Michiels, Molenberghs and
Lipsitz (1999), Daniels and Hogan (2000) fiir eine Sensitivitats-
analyse bei informativem (also nichtignorierbarem) Drop—Out,
also bei monotonem Fehlendmuster, Park and Lee (1999) bei
longitudinalen Daten, Pattern Mixture Modell, Ibrahim (2001)
fiir Maximum-Likelihood Schitzung von Selection Modellen im
generalisierten linearen Modell mit Zufallseffekten, Michiels, Molen-
berghs, Bijnens, Vangeneugden and Thijs (2002) fiir Selection
und Pattern Mixture Modellen bei Longitudinaldaten mit Drop—
out, Heumann (2003) fiir Bayes—Schitzung von Selection Mod-
ellen mittels Monte Carlo Methoden im generalisierten linearen
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Modell mit Zufallseffekten. Im Zusammenhang mit dem EM—
Algorithmus wurden einige Modifikationen erarbeitet. Ist bei-
spielsweise der M—-Schritt selbst nur iterativ 16sbar (Beispiel:
loglineare Modelle), d.h. man hat ineinander geschachtelte iter-
ative Verfahren, so kann man auf eine vollstindige Maximierung
im M-Schritt (die ja dann sowieso noch nicht das gewiinschte
Maximum liefert) verzichten und nur einen Schritt des Max-
imierungsalgorithmus im M—Schritt anwenden (oder eine wach-
sende Anzahl mit zunehmender Anzahl an EM-Schritten). Dieser
Algorithmus wurde als ECM-Algorithmus (Expectation Con-
ditional Maximization) von van Dyk, Meng and Rubin (1995)
eingefiihrt und soll das Verfahren insgesamt beschleunigen. Ist
der E-Schritt analytisch schwierig zu berechnen, so steht als Al-
ternative der MCEM-Algorithmus (Monte Carlo Expectation
Maximization) nach Tanner (1991) zur Verfiigung. Der Er-
wartungswert im E-Schritt wird hier durch eine Monte Carlo
Simulation berechnet. Der EM—Algorithmus wird auch in an-
deren statistischen Fragestellungen eingesetzt, beispielsweise zur
Schatzung von Modellen mit Zufallseffekten oder bei Mischver-
teilungsmodellen, siehe auch McLachlan and Krishnan (1997).

4 Modelle vom Regressionstyp

Im Folgenden wollen wir eine kleine Ubersicht geben tiber Meth-
oden zur Behandlung von Modellen vom Regressionstyp (vgl. Touten-
burg (2002)). Diese zeichnen sich gerade dadurch aus, dass a
priori die Variablen eingeteilt werden in Einfluligréfien (Regres-
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soren) und in von den Regressoren beeinflufite, abhingige Vari-
ablen (Response). Der Vorteil von Regressionsmodellen liegt
darin, dass keine Annahme iiber die Verteilung der Regres-
soren getroffen werden muf}, zumindest wenn die Regressoren
vollstdndig sind. Wir beschrinken uns hier auf eine Darstel-
lung des linearen Modells, wie sie in umfangreicherer Form auch
in Rao and Toutenburg (1999) zu finden ist, sowie eine kurze
Einfilhrung in nicht— und semiparametrische Modelle. Kom-
plexere Modelle, wie etwa die generalisierten linearen Modelle
oder Modelle fiir Longitudinal- und Clusterdaten werden lediglich
im Abschnitt {iber weiterfithrende Literatur angefiihrt.

4.1 Lineares Modell
4.1.1 Fehlende Daten im Response

Bei kontrollierten Experimenten wie klinischen Studien in der
Pharmakologie oder technischen Laboruntersuchungen wird die
X—Matrix durch gezielte Versuchsplanung festgelegt und ein Re-
sponse Y beobachtet. Die Auswertung erfolgt mit Standardver-
fahren wie z.B. der Varianzanalyse oder dem {iblichen linearen
Modell und den zugehorigen Testverfahren. Bei dieser Versuch-
sanlage kann man davon ausgehen, dass fehlende Werte eher
im Response als im Versuchsplan auftreten. Damit wird die
Balanziertheit gestort. Selbst wenn fiir die Daten die MCAR~-
Annahme gilt, ist es vorteilhafter, mit einem aufgefiillten Y-
Vektor die Standardanalyse balanzierter Modelle durchzufiihren
als mit dem kleineren complete case Datensatz zu arbeiten.
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Falls der Versuchsplan z.B. vollstindig gekreuzt ist, wiirde die
Beschrinkung auf den complete case Datensatz zu Schwierigkeiten
bei der Interpretation filhren. Im Folgenden nehmen wir an,
dass die Fehlend-Wahrscheinlichkeit fiir eine Beobachtung y
nicht von y abhingt.

KQ-Schatzung bei vollstandigem Datensatz Sei Y die
Responsevariable und X die (n, K)-Designmatrix, so gelte fir
die Realisierung y von Y das lineare Modell

y=XB+e, e~ N(0,0%I). (4.1)

Die KQ-Schétzung von 3 ist b = (X'X) ' X'y und die beste

erwartungstreue Schitzung von o2 ist
s = (y-Xb)'(y—Xb)(n-K)~'
S (e = 3

Zum Priifen linearer Hypothesen RS = 0 (R eine J x K—Matrix

vom Rang J) wird die Teststatistik

(Rb)'(R(X'X)"'R')~"(1b)
Js?

Fin_k = (4.3)

eingesetzt.

KQ-Schatzung nach Auffiillen fehlender Werte Yates
(1933) schlug folgende Methode vor. Falls m Responsewerte in
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y nicht beobachtet wurden, organisiert man den Datensatz um
(c: complete):

()= (X )o+ ().
schétzt § zundchst aus dem vollstdndigen Submodell gemif
be = (X Xe) ™ Xiybeon (4.5)
(Xc : (n —m) x K) und schitzt den m—Vektor ygen durch die
klassische Vorhersage
Gren1 = X.be. (4.6)

Diese Schitzung wird in (4.4) eingesetzt und danach wird die
KQ-Schitzung von S im aufgefiillten Modell berechnet. Die
KQ-Schitzung von 8 im aufgefiillten Modell ist Lésung des Op-
timierungsproblems

()= () () - (5 )}

n

S e+ Y G- ald) (47)

i=n—m-+1

5(8)

Der erste Summand wird minimal fiir b, (4.5). Setzt man diesen

Wert fiir 5 in den zweiten Summanden ein, so wird dieser Aus-
druck geméf (4.6) gleich Null, nimmt also sein absolutes Min-
imum an. Damit liefert b, das Minimum der Fehlerquadrat-
summe S(3) (4.7), d.h. b, ist KQ-Schétzer im aufgefillten Mod-
ell.

Schiatzung von o2
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1. Falls keine Werte fehlen, ist s> = Y"1, (y; — 9:)*/(n — K)
die korrekte Schitzung.

2. Falls m Daten (yfen) in (4.4)) fehlen, wire

n—m

Ofent = Z (yi = 91)*/(n —m - K) (4.8)
i=1
die korrekte Schitzung von o2.

3. Die Auffiillmethode von Yates liefert automatisch folgende
Schétzung

a\%’ates = { _Z(yl _g1)2+ Z (@1 _@1)2}/(”’_1{)

i=1 i=n—m-+1
= > i—9)"/(n-K). (4.9)
i=1
Damit gilt
. . n—m-K
¥ates = Ofonl - K ° Ofent » (4.10)

so dass Yates’ Methode zu einer Unterschitzung der Vari-
anz fithrt. Damit werden Konfidenzintervalle zu klein und
die Teststatistiken (vgl. (4.3)) zu grof}, so dass Nullhy-
pothesen schneller abgelehnt werden konnen. Um eine kor-
rekte Analyse zu gewéhrleisten, miissten also die Schatzung
der Varianz und damit alle nachfolgenden Statistiken mit

dem Faktor —2—£_ Lorrigiert werden.
n—m
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Bartlett’s Kovarianzanalyse Bartlett (1937) schlug eine Ver-
besserung von Yates’ ANOVA vor, die als Bartlett’s ANCOVA
(analysis of covariance) bekannt wurde. Die Methode lduft in
folgenden Schritten ab:

1. jeder fehlende Wert wird durch eine beliebige Ersetzung
(guess) aufgefiillt: yreh1 = Jrenl

2. es wird eine Indikatormatrix Z (n x m) als Kovariable
eingefiihrt und zwar durch die Festlegung

000 - 0
000 - 0
000 - 0

Z=17 00 . ol (4.11)
010 0
000 - 1

Die n — m Nullvektoren deuten auf no—missing und die m
Vektoren e}(e; ist ein Vektor mit Nullen und einer 1 an
der i—ten Stelle) auf missing hin. Uber diese Kovariablen
wird ein zusétzlicher Parameter v (m x 1) in das Modell
eingefiihrt und mitgeschétzt:

(?{beob) — XB-{—Z’)/-{—E
Ytehl

= (X,2) ( ’5 ) + €. (4.12)
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Die KQ-Schétzung von (£v)' erhilt man durch Minimierung
der Fehlerquadratsumme

SBY) =D Wi—zB—07)+ > (Gi—xiB—e)?.
i=1 i=n—m-+1

(4.13)

Der erste Summand wird minimal fiir 3 = b, (4.5), der zweite
Summand wird minimal (und zwar gleich Null) fiir ¥ = gren1 —
X.be . Damit ist die Gesamtsumme minimal fiir (b.,%), d.h.

be
< ?)fehl - X*bc > (414)

ist KQ-Schatzung von < 5 ) im Modell (4.12). Waihlt man

als Ersetzung speziell Jgn = Xib. (wie bei Yates’” Methode),
so wird 4 = 0. Beide Methoden liefern also als Schitzung von
B die complete case KQ-Schitzung b.. Die Einfiihrung des
zusatzlichen Paramters 7, an dessen Wert man gar nicht inter-
essiert ist, bietet jedoch einen entscheidenden Vorteil: die Frei-
heitsgradzahl bei der Schitzung von o im Modell (4.12) ist gle-
ich 7' minus Anzahl der geschétzten Parameter, alson— K —m =
n —m — K und damit korrekt, d.h. bei Bartlett’s ANCOVA er-
halten wir 6% = 67, (vgl. (4.8)) und damit eine unverzerrte
Schétzung von o2 .
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4.1.2 Fehlende Werte in der X—Matrix

Wenn wir die Standardsituation in der mehr 6konometrisch ori-
entierten Regressionsanalyse betrachten, so ist X hiufig kein
fester Versuchsplan wie in der Biometrie, sondern das Ergeb-
nis von Beobachtungen exogener Variablen. Damit ist X h&ufig
eine Matrix aus zufilligen Variablen, so dass auch in X Beobach-
tungen fehlen konnen. Wir konnen deshalb folgende Struktur
antreffen,

Ybeob Xbeob
Yteni | = [ Xbeob |B+e. (4.15)
Ybeob Xtent

Die Schitzung von ygep; stellt das Vorhersageproblem dar, das
wir bereits ausfithrlich beschrieben haben. Dabei entspricht die
klassische Vorhersage der Methode von Yates. Wir konnen uns
deshalb auf die Substruktur

_ Xbeob
Ybeob = < Xfehl ) B +e€ (416)

von (4.15) beschrianken und fiithren folgende Bezeichnungsweise
ein:

Ye _ X, €c €c -~ 2
(o) =(x )+ () (&)~0on wm
Das Submodell

Ye = XB +ec (418)
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bezeichnet den vollstdndig beobachteten Datensatz (c: com-
plete), wobei y. : (n —m) x 1, X, : (n —m) x K und Rang
(X.) = K gelten. Wir beschrinken uns auf X nichtstochastisch.
Bei zufilligem X wiirden wir mit bedingten Erwartungswerten
arbeiten. Das andere Submodell

Yo = X8 + €. (4.19)

hat die Dimension m = J. Dabei ist y. vollstdndig beobachtet.
In der Matrix X, fehlen Beobachtungen, wobei Einzelwerte oder
ganze Spalten oder Zeilen fehlen kénnen. Zur Unterscheidung
von der Schreibweise Xfen;, die auf vollstindiges Fehlen hin-
deutet, wihlen wir die Notation X, (partially missing). Die
Kombination der beiden Submodelle im Modell (4.17) entspricht
dem mixed Modell. Es ist deshalb naheliegend, dass wir die
Methode der mixed Schitzung zur Behandlung fehlender Werte
einsetzen werden. Die optimale, wegen X, partiell unbekannt
aber nicht operationale Schitzung von £ im Modell (4.17) ist
durch den mixed Schétzer

B(X.) = (X\Xe+ X[ X.)""(Xlye + Xiy.)
= b+ STLXI(I; + X STLXD) Ly, — X.bEA.20)

gegeben, wobei
be = (X! X)Xy, (4.21)
der KQ-Schétzer im complete case Submodell (4.18) und

Se = X' X, (4.22)
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ist.

Die Kovarianzmatrix von 8(X,) ist
V(B(X.)) = 0*(Se + 57! (4.23)
mit

S, = X'X,. (4.24)

4.2 Nicht— und semiparametrische Modelle

Eines der Standardwerke in diesem Zusammenhang ist das Buch
von Hastie and Tibshirani (1990). Nicht—und semiparametrische
Regressionsmodelle bilden eine duflerst flexible Modellklasse, die
a priori keinen Funktionstyp fiir den Zusammenhang zwischen
y und X postuliert. Lediglich einige mathematische Eigen-
schaften, wie etwa Differenzierbarkeit und Stetigkeit der un-
bekannten Funktion werden vorausgesetzt. Lineare bzw. poly-
nomiale Regressionsmodelle setzen die Kenntnis iiber den funk-
tionalen Zusammenhang zwischen y und X voraus, was deren
Flexibilitat und Aussagekraft oftmals deutlich einschréankt. Die
Flexibilitdt nicht— bzw. semiparametrischer Modelle wird allerd-
ings durch komplexere Schitzverfahren ‘erkauft’. FEin nicht-
parametrisches Modell zur Modellierung eines Zusammenhangs
zwischen einem Responsevektor y und einer unabhangigen Vari-
ablen X wird ganz allgemein geschrieben als

y=f(X)+e. (4.25)
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In diesem einfachen Fall entspricht die Fragestellung dem ein-
fachen Scatterplot—Smoother. Von einem semiparametrischen
Modell in diesem Kontext spricht man, wenn etwa ein weiterer
linearer Term als auf den Response wirkend angenommen wird,
etwa durch

y=gX)+pBo+ BiZ+e. (4.26)

Ein moglicher Ansatz zur Schitzung der Funktion f sind so-
genannte Smoothing Splines, die ihrerseits Losung des Min-
imierungsproblems

n 00

S — F)? + A / (" (w)du (4.27)

i=1 -

sind. In diesem Zusammenhang wird hiufig von einem Varianz—
Bias trade—off gesprochen, d.h. eine geringere Verzerrung (Néhe
zu den Daten) kann nur mit einer grofieren ‘Rauheit’ der ge-
schitzten Funktion ‘erkauft’” werden. und tragen dem trade—off
zwischen der Ndhe zu den Daten und Glattheit der geschétz-
ten Funktion Rechnung. Diese Wechselbeziehung erkennt man
in Problem (4.27): der linke Term ist ein Maf} fiir die Nihe
an den Daten, also den Bias, der rechte Term ein Maf fiir die
Glattheit der Funktion, was dem Parameter A auch den Na-
men Glattungsparameter verliehen hat. Zu den Voraussetzun-
gen von f gehoren stetige erste und zweite Ableitungen f' und
f", f" muB quadratisch integrierbar sein. Die Lésung f von
(4.27) wird als natiirlicher kubischer Glattungsspline (Beweis
siehe etwa Green and Silverman (1994), Kap. 2.5) bezeichnet.
Die Problematik fehlender Werte hat allgemeine Grundziige wie
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auch modellspezifische Eigenheiten. Waihrend man etwa bei
der Imputation iiber nichste Nachbarn bei Ansatz eines lin-
earen Modells aufgrund der strengen Monotonie der geschitzten
Funktion—hier ja einer Geraden—mit der NNI eindeutige Werte
iber die Spezifikation der Nachbarschaft erhilt, ist dies bei glat-
ten Funktionen nicht notwendig mehr der Fall. Folgen die Daten
zum Beispiel einem Polynom dritten Grades, so kann der Fall
eintreten, dass aufgrund der wechselnden Monotonieeigenschaft
mehrere, dulerst unterschiedliche, ndchste Nachbarn fiir die Im-
putation in Frage kommen. Auf dieses Problem sei lediglich ver-
wiesen, denn den Autoren ist bis dato kein wissenschaftlich an-
erkanntes Verfahren explizit bekannt. Es sei lediglich erwéhnt,
dass im Rahmen von Nittner (2003a) erste Ergebnisse durch
Simulationsstudien erzielt wurden. Als Fazit kann behauptet
werden, dass sich die NNI im Kontext glatter Funktionen dur-
chaus als Alternative, unter gewissen Voraussetzungen gar als
bessere Alternative zur Analyse der vollstindigen Falle heraus-
gestellt hat. Selbstverstindlich kénnen bekannte und damit
auch die hier behandelten Verfahren verwendet werden, zumal
bei statistischer Standardsoftware nur begrenzte Moglichkeiten
bestehen. Allerdings sollte es uns hier zumindest gelungen sein,
dass Bewusstsein in dem Sinne zu schirfen, zumindest auf die
Tatsache der Imputation hinzuweisen und sein statistisches Wis-
sen dahingehend zu nutzen, Unterschiede zwischen vollstandigen
und vervollstandigten Daten zu charakterisieren.
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4.3 Hinweise und weiterfuhrende Litaratur

Die Literatur zu linearen Modellen ist, gewissermaflen natur-
gemif wegen der hiufigen anwendung in der Praxis, sehr um-
fangreich. Wir konnten hier nur einen kleinen Ausschnitt bi-
eten. Ausfiihrlich, mit einigen interessanten Ideen, wie ganz all-
gemein auf nicht MCAR Prozesse mittels Anwendung von aus
den linearen Modellen bekannten Diagnosemaflen —siehe Rao
and Toutenburg (1999)—getestet werden kann, beschiftigt sich
Fieger (2000). Generalisierte lineare Modelle (McCullagh and
Nelder, 1989) mit fehlenden Kovariablen betrachten Ibrahim
(1990) und Ibrahim and Weisberg (1992) im ignorierbaren Fall,
Ibrahim, Lipsitz and Chen (1999) im nichtignorierbaren Fall.
Die Auswahl der Literatur zu nicht— und semiparametrischen
Ansitzen und deren Schétzung ist grofl. Wir empfehlen neben
Hastie and Tibshirani (1990) insbesondere Fahrmeir and Tutz
(2001) oder Green and Silverman (1994). Diese enthalten auch
die wesentliche Grundziige iiber die Wahl der Glattungspara-
meter, zum Beispiel iiber generalized corss validation oder das
Akaike information criterion. Ebenso empfehlenswert fiir al-
ternative Ansétze, etwa liber Basisfunktionen, zum Beispiel so-
genannte B-Splines, ist die Arbeit von Eilers and Marx (1996).
Ein weiteres Konzept basiert auf lokaler Regression deren Schit-
zung. Dabei werden z.B. Gewichte verwendet, die die Eigen-
schaften einer Dichtefunktion haben; eine ausfiihrliche Darstel-
lung dieser Methoden ist zum Beispiel in Hérdle (1990) zu finden.
Eine Auswahl an Literatur zu marginalen Modellen und Mod-
ellen mit Zufallseffekten wurde bereits im Abschnitt 3.8 gegeben.
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Eine umfangreiche Arbeit von Kastner (2000) beschéftigt sich
mit marginalen Modellen fiir korrelierten Response mit fehlen-
den Werten im Response. Lipsitz, Ibrahim and Fitzmaurice
(1999) betrachten bindre Longitudinaldaten mit fehlenden Wer-
ten in Response und Kovariablen. Lineare Modelle mit Zu-
fallseffekten und fehlenden Werten im Response werden ausfiihr-
lich in Verbeke and Molenberghs (2000) behandelt. General-
isierte lineare Modelle mit Zufallseffekten und fehlenden Werten
im Response werden nicht bayesianisch in Ibrahim (2001) und
bayesianisch in Heumann (2003) behandelt. Daneben gibt es
natiirlich noch sehr spezielle Methoden fiir sehr spezielle praktis-
che Probleme. Beispielsweise beschéftigt sich Réssler (2002) mit
dem Problem des Zusammenfiigens (merging) von Datensitzen,
wobei sich automatisch fehlende Werte ergeben, wenn gewisse
Variablen nicht in allen Datensatzen erhoben wurden. Ein dhnli-
cher Fall ergibt sich beispielsweise auch, wenn eine sehr teuer zu
erhebende Variable nur an wenigen Subjekten erhoben wird, bei
der Masse der Subjekte jedoch nur eine Hilfsvariable, welche mit
der teuer zu erhebenden Variablen dann eine moglichst grofle
Korrelation haben sollte, erhoben wird.
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