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0. E i n l e i t u n g 
Die Galoissche Theorie für Schiefkörper wurde nach einer längeren Entwick lung , i n 
der Spezialfälle behandelt wurden, fast gleichzeitig von Henri Cartan ([1], 1947) u n d 
von Nathan Jacobson ([2], 1947) i n voller Allgemeinheit entwickelt. Allerdings führt 
die Arbei t von H . Cartan etwas weiter, da dar in auch die Isomorphismen von Z w i -
schenschiefkörpern untersucht werden. 

I m Jahre 1955 erschien eine Note von J . Ninot ([4]), i n der eine Bemerkung zum Be
weis des Hauptsatzes i m kommutat iven Fall gemacht w i r d . Ich habe dann festgestellt 
([3], 1955), daß man die Idee von J . Ninot auch zum Beweis des Hauptsatzes für 
Schiefkörper heranziehen kann. Dami t kann man den Satz von Jacobson-Bourbaki, 
der in den Arbeiten von E. Cartan und N. Jacobson verwendet w i r d , durch eine ganz 
einfache Schlußweise ersetzen. Praktisch läuft es darauf hinaus, daß ein endlichdimen-
sionaler Vektorraum und sein dualer Raum die gleiche Dimension haben. I n meiner 
Note ([3]) habe ich dies nur angedeutet. E in Vortrag, den ich darüber gehalten habe, 
hat mich veranlaßt, dies hier zusammen m i t allen anderen Ergebnissen ausführlich 
darzustellen. 

Literatur 

[1] Cartan , Henri : 
Theorie de Galois pour les corps non commutatifs. 
A n n . Ecole Norm. Sup. 64 (1947), 59-77. 

[2] Jacobson, Nathan: 
A note on division rings. 
Amer. J . M a t h . 69 (1947), 27-36. 

[3] Kasch, Friedrich 
Bemerkung zum Hauptsatz der Galoisschen Theorie für Schiefkörper. 
Arch. M a t h . 6 (1955), 420-422. 

[4] Ninot , J . 
Uber den Hauptsatz der Galoisschen Theorie (Kcmmutat ive Körper). 
Arch. M a t h . 6 (1955), 52-54. 

1 



Inhaltsverzeichnis 

0. E in le i tung Seite 1 

1. Lineare H i l f s m i t t e l Seite 3 
a. M i n i m a l e Elemente Seite 3 

b. Schiefkörpererweiterungen als Vektorräume Seite 4 

2. Fixkörper u n d Dualität Seite 5 

3. Galoissche Erweiterungen und abgeschlossene Untergruppen Seite 8 

4. Der Hauptsatz Seite 16 

5. Fortsetzung von Isomorphismen Seite 18 

B e m e r k u n g z u r I n d i z i e r u n g 

Ich mache großzügig von der Möglichkeit Gebrauch, Indizes umzubenennen. Ist 
z.B. / eine Indexmenge und ist 0 ^ I 0 C I 1 h endlich, dann w i r d $3»€/ 0 • • * durch 
X^üi • • • ersetzt. Oder ist 

n h =

 Yl
atgi 

i = i 

eine Basisdarstellung, dann ist es für unsere Zwecke oft bequem, die Indiz ierung 
so zu ändern, daß <*,- ^ 0 für i = 1 , . . . , m und at- = 0 für i > m g i l t . 

W i r machen solche Änderungen ohne dies jeweils ausdrücklich zu erwähnen. 
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1. L i n e a r e Hi l fsmitte l 
a. Minimale Elemente 
Sei L ein Schiefkörper u n d sei iV ein Linksvektorraum über L . M i t (vi\i G I ) 
bezeichnen w i r eine Basis von iV und für a G V sei 

a = a^i 

die Basisdarstellung von a (wobei rechts in der Summe nur jeweils endlich viele 
Summanden a,-Vj vorkommen) . 

1.1. D e f i n i t i o n 
( i ) Träger von a = t r ( a ) : = {i\i G / A a : ^ 0} 

( i i ) Gewicht von a = wt (a ) : = |tr(a)| 
( = Anzahl der Koeffizienten ^ 0 i n der Basisdarstellung). 

( i i i ) Sei 0 ^ U C> V u n d sei a G U. 
Minimal a in U 

a^0AVbeU,b^ 0[tr(6) C t r (a ) = » tr(6) = t r (a ) ] . 

M a n beachte, daß diese Begriffe von der Basis abhängen und daß g i l t : 

a = 0 t r (a ) = 0 wt (a ) = 0. 

1.2. H i l f s s a t z 
Seien 0 ^ U C> V u n d a, 6, u G f . 

1) M i n i m a l a i n U A A G L , X ^ 0 min imal Xa i n [7. 

2) M i n i m a l a i n [7 A tr(6) = t r (a ) m i n i m a l b i n [7 A 3A G L , A ^ 0[fc = Aa). 

3) Zu jedem u € ^ , u / 0 gibt es ein minimales a € U m i t t r (a ) C t r ( u ) . 

4) Die Menge der min imalen Elemente aus U ist eine Erzeugendenmenge von U 
(und enthält daher auch eine Basis von U). 

B e w e i s 
1) K l a r , da t r ( a ) = tr (Aa) 
2) Durch Umindiz ieren kann erreicht werden 

m m 

i-\ i = i 

m i t Q| / 0, ßi ^ 0, z = 1 , . . . , in. Sei c := b — ßia^a = ^ ™ 2 (ß» ~~ l a , ) ü ; ^ 

dafür gi l t dann t r ( c ) ^ t r ( a ) . Da a m in imal ist , folgt c = 0, also b = Xa m i t 
A = i i a ^ " 1 ^ 0. D a n n ist b auch min imal . 
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3) I n d u k t i o n nach w t ( u ) ( ^ 1). 
Beginn: w t ( u ) = 1 u ist selbst minimal . Die Behauptung sei für w t ( i t ) ^ m — 1 
r i cht ig . Sei u G U m i t w t ( u ) = m. Ist u m in imal , dann ist man fert ig . Ist u nicht 
m i n i m a l , dann gibt es 0 / b G U mi t tr(6)£tr(u). Daher muß wt(6) ^ m — 1 sein. 
Also existiert ein minimales a m i t tr(a) C tr(6) C t r ( u ) . 

4) Ebenfalls I n d u k t i o n nach w t ( u ) mi t Beginn wie i n 3). Richt ig für w t ( u ) ^ m — 1. 
Sei wt(w) = m. Nach 3) gibt es ein minimales a G U m i t t r (a ) C t r ( u ) . Seien 
(Umindiz ierung) 

m fc 

i = l »=1 

wobei a i ^ 0 angenommen werden kann. Dann folgt 

t r ( u - / / iO :^ 1 a )^ t r ( i t ) . 

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es minimale Elemente a i , . . . , a * G £7 und 
A i , . . . , Xt G L m i t 

u — fia^la = A ia i - f • • • + A t a ( . 

Folglich ist u L inearkombinat ion von minimalen Elementen. 

Die folgenden Abschnit te enthalten mehrere Anwendungen der min imalen Elemente. 
Die damit erhaltenen Resultate bilden die Grundlage für den Hauptsatz. 

b. Schiefkörpererweiterungen als Vektorräume 

Sei L ein Schiefkörper, dann bezeichne E den Ring aller Endomorphismen von L als 
additive Gruppe ( = Z - M o d u l ) . E enthält zwei wichtige Teilmengen. Sei A G L , dann 
ist die L i n k s m u l t i p l i k a t i o n m i t A d.h. 

A' : L 9 ( H A ( 6 I 

offensichtlich ein Element i n E u n d 

$ : LBX^X' eE 

ist ein Ringmonomorphismus. Sei V :— $(L), dann ist V ein zu L isomorpher U n 
terschiefkörper von E. 

M i t 2 lut (L) w i r d die Gruppe aller Automorphismen von L bezeichnet. Für g G 2 lu t (L ) , 
•f, n G L g i l t dann 

9d + V) = 90 + giv) - 9(tl) = 9(09(1)-
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Offensichtlich ist 2lut(L) C S. Für g € 2tut (L) , A,£ € L folgt dann 

( » V ) ( 0 = g{\i) = g(\)g{0 = (g(\)'g)(0. 

d.h. 
g* = gW'g 

W i r wollen jetzt das Element A' G E wieder m i t A und V C E wieder m i t L bezeich
nen. Dann ist also L selbst Unterschiefkörper von E und E kann als L-Links- und L -
Rechtsvektorraum betrachtet werden (also i E bzw. E L ) , Eine Gefahr der Fehlinter
pretat ion besteht nur i n Bezug auf die Produktregel gX' = g(X)'g, die jetzt 
Produktregel: g\ = g(X)g 
lautet . Es ist also das Produkt gX in E von g(X) zu unterscheiden. 

Sei jetzt K ein Unterschiefkörper von L . Dann ist L L i n k s - u n d Rechtsvektorraum 
über K. Der Endomorphismenring End(L / c ) ist Unterr ing von E und enthält L{— V). 
End(Lf t ' ) ist also auch beidseitiger L - Vektorraum. 

1.3. H i l f s s a t z 

Sei K Unterschiefkörper von L . 

( i ) /v = {K\K G L A V / G E n d ( L * - U e = / ( £ ) « ] } 
( i i ) G i l t d im(LA' ) = n ==» d i m ( L E n d ( L A - ) ) = n . 

B e w e i s : 
( i ) Bezeichnen wir die Menge auf der rechten Seite von ( i ) m i t A ' i , dann gi lt 

Ä" C K \ . Sei jetzt A A' , dann existiert eine Basis von L K der Form 
( 1 , K € J ) . Definiere / G E n d ( L K ) durch 

also A $ A ' i . Daher gilt A' = A ' i . 
( i i ) Sei A i , . . . , A n eine Basis von L K , dann definiert man d{ G End(LA*) , i = 

1 , . . . , n durch 

/ ( ! ) : = 1 , / ( A ) : = 0 , f(X}) = 0 für j € J . 

D a n n folgt 

/(1)A = A # / ( A ) = / ( 1 - A ) = 0 , 

n. 

Dann ist d\,..., dn eine Basis von j r / End(L / v ) . 

2. Fixkörper und Dualität 

Zu einer Untergruppe (25 C> 21ut(Z) definiert man den Fixkörp^er 

K = F i x ( 0 ) : = {«|« e LAVge ®[g{n) = «]} 
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dann ist K e in Unterschiefkörper von L . 
Für g G 0 , ( G L , K £ K g i l t : 

= 9(Z)9(K) = QU)** 

d.h. # ist ein Endomorphismus von LK> Also gi l t 0 C End(LA' ) - Da auch L C 
End(L f t ' ) , folgt 

L<9 C E n d ( L A - ) . 

Dies ist nicht nur ein U n t e r r a u m von £,End(LA'), sondern wegen der Produktregel 
g\ = g(A)<7 sogar ein Unterr ing . W i r wollen zeigen, daß bei endlicher Dimension von 

sogar L<3 = E n d ( L / x ) g i l t . Dazu brauchen wir eine Bezeichnung. Für a G L 
betrachten w i r die A b b i l d u n g 

( T ö : I Ö 9 / M f(a) G L . 

Dies ist eine lineare A b b i l d u n g von iL® nach also ein Element aus dem dualen 
Vektorraum von z,L(5, der m i t 

( L I ® ) * : = H o m L ( L 0 , L ) 

bezeichnet w i r d . 

Allgemein ist für einen Linksvektorraum i\r der duale Raum 
{l\ry := H o m ^ V , L ) ein Rechtsvektorraum über L . 

Für er G u n d / G £<9 bezeichne / a das B i l d von / bei a. 

2.1. L e m m a . 

Sei 0 C> 2 l u t ( L ) , AT : = Fix((Ö) u n d sei (Xj\j G J ) eine Familie von A ; G L , dann sind 
die folgenden Bedingungen ( i ) und ( i i ) äquivalent: 

(i) die Famil ie (Xj\j G J ) ist linear abhängig über A' in L / v - ; 
( i i ) die Familie (a\} \j G J ) ist linear abhängig über L in ( L L Ö ) * L . 

Beweis (i) (ii) : Sei (nach Umindizierung) 

m 

^ Aj /Cj: = 0 , /C; G A", Kj ^ 0 , 
J = l 

dann folgt für # G $ 

m m 

m m 

= £ fftA,«;) = XjKj) = 5 ( 0 ) = 0. 

J'=l J = l 
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Da Ö eine Erzeugendenmenge von L& ist, folgt 2^ax}KJ ~ ^' e s 

7 = 1 

(n) (z) I n L (
L

J ) betrachten wir den Unterraum U der m i t 

Nach Voraussetzung ist U ^ 0. Sei ( Q 7 ) ein minimales Element in (7; Dann gi lt nach 
Umindiz ierung u n d Normierung 

m 

^ crA > Qj ; = 0 , c*i = 1, ocj ^ 0 für j = 1 , . . . , m. 

Für / G L<5 folgt 
m m 

>=i >=i 

Darauf w i r d g G angewendet: 

m m m 

7 = 1 7 = 1 7 = 1 
Da g i n dem R i n g £(£ invertierbar ist, durchläuft m i t / auch gf alle Elemente aus 
L<&. Daraus fo lgt , daß auch 

m 

7 = 1 

gi l t . Daher ist m i t ( a i , . . . , a m ) auch (</(c*i), . . . ,g(am)) ein minimales Element in U . 
Also existiert ein A G L , A ^ 0 mit 

otj\ = g{aj) J = 1 m. 

Wegen c*i = 1 g i l t A = #(1) = 1, also 

<*7 = # K ) , j = l , . . . , m . 

Da dies für alle g G 0 g i l t , folgt a ; G /v = F i x ( 0 ) . Für / = I i G £ Ö ergibt sich dann 

m m 

7 = 1 7 = 1 

also sind A * , . . . , A m l inear abhängig über K. 
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2.2. F o l g e r u n g 

Sei 0 C> 2lut (L) und sei K : = F i x ( 0 ) , dann g i l t : 

dim(LA-) = n dim(£,L0) = n 
=> L<S = End(Lt f ) . 

B e w e i s : Aus 2.1. folgt 

d i m ( L A 0 = n = > d i m ( ( L L 0 ) £ ) > n . 

Da nach 1.3.(ii) d i m ( L E n d ( £/<;)) = n ist und L 0 C End(LK) g i l t , folgt 
d i m ^ L Ö ) < n . Dies impliz iert 

d i m ( L L 0 ) = dim(( L L<5)£) £ n . 

Zusammen folgt 

dim(( LL(Ö)* L) = n = d i m ( L L 0 ) = d i m ^ E n d ^ * ) ) -

Da iL(3 ein Unterraum von ^ E n d ( L / v ) ist, folgt das wichtige Resultat L 0 
= E n d ( l K ) . Damit haben wir alles gezeigt bis auf: dim(iL(3) — n dim(£/ v -) = n . 
Aus dimi LL<3) = n folgt dim((LL<3)*L) — n und 2.1. impliz iert d i m ( L / x ) ^ n . Wegen 
£ 6 C> End(LA' ) und dim(iLQ5) = n folgt andererseits nach 1.3.(ii) 

d i m ( L / v ) = d i m ( L E n d ( X A ' ) ) > n < 

also zusammen d im(LA' ) = n. 

Das Resultat L<& = End(LA' ) ist die Grundlage für alle weiteren Überlegungen. Da
durch kann die Gruppeneigenschaft von (5 opt imal ausgenutzt werden. 

Als unmittelbare Folge aus 2.1. und 2.2. erwähnen wir noch ein bemerkenswertes 
Resultat. 

2 .3. Folgerung 

Sei 0 C> 2lut(L) und sei K : = Fix(<5), dann g i l t : 
Ist \\ A n eine Basis von L A , dann ist a\x,..., a\n eine Basis von 
( L E n d ( L A - ) ) * L . 

3. Galoissche Erweiterungen und abgeschlossene 
Untergruppen 

W i r beginnen damit , den von kommutativen Körpern bekannten Begriff der Galois-
schen Erweiterung nun für Schiefkörper zu definieren. 
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3.1. Def ini t ion 

1) Sei K ein Unter schiefkör per des Schiefkörpers L . L heißt Galoissche Erweiterung 
von K und K Galoisscher Unterschiefkörper von L , kurz Galoissch L/K es 
existiert eine Untergruppe 0 Q> 2lut(X)) m i t 

K = F i x ( 0 ) A d i m ( L K ' ) < oo. 

2) Ist Galoissch L/K, dann heißt 

m(I<) : = {g\g G QluKL) A V* G = * ] } . 

die Galoisgruppe von L/K. 

Zunächst ist klar , daß $\$(K) eine Untergruppe von 2lut(X) ist u n d zwar eine solche, 
die jedes 0 m i t K = F i x ( 0 ) enthält. I m kommutat iven Fall ist 0 = i v ) , jedoch i m 
allgemeinen nicht bei Schiefkörpern! Damit ergibt sich die Frage, wie man $\$(K) aus 
0 gewinnen kann. Ferner möchte man in der Definit ion der Galoisschen Erweiterung 
die Bedingung d\m(Lx) < oo durch eine Bedingung über 0 allein ersetzen. A u f 
diese Fragen w i r d i m Folgenden eingegangen. Dabei spielen innere Automorphismen 
eine wesentliche Rolle. W i r müssen daher zunächst einige Eigenschaften von inneren 
Automorphismen erwähnen. 

Sei wie bisher L ein Schiefkörper und sei 0 ^ A G L . M i t 

t\:L3S~\-lS\€L 

w i r d der durch A erzeugte innere Automorphismus von L bezeichnet (beachte t\{0 = 
A - 1 £ A und nicht A £ A - 1 , was auch möglich wäre!). Die folgenden Eigenschaften sind 
leicht zu bestätigen. Dabei sei Z das Zentrum von L . 

3.2. B e m e r k u n g 

Seien K. A G I , « ^ 0, A / 0, g G 2 l u t ( I ) , dann gilt 
( i) tKt\ - t\K = tK-i 

(ü) tK = tx <t=> 3z G Z[X = ZK] 

( i i i ) gtK = tg(K)g ,gtKg~l = t g M 

( iv) Die inneren Automorphismen von L bilden einen Normaltei ler T von 2tut(L) 
und es gi lt T =1 ( L * = L \ {0 } , Z* = Z \ { 0 } ) . 

Sei 0 C> 2 lut (L) , dann bezeichne 

3 ( 0 ) : = 0 f l T . 

Nach 3.2.(iii) ist 3 ( 0 ) Normalteiler von 0 und m i t g G 0 , * A G 3 ( 0 ) g i l t auch t g W G 
3 ( 0 ) . Ferner sei 

T ( 0 ) : = { A | A G L A < A G 0 } . 
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Dies ist offenbar eine bei Produkten, Inversenbildung und Anwendung von Automor 
phismen aus 0 abgeschlossene Teilmenge von £ * , die Z* enthält. 
Spezialfall: Ist 3 ( 0 ) = { ^ } , dann ist T ( 0 ) = Z*. 

Schließlich brauchen wir 

Q(<8) : = der von T ( 0 ) erzeugte 
Unterschiefkörper von L . 

Wegen g(T(<5)) = T ( 0 ) ,g G 0 ist auch s ( Q ( 0 ) ) = 0 ( 0 ) . 

Es folgt eine letzte Bezeichnung. Zu einem Unterschiefkörper i f von L sei 

T ( f f ) : = { < „ | 0 ^ € t f } . 

Dies ist offenbar eine Gruppe von inneren Automorphismen und es g i l t T = T ( J L ) . 

3.3. Def init ion 

Sei 0 C> 2 lut (L) . 
( i ) 0 heißt abgeschlossen :<=> T ( 0 ) = Q{®)* 

( i i ) Die von 0 und 1 ( 0 ( 0 ) ) erzeugte Untergruppe von 2 lut (L) heißt der A b 
schluß von 0 , bezeichnet m i t 0 . 

3.4. Hi l fssatz 

Sei 0 C> <2lut(X). 

(i) 0 ist abgeschlossen 0 = 0 . 

( i i ) 0 ist die kleinste 0 enthaltende abgeschlossene Untergruppe von 
2lut (L) und es gilt Q ( 0 ) = Q ( 0 ) . 

( i i i ) Die Abbi ldung 
0 1 3 ( 0 ) 3 3 ( 0 ) ^ - 3 ( 0 ) ^ 6 0 / 3 ( 0 ) 
ist ein Gruppenisomorphismus. 

Beweis : 

( i) = » : Wegen T ( 0 ) = Q ( 0 ) * folgt T ( Q ( 0 ) ) = 3 ( 0 ) C> 0 = > 0 = 0 . 

(i) < = : Wegen 0 = 0 = > T ( Q ( 0 ) ) C> 0 ==> T ( 0 ) = Q ( 0 ) * = > 0 abgeschlossen. 

( i i ) : Wegen T ( Q ( 0 ) ) C 0 folgt 

(1) Q ( Ö ) * c T ( S ) 

Für $ E 0 , * A <E 1 ( Q ( 0 ) ) gilt 
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(2) 9t\ = tg{X)g m i t t y ( A ) € l ( Q ( 0 ) ) 

Nach dem Untergruppenkri ter ium sind die Elemente aus 0 endliche Produkte von 
Elementen aus 0 und aus 1 ( 0 ( 0 ) ) - Durch sukzessive Anwendung von (2) (Durch
schieben von Faktoren aus 0 nach rechts), kann man diese i n der Form 

(3) tßg , < / G 0 itße%{Q{<&)) 

schreiben. Sei nun t\ G 3 ( 0 ) und sei 

t\=tßg , <?G0 , ^ € T ( Q ( 0 ) ) , 

dann folgt g = tXß-i G 3 ( 0 ) , also \ß~l G T ( 0 ) C 0 ( 0 ) . Folglich gi l t A € 0 ( 0 ) , also 
T ( 0 ) C 0 ( 0 ) . Zusammen m i t (1) folgt 

T ( 0 ) = Q ( 0 ) * . 

Da somit T ( 0 ) U {0} bereits ein Schiefkörper und zwar O ( ^ ) ist* ist auch 

Q ( 0 r = T ( 0 ) = Q ( 0 r . 

Also ist 0 abgeschlossen und O ( ^ ) = 0 ( ® ) - Sei nun S) C> 2lut(£),f) abgeschlossen 
und 0 C> ß . Folglich muß Q ( 0 ) C Q(fJ) = T ( f t ) U {0} und daher auch S ( Q ( 0 ) ) C 
3 ( # ) gelten. Dies impliz iert 0 C> f). 

( i i i ) Wegen 3 ( 0 ) C 3(<9) handelt es sich u m einen Gruppenhomomorphismus, der 
wegen (3) surjektiv ist. Wegen 3(<$) H 0 = 3 ( 0 ) ist er auch in jekt iv . 

Unser nächstes Ziel ist es zu zeigen, daß für eine Galoissche Erweiterung L/K m i t 
K = F i x ( 0 ) die Galoisgruppe 5 i ? ( / i ) = 0 ist und daß 

d i m ( L / 0 = O r d ( 0 / 3 ( 0 ) ) d i m ( z g ( 0 ) ) 

g i l t . 

3.5. Hi l fssatz 

Seien / i , # i , . . . ,gm G 2 lut (L) , seien g\,..., gm linear unabhängig über L( i n i E ) u n d 
es gelte 

m 

(4) ^ = ^2aj9j , G I , j = l , . . . , m 

Da:-ii) folgt 
(5 ) h = tQ-igj , j = l , . . . , m 
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Ist h — ts, 0 7̂  ß G L ein innerer Automorphismus, dann sind alle gj (beachte aj ^ 0 ! ) 
innere Automorphismen u n d es gi lt 

(6) gj = tßa, , j = 1 m 

Beweis : Wegen der Produktregel in E 

folgt aus (4) 

rn 
(7) HO-'H = fc = £ < W £ ) < ? , . 

Da die ^ i , . . . , y m linear unabhängig sind, ist die Darstellung (4) eindeutig. Also folgt 
aus (4) und (7) 

aj = h(£)-lajgj(0 G L J = l , . . . , m . 

und daher gi l t 
HS) = <x]gJ(0<*j1 =(ta-igJM) 

also (5 ) . Ist /z = tß, dann impliziert ( 5 ) 

9j ~ totj h = , ; = 1 , . . . , m , 

also (6). 

3.6. Hil fssatz 

Seien /?, A i , . . . , A m G Z> /3 7^ 0. Dann sind die folgenden Bedingungen ( i ) und ( i i ) 
äquivalent: 

( i ) \i,..., A m sind linear unabhängig über Z i n zL und 

m 

(8) /* = £ 2 ; A > , 
7 = 1 

( i i ) t \ x , . . . , * A M sind linear unabhängig über L i n und 

m 

(9) = ^ a ^ A ; , otj G I . 
> = 1 

Beweis 

(i) (9) : Aus (8) folgt unmitte lbar (nachrechnen) 
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also gilt (9) m i t 

aj = ß~lZj\j ,j - l , . . . , m . 

(ü) ==» (8) : Nach (6) gi lt für j = 1 , . , m mi t a ; ^ 0 

Folglich gibt es £ Z m i t 2 j A ; = / f a j wobei i m Falle a ; = 0 z}; = 0 zu setzen ist. 
Wendet man (9) auf 1 £ A an, so ergibt sich 

m 

Mult ip l ika t i on dieser Gleichung m i t ß und Einsetzen von ZJXJ = ßotj liefert (8). W i r 
kommen nun zum Beweis der restlichen Behauptungen. 
( i ) = > t\iy... ,t\m sind linear unabhängig über L : Beweis ind irekt . Angenommen, 
diese wären linear abhängig. Sei die Indizierung so, daß 
t\x,...,t\k m i t k < m eine maximale linear unabhängige Teilmenge ist. Dann läßt 
sich t\m als Linearkombination der t\x,... ,t\k (oder weniger) m i t Koeffizienten i n L 
schreiben. Da schon ( i i ) = > (8) gezeigt ist, wäre A m Linearkombination der A i , . . . . A* 
mit Koeffizienten in Z. Widerspruch! Analog zeigt man, daß ( i i ) die lineare U n 
abhängigkeit von A i , . . . , A m impl iz iert . 

Bei den weiteren Überlegungen brauchen wir zu einem Unterschiefkörper A" von L 
den Zentralisator von K i n A, bezeichnet m i t Za(A"). bekanntlich ist 

Za(A') : = {ß\ß e L A V/c 6 K[*ß = /?«]}. 

Dies ist offent sieht lieh ein Z enthaltender Unterschiefkörper von L . Für 3^0 ist die 
Bedingung Kß = ßn äquivalent m i t 

1 0 ) ß"lKß = tß(K) = K 

Sei jetzt 0 C> 2lut(£) und seien 

A' : = F i x ( 0 ) , £ : = 5 i y ( A ' ) , 

dann folgt 0 C> £ und wegen (10) gi lt 

(11) Za( K)* = T(X) = Q(&y 

W i r können nun die i m Anschluß an 3.1 aufgeworfenen Fragen beantworten. 

3.7. Satz 

Sei Galoissch L/K und K = F i x ( 0 ) m i t 0 C> 2lut (L) . Dann gilt 

( i ) 0 = 3 i r (A ' ) = £ 
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( i i ) T ( 0 ) enthält eine Basis von Za(A') über Z 

12) A Q ( 0 ) * = Z a ( A T = T A ( 0 ) 

( i i i ) Ist A i , . . . , Ajt eine Basis von Za(A^) über Z und ist # 1 , . . . , gm ein Repräsen
tantensystem von 0 / 3 ( 0 ) , dann ist 

13) {*A..0J|* = 1 , . . . , * : , ; = l , . . . , m } 

eine Basis von £ 0 = End(L /v ) . Folglich gi lt 

14) d i m ( L A - ) = d i m ( Z a ( A ' ) z ) O r d ( 0 / 3 ( 0 ) ) 

B e w e i s : 

( i ) , ( i i ) : Zur Abkürzung setzen wir £ : = 5tjc(A'). Dann gilt offensichtlich 

T ( Ä ) = Z a ( A T = W 

Also ist Si abgeschlossen. Ausgangspunkt für die weiteren Überlegungen ist die Situa
t ion 

0 C> Ä C L 0 = E n d ( l A - ) . 

I n L L & betrachten wi r eine Basis von Elementen aus 0 , in der wir die inneren A u t o 
morphismen an den Anfang schreiben: 

(15) { r ^ , . . . , ^ , ^ , . . . , / ^ } -

Falls nur innere Automorphismen vorhanden sind, gibt es keine hj. Hingegen gibt 
es immer mindestens einen inneren Automorphismus i n (15) (Folgt aus 3.5 für ß = 
1 E L ) . In (15) sind A i , . . . , A j t G Za(A') und nach 3.6 sind diese Elemente linear 
unabhängig über Z. Da für jedes ß G Za(A'),/3 ^ 0 folgt tß G £ C £ 0 , läßt sich 
nach 3.5 t$ als Linearkombination der t\n i = 1 , . . . k schreiben. Nach 3.5 ist dann ß 
Linearkombination der A i , . . . , A* m i t Koeffizienten in Z. Also ist dies eine Basis von 
ZZSL(K) und zwar m i t Elementen aus T ( 0 ) . Daraus folgt 

Z a ( A ' ) C Q ( 0 ) . 

Da andererseits 

Q ( 0 ) * C = Z a ( A T = T ( Ä ) 

g i l t , folgt, 

Q ( 0 ) * = Q(R)* = Za(A')* = T ( Ä ) . 
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Da 0 die durch 0 und T ( Q ( 0 ) ) erzeugte Gruppe ist und beide i n liegen, ist 0 C> 
Sei jetzt / i G Ä , dann folgt wegen / i G A 0 nach ( 5 ) 

m i t aus der Basis ( 1 5 ) , also gj G 0 C> £ und tQ-i G also aj1 G Za(A') = 0 ( 0 ) . 

folglich gi lt auch £ C 0 . Damit haben wir 0 = £ = 5i?(/\). 
( i i i ) : W i r zeigen zuerst, daß (13 ) eine linear unabhängige Menge ist. Beweis ind irekt . 
Dann kann man eines der Elemente aus (13 ) als Linearkombination von gewissen 
anderen darstellen. Die Indizierung sei so, daß 

i = l j = l 

m i t k0 < fc,m0 < m , ( f c 0 , m 0 ) ^ (k,m) und die Menge {t\{gj\i = l , . . . , f c 0 , j = 
1 m Q } linear unabhängig sei. Nach (5 ) folgt für a , j ^ 0 

( 1 6 ) = V * A ' f f > ' i = l ' , m ° . 

Nach Wahl der gj ( in verschiedenen Restklassen von 0 mod 3 ( 0 ) ) , kann atJ ^ 0 nur 
für j = m gelten. Also folgt m0 — m und (16 ) hat die Form 

*. 

i = l 

Dies impliziert 

k0 

(17 ) t\k = ^ a t m < A | -
*=i 

Wegen m0 = m muß Ä:0 < k gelten. Dann steht (17 ) aber i m Widerspruch zur linearen 
Unabhängigkeit der t\x,... ,t\k, die nach 3.6 gegeben ist. 

Schließlich zeigen w i r , daß (13 ) eine Erzeugendenmenge von iL® ist . Es genügt zu 
zeigen, daß sich jedes g G 0 damit darstellen läßt. Sei g in der gleichen Restklasse 
von 0 / 3 ( 0 ) wie etwa g\ und sei g = tßg\ m i t ß G Za(A') . Ist ß = 5Z!=i 1 ^ ^ ^ 
die Basisdarstellung, dann folgt 

i — l 

also 
k 

Damit ist der Beweis vollständig. 
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4. D e r Hauptsatz 

W i r brauchen zunächst eine weitere Anwendung der minimalen Elemente. 

Sei 0 ^ 0 C 2 lut (L) ( 0 braucht nur Teilmenge von 2 lut (L) zu sein), dann sei £ 0 
wie bisher der durch 0 erzeugte Unterraum von iE. Für g G 0 , A G L g i l t die 
Produktregel gX — g(X)g i n E. Daher ist L® auch L - Rechtsvektorraum. 

4.1. Definit ion 

Voraussetzungen wie zuvor. Sei 0 ^ R C £ 0 . JR heißt B i - U n t e r r a u m von L® 

LR-R A R L = R. 

4.2. L e m m a 

Ist 0 ^ Ä B i - U n t e r r a u m von 1 0 , dann gibt es f) C R 0 2 lut (L) m i t Ä = LS"). Zu 
/ i G S) gibt es A G L.g G 0 mi t / i = t\g. 

B e w e i s : Sei (gj\j G J ) eine Basis von iL® m i t # ; G 0 . Sei 

m 

/ = »öi = 1 a ;- ^ 0 = l , . . . , m 
i = i 

ein minimales Element i n i?, betrachtet als Unterraum von iL®. Dann ist für 
O ^ G l auch f£e R und 

m 

7=1 

ist ebenfalls ein minimales Element aus A , denn t r ( / ) = t r ( / f ) . Also existiert ein 
A E I , A / 0 m i t 

Xaj = otjgj(() J = l , . . . , m . 

Wegen a\ = 1 folgt A = #i(£) sowie 

rn m 

7=1 7=1 

(beachte: / ( £ ) , nicht / { . ) 
Wegen / ^ 0 ( da / minimales Element) existiert ein £ Q G I m i t / ( £ o ) ^ 0 , also muß 
a :— X^JLi a ; 7^ ^ gelten und dann folgt aus (18) 

" - 7 ( 0 = ( * * 0 i ) ( a 
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also 
h := tQgx G Rn^LuiiL),gi G 0 

und 
f = ah. 

Da die minimalen Elemente R erzeugen, ist auch 

9) : = j R D 2 l u t ( L ) 

Erzeugendenmenge von iR. 

4.3. F o l g e r u n g 

Ist L/K Galoissch und ist ff ein Schiefkörper m i t A' C> ff C> L , dann ist L/H 
Galoissch. 

B e w e i s : 

Es ist offensichtlich 
End(Lff ) C End(L /c ) = £ 0 

und E n d ( L # ) ist ein B i - U n t e r r a u m von Folglich gibt es nach 4.2 io C E n d ( L f / ) n 
2lut(L) m i t E n d ( L t f ) = LS). Da End(£ / / ) ein Ring ist und m i t jedem Automorphismus 
auch den inversen enthält, kann $) als Gruppe angenommen werden. Seien £ G ?? G 
ff, dann gilt für G iÖ(C E n d ( L H ) ! ) 

M ^ ) = fc(0%) = MO»?. 

Für £ = 1 folgt h(rf) = 77. Also g i l t ff C F i x ( i } ) . Sei A G £ , A £ ff, dann existiert nach 
1.3. ( i ) ein ( G I und ein 

m 

m i t 

m m 

m 

Daher kann nicht / i 7 (A) = A für alle hj gelten. Also folgt A £ F ix ( f ) ) , d.h. ff = F i x ( j } ) . 

4.4. D e r H a u p t s a t z der G a l o i s s c h e n T h e o r i e 

Sei L/K Galoissch mi t der Galoisgruppe &. Bezeichne ZS(L/K) die Menge der 
Schiefkörper zwischen A' und L und 2LU(il) die Menge der abgeschlossenen Unter
gruppen vcn Dann ist 

5ir : ZS(L/K) 9 ff ^ 3 t r ( f f ) G 21U(£) 
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eine bijektive Abbi ldung m i t der Umkehrabbi ldung 

Fix : 2U1(Ä) 3 9) >-> Fix(£) G ZS(L/K). 

B e w e i s : 

Zum Beweis genügt es zu zeigen, daß die Hintereinanderausführung F i x j i y die Iden
tität von ZS(L/K) und J i r E i x die Identität von 8lü(Ä) ist. Sei H G ZS(L/K), dann 
gibt es, wie zuvor gezeigt, eine Gruppe f) C> 2lut (L) m i t # = F i x ( f j ) . Nach 3.7. ist 

) = )̂ abgeschlossen und wegen S) C> f) g i l t auch 

= F i x ( $ ) = Fix3i£(#) . 

Wegen A ' C> # ist selbstverständlich auch Q> £ = 5 i r . ( A ' ) , also G 
21U(£). Sei nun ß G 2U1(£), dann ist 

A C> Fix(ü) C> A 

und nach 3.7. g i l t 
3iy(Fix(ü)) = ft. 

Da io abgeschlossen ist , ist aber 5} = f) . Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 

Wie i m kommutat iven Fall , kehren die Abbi ldungen Fix und Jt? Inklusionen u m . 

Enthält & nur den inneren Automorphismus t\(l G £ ) , dann gi l t für jede Unter
gruppe S) C> Ä : T ( f ) ) = Z. Also ist jetzt jede Untergruppe abgeschlossen, wie i m 
kommutativen Fall . 

Sind hingegen alle Automorphismen aus £ innere, dann ist 

ZS(L/K) 3 H ' • 3iy(J5T) ~ G ZS(Z*(K)/Z) 

eine bijektive Abbi ldung zwischen ZS(L/K) und den Zwischenschiefkörpern zwischen 
dem Zentrum Z von L und dem Zentralisator Z a ( A ' ) von K in L . Berücksichtigt man 
noch Q H)) = Z a ( i f ) , so erhält man eine Bi jekt ion , die jedem H G ZS{L/K) 
ihren Zentralisator zuordnet. Das ergibt die „innere Galoissche Theorie" . 

5. Fortsetzung von Isomorphismen 

5.1. Def init ion 

Seien A" C> H C> L Schiefkörper. E in Schiefkörperhomomorphismus 

h H —• L 

heißt ein Isomorphismus von H i n L über A ' V/v G A'[ /? . (K) = K]. 
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Wegen h(l) — 1,1 E A* ist h ein Monomorphismus. Genau genommen besteht der 
Isomorphismus nur zwischen H und h{H). W i r halten uns aber an die übliche Be
zeichnung u n d nennen h einen Isomorphismus. 

5.2. S a t z 

Ist L/K Galoissch m i t der Galoisgruppe dann w i r d jeder Isomorphismus eines 
Zwischenschiefkörpers H zwischen A" und L i n L über A' von einem Element aus & 
induziert . 

Sei h : H —• L ein solcher Isomorphismus, dann kann h (auf vielfältige Weise) zu 
einem Element / E End(L /v ) fortgesetzt werden: Sei r/i , . . . ,??/ eine Basis von H/K 

Damit haben wir eine solche Fortsetzung. I n L R = End(L /v ) legen wi r eine Basis 

0 1 , . . . , 0 n *9i € £ 

zugrunde. Unter allen Fortsetzungen von h zu Elementen aus LÄ betrachten wi r jetzt 
eine solche, bei der möglichst wenig Koeffizienten i n der Basisdarstellung ^ 0 sind: 
sei dies bei entsprechender Numerierung 

B e w e i s : 

Hm) 
/ ( A j ) : = 0 

,2 = 1 / 
= 1 , m 

m 

(19) , a , ^ 0, i = 1 . . . . , m . 

Für £,77 E H folgt dann 

(20) m 

= ^ / l ( O a , < / . ( ' ? ) . 

sowie 
m 

(21) 

W i r unterscheiden nun zwei Fälle. 

l . F a l l : Für alle f E H gi lt 
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Dann folgt 

Für K £ K ergibt sich 

K — II(K) — Qigi(K)a^1 — otiKot"^1, 

also t - i E Ä . Folglich w i r d jetzt h durch t„-ig\ G Ä induziert . 

2. F a l l : Es g ibt ein £ 0 G # m i t 

22) Ä(€o)«i ^aiflf ite») . 

Seien dann 

23) { h : = M l o ) / 

so folgt wegen (20) und (21) für alle 7] £ H 

24) ( / i - f2)(ri) = fctfo*?) - fc(&>>?) = 0. 

Wegen (22) kann 

F : = / - a i ( Ä ( C o ) a ! - a i ^ i ( f o ) ) " l ( / i - / 2 ) 

definiert werden. Wegen (23) gi lt F(T?) = / ( q ) = /i(r/) für alle rj £ H, d.h. auch F ist 
eine Fortsetzung von ft. Aber (19) und (23.) liefern die Basisdarstellung 

m 

F = Y,ßi9i * Ä € L , 
i=2 

wobei die explizite Form von /?, nicht interessiert. Dies wäre eine Fortsetzung von h 
mit weniger Koeffizienten ^ 0 als / . Widerspruch! Es kann also nur der 1. Fal l gültig 
sein. 

Es ist nach diesem Satz klar , daß genau alle Isomorphismen von H nach L über 
K durch ein Repräsentantensystem für die Klassen von Jt modulo $\f(H) geliefert 
werden. 

Es ist nach dem Hauptsatz klar, daß L über jedem Zwischenschiefkörper H zwischen 
A' und L Galoissch ist. Bleibt die Frage, wann H über K wieder Galoissch ist . Diese 
Frage ist nicht so leicht zu beantworten wie i m kommutat iven Fal l , wo dies genau 
dann g i l t , wenn $x$(H) < £ ( < bedeutet Normaltei ler) . 

Zur Beantwortung brauchen wir 

Ä " : = { $ | f f € Ä A S ( f f ) = ff} 
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Dafür gi l t : 
& H Q> Ä , 5 i r ( # ) < Ä H . 

Die erste Bedingung ist klar, denn </i,<?2 E & H impliz iert g^1 E Ä w und g\g^ 
Für die zweite seien h E $\$(H),g E 77 E H, dann gi lt 

(9'lhg)(fl) = 9~l(h(g(rj))) = g-lg(r,) = ry , 

also g~lhg E ffiy(-ff). 

Es ist nach 5.2 klar , daß die Elemente aus & H alle Automorphismen von H über A* 
indizieren und daß AH/$if(H) isomorph zur Gruppe aller Automorphismen von H 
über A* ist (auch wenn H über K nicht Galoissch is t ) . 

5.4. S a t z 

Sei L/K Galoissch m i t der Galoisgruppe £ = Jiy(A ' ) und sei H ein Zwischenkörper 
zwischen K und L . Dann gi l t 

( i ) Galoissch H/K = £ 

( i i ) Galoissch J f / A ' = > &H/$\$(H) ist isomorph zur Galoisgruppe von H/K. 

( i i i ) 5 v r ( # ) < £ £ H = Ä ( = > Galo isschi f /A) 

B e w e i s : 

( i ) ==>: Wegen 5.2 w i r d jeder Automorphismus von H/K durch ein Element 
aus & H induziert. Ist H/K Galoissch, so muß also F i x ( £ / f ) = A" gelten. 
Nach 3.7.(i) folgt = Ä. 

( i ) < = : Sei K\ : = F i x ( £ H ) , dann ist L/K\ Galoissch m i t der Galoisgruppe 
ÄH. Nach Voraussetzung gilt £ H = £ , also folgt A ' i = A". Daher ist H/K 
Galoissch. 

( i i ) : Die Elemente der Galoisgruppe von H/K werden durch die Elemente von 
& H induziert. Zwei Elemente aus AH induzieren genau dann den gleichen 
Automorphismus von H/K, wenn sie sich durch einen Faktor aus 5 i j : ( # ) 
unterscheiden. Also gilt ( i i ) . 

( i i i ) Seien g E &,h E JJir^ff), dann existiert nach Voraussetzung ein h' E 
&t{H) m i t 

hg = gh' 

Folglich gi lt für r\ E H 

hg{r]) = gti(rj) = g(r]), 

also 
<,(,/) € FixSiylÄ) = ff 

und dies bedeutet & H — Ä. 
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( in) Seien g G Ä, h G ffiy(fT),// G dann folgt 0(77) G H aus = Ä. 
Damit ergibt sich 

Als Anwendung wollen wi r zum Schluß ein klassisches Resultat beweisen und zwar den 
Satz von Wedderburn: Jeder endliche Schiefkörper ist ein Körper. Dazu sind einige 
Feststellungen notwendig, die auch an sich von Interesse sind. 

Sei zunächst L ein beliebiger Schiefkörper m i t dem Zentrum Z. Für ein Element A G L 
betrachten w i r den durch Z und A erzeugten Unterkörper Z(X) von L . Sei H A die Men
ge aller Unterkörper von L , die Z(X) enthalten. I n H A ist die Inklusion eine Ordnung . 
Für eine nichtleere, total geordnete Teilmenge ist ihre Vereinigung offensichtlich wie
der ein Element i n H A . Also gibt es i n H A ein maximales Element, etwa Ä ' A . Dann 
ist Ä 'A nicht nur maximal i n H A , sondern Ä'A ist ein maximaler Unterkörper von L . 
Daraus folgt insbesondere, daß L gleich der Vereinigung von maximalen Unterkörpern 
ist. 

Sei jetzt d i m ( X z ) < 0 0 , dann ist L/Z Galoissch m i t der Galoisgruppe T ( Z ) = Gruppe 
aller durch die Elemente 7̂  0 von L erzeugten inneren Automorphismen. Selbstver
ständlich ist F i x ( ( T ( L ) ) = Z und T ( L ) ist abgeschlossen (denn T ( T ( L ) ) = L * ) . 

Sei jetzt Ä* ein maximaler Unterkörper von X, dann ist der Zentralisator von A" i n L 
gleich Ä \ also Za(A') = Ä ' . Die Galoisgruppe 5 (A ' ) von L/K ist dann gleich X ( A ' ) . 
Sei d i m ( A ' z ) = m , dann folgt nach (14) d i m ( L / v ) = ?r* (da 0 = 3 ( # ) ) u n d folglich ist 

Da d i m ( L z ) nicht von Ä" abhängt, g i l t d im(A ' z ) = m für jeden maximalen U n 
terkörper von L . 

Sei jetzt L endlich und sei |A"| = q (= Elementezahl von A"), dann folgt |L| = qm 

(wegen dim (LA') = m ) . Also gi lt auch = q für jeden maximalen Unterkörper von 
L . Ist umgekehrt H ein Z enthaltender Unterkörper von L m i t dim(Hz) — dann 
ist H maximaler Unterkörper von L (da H i n einem solchen enthalten i s t ) . 

W i r benutzen nun die folgende Tatsache: Sind Ä i und Ä 2 zwei endliche Körper glei
cher Elementezahl q m i t dem gemeinsamen Unterkörper Z , dann sind Ä'i u n d Ä? 
isomorph über Z (Isomorphie von Zerfällungskörpern über Z ) . 

W i r fassen zusammen: Jedes Element des endlichen Schiefkörpers L liegt i n einem 
maximalen Unterkörper und alle maximalen Unterkörper von L sind isomorph über 
Z , also sind alle zu einem von ihnen über Z isomorph, etwa zu X. Es gibt höchstens 
so viele maximale Unterkörper, wie es Isomorphismen von A' in L über Z g ibt . W i e 
nach Satz 5.2. am Ende des Beweises festgestellt, ist diese Anzahl gleich dem Index 

9 lhg(rj) = g g{rj) = 

also g'lhg G 5 i ? ( t f ) , d.h. < £ . 

d im( jLz) = dim(LK)dim(Kz) = rn2. 
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der Galoisgruppe von L/K = %(K) = K*/Z* in der Galoisgruppe von L/Z = 'X(L) = 
L*/Z*. Also ist dieser Index gleich 

]JL*1 _ ? M - 1 
\K*\ ~ g - l 

Die Vereinigungsmenge Vr aller zu A' über Z isomorphen Körper hat daher höchstens 

Q
m - l 

q—T<l (* = |A'|) 
9 - 1 

Elemente. Allerdings haben wir dabei die Elemente 0 und 1 (sogar alle Elemente aus 
Z ) , die in allen diesen Körpern enthalten sind, zu oft gezählt. Zählt man 0 u n d 1 nur 
einmal, so erhält man die bessere obere Schranke 

qm - 1 m q m - 1 
q- -(q - 2) + 2 = qm - q- r + 1 
q-\ q - l 

Diese Zahl ist für m < 1 (da stets q > 1) echt kleiner als qm = |£|. Dies steht i m 
Widerspruch zu der Tatsache, daß nach den vorhergehenden Feststellungen V = L 
ist. Also muß m — 1 , d.h. L = Z sein. 
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