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0. Einleitung

Die Galoissche Theorie fiir Schiefkorper wurde nach einer lingeren Entwicklung, in
der Spezialfille behandelt wurden, fast gleichzeitig von Henri Cartan ([1], 1947) und
von Nathan Jacobson ([2], 1947) in voller Allgemeinheit entwickelt. Allerdings fithrt
die Arbeit von H. Cartan etwas weiter, da darin auch die Isomorphismen von Zwi-
schenschiefkorpern untersucht werden.

Im Jahre 1955 erschien eine Note von J. Ninot ([4]), in der eine Bemerkung zum Be-
weis des Hauptsatzes im kommutativen Fall gemacht wird. Ich habe dann festgestellt
([3], 1955), daB8 man die Idee von J. Ninot auch zum Beweis des Hauptsatzes fiir
Schiefkérper heranziehen kann. Damit kann man den Satz von Jacobson-Bourbaki,
der in den Arbeiten von E. Cartan und N. Jacobson verwendet wird, durch eine ganz
einfache Schluweise ersetzen. Praktisch lauft es darauf hinaus, daf ein endlichdimen-
sionaler Vektorraum und sein dualer Raum die gleiche Dimension haben. In meiner
Note ([3]) habe ich dies nur angedeutet. Ein Vortrag, den ich dariiber gehalten habe,
hat mich veranlaBt, dies hier zusammen mit allen anderen Ergebnissen ausfiihrlich
darzustellen.
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Ich mache grofiziigig von der Moglichkeit Gebrauch, Indizes umzubenennen. Ist
z.B. I eine Indexmenge und ist § # I, C I, I, endlich, dann wird 3, ... durch

S, ... ersetzt. Oder ist

h = Z": igi
i=1

eine Basisdarstellung, dann ist es fiir unsere Zwecke oft bequem, die Indizierung

so zu andern, da a; # 0 fir: =1,...,m und a; = 0 fiir 1 > m gilt.

Wir machen solche Anderungen ohne dies jeweils ausdriicklich zu erwihnen.
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1. Lineare Hilfsmittel

a. Minimale Elemente

Sei L ein Schiefkérper und sei [V ein Linksvektorraum iber L. Mit (v;i € I)
bezeichnen wir eine Basis von [V und fiir a € V sei

a= E (s T3

die Basisdarstellung von a (wobei rechts in der Summe nur jeweils endlich viele
Summanden a;v; vorkommen).

1.1. Definition
(i) Trager von a = tr(a) := {il{ € I A a; # 0}
(i1) Gewicht von a = wt(a) := |tr(a)]
(= Anzahl der Koeffizienten # 0 in der Basisdarstellung).

(1i1) Sei0#U G V undseia e U.
Minimal a in U
= a#0AVbe U,b#O0[tr(d) C tr(a) = tr(b) = tr(a)).

Man beachte, daf§ diese Begriffe von der Basis abhingen und daf gilt:

a=0 <= tr(a) =0 < wt(a) = 0.

1.2. Hilfssatz
Seien 0 #U G V und a,b,u € U.
Minimal a in U A A € L, A # 0 => minimal Aa in U.

Minimal @ in U A tr(b) = tr(a) => minimal bin U A3\ € L, X # 0(b = Aa].
Zu jedem u € U,u # 0 gibt es ein minimales a € U mit tr(a) C tr(u).

Die Menge der minimalen Elemente aus U ist eine Erzeugendenmenge von U
(und enthé&lt daher auch eine Basis von U).

Beweis
Klar, da tr(a) = tr(Aa)

Durch Umindizieren kann erreicht werden

a=ia,~v,~ ,b=§:/3.-vi
i=1 i=1

mita; #0,3; #0,1=1,..., m. Seic:=b—Pao7la= (B —Aailag €

T,
dafiir gilt dann tr(c)gtr(a). Da a minimal ist, folgt ¢ = 0, also b = Aa mit
A = Ja]! # 0. Dann ist b auch minimal.
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Induktion nach wt(u)(2 1).

Beginn: wt(u) = 1 = u ist selbst minimal. Die Behauptung sei fiir wt(u) £ m—1
richtig. Sei u € U mit wt(u) = m. Ist v minimal, dann ist man fertig. Ist u nicht
minimal, dann gibt es 0 # b € U mit tr(b)Gtr(u). Daher muB wt(b) £ m — 1 sein.
Also existiert ein minimales a mit tr(a) C tr(b) C tr(u).

Ebenfalls Induktion nach wt(u) mit Beginn wie in 3). Richtig firr wt(u) £ m —1.
Sei wt(u) = m. Nach 3) gibt es ein minimales ¢ € U mit tr(a) C tr(u). Seien
(Umindizierung)

m k
u=zl.ziv; , a=zagvg (k £ m),
i=1

=1

wobel a; # 0 angenommen werden kann. Dann folgt
tr(u — mal'la)gtr(u).

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es minimale Elemente a;,...,a; € U und
/\1,...,/\t € L mit

u—ya;’a=A1a1+'~~+/\,at.

Folglich ist u Linearkombination von minimalen Elementen.

Die folgenden Abschnitte enthalten mehrere Anweﬁdungen der minimalen Elemente.
Die damit erhaltenen Resultate bilden die Grundlage fiir den Hauptsatz.

b. Schiefkérpererweiterungen als Vektorrdume

Sei L ein Schiefkérper, dann bezeichne E den Ring aller Endomorphismen von L als
additive Gruppe ( = Z-Modul). E enthélt zwei wichtige Teilmengen. Sei A € L, dann
ist die Linksmultiplikation mit A d.h.

N:L3&EmXel

offensichtlich ein Element in EF und

®: L3A—)NEE

ist ein Ringmonomorphismus. Sei L' := ®(L), dann ist L' ein zu L isomorpher Un-
terschiefkérper von E.

Mit 2ut(L) wird die Gruppe aller Automorphismen von L bezeichnet. Fiir ¢ € ut(L),
&,n € L gilt dann

g(&+m)=g€)+9(n), 9(n) = g(£)g(n).
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Offensichtlich ist Aut(L) C E. Fiir ¢ € Aut(L), A, € € L folgt dann

(9A)(€) = g(A€) = g(X)g(§) = (9(\)'9)(&),
d.h.
gA =gy
Wir wollen jetzt das Element A’ € E wieder mit A und L' C E wieder mit L bezeich-
nen. Dann ist also L selbst Unterschiefkérper von E und E kann als L-Links- und L-
Rechtsvektorraum betrachtet werden (also L E bzw. Er). Eine Gefahr der Fehlinter-

pretation besteht nur in Bezug auf die Produktregel g\’ = g(A)'g, die jetzt
Produktregel: gA = g()\)g

lautet. Es ist also das Produkt g in E von g()) zu unterscheiden.

Sei jetzt R ein Unterschiefkérper von L. Dann ist L Links- und Rechtsvektorraum
iber K. Der Endomorphismenring End(L k) ist Unterring von E und enthélt L(= L').
End(Lk) ist also auch beidseitiger L- Vektorraum.

1.3. Hilfssatz

Sei K Unterschiefkorper von L.
(i) N = {slx € LAVf € End(Lk),€ € L[f(£x) = f(&)x]}
(i1) Gilt dim(Lg)=n = dim(End(Ly)) = n.

Beweis:
(1) Bezeichnen wir die Menge auf der rechten Seite von (i) mit K'y, dann gilt

K C K. Sei jetzt A ¢ K, dann existiert eine Basis von Ly der Form
(1, A, Aj|7 € J). Definiere f € End(Lg) durch
fQ)y:=1, f(A):=0, f(X;)=0firj € J.

Dann folgt
FA=X# ) =f(1-2) =0,

also A ¢ K. Daher gilt ' = K.
(i1) Sei Ay,...,A, eine Basis von Ly, dann definiert man d; € End(Ly),1 =

1,...,n durch
0 firii
de(Aj)={ AT IS
1 fliri=j
Dann ist dy,...,d, eine Basis von ;End(Lg).

2. Fixkorper und Dualitét
Zu einer Untergruppe ® . 2Aut(L) definiert man den Fixkorper
K =Fix(®) := {x|xk € L AVg € &[g(r) = &]}

5



dann ist A" ein Unterschiefkdrper von L.
Firge ®, £ € L, x € K gilt:

g(€x) = g(€)g(k) = g(&)x,

d.h. g ist ein Endomorphismus von Lk . Also gilt & C End(Lg). Da auch L C
End(Lg ), folgt
L® C End(Lk).

Dies ist nicht nur ein Unterraum von End(Lg ), sondern wegen der Produktregel
gA = g(A)g sogar ein Unterring. Wir wollen zeigen, dal bei endlicher Dimension von
Ly sogar L& = End(Lpy) gilt. Dazu brauchen wir eine Bezeichnung. Fir a € L
betrachten wir die Abbildung

0o : LB f— f(a) € L.

Dies ist eine lineare Abbildung von [ L® nach 1L, also ein Element aus dem dualen
Vektorraum von ; L®, der mit

(LL®)* := Hom(L®, L)

bezeichnet wird.

Allgemein ist fiir einen Linksvektorraum [V der duale Raum
(LtV)* := Hom(V.L) ein Rechtsvektorraum tiber L.

Fir o € (L®)* und f € L® bezeichne fo das Bild von f bei o.

2.1. Lemma.

Sei ® G Auy(L), K := Fix(®) und sei (A;|j € J) eine Familie von A; € L, dann sind
die folgenden Bedingungen (i) und (ii) &quivalent:

(1) die Familie (A;]j € J) ist linear abhéngig iiber i in Ly ;

)

(i1) die Familie (oy;|j € J) ist linear abhdngig iiber L in (L&)} .

Beweis (1) = (i7) : Sei (nach Umindizierung)

D Ak;=0, k€K, 55 #0
=1

dann folgt fiir g € ®

9> oxmi=>_ gA)k;
Jj=1 j=1
=Y g(hk5) =g Ajk;) = g(0) = 0.

j=1 j=1
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Da & eine Erzeugendenmenge von L& ist, folgt Z ok = 0. d.h. es gilt (ii).
J=1

(1) = (z) : In L(Lj) betrachten wir den Unterraum U der (3;) mit
ZUX,‘ ﬂj =0.
j€J

Nach Voraussetzung ist U # 0. Sei (a;) ein minimales Element in U; Dann gilt nach
Umindizierung und Normierung

ZU’,\).OL]‘ =0, =la;#0firyj=1,....m
Jj=1
Fir f € L® folgt

FY onei =3 f(A)a; =0.
J=1 j=1

Darauf wird g € ® angewendet:

m

9(D_ fs)as) = _gf( a,)—ngaAg(a,)—g =0.
j=1

= ]_l

Da ¢ in dem Ring L® invertierbar ist, durchlauft mit f auch ¢ f alle Elemente aus
L&. Daraus folgt, da8 auch

Zaa\,'g(.ai) =0

j=1
gilt. Daher ist mit (ay,...,am) auch (g(al), ... ,g(am)) ein minimales Element in U.
Also existiert ein A € L, A # 0 mit

A = g(aj) J=1....m.

Wegen a; =1 gilt A = ¢(1) = 1, also

aj = g(aj) ,J=1...,m

Da dies fiir alle g € & gilt, folgt a; € K = Fix(®). Fir f =1, € L® ergibt sich dann

11,20)\ aj = Z/\ aj =0,

also sind Ay, ..., = linear abhingig iber K.



2.2. Folgerung
Sei & G Aut(L) und sei K := Fix(®), dann gilt:

dim(Lg)=n < dim( L&) =n
=> L® = End(Lg).
Beweis: Aus 2.1. folgt

dim(Lg) = n => dim((,L®)}) > n.

Da nach 1.3.(ii) dim(, End(Lg)) = n ist und L& C End(Lk) gilt, folgt
dim(; L®) < n. Dies impliziert

dim(LL®) = dim((.L®)}) S n.

Zusammen folgt
dim((,L®);) = n = dim(; L®) = dim(, End(Lk)).

Da [ L& ein Unterraum von End(Lj) ist, folgt das wichtige Resultat L&
= End(L 4 ). Damit haben wir alles gezeigt bis auf: dim(;L®) = n = dim(Ly) = n.
Aus dim( ;L&) = n folgt dim((L®)}) = n und 2.1. impliziert dim(Lx ) £ n. Wegen
L® G End(Lg) und dim(; L&) = n folgt andererseits nach 1.3.(i1)

dim(Ly) = dim(LEnd(LK)) >n,

also zusammen dim(Ly) = n.

Das Resultat L& = End(Ly) ist die Grundlage fiir alle weiteren Uberlegungen. Da-
durch kann die Gruppeneigenschaft von & optimal ausgenutzt werden.

Als unmittelbare Folge aus 2.1. und 2.2. erwdhnen wir noch ein bemerkenswertes
Resultat.

2.3. Folgerung

Sei & G Aut(L) und sei K := Fix(®), dann gilt:

Ist Ap,.... An eine Basis von Ly, dannist oy,,...,0)
(LErlcl(Lh'))z.

eine Basis von

n

3. Galoissche Erweiterungen und abgeschlossene
Untergruppen

Wir beginnen damit, den von kommutativen Kérpern bekannten Begriff der Galois-
schen Erweiterung nun fiir Schiefkdrper zu definieren.
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3.1. Definition

1) Sei I ein Unterschiefkorper des Schiefkérpers L. L heifit Galoissche Erweiterung
von K und K Galoisscher Unterschiefkérper von L, kurz Galoissch L/K <= es
existiert eine Untergruppe ® G Aut(L)) mit

K = Fix(®) A dim(Lx) < oo.
2) Ist Galoissch L/K, dann heifit
Sir(K) = {glg € Au(L) A Vk € K[g(x) = «]}.
die Galoisgruppe von L/K.

Zunachst ist klar, daB Fir(K) eine Untergruppe von 2ut(L) ist und zwar eine solche,
die jedes ® mit K = Fix(®) enthalt. Im kommutativen Fall ist ® = Fix(K), jedoch im
allgemeinen nicht bei Schiefkérpern! Damit ergibt sich die Frage, wie man Fir(K') aus
® gewinnen kann. Ferner méchte man in der Definition der Galoisschen Erweiterung
die Bedingung dim(Lg) < oo durch eine Bedingung tiber & allein ersetzen. Auf
diese Fragen wird im Folgenden eingegangen. Dabei spielen innere Automorphismen
eine wesentliche Rolle. Wir miissen daher zunéchst einige Eigenschaften von inneren
Automorphismen erwahnen.

Sei wie bisher L ein Schiefkérper und sei 0 # A € L. Mit
th:L3Em AN el

wird der durch A erzeugte innere Automorphismus von L bezeichnet (beachte t5(£) =
A~1EX und nicht AéA™1, was auch méglich wire!). Die folgenden Eigenschaften sind
leicht zu bestéatigen. Dabei sei Z das Zentrum von L.

3.2. Bemerkung

Seien k. A € L,k # 0, # 0,9 € Aut(L), dann gilt
(1) tutx = tax AT =t

(i) tx =ty <> 2z € Z[) = 2k]

(i11) gtx =t4x)9 Vgteg ™t = to(x)

(iv) Die inneren Automorphismen von L bilden einen Normalteiler T von 2ut(L)

und es gilt T= L*/Z* (L* = L\ {0},2* = Z \ {0}).
Sei G Aui( L), dann bezeichne
J(B):=68NnT.

Nach 3.2.(ti1) ist J(®} Nermalteiler voen & und mit g € &,%) € I(B) gilt avch ty,y; €
J(®). Ferner sei
T(®):= {A]A € LAty € 8}.
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Dies ist offenbar eine bei Produkten, Inversenbildung und Anwendung von Automor-
phismen aus ® abgeschlossene Teilmenge von L*, die Z* enthilt.
Spezialfall: Ist J(&) = {t;}, dann ist T(®) = Z*.

SchlieBlich brauchen wir

Q(®) := der von T(®) erzeugte

Unterschiefkérper von L.
Wegen ¢(T(®)) = T(®) ,g € & ist auch ¢(Q(®)) = Q(&).
Es folgt eine letzte Bezeichnung. Zu einem Unterschiefkérper H von L sei
T(H) = {t,/0 # n € H).

Dies ist offenbar eine Gruppe von inneren Automorphismen und es gilt T = T(L).

3.3. Definition

Sei ® G Aut(L).
(1) & heifit abgeschlossen <= T(&) = Q(®)*
(it) Die von & und T(Q(®)) erzeugte Untergruppe von ut(L) heiBt der Ab-
schlufl von &, bezeichnet mit ®.

3.4. Hilfssatz

Sei ® G Aut(L).
(i) ® ist abgeschlossen <= ® = 3.

(i) @ ist die kleinste & enthaltendf abgeschlossene Untergruppe von
Aut(L) und es gilt Q(B) = Q(B).

(111) Die Abbildung
B[3(8) 3 3(B)g — 3(B)g € B/3(8)

ist ein Gruppenisomorphismus.
Beweis:

(i) =>: Wegen T(8) = Q(&)" folgt T(Q(B)) =I(B) G & — & = &.
(i) <=: Wegen & = 6= T(Q(B)) G 6 = T(B) = Q(B)* => B abgeschlossen.
(i) : Wegen T(Q(®)) C & folgt

(1) Q(B)* C T(B)
Fiir g € ®,t5 € T(Q(®)) gilt
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(2) gta =tyng mit tyy) € T(Q(B))
Nach dem Untergruppenkriterium sind die Elemente aus & endliche Produkte von

Elementen aus & und aus T(Q(®)). Durch sukzessive Anwendung von (2) (Durch-
schieben von Faktoren aus & nach rechts), kann man diese in der Form

(3) tsg . g€G  tge%(Q®))
schreiben. Sei nun ¢y € 3(6) und sei

th=tgg ,9€B , tg€T(Q(®)),

dann folgt g = ty5-1 € J(B), also A\~ € T(B) C Q(B). Folglich gilt A € Q(B), also
T(®) C Q(®). Zusammen mit (1) folgt

T(8) = Q(®)".
Da somit T(@) U {0} bereits ein Schiefkérper und zwar Q(®) ist, ist auch
Q) = T(8) = Q(&)".

Also ist & abgeschlossen und Q(®) = Q(@) Sei nun H G Aut(L), H abgeschlossen
und & G $. Folglich muB Q(®) C Q(H) = T(H) U {0} und daher auch T(Q(&)) C
J(H) gelten. Dies impliziert ® G 5

(1i) Wegen J(®) C J( 6) handelt es sich um einen Gruppenhomomorphismus, der
wegen (3) surjektiv ist. Wegen J(®)N & = J(B) ist er auch injektiv.

Unser néchstes Ziel ist es zu zeigen, daB fiir eine Galoissche Erweiterung L/K mit
K = Fix(®) die Galoisgruppe Fiz(K') = & ist und dafl

dim(Lg) = Ord(®/3(8))dim(,Q(®))
gilt.
3.5. Hilfssatz

Seien h,gi,...,gm € Aut(L), seien g,...,gm linear unabhingig iiber L( in 1 E) und
es gelte

(4) h=>aj9; ,0#ae;€Lj=1,...,m
j=1

Dann folgt

(9) 11=ta¢xgj ,Jj=1....m
7

11



Ist h = t3,0 # B € L ein innerer Automorphismus, dann sind alle g; (beachte a; # 0!)
innere Automorphismen und es gilt

(6) 9j = t8a; ,J =1 m
Beweis: Wegen der Produktregel in £

9€=9()g £e€L, geAuy(L)

folgt aus (4)

(7) R(E)T'hE = h = h(E)™ Y ajg;(£)g;-

=1

Da die ¢1,....9m linear unabhéngig sind, ist die Darstellung (4) eindeutig. Also folgt
aus (4) und (7)

aj = h(€) ajgi(€)  E€Lj=1,....m.
und daher gilt
h(€) = ajg;j(€)a;’ = (to-195)(¢)

also (5). Ist h = tg, dann 1mpliziert (5)
g)"-:tajt,j:t;;a). ,1=1,...,m,
also (6).

3.6. Hilfssatz

Seien B, A1,...,Am € L B # 0. Dann sind die folgenden Bedingungen (i) und (ii)
aquivalent:

(1) A1,...,Am sind linear unabhéngig tiber Z in zL und

(8) ﬂ:z:]‘/\j R :.’J‘EZ.
i=1
(ii) ta,,...,tx,, sind linear unabhingig tiber L in { E und
(9) tg:Zajt,\j , aj € L.
=1

Beweis

(1) => (9) : Aus (8) folgt unmittelbar (nachrechnen)

tg =71 Z Z3A5t5,
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also gilt (9) mit
aj =818 j=1l...m

(ii) == (8) : Nach (6) gilt fir j =1,...,m mit o; #0
ty; =tga;-

Folglich gibt es z; € Z mit z;); = Ba; wobei im Falle o; = 0 z; = 0 zu setzen ist.
Wendet man (9) auf 1 € L an, so ergibt sich

m
1= Zaj
=

Multiplikation dieser Gleichung mit 3 und Einsetzen von z;A; = fa; liefert (8). Wir
kommen nun zum Beweis der restlichen Behauptungen.

(1) = ta,,....ta,, sind linear unabhéngig iiber L: Beweis indirekt. Angenommen,
diese wéren linear abhéngig. Sei die Indizierung so, da

ta;s--..ta, mit kK < m eine maximale linear unabhingige Teilmenge ist. Dann 148t
sich ty,, als Linearkombination der t,,,...,t), (oder weniger) mit Koeffizienten in L
schreiben. Da schon (i1) = (8) gezeigt ist. wire A\, Linearkombination der Ay, .... Ak
mit Koeffizienten in Z. Widerspruch! Analog zeigt man. daf§ (ii) die lineare Un-
abhangigkeit von Ay,..., A, impliziert.

Bei den weiteren Uberlegungen brauchen wir zu einem Unterschiefkérper I von L
den Zentralisator von K in L, bezeichnet mit Za(A'). bekanntlich ist

Za(K):= {B|B € L AVk € K[kf = Bk]}.

Dies ist offentsichtlich ein Z enthaltender Unterschiefkérper von L. Fiir 8 # 0 ist die
Bedingung «( = B« dquivalent mit

10) B kB =tp(r) =~
Sei jetzt & G Aut(L) und seien
K :=Fix(®) . R:= Fir(K),
dann folgt ® G £ und wegen (10) gilt
(11) Za(K)" = T(R) = Q(R)’

Wir kénnen nun die im AnschluB an 3.1 aufgeworfenen Fragen beantworten.

3.7. Satz

Sei Galoissch L/ und A = Fix(®) mut & G Aut(L). Dann gilt
(i) & = Fig(K) = &
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(11) T(®) enthalt eine Basis von Za(/L') Gber Z

A Q&) = Za(K)" = TA(®)
(1i) Ist Ay,..., Ax eine Basis von Za(K) iber Z und ist ¢1,...,gm ein Représen-
tantensystem von ®/J(®), dann ist
{t,\;gj!i=1,...,k ,j=1,...,m}

eine Basis von L® = End(Lg ). Folglich gilt

14) dim(Ly) = dim(Za(K)z)0rd(8/3(®))

Beweis:
(1). (i1): Zur Abkiirzung setzen wir & := Fig(L'). Dann gilt offensichtlich
T(R) = Za(K)* = Q(R)"
Also ist & abgeschlossen. Ausgangspunkt fiir die weiteren Uberlegungen ist die Situa-
Hor &G AC LG =End(Ly).

In ,L® betrachten wir eine Basis von Elementen aus ®, in der wir die inneren Auto-
morphismen an den Anfang schreiben:

(15) {tays- s tags haye o he)

Falls nur innere Automorphismen vorhanden sind, gibt es keine h;. Hingegen gibt
es immer mindestens einen inneren Automorphismus in (15) (Folgt aus 3.5 fir g =
1 € L). In (15) sind Ap...., Ak € Za(l\') und nach 3.6 sind diese Elemente linear
unabhéngig tiber Z. Da fiir jedes g € Za(HK),3 # 0 folgt t3 € 8 C L&, laBt sich
nach 3.5 t3 als Linearkombination der ty;,7 = 1,...k schreiben. Nach 3.5 ist dann g
Linearkombination der Ay,..., Ax mit Koeffizienten in Z. Also ist dies eine Basis von
zZa(') und zwar mit Elementen aus T(®). Daraus folgt

Za(V) C Q(®).
Da andererseits

Q(B) C Q(R)" = Za(K)* = T(R)
gilt. folgt.

Q(B)" = Q(R)" = Za(K)* = T(R).
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Da & die durch & und T(Q(®)) erzeugte Gruppe ist und beide in £ liegen. ist 3G &
Sei jetzt h € &, dann folgt wegen h € L® nach (5)

h =ta)__lgj

mit g; aus der Basis (15), also g; E 8 G Rund t, ot € R, also aj Ve Za(K) = Q(®).

folglich gilt auch & C ®. Damit haben wir & = £ = Sig(K).

(iii): Wir zeigen zuerst, daB (13) eine linear unabhingige Menge ist. Beweis indirekt.
Dann kann man eines der Elemente aus (13) als Linearkombination von gewissen
anderen darstellen. Die Indizierung sei so., da8

ko mo

taegm = Z Z @ijtxig;

=1 j=1

mit ko < k,mo < m,(ko,mo) # (k,m) und die Menge {t,g;lt = 1,....ko,j =
1,..., m,} linear unabhingig sei. Nach (5) folgt fiir a;; # 0

=1,....k

1
(16) t,\mgm=ta‘_.j\t,\.~gjaj=1'.“5m°

Nach Wahl der g; (in verschiedenen Restklassen von ® mod J(®)). kann a;; # 0 nur
fir j = m gelten. Also folgt me = m und (16) hat die Form

ko

t/\kgm = Z aimtA;gm-
=1

Dies impliziert

ko
(17) i, = Zaimtx.«-
i=1

Wegen m, = m muf k, < k gelten. Dann steht (17) aber im Widerspruch zur linearen
Unabhangigkeit der ty,,...,ts,, die nach 3.6 gegeben ist.

SchlieBlich zeigen wir, dal (13) eine Erzeugendenmenge von L® ist. Es geniigt zu
zeigen, dafl sxch jedes ¢ € B damit darstellen 148t. Sei g in der glelchen Restl\lasse
von &/J(B) wie etwa g; und sei g = tgg; mit 3 € Za(K). Ist 3 = Z 5idi, 5 €Z
die Basisdarstellung, dann folgt

k
ty = 3! Zz,'/\it)".,
=1

also

B! Zi)\,:t)\',gl.

i

Damit ist der Beweis vollstidndig.



4. Der Hauptsatz
Wir brauchen zunichst eine weitere Anwendung der minimalen Elemente.

Sei § # & C Aut(L) (& braucht nur Teilmenge von Aut(L) zu sein), dann sei LB
wie bisher der durch ® erzeugte Unterraum von E. Fiir ¢ € ®,X € L gilt die
Produktregel gA = g(A)g in E. Daher ist L& auch L- Rechtsvektorraum.

4.1. Definition
Voraussetzungen wie zuvor. Sei § # R C L®. R heifit Bi-Unterraum von L& <=

LR=R A RL=R.

4.2. Lemma

Ist 0 # R Bi-Unterraum von L®, dann gibt es § C RN Aut(L) mit R = LH. Zu
he€Hgbtes A€ L.ge ®mit h=tyg.

Beweis: Sei (g;|j € J) eine Basis von ;L® mit g; € ®. Sei

m
f=Zajgj yaa=1la;#0,7=1,...,m

j=1

ein minimales Element in R, R betrachtef als Unterraum von ;L®. Dann ist fur
0#¢e€ L auch f€ € Rund

fE=Y"a;9;(6)g;

=1

ist ebenfalls ein minimales Element aus R, denn tr(f) = tr(f€). Also existiert ein
A€ L, # 0 mit

Aa; = ajg;(€) J=1...,m.
Wegen a; =1 folgt A = g,(£) sowie

18) fO) =) a;95(6) = g1(6) Y ay,
j=1 j=1

(beachte: f(€), nicht f€.)
Wegen f # 0 ( da f minimales Element) existiert ein €, € L mit f(£,) # 0, also mufl
a:= 3" a; # 0 gelten und dann folgt aus (18)

a” f(€) = (tagr)(€)
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also
h:=tagy € RNAUWYL),g, € B

und

f =ah.
Da die minimalen Elemente R erzeugen, ist auch
$H:=RNAuy(L)
Erzeugendenmenge von  R.

4.3. Folgerung

Ist L/K Galoissch und ist H ein Schiefkérper mit K G H & L, dann ist L/H
Galoissch.

Beweis:
Es ist offensichtlich
End(Ly) C End(Lk) = L&

und End(Ly) ist ein Bi-Unterraum von L®. Folglich gibt es nach 4.2 $ C End(Ly )N
Aut(L) mit End(Ly) = LH. Da End(Ly ) ein Ring ist und mit jedermn Automorphismus
auch den inversen enthilt, kann ) als Gruppe angenommen werden. Seien £ € L.n €
H, dann gilt fiir h € H(C End(Ly)!)

h(&n) = h(§)h(n) = A(&)n.

Fiir £ = 1 folgt h(n) = 1. Also gilt H C Fix($). Sei A € L, A € H, dann existiert nach
1.3.(1) ein £ € L und ein

f=Zajhj€Lf) hi€H
=1
mit

FIEN) =" 0shi(6X) = ajhi(€)h;(N)
j=1 j=1

# FOA =) ajhi(6)A

J=1

Daher kann nicht 2j(A) = A fiir alle h; gelten. Also folgt A € Fix($), d.h. H = Fix(9).

4.4. Der Hauptsatz der Galoisschen Theorie

Sei L/I Galoissch mit der Galoisgruppe &. Bezeichne ZS(L/K) die Menge der
Schiefkorper zwischen &' und L und AY(RK) die Menge der abgeschlossenen Unter-
gruppen von K. Dann ist

Sir: ZS(L/K) 3 H — §ir(H) € UU(R)
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eine bijektive Abbildung mit der Umkehrabbildung

Fix : AU(R) 3 H — Fix(H) € ZS(L/K).

Beweis:

Zum Beweis geniigt es zu zeigen, dafl die Hintereinanderausfiihrung FixFix die Iden-
titdt von ZS(L/K) und FirFix die Identitat von AU(RK) ist. Sei H € ZS(L/K), dann
gibt es, w1e zuvor gezeigt, eine Gruppe 9 & Aui(L) mit H = Fix($H). Nach 3.7. ist
Su(H) = f) abgeschlossen und wegen ) G S’J gilt auch

H = Fix(9) = FixFiz(H).

Wegen I G H ist selbstverstiandlich auch Fix(H) G R = Fir(K), also Fix(H) €
AU(RK). Sei nun §H € AU(RK), dann ist

N C) le(f)) C> L

und nach 3.7. gilt R
Sir(Fix(9)) = 9.

Da $) abgeschlossen ist, ist aber = J?J Damit ist der Hauptsatz bewiesen.
Wie im kommutativen Fall, kehren die Abbildungen Fix und §ir Inklusionen um.
Enthalt & nur den inneren Automorphismus ¢;(1 € L), dann gilt fiir jede Unter-

gruppe H G R : T($H) = Z. Also ist jetzt jede Untergruppe abgeschlossen, wie im
kommutativen Fall.

Sind hingegen alle Automorphismen aus f innere, dann ist

ZS(L/K) > H — §ig(H) — Q(Jix(H)) € Z5(Za(K)/Z)
eine bijektive Abbildung zwischen ZS(L/L') und den Zwischenschiefkdrpern zwischen
dem Zentrum Z von L und dem Zentralisator Za(X') von I\’ in L. Beriicksichtigt man
noch Q(Fir(H)) = Za(H), so erhilt man eine Bijektion, die jedem H € ZS(L/L)
ihren Zentralisator zuordnet. Das ergibt die ,innere Galoissche Theorie*.

5. Fortsetzung von Isomorphismen

5.1. Definition

Seien ' & H G L Schiefkérper. Ein Schiefkérperhomomorphismus
hH— L
heiBt ein Isomorphismus von H in L iber I ;<= Vs € K[h(x) = &].
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Wegen h(1) = 1,1 € I ist h ein Monomorphismus. Genau genommen besteht der
Isomorphismus nur zwischen H und h(H). Wir halten uns aber an die tibliche Be-
zeichnung und nennen h einen Isomorphismus.

5.2. Satz

Ist L/K Galoissch mit der Galoisgruppe £, dann wird jeder Isomorphismus eines
Zwischenschiefkérpers H zwischen I und L in L iiber i von einem Element aus £
induziert.

Beweis:

Sei h : H — L ein solcher Isomorphismus, dann kann k (auf vielfiltige Weise) zu
einem Element f € End(Ly') fortgesetzt werden: Sei n;,...,m eine Basis von H/K
und

nl,...,nl,/\l,...,/\m

eine Verlangerung zu einer Basis von L. Dann setze man (z.B.)

f(ni) = h(m:) d=1..... l
f(/\j)1= 0 Jg=1l....,m

Damit haben wir eine solche Fortsetzung. In L& = End(L ') legen wir eine Basis

g1+ 9n .gi €R

zugrunde. Unter allen Fortsetzungen von h zu Elementen aus LR betrachten wir jetzt
eine solche. bei der moglichst wenig Koeffizienten in der Basisdarstellung # 0 sind;
sei dies bei entsprechender Numerierung

m
(19) f=Y% 0igi  Lai#0i=1...m
i=1

Fiir €,y € H folgt dann

h(§n) =h(§)hA) = h(£)f(n)

20 o
(20 =3 h©aigi(n).
=1
sowie
(21) h(€n) = f(&n) =Y aigi(€)gi(n)
=1

Wir unterscheiden nun zwei Fille.

1.Fall: Fiir alle £ € H gilt
h(§)ar = a191(€).
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Dann folgt
hE) = to-101(6).

Fir x € I ergibt sich
k= h(k) = a1g1(k)a;’ = arkay?,
also t_-1 € R. Folglich wird jetzt h durch t -1g: € & induziert.
1 1

2. Fall: Es gibt ein £, € H mit

2) h(&s)an # a191(&o)-
Seien dann
fii=h&)f
23
) { fr =Y, aigi(€e)gi

so folgt wegen (20) und (21) fir allen e H

24) (fi = f2)(n) = h(&en) = h(&n) = 0.

Wegen (22) kann

Fi= f—ay(h(€o)ar — arg1(€0)) " (1 — f2)

definiert werden. Wegen (23) gilt F(n) = f(n) = h(n) fur alle n € H, d.h. auch F ist
eine Fortsetzung von h. Aber (19) und (23) liefern die Basisdarstellung

m
F=Zﬂiyi BieL,
=2
wobei die explizite Form von f; nicht interessiert. Dies wire eine Fortsetzung von h
mit weniger Koeffizienten # 0 als f. Widerspruch! Es kann also nur der 1. Fall giltig

sein.

Es ist nach diesem Satz klar, daB genau alle Isomorphismen von H nach L tiber

K durch ein Reprasentantensystem fiir die Klassen von £ modulo Fir(H) geliefert
werden.

Es ist nach dem Hauptsatz klar, da§ L iiber jedem Zwischenschiefkérper H zwischen
K und L Galoissch ist. Bleibt die Frage, wann H iiber K wieder Galoissch ist. Diese
Frage ist nicht so leicht zu beantworten wie im kommutativen Fall, wo dies genau
dann gilt. wenn §ir(H) < R(< bedeutet Normalteiler).

Zur Beantwortung brauchen wir

/" = {glge RN g(H) = H}
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Dafir gilt:
ffa s F(H) < /Y

Die erste Bedingung ist klar, denn ¢,,g, € &% impliziert g{l € £ und g,9;' € &Y.
Fir die zweite seien h € Fig(H),g € 87,7 € H. dann gilt

(g7 hg)(m) = g7 (h(g(n)) = 9 g(n) =7n
also g~ 'hg € Fiz(H).

Es ist nach 5.2 klar, daB die Elemente aus &/ alle Automorphismen von H iiber i’
indizieren und daB &% /§ix(H) isomorph zur Gruppe aller Automorphismen von H
iber I ist (auch wenn H {iber K nicht Galoissch ist):

5.4. Satz

Sei L/K Galoissch mit der Galoisgruppe & = Fiz(/{') und sei H ein Zwischenkdrper
zwischen K und L. Dann gilt

(i) Galoissch H/K <= &H = &
(i) Galoissch H/K = &1 /Fig(H) ist isomorph zur Galoisgruppe von H/K.
(iii) Fip(H) < & <= &Y = & (= GaloisschH/K)

Beweis:
(1) =>: Wegen 5.2 wird jeder Automorphismus von H/K durch ein Element
aus &7 induziert. Ist H/K Galoissch, so muf8 also Fix(&7) = K gelten.
Nach 3.7.(i) folgt &H = &.
(1) = Sei K, := Fix(&H), da.nn ist L/K, Galoissch mit der Galoisgruppe

&H . Nach Voraussetzung gilt &H = &, also folgt Iy = K. Daher ist H/I
Galoissch.

(i1): Die Elemente der Galoisgruppe von H/K werden durch die Elemente von
&H induziert. Zwei Elemente aus £ induzieren genau dann den gleichen
Automorphismus von H/K, wenn sie sich durch einen Faktor aus Fir(H)
unterscheiden. Also gilt {ii).

(il1) ==: Seien ¢ € &, h € Fir(H), dann existiert nach Voraussetzung ein h' €
Fir(H) mit
hg = gh'

Folglich gilt firn € H

hg(n) = gh'(n) = g(n),

also
g(n) € Fix§ip(H) = H
und dies bedeutet &7 = &,



(iii) <=: Seien g € &, h € Fig(H).n € H. dann folgt g(n) € H aus &7 = &
Damit ergibt sich

9" hg(n) =97 g(n) =,
also g~'hg € Fir(H), d.h. Fiz(H) < &

Als Anwendung wollen wir zum Schluf ein klassisches Resultat beweisen und zwar den
Satz von Wedderburn: Jeder endliche Schiefkérper ist ein Koérper. Dazu sind einige
Feststellungen notwendig, die auch an sich von Interesse sind.

Sei zunéchst L ein beliebiger Schiefkérper mit dem Zentrum Z. Fiir ein Element A € L
betrachten wir den durch Z und ) erzeugten Unterkérper Z(A) von L. Sei i die Men-
ge aller Unterkérper von L, die Z(\) enthalten. In 4, ist die Inklusion eine Ordnung.
Fiir eine nichtleere, total geordnete Teilmenge ist ihre Vereinigung offensichtlich wie-
der ein Element in U. Also gibt es in {5 ein maximales Element, etwa K. Dann
ist Xx nicht nur maximal in i), sondern K ist ein maximaler Unterkorper von L.
Daraus folgt insbesondere, da8 L gleich der Vereinigung von maximalen Unterkérpern
ist.

Sei jetzt dim(Lz) < oo, dann ist L/Z Galoissch mit der Galoisgruppe (L) = Gruppe
aller durch die Elemente # 0 von L erzeugten inneren Automorphismen. Selbstver-
standlich ist Fix((T(L)) = Z und T(L) ist abgeschlossen (denn T(T(L)) = L*).

Sei jetzt Iy ein maximaler Unterkérper von L, dann ist der Zentralisator von I\’ in L
gleich IV, also Za(L') = K. Die Galoisgruppe §(/V) von L/I ist dann gleich T(LK).
Sei dim(L\'z) = m, dann folgt nach (14) dim(Lx ) = m (da ® = J(B)) und folglich ist

dim(Lz) = dim(Lx )dim(Kz) = m?®.

Da dim(Lz) nicht von I abhéngt, gilt dim(l\z) = m fiir jeden maximalen Un-
terkdrper von L.

Sei jetzt L endlich und sei || = ¢ (= Elementezahl von L), dann folgt |L| = ¢™
(wegen dim(L ) = m). Also gilt auch || = ¢ fiir jeden maximalen Unterkdrper von
L. Ist umgekehrt H ein Z enthaltender Unterkérper von L mit dim(Hz) = m, dann
ist H maximaler Unterkorper von L (da H in einem solchen enthalten ist).

Wir benutzen nun die folgende Tatsache: Sind K; und K, zwei endliche Korper glei-
cher Elementezahl ¢ mit dem gemeinsamen Unterkérper Z, dann sind K; und K>
isomorph tiber Z (Isomorphie von Zerfallungskérpern iiber Z ).

Wir fassen zusammen: Jedes Element des endlichen Schiefkérpers L liegt in einem
maximalen Unterkérper und alle maximalen Unterkérper von L sind isomorph iiber
Z, aleo sind alle zu einem von thnen liber Z isomorph, etwa zu /. Es gibt hochstens
so viele maximale Unterkorper, wie es Isomorphismen von I in L iiber Z gibt. Wie
nach Satz 5.2. am Ende des Beweises festgestellt, ist diese Anzahl gleich dem Index
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der Galoisgruppe von L/l = T(N) = LK*/Z* in der Galoisgruppevon L/Z = T(L) =
L*/Z*. Also ist dieser Index gleich

KT

Die Vereinigungsmenge V" aller zu I\" iber Z isomorphen IK6rper hat daher hochstens

m

...]_ R
1 ¢ (¢g=|K])
g—-1

Elemente. Allerdings haben wir dabei die Elemente 0 und 1 (sogar alle Elemente aus
Z), die in allen diesen Korpern enthalten sind, zu oft gezdhlt. Zahlt man 0 und 1 nur
einmal, so erhilt man die bessere obere Schranke

q_l(q 2)+2=9¢q py

Diese Zahl ist fiir m < 1 (da stets ¢ > 1) echt kleiner als ¢™ = |L|. Dies steht im
Widerspruch zu der Tatsache, da88 nach den vorhergehenden Feststellungen V = L
ist. Also muB m =1, d.h. L = Z sein.




