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Ein Satz tiber den Endomorphismenring eines Vektorraums

Von Frieprica Kasce in Gottingen

Die Tatsache, da ein Ring € einfach ist, kann auch folgendermafen ausgespro-
chen werden: Betrachtet man € als Modul mit sich selbst als Links- und als Rechts-
operatorenbereich, so ist € irreduzibel. Durch diese Formulierung wird die Frage
nahegelegt, ob € irreduzibel bleibt, wenn man den Operatorenbereich etwa auf einer
Seite einschrinkt. DaB dies der Fall ist, soll im folgenden gezeigt werden.

Bekanntlich ist jeder einfache Ring mit Minimal- oder Maximalbedingung zu

“einem dichten Ring — was das ist, wird unten erklért — von linearen Abbildungen
eines geeigneten Vektorraums isomorph. Wir werden daher einen Satz iiber den Endo-
morphismenring eines Vektorraums beweisen, der eine Antwort auf die anfangs ge-
stellte Frage enthilt.

Sei 2 ein Vektorraum nicht notwendig endlicher Dimension iiber einem belie-
bigen Schiefkorper H als Linksskalarenkorper und € der volle Endomorphismenring
von Q/H. Ist e €€ und w €8, so sei we das Bild von w bei der Abbildung e; die
Abbildungen aus € denken wir uns also durch Multiplikation von rechts auf die Ele-
mente aus £ ausgeiibt.

Ein Unterring ® von € heift n-fach transitiv, wenn es zu je » beliebigen iiber
H linear unabhéngigen Elementen w,, w,, ..., w, €£ und beliebigen Elementen
gy Ogy o ..y o, EQ in D eine Abbildung b gibt, fir die wd=o;, 1 =1,2, ..., n)
ist. Ist D fiir jedes n =1, 2,3, ... n-fach transitiv, so heiit D dicht; in der Tat
ist D dicht im Sinne der schwachen Topologie.

Wir beginnen mit einer Verallgemeinerung des Satzes, daB jeder zweifach transi-
tive Ring dicht ist.) Der folgende Beweis schlieft sich an den von JacoBson an,
doch fithrt er, unserer Absicht entsprechend, unmittelbar zum Ziel.

Satz 1: Ein einfach transitiver Modul R C € mit einem zweifach transitiven Ring D
als Rechtsoperdtorenbereich st dicht.

Der Beweis erfolgt durch Induktion, wobei der Induktionsbeginn nach Voraus-
setzung erfiillt ist. Der D-Rechtsmodul R sei also bereits (n—1)-fach transitiv und

es seien wy, ..., w, liber H linear unabhingige und o, ..., «, beliebige Elemente
aus . Nach Voraussetzung existiert eine Abbildung q € R mit
(wl) ceey Wy_g, wn—l) =, ..., 0, wn—-l) J

1) N. Jacosson, Structure theory of simple rings without finitesness assumptions, Trans. Amer.
Math. Soc. 57, 288 (1945).
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Sind w,_, und w,q linear unabhingig, so sei ¢ €D mit
Wy C=,_;, w,qc=10.

Wir setzen dann g ¢ = ¢*, w, = o* und «, = o*. Ist hingegen w, q = b w,_, mit
RhEH, so sei q=q*, wo,—hw,_;=ow* und «, —ha,_;=o*. Dann ist in
beiden Fillen ‘ ‘

(wl’ ceey Wy, Wp_q, 0)*) q* = (0’ e 0, Wp_1, 0) .
Ferner seien 1 € R und d €D mit

(@1 ooy @p_gy @)t ="(0, ..., tp_g, %), @, D=0, 1 —w, ;T.

Dann ist

(015 +ves W1, @) (q*D4+1) = (2, ..., %p_1, @F)

und folglich wie behauptet

(wlf cees Wp_ g, 60,,) (q* b-I—I) = (“1’ ] “n—_l’ “n) N
Wir kommen nun zur Formulierung des angekiindigten Satzes.

Satz 2: Seien U ein einfach und D ein zweifach transitiver Ring von linearen Abbil-
dungen des Vektorraums Q/H. Dann ist jeder von Null verschiedene U-Links- und D-
Rechtsmodul aus dem vollen Endomorphismenring € von Q/H dicht.

Zum Beweis von Satz 2 geniigt es auf Grund von Satz I nur zu zeigen, daf der
durch eine von Null verschiedene Abbildung e € € erzeugte 2-Links- und D-Rechts-
modul R einfach transitiv ist. Wegen e == 0 gibt es ein Element n €EQ mit n e=1y 0.
Ist w == O ein beliebiges Element aus £2, so gibt es, da % einfach transitiv ist, eine
Abbildung ¢« €U mit w a= »n. Dann. ist wae=y und hieraus folgt wegen
der einfachen Transitivitit von © die von . Damit ist Satz 2 bewiesen.

Es sollen nun noch einige Folgerungen aus Satz 2 angegeben werden.

Ist 2 ein Vektorraum endlicher Dimension iiber H, so stimmt jeder dichte Modul
von linearen Abbildungen mit dem vollen Endomorphismenring von Q/H iiberein.
Daher erhalt man aus Satz 1

Folgerung 1: Ist 2 ein Vektorraum endlicher Dimension iiber H, € der volle Endo-
morphismenring von Q/H und U ein einfach transitiver Unterring von €, dann ist
€ als W-Links- und €-Rechismodul irreduzibel.

Sei nun 2 = K insbesondere ein Schiefkérper, dann ist der durch die Elemente
von K selbst als Rechtsmultiplikatoren von K erzeugte Endomorphismenring K,
offenbar einfach transitiv. Man erhalt dann also

Folgerung 2: Ist K ein Schicflirper cndlichen Ranges diber H und betrachtet man
K als Vektorraum mit H als Linksskalarenkorper, so ist der. volle Endomorphismenring
€ von K/H als K -Links- und G-Rechtsmodul irreduzibel.

Eingegangen am 7. 12. 1952





