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Über die RiccATische Differentialgleichung in Körpern 
der Charakteristik p 

Von F R I E D R I C H KASCH in Göttingen 

1'. Fragestellung. Die formale Übertragung der klassischen Differentiations­
theorie auf Körper der Charakteristik p > 0 liefert nicht die entsprechenden Ergeb­
nisse wie bei der Charakteristik 0. Sie versagt bereits bei der Bestimmung der Viel­
fachheit einer Nullstelle eines Polynoms. Daher und aus anderen Gründen entwickel­
ten mehrere Autoren ([1], [2], [3]) eine von der klassischen abweichende Differentia­
tionstheorie, aus der man für Körper der Charakteristik 0 die klassischen Ergebnisse 
zurückgewinnen kann, die darüber hinaus aber auch in Körpern von Primzahl Charak­
teristik zu wesentlichen Ergebnissen führt. 

Man kann nun fragen, ob es auf Grund einer derartigen Differentiationstheorie* 
möglich ist, Differentialgleichungen in Körpern von Primzahlcharakteristik zu be­
handeln 1). Hier soll am Beispiel der RiccATischen Differentialgleichung gezeigt 
werden, daß diese Frage zu bejahen ist. Allerdings wird man nicht erwarten können 
zu analogen Ergebnissen wie im klassischen Fall zu gelangen, denn es handelt sich hier 
um rein algebraische Begriffe und Überlegungen. So wird sich hier im Gegensatz 
zum klassischen Fall herausstellen, daß die RiccATische Differentialgleichung mit 
Koeffizienten aus einem Körper der Charakteristik p > 2 stets in einer quadra­
tischen Erweiterung von K lösbar ist. 

2. Definition der Differentiation. Es sei K zunächst ein Körper beliebiger 
Charakteristik mit den Elementen a, 6, c, . . . . Wir nennen (im Anschluß an [2], 
Zusatz bei der Korrektur) D eine Differentiation in K, wenn es zu jedem Element 
a G K eine Folge von Elementen 

a = D°a, D+a, D% . . . E I 

mit folgenden Eigenschaften gibt: 
(1) Dn(a + b) = Dna + Dnb , "* n = 0, 1, 2, .... , Summenregel, 

(2) Dn(ab) = |] Dn-la Dlb , n = 0, 1, 2, . . . , Produktregel, 

(3) Dm(Dna) = (m + n) £>m+na , m, n = 0 ,1 , 2, . . . , Iterationsregel. 

J) Zusatz bei der Korrektur: Vergl. dazu die inzwischen erschienene Arbeit von A. J Ä G E R , Ge­
wöhnliche Differentialgleichungen in Körpe rn von Primzahlcharakteristik, Monatshefte für 
Math . 5 6 (1952), 181. — Der im folgenden aufgestellte Satz ist darin n icht enthalten. 

Archiv der Mathematik. IV. 2 
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Ferner werde von der Differentiation vorausgesetzt, daß es ein Element x £ K 
mit Dlx == 1 und Drx = 0 für r > 1 gibt. Dies stellt nach [2] (Zusatz bei der Korrek­
tur, Satz 4) keine wesentliche Einschränkung der zugelassenen Differentiationen dar. 
Daraus folgt auf Grund von (2) durch Induktion 

(4) Dnxn - 1 und Drxn = 0 für r>n, » = 0, 1, 2, . . . 

Wo es zweckmäßig ist, benutzen wir im folgenden auch die Schreibweise 

Dla = Da=a' , D2a == a" , ... , Dna = a ( n ) 

Dabei ist jedoch zu beachten, daß diese nicht die vom klassischen Fall der Differen­
tiation her geläufige Bedeutung besitzt. 

3. Der Ring der Differentialpolynome. Die linke Seite der linearen 
Differentialgleichung 

aJPy + XD« "hj + • • • + a0y = 0 

mit Koeffizienten aus K kann als Anwendung des Differentialpolynoms 

A{D) = anDn + a . n _ 1 D n - 1 + • • • + <h 

" auf das unbestimmte Element y aufgefaßt werden. Die Gesamtheit aller derartigen 
Differentialpolynome mit Koeffizienten aus K kann man in bekannter Weise zu 
einem Operatorenring 9? von K machen. So erhält man die Summe zweier Dif-
ferentialpolynome durch Addition entsprechender Koeffizienten. Sind B(D) und 
C{D) weitere Differentialpolynome und ist 

A(D) (B(D) y)^C(I))y, 
so sei durch 

A(D) x B(D)= C(D) 

die Multiplikation in 9\ definiert. C(D) ist dadurch eindeutig bestimmt und diese 
-Multipl ikation ist assoziativ. Ist a G i T , so schreiben wir statt a x D auch kurz 

aD, denn hier bedeuten beide Schreibweisen das gleiche. Wegen (3) gilt insbesondere 

(5) Dm x Dn= (m + n)j Dm+n 

Zwei Differentialpolynome A(D) und B{D) aus 5R seien gleich, wenn für alle a G K 

A{D) a — B(D) a 

gilt. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn sie in allen Koeffizienten übereinstim­
men oder, was das gleiche besagt, wenn nur das Differentialpolynom mit lauter 
verschwindenden Koeffizienten Nulloperator von K ist. Ist nämlich ein Koeffizient 
von A(D) ungleich 0 und bezeichnet an =j= 0 denjenigen mit kleinstem Index, so 
ist wegen (4) 

A(D)xn=an^=0. 

Es sind folglich die Elemente 1, D, D2, . . . links linear unabhängig über K. 
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Wegen 
Dn X a = aDn + a'Dn~l + . . . + «(n) , a S K 

n 
kann jedes Differentialpolynom A(D)= Y.D1 X a{ auch in der Form A(D) = 

n 

2 btDl mit an = bn dargestellt werden. Das bedeutet aber, daß die Elemente 
1=0 
1, D, J92, . . . auch rechts linear unabhängig über K sind. 

Das Einselement von K ist offenbar auch Einselement von 9 i 

Es sollen nun einige Eigenschaften von $R angegeben werden, die bei den weiteren 
Überlegungen Verwendung finden. Von jetzt ab wird vorausgesetzt, daß K eine 
Primzahlcharakteristik p besitzt. 

Hilfssatz 1: Die Differentialpolynome aas SU mit einem Grad <pl(t— 0,1,2, . . . ) 
bilden einen Ring SRt mit Einselement vom Links- und Rechtsrang p 1 über K l ) . 

Betueis: Es ist lediglich die multiplikative Abgeschlossenheit von 9i r nachzu­
weisen. Sind m, n <p \ aber m -f n > p \ so ist offenbar n)j = 0 (mod p). Folg­
lich gilt wegen (5) in diesem Falle Dm x Dn — 0. Das Produkt zweier Polynome mit 
einem Grad < p1 hat daher wieder einen Grad < pc. 

Es wird ferner behauptet, daß jedes Element aus 9i beidseitig Nullteiler oder Ein­
heit ist. Das ist in dem folgenden allgemeineren Ergebnis enthalten, wenn man be­
rücksichtigt, daß jedes Element aus 9? in einem der Ringe ?Rt liegt, 

Hilfssatz 2: Ist © ein Ring mit Einselement von endlichem Links- und Rechts­
rang über einem Körper K, so ist jedes Element aus © Links- und Rechtsnullteiler oder 
Links- und Rechtseinheit. 

Beiveis: Sei o.)v .... o>n eine Linksbasis von © über K, sodaß sich jedes Element 
n 

von oc GE © in der Form oc = ^ ro;, a ; G darstellen läßt, Ist 

n 

°>i a = Z > 

so folgt mit einem unbestimmten Element ß>/ 

n 

f a = 2 xihik<»k 

Je nachdem, ob det (öl7c) gleich oder ungleich 0 ist, ist oc Linksnullteiler oder Links­
einheit. Die gleiche Überlegung gilt für rechts. Ist oc Linksnullteiler, so gibt es ein 
Element ß =j= 0, sodaß ßoc = 0 ist. Angenommen, oc wäre Rechtseinheit, so existierte 

x ) Diese Eigenschaft ist mir aus mündl ichen Mitteilungen von F. K . S C H M I D T bekannt. 
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ein Element y mit ;l = ocy. Dann folgt ß == ßay = 0. Also ist jeder Linksnullteiler 
auch Rechtsnullteiler und umgekehrt und folglich gilt das gleiche auch für die Ein­
heiten. 

Es wird im folgenden darauf ankommen nachzuweisen, daß ein gewisses Element 
aus 9J Rechtsnullteiler ist. Auf Grund von Hilfssatz 2 genügt es zu beweisen, daß 
dieses Element Linksnullteiler ist. 

Hilfssatz 3: Ist A(D) G9x Nullteiler, so hat die lineare homogene Differential­
gleichung 

(6) A(D)y=Q 

eine nichttriviale Lösung in K. 

Beweis: Da A(D) Nullteiler ist, gibt es ein Element B(D) =+= 0 mit A(D) x B(D) 
•= 0. Dann gilt aber bei beliebigem a G Z 

A (D) (B(D)a) = (A (D) X B(D)) a = 0, 

also ist B(D)a eine Lösung von (6). Wegen B{D) =4= 0 gibt es, wie zuvor festgestellt, 
ein Element a G K mit B(D) a =4= 0. 

Ein Kriterium dafür, ob ein Differentialpolynom 4̂ mit einem Grad < p 1 

Nullteiler oder Einheit ist, liefert die Determinante einer regulären Darstellung von 
5ftr Sei bt der aus den Basiselementen 1, D, ....Dp1"1 gebildete Spaltenvektor 
und sei 

die reguläre Linksdarstellung von 9i £, durch die jedem Element A(D) £ 9 ^ eine 
p'-reihige, quadratische Matrix Wt{A) mit Elementen aus K zugeordnet wird. Die 
Determinante dieser Matrix werde mit At(Ä) bezeichnet. Je nachdem, ob At(A) 
gleich oder ungleich Null ist, ist A(D) Nullteiler oder Einheit. 

4. Die RrccATische Differentialgleichung. Es sei jetzt K ein Körper der 
Charakteristik p > 2. Die allgemeine RiccATische Differentialgleichung 

Dy — ay2 -\- by + c ? a -+= 0 

mit beliebigen Koeffizienten a, 'b, c G K, läßt sich durch die lineare Substitution 

1 / a' + « 6 \ 
a \ Z ~ 2a ) 

auf den Typ 

(7) Dy=y*+d 

zurückführen, so daß wir uns auf dessen Behandlung beschränken können. Wir er­
halten das folgende Ergebnis: 

Satz: Jede Nullstelle des Polynoms 

P(y)=ky* + k'y + dk + k" 
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ist Lösung der Differentialgleichung (7). Dabei ist k eine beliebige nichttriviale Lösung 
der linearen Differentialgleichung 

(8) (dD3 + 2dD + d')y= A(D)y=0, 

die bei beliebigem d eine nichttriviale Lösung besitzt. 

Beweis: Zunächst soll festgestellt werden, daß die Differentialgleichung. (8) bei 
beliebigem d nichttrivial lösbar ist. Dazu genügt es nach dem Hilfssatz 3 festzustellen, 
daß das Differentialpolynom A(D) Nullteiler in 9^ ist, d. h. daß die Determinante 
AX(Ä) verschwindet. Es ist 

d' 
2d" 

2.d 
3d' 

0 
4d 

3ß) 0 0 
0 3 ( S ) 0 

A1(A) = 

pdip) (jp + tydp-v (p + 2)dip~2) 

0 

0 

3(pr) 
0 

(2 p—2) d 
(2 p—l)d' 

Betrachtet man diese Determinante mod p, so sind alle Elemente der Nebendiago­
nalen gleich 0. Außerdem ist sie mod p schiefsymmetrisch zur Nebendiagonalen. 
Für Glieder, in denen d', d", ..., d(p) vorkommt, folgt dies unmittelbar aus dem Bil-
durigsgesetz der Determinante. Für die Binomialkoeffizienten ergibt sich die 
Behauptung aus der Beziehung 

* ( f tn) + f ~ 3 ~ l ) = 2 « 3 + w ) ( 2 + » ) < l + * ) 

-n) (p—2—n) (p—3—n)) 0 (mod p) für p > 2 

AX[A) ist also modp schiefsymmetrisch zur Nebendiagonalen. Eine solche Deter­
minante mit ungerader Ordnung ist aber bekanntlich gleich 0. Damit hat sich er­
geben, daß A{D) Nullteiler ist und daher eine nichttriviale Lösung k besitzt. 

Sei nun y eine Nullstelle von P(y). Dann läßt sich nach [2] die Differentiation 
eindeutig auf y fortsetzen und es folgt aus P(y) = 0 durch Differentiation 

( 2 + y' + k'y2 -f 2 k"y + d'k + dkf + 3 k'" = 0 

Für 2ky + k' 4= 0 ist dies gleichbedeutend mit 

y = — 
k'y* + 2k"y + h> 

2ky + k' ~" 
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wobei zur Abkürzung dk -\- k" = h gesetzt ist. Notwendig und hinreichend dafür, 
daß y Lösung von (7) ist, ist folglich die Beziehung 

_ * y + 2 A ^ + Ä ' _ 2 

bzw. 
2.ky* + 2kY + Hdk + k)y + dk' + h' = Q(y)=0. 

Nun ist aber 
dJfe' + Ä' = 4( i ) ) fc= 0 . 

Damit gilt 
g ( y ) = 2 y P ( y ) , 

und wegen P(y) = 0 ist tatsächlich Q(y) — 0. Damit ist die Behauptung des Satzes 
für den Fall 2ky + k' =4= 0 erwiesen. 

Ist jedoch 2 % -f- k' == 0, so folgt hieraus, weil & 4= 0 ist 

Dann muß 

, k'y + k" 

sein. Dies ist aber wegen 

(ky2 + k'y + dk + k") = P(y) = 0 

tatsächlich der Fall, und unsere Behauptung ist auch jetzt nachgewiesen. 

Als Folgerung aus diesem Satz erwähnen wir noch, daß jedes Differentialpolynom 
2. Grades über einer geeigneten quadratischen Erweiterung von K in das Produkt 
von zwei Linearfaktoren zerfällt. Das ergibt sich aus dem, vom klassischen Fall her 
bekannten Zusammenhang zwischen den linearen, homogenen Differentialgleichun­
gen 2. Ordnung und den RiccATischen Differentialgleichungen. 
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