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Halblineare Abbildungen und die Rangrelation bei
Garoisschen Erweiterungen

Von Friepricn Kascu in Gittingen

Fragestellung

Die Ausdehnung der (raroisschen Theorie auf beliebige galoissche Schiefkirper-
erweiterungen durch N. Jacoesox [3] und H. Carrax [1] stiitzt sich auf gewisse
Ergebnisse iiber halblineare Abbildungen. Bei der Verallgemeinerung dieser Theorie
auf einfache Ringe (im Sinne einer Automorphismentheoric). wie sie kirzlich
T. Naxayama angegeben hat [5], werden entsprechende Ergebnisse iiber halblineare
Abbildungen aufgestellt, doch auf anderem Wege bewiesen. Hier soll gezeigt werden,
dafl man bereits mit dem urspriinglichen Ansatz zum Ziel kemmt. Dies ist nicht nur
methodisch von Interesse, sondern vor allem deshalb. weil sich dabei eine Verall-
gemeinerung cines der wesentlichen Ergebnisse der Gavorsschen Theorie. namlich
der Rangrelation ergibt. Wic aus einer Bemerkung von T. Nakavaya hervorgeht!),
konnte diese Verallgemeinerung auf dem von ihm cingeschlagenen Weg bisher nicht
bewiesen werden.

Die Verallgemeinerung der Rangrelation folgt fast unmittelbar aus einem Ergebnis.
das ich kiirzlich mitgeteilt habe ([4]. Hilfssatz 1). und das hier unter etwas allge-
meineren Voraussetzungen noch einmal hergeleitet werden soll, da die dabei benutzte
SchluBweise auch bei ciner weiteren Uberlegung verwendet wird.

Halblineare Abbildungen

Von den im folgenden als einfack oder halbeinfach bezeichneten Ringen setzen wir
voraus, daB sic ein Einselement besitzen und der Minimalbedingung geniigen.  Sel
nun 4 ein einfacher Ring. so betrachten wir 4 zunéchst als Modul ohne OQperatoren-
bereich und bezeichnen mit € den Ring aller Endomorphismen von 4. Die Indo-
morphismen denken wir uns durch Multiplikation von rechts auf die Klemente von
A ausgeiibt: es sei also ae das Bild von ¢ & A hei dem Endomorphismus ¢ & C.
Statt ae¢ schreihen wir auch (ae).

Jedes Elfment a & A4 erzeugt sowohl als Reehts- als auch als Linksmultipli-
kator von 4 einen Endomorphismus von 4. den wir mit a” hzw. o' hezeichnen wollen.
Dann gilt also mit belichigem « & A:

ra” = xa . vat =- ax .

Yy Vel Fulinote 3
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Da A ein Kinselement besitzt, sind 4 und der Ring der Rechtsmultiplikatoren A"
(ring-)isomorph und 4 und 4" inversisomorph.

Wir haben hier .4"-halblincare Abbildungen zu untersuchen, d. h. Abbildungen
b EE, dic der Vertauschungsregel
1) a'v=:vfag), dEA
mit cinem festen, zu b gehorenden Ringautomorphismus g von 4™ (und damit auch
von A) geniigen. lst a ein belicbiges Element aus A4, so gilt auf Grund von (1):

ab=1-av=(19)(ag) = a-g(1v).
Setzt man noch 1 v == t, so ist also
b= gt
Umgekehrt stellt auch jeder solche Ausdruck eine 4-halblincare Abbildung von 4
dar, inshesondere sind also die Automorphismen von 4 A"-halblincare Abbildungen.
Uher halblineare Abbildungen beweisen wir nun den folgenden

Satz:2) 1. Die A"-halblinearen Abbildungen v; = g; th,i=1,...,n sind dann
und nur dawn linear abhingig iiber AT, wenn es darunter Abbildungen by, ..., 0,
gibt (bet geeigneter Numerierung), so daf fir die zugehorigen Automorphismen

1 -1 y . E
G=0a@ ). .qgcd . j=1...m
gilt und die Elemente tia,, . ... 1, a, binear abhingig iber dem Zentrum Z von A sind.
2. Ist N ein zweiseitiger A™-Modul, der idiber A" durch endlich viele A'-
halblineare Abbildungen erzeugt wird. damn besitzt jeder ziwceiseitige A'-Untermodul
W von N ebenfalls diese Eigenschaft.

Bevor wir den Beweis fiithren, wollen wir die erste Behauptung noch etwas anders
formulieren~ Sic hesagt, daf} A™-halblineare Ahbildungen, deren zugehdrige Auto-
morphismen in verschiedenen Klassen nach der Gruppe aller inneren Automorphis-
men von A liegen, iiber A" lincar unabhéngig sind und dafl A"™-halblincare Abbil-

dungen vy, ..., v, deren zugehorige Automorphismen innere sind, fiir die also
IS Y AN s .
q; = ai(a )", =1 ...,m

gilt, dann und nur dann linear abhiéngig iiber A" sind, wenn die Elemente
4 ay. ..., t,a, linear abhingig iiber Z sind.

Zum Beweis der ersten Behauptung des Satzes nehmen wir an, daff vy, ..., 0
linear unabhéngig itber A" seien und s sei (bei geeigneter Numerierung)

(2) wal+ ... +o,a, =0, a+0 (j=1,...,m)

eine kiirzeste Darstellung der Null mit Hilfe dieser Abbildungen, d. h. es gebe keine
solche Darstellung mit weniger von Null verschiedenen Koeffizienten. Zur Abkiir-

2) Vel [1], lemme 1, lemme 2; [3], lemma 1, lemma 2; [2]. lemme 2; [4], Hilfssatz 1.
Archiv der Mathematik, IV. 28
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zung bezeichnen wir den Ausdruck auf der linken Seite von (2) mit u. Da A7 cin- -

o . . . . < . @ .
fach ist, gibt es endlich viele Elemente b7, ¢} & 47, so dal Z Dial =1 (1"=1)"

{

gilt. Auf Grund der Vertauschungsregel ist auch Z(big, Yo el eine Darstellung

l
der Null mit Hilfe von v,. ..., v,, bei der auBerdem der koeffizient von v, gleich |
ist. Wir konnen daher annchmen, daf} dies hereits fiir u zutrifft. d. h. daff o) == |
gilt. Dann kann keiner der Koeffizienten von u Nullteiler sein. denn dann wire u
keine kiirzeste Darstellung der Null. Wegen o} == I und der Vertauschungsregel
besteht fiir beliebiges « & A" die folgende Gleichung:

0w — (g, = 0y (g @l (agy ] 0 (g o a(a,) ]

Dies ist wieder eine Darstellung der Null. Da sie weniger von Null verschiedene Ko-
effizienten als u aufweist. miissen darin alle Kocffizienten verschwinden:

(3) (ag) a; = a;j(ag,) . j=1,....m.
Da, wie zuvor festgestellt. alle @; regulér sind. folgt
- l — . p
(4) g =g, j=1...m.
Setzt man diese (leichungen in (2) ein. so erhilt man

qula ol )y =0
also

hay 4+ ... Ftpa, =10,

Damit ist gezeigt, dal dic Bedingung notwendig ist. Um festzustellen. dafy sie hin-
reichend ist. durchlaufe man den Schluf} in wmgekehrter Richtung, wobei zu beriick-
sichtigen ist, dal3 Klemente, die innere Automorphismen erzeugen, nur bis auf ¥ak-
toren aus Z hestimmt sind und daBl man ohne Kinschrinkung «; == | annehmen kann.

Zum Beweis der zweiten Behauptung sei b eine beliehige A™-halblineare Ab-
bildung aus R. Ist va” («"30) von den halblincaren Abbildungen v,. .... 0, Ii-
near abhingig, so folgt auf Grand der angegebenen SchluBweise. dall bereits v von
0y, ..., b, lincar abhéngig ist. Iolglich bildet cin maximales Svstem linear un-
abhangiger halblinearer Abbildungen aus dem endlichen Krzeugendensystem von
R eine Basis von /A"

Sei nun vy, .. .. v, cine feste Basis aus A™-halblineaven Abbildungen von A"
Den Beweis fithren wir durch Induktion nach der Anzahl der von Null verschie-
denen Koeffizienten der Eleniente aus 11 in der Darstellung durch diese Basis. Der
Induktionsheginn ist klar und die Behauptung sei richtig fiir alle Klemente aus 1
mit weniger als m von Null verschiedenen Koeffizienten. Das Llement u = 11 he-
sitze (bei geeigneter Numerierung der Basiselemente) die Darstellung

W= byal - ... ==, an . a; == 0. je== 1. m.
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(iibt es ein Element " €1

o= 0y O b 0, B s O

mm

bei dem nicht alle Koeffizienten von Null verschieden sind, so gibt es nach der an-
gegebenen SchluBweise auch ein solches Element, bei dem ein Koeffizient gleich 1
ist; sei etwa O] == 1. Dann sind u—w'«] und w'e] heides Elemente mit weniger
als m von Null verschiedenen Koeffizienten, die sich also nach Induktionsannahme
Jinear durch A"-halblineare Abbildungen aus 11 darstellen lassen. Folglich gilt dies
auch fiir u selhst. Gibt es kein Element 1t” mit der angegebenen Kigenschaft, so sel
w* ein Element aus dem durch w erzeugten zweiseitigen A"™-Modul mit dem ersten
Koeffizienten I:

¥ o ro ! r T
U =0y¢ — ... +U,cCp. ¢ == 1.

Zundchst gilt u == u* «]. Zum Beweis bleibt daher nur festzustellen, dall u* hereits
cine A -halblineare Abbildung ist. Das ergibt sich aber sofort nach der SchluBBweise
im Beweis der ersten Behauptung. Auch jetzt gilt, dafBl alle Koeffizienten von u*
regulire Elemente aus 47 sind. Ferner ist a” u* — u*(ag;)” ein Element aus 11
mit weniger von Null verschiedenen Koetfizienten als 1* und folglich miissen darin
alle Koeftizienten verschwinden. Dann gelten die Gleichungen (3) und (4) sinngemily
fiir u* und man erhilt schlieBlich

* Lyl 1oyl
w* == qy(e) t) A oo t)

Setzt man noch t; ¢y & ... = 4y = t. s0 folgt 0¥ == q, ¢ und dies ist cine halb-
lineare Abbildung.

IFolgerungen

I. Eine Automorphismengruppe 3 von A heit (im Sinne von T. Nakavayy)
regulir, wenn sie den folgenden Voraussetzungen geniigt: Ist 7" der durch diejenigen
EKlemente aus A erzeugte Ring, die in (3 enthaltene innere Automorphismen von A
hervorrufen. so sei 7' cinfach und von endlichem Rang iiber dem Zentrum Z von A:
die in & enthaltene Gruppe &, von inneren Automorphismen bestehe aus allen in-
neren Automorphismen, die durch Elemente aus 7" erzeugt werden und schlieBlich
sei der Index von 9, in &, (G: &), endlich. Bezeichnet ¢ den Fixring von (5.
d. h. die Gesamtheit der Klemente aus A, die bei allen Automorphismen aus (9 un-
gedindert hleiben. so ist mit 77 auch ¢ cinfach und es gilt die Rangrelation

() (A: )= (&B: &) (T:7).

wohei unter (A : ') sowohl der Links- als auch der Rechtsrang verstanden werden
kann, da diese iibereinstimmen. Bei nur d&uleren Automorphismen, also im Falle
(7':Z) = 1ist dies die vom Klassischen Iall her bekannte (leichung zwischen dem
Rang einer galoisschen Erweiterung und der Ordnung der (Garorsgruppe.

28%
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Die Rangrelation (D) soll nun bei sonst gleichen Voraussetzungen fiir den Iall
hergeleitet werden, dafy 7" (und damit auch (') halbeinfach sind. 6 soll dann als kalb-
reguldr bezeichnet werden [5].

Sei also @ halbregulir and M bezeichne den durch & und A" erzeugten Kndo-
morphismenring von 4. Dieser besitzt auf Grund unscres Satzes den (beidseitigen).
Rang (& :®,) (7': Z) iiber 4. Nach J. Dizvpox~g (|2]. Théoréme 2) stimmt dieser
Rang mit dem von A4/C tiberein. Wir haben damit

Folgerung 1: Ist & eine halbregulire Automorphismengruppe des einfachen
Ringes A und C der Fivring von (3. so gilt die Rangrelation (5)?).

2. Nach T. Naxavama nennt man cinen Unterring € von A schwach normnal
unter A, wenn der Zentralisator 3(Ch) von ¢ in G iiher A7 durch endlich viele 4™
halblineare Abbildungen erzeugt wird. Behélt man die Bezeichnung ,.schwach
normal™ hei sonst gleichen Voraussetzungen auch fiir den Fall eines beliebigen. nicht
notwendig cinfachen Unterringes ¢! von A bei, so gilt

Folgerung 2: Ist (' ein schwach nermaler Unterring von A und B ein Ring mit’
' B< A, soist auch B schwach normal wnter 4.

Dies folgt sofort aus der zweiten Behauptung des Satzes. wenn man heriicksich--
tigt. daB 3(BY) < 3(CY gilt und 3(BY) zweiseitiger A™-Modul ist.

Wir haben damit cincn nceuen Bowels eines Ergebnisses von T Nakavama.
erhalten ([5], Lemma 1.5).

SchlieBlich erwihnen wir noch

Folgerung 3: Ist €' ein schwach normaler Unterring von A und it B ein Ring mit!
C = B A, diber dem A eine Linksbasis besitzt, damn gibt es zu jedem Ringisomor- -
phismus q von B in A. bei dem C' elementweise fest bleibt, eine A"-halblineare Abbil--
dung v € 3(CY mit

blo == v(bq) fir alle  © B.

Die Voraussetzung, dai A/B cine Linkshasis besitzt, ist z B. erfiillt, wenn 5!
cin halbeinfacher Ring ist.

Zum Beweis sei wy, ..., w, eine Linksbhasis von A/B. Dann stellt die Zuordnung:

n n
.
D bgwi—> 3 (bya) ey (b; = B)
i=1 1=1

eine der Bedingung b' v == v(bq)’ fiir alle b & B geniigende Abbildung b € € dar..
Alle Abbildungen aus € mit dieser Eigenschaft bilden nun cinen zweiseitigen A”--
Untermodul von 3{C’). Da dieser nach unsercm Satz durch A™-halblineare Ab--
bildungen erzeugt wird, gibt es also jedenfalls eine Abbildung der behaupteten Eigen--
schaft.

3) I Nakavama schreibt in |5], Seite 288 iiber die Verallgemeinerungsmiglichkeit von (5) auf f
halbregulire Automorphismengruppen: It is also possible to obtain some statements which may -
be considered as a generalization of our rank relation, but they are rather complicated and clumsy ™. .
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