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Uber den Automorphismenring einfacher Algebren

Von Frienricu Kascu in Gottingen

1. Fragestellung

Es sei A der Ring aller n-reihigen (mit » > 1), quadratischen Matrizen mit
Matrixelementen aus einem kommutativen Korper Z. Dann ist Z das Zentrum von
A und A besitzt iiber Z nur innere Automorphismen. Die Gruppe der inneren Auto-
morphismen von 4 bezeichnen wir mit (5. Im Sinne der galoisschen Theorie fiir
Ringe ist 4/Z cine galoissche Erweiterung mit & als Galoisgruppe.

Betrachtet man 4 nur als lincaren Vektorraum iiber Z, so stellen die Automor-
phismen aus & lineare Abbildungen von 4/Z dar. Die durch die Elemente von Z als
Multiplikatoren von 4 ecrzeugten Abbildungen von 4 sind ebenfalls lineare Ah-
bildungen von 4/Z. Der durch alle diese linearen Abbildungen von 4/Z erzeugte Ring
sei M = [Z, ®]. Wir bezeichnen ihn wie in [2,3] als Automorphismenring. In den
erwihnten Arbeiten war damit begonnen worden, die Eigenschaften von R und von
A4 als R-Modul zu untersuchen, und zwar unter allgemeineren Voraussetzungen iiber
A und Z. Hier sollen dicse Uberlegungen unter den angegebenen Voraussetzungen
weitergefiihrt werden. Abgesehen davon, daB bereits der vorliegende Fall an sich von
Interesse sein diirfte, ist zu erhoffen, daf sich auf Grund der hier gewonnenen
Ergebnisse auch Gesichtspunkte fiir die Behandlung der gleichen Ifrage bei all-
gemeineren galoisschen Ringerweiterungen ergeben.

Das Ziel dieser Uberlegungen besteht in der Bestimmung der Struktur von A4 als
R-Modul und der damit zusammenhéingenden Kennzeichnung der in R enthaltenen
linearen Abbildungen von 4/Z. Dieses Ziel wird vollstéindig erreicht unter der Voraus-
setzung, daB Z nicht der Primkorper P, der Charakteristik 2 ist und die Charakteristik
von Z nicht in » aufgeht.

2. Hilfsmittel

Wir beginnen damit, cin Ergebnis aus [3] zu formulieren. Dabei wird vorausgesetzt,
dal entweder Z + P, odern > 2ist. Mit d;;, (¢, =1, . ..,n) seien die Matrixeinheiten
und mit e das Einselement von 4 bezcichnet. Nennt man einen Untermodul von 4
tnvariant, wenn er gegeniiber der Anwendung von inneren Automorphismen von 4
abgeschlossen ist, so folgt aus [3], Satz 1, daB jeder invariante Untermodul von 4,
der nicht in Z enthalten ist, den durch die Elemente d;; mit i + j und d;—d;;,
(¢,4,=1, ...,n) iiber Z aufgespannten Untermodul
1) B={Zd;, Z(d;,—d

i i;')}i!;"—-Tl,-n,n
17
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enthilt. Wir stellen nun fest, da B gleich dem durch die Kommutatoren ab — ba,
(a,b € A4) erzeugten Modul
2) B = {ab—ba}, e
ist1). Zunichst ist klar, dal die Elemente d;
dargestellt werden konnen:

d;; d;;

d

;» 0 * 7 und d; — d;; als Kommutatoren
—d;;d;=d;firi +j,
dy; — dydy; = dy; — d;.

ij P T Wi Yy

Seien
a = Ay dij , b= Z By dy s ®ij s B EZ
2 8.t

1,7

zwei beliebige Elemente aus 4, so ist umgekehrt

ab —ba = Z ] ﬂjt dy — Z %ij Bsi dsi
it ;

4,5,8

= Z Ay :Bji d_ii — Z &yj ﬂji d; = Z %yj ﬂ;‘i (dii*dﬁ) mod {Zdii}i=1=7' ;
¥ % 7

womit unserc Behauptung bewiesen ist.

Da nach (2) B cin invarianter Modul ist, ist B auch %-Modul. Der Rang von B/Z
ist nach (1) gleich »2— 1. Wir konnen also anmerken:

Ist Z + P,, so besitzt A als R-Modul nur die echten, nichttrivialen Untermoduln
Z und B mit (B:Z) = n%— 1. I'st Z nicht in B enthalten, so besitzt folglich A als R-Modul
die direkte Zerlegung

3) A=Z®B
in trreduzible Summanden.

Es erhebt sich nun die Frage, unter welcher Voraussetzung Z < B gilt.
Wir behaupten:

Dann und nwr dann ist Z C B, wenn die Charakteristik p von Z in n aufgeht.
DaB die Bedingung hinrcichend ist, ist sofort klar, denn dann ist das in B enthaltene
Element

Z(dii_~dnn) = dll + R + dn—l n—-1"_ ("_1) dnn

wegen —(n—1) = 1(p) das Einselement von 4 und folglich gilt Z < B. Ist um-
gekehrt Z © B, so muB sich e linear durch die Elemente d; —d,,, ¢ =1, ..., n—1)
gquffe]len lassen und daraus folgt sofort —(n—1) = 1(p), also p/n.

1) Darauf wurde ich durch eine Bemerkung in der Arbeit von A. Ilatrtori [1] aufmerksam
gemacht. In dieser Arbeit, die mir bei der Abfassung von [3] nicht bekannt war, wird ein Satz
iiber invariante Unterringe bewiesen, der sich in [3] als unmittelbare Folge von Satz 1 ergibt
(Satz 2). In der fraglichen Bemerkung (added in proof) wird ohne Beweis mitgeteilt, dal N. Iwanorr
einen Satz aunfgestellt hat, der einen Spezialfall von Satz 1 aus [3] darstellt.
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3. Hauptsatz

Es wird jetzt vorausgesetzt, dab Z =+ P, ist und die Charakteristik p von Z nicht
in n aufgeht. Dann ist nach der eben gemachten Ieststellung B als R-Modul
irreduzibel oder, anders formuliert, R ist ein einfach transitiver Ring von linearen
Abbildungen von B/Z. Damit erhebt sich die Frage, ob R fiir B/Z sogar mehrfach
transitiv ist. Die iiberraschende Antwort lautet, daB R fatsichlich alle linearen
Abbildungen von B|Z induziert. Um dies einzusehen, ziehen wir das ScHursche
Lemma heran. Da B als R-Modul irreduzibel ist, bilden nach dem Scaurschen
Lemma die mit allen Abbildungen aus R vertauschbaren Endomorphismen von B
einen Schiefkorper S und R induziert in B alle linearen Abbildungen von B/S. Die
Endomorphismen s & 8 lassen sich wegen (3) zu linearen Abbildungen s von 4/Z
fortsetzen, die wieder mit allen Elementen aus R vertauschbar sind. Dazu setze man
einfach

Bs= Bs, Zs =0 2).

Konnen wir zeigen, dafl die Einschrinkung auf B jeder mit den Elementen aus R
vertauschbaren linearen Abbildung von A4/Z bereits in Z enthalten ist, so ist folglich
Z = S und der Beweis vollstéindig. Diesen-Nachweis stellen wir zuriick (Hilfssatz) und
fragen sogleich noch nach dem Rang von R/Z. :
Da R alle linearen Abbildungen von B/Z erzeugt und (B:Z) = n%—1 ist, gilt
einerseits (R:Z) = (n2—1)2. Wegen (3) muBl andererseits (R:2) < (n2—1)% + 1
gelten. Es bleiben also nur zwei Moglichkeiten und wir behaupten:
4) R:Z)=(n2—1)2+1.
Der Ring aller linearen Abbildungen von B/Z hat den Rang (»2—1)2 Nimmt man
nun (R:2) = (n2—1) an, so miiBte R zum Ring aller linearen Abbildungen von
B/Z isomorph sein und wire daher ein ecinfacher Ring. Der Ring & aller linearen
Abhildungen von 4/Z hat den Rang ¢ iiber Z und ist ebenfalls einfach. Ein einfacher,
Z nmfassender Unterring von € muB nach der galoisschen Theorie fiir einfache Ringe
iiber Z einen Rang besitzen, der n* teilt. Also ist die Annahme (R:2) = (n2—1)2
falsch und folglich gilt (4). Unter Beachtung von (3) folgt daraus schlieBlich noch,
dall R halbeinfach ist.
Wir fassen die bisherigen Uberlegungen zusammen in dem folgenden

Satz: Es sei A der Ring aller quadratischen, n-rechigen Matrizen mit Matrizelementen
aus einem kommutativen Kérper Z, der vom Primkorper der Charakteristik 2 verschieden
sei und n sei nicht durch die Charakteristik von Z teilbar. Ist R = [Z,&] der Automor-
phismenring von A|Z und B = {ab—ba}, a, bE 4, so gilt:

1.) A ist als R-Modul vollstindig reduzibel und besitzt die direkte Zerlegung in trre-
duzible Summanden

2) Anwendung der Endomorphismen auf 4 bzw. B erfolgt durch Multiplikation von rechts.
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2.) R induziert in B alle linearen Abbildungen von B[Z.

3.) R ist halbeinfach und zwar (bis auf Isomorphie) direkte Summe von Z und dem
Ring aller (n®*—1)-reihigen, quadratischen Matrizen mit Matrizelementen aus Z; es
besteht daher die Rangbeziehung

R:Z) = (n2—1)2 +1.

Bemerkung: Wie schon festgestellt, sind bis auf die Rangbeziehung alle Behaup-
tungen des Satzes unzutreffend, wenn die Charakteristik von Z in » aufgeht. Ob die
Rangbeziehung giiltig bleibt, muB- offengelassen werden. Ebenso bleibt die Frage
offen, ob der Satz auch zutrifft, wenn Z der Primkérper der Charakteristik 2 ist.
Jedenfalls ist neben den anderen Aussagen des Satzes auch die Rangrelation ungiiltig,
wenn Z der Primkérper der Charakteristik 2 und » = 2 ist, denn dann gibt es iiber-
haupt nur 6 regulire Elemente in 4.

Zum vollstéindigen Beweis des Satzes haben wir bei gleichen Voraussetzungen noch
den folgenden Hilfssatz zu beweisen.

Hilfssatz: Eine lineare Abbildung von A|Z, die mit jedem Element aus R vertawsch-
bar ist, induziert in B die Multiplikation mit einem Element aus Z.

Zum Beweis bezeichne man mit a! bzw. a” den durch ein Element @ & A4 als Links- bzw. Rechts-
multiplikator von 4 hervorgerufenen Endomorphismus von 4. Der Endomorphismenring 4¢ bzw.
Ar ist dann (bei Anwendung der Endomorphismen durch Multiplikation von rechts auf die Ele-
mente von A) zu 4 inversisomorph bzw. isomorph. Bekanntlich wird der Ring € aller linearen Ab-
bildungen von A4/Z durch A'und A’ erzeugt, €= [A4}, A7), und es besteht die Basisdarstellung

n
€= d ar.
ij=1
Nach Voraussetzung besitzt Z mehr als zwei Elemente, es gibt also ein Element z & Z, das von
0 und — 1 verschieden ist. Dann ist ¢ + x dg, ein regulires Element von A4 mit dem Inversen
e — z(x+1)"1dg und
(e + x dg) (e — z(x+ 1)1 dy) = te-i—x(lss

ist der durch dieses Element erzeugte innere Automorphismus von 4. Bezeichnet
. [ r
e= Z d;; aj;
%]

ein mit allen Elementen aus R vertauschbares Element aus @, so folgt aus der Gleichung
te+ad,, € =€ teyzq,, durch Koeffizientenvergleich fiir den Koeffizienten von dfi mit ¢ + s:
dss @y = 0 dgs .
Setzt man noch a; = Zz‘jp dops z",’# & Z, so folgt
vl
z;z‘= 2, =0, i,vu=+s
also gilt allgemein
(5) 2, =0 firv+pund i=1,...,n
denn wegen v # u ist mindestens eine der Zahlen » oder u ungleich 7 und diese identifizierc man
mit s.
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Nun benutzen wir den durch das Element e + dg, s = ¢t mit (e + dy)~! = ¢ —d, erzeugten
inneren Automorphismus tetay - Die Gleichung t,. 4, e=et,1q, bedeutet ausfiihrlich geschrieben

Z_ dft (e—dy) afy— Z di; dy o i Z “t; (e—dy)" _‘Z dl aq dgy
1
und daraus folgt durch Koeffizientenvergleich fiir den Koeffizienten von dﬁ,

) > Z @+ 2 du + Z 2 Aoy =0

v, 1
und fiir den Koeffizienten von dsl

(1) Z (z vp Z (z‘t + 288) dw, + Z fs )(lvt‘z 0.
Aus (6) erhilt man fiir den Koeffizienten von d,,,:
(8) 5 = 0falls v+sund p+1.

v

Wegen s + ¢ ist also insbesondere 2% = 0. Fiir den Koeffizienten von d, baw. dy, folgt aus (6)
zw2 + zf: =0 baw. zfl” — zf‘; —z0 =0

und daraus ergibt sich auf Grund von (5) und (8)

9) B =2=0.

58
Betrachten wir schlieBlich den Koeffizienten von dg, mit x + s, ¢ in (7):

S8 t st
Zo — Zgy — % Zlu 0,

so folgt wegen (5)
zf;= 0 fiir p=+s,t

und entsprechend sieht man auch z':fs + 0 fiir » # s,¢ ein. Auf Grund dieser beiden Gleichungen,
sowie (8) und (9) gilt also

(10) 28, =0 falls v + s oder ju +¢.
Nach (5) und (10) besitzt e die Darstellung
(11) e = Z Hdd + 3 dy el mit e =32
1 v
i

Unter dieser Voraussetzung betrachten wir wieder die Ausgangsgleichung t,.4 e=et,4q,
und unterscheiden nun zwei Fille.

1. Fall: n> 2.
Koeffizientenvergleich fiir d/; mit j + s, ¢ liefert jetat
Z;z d]l (e—dgt) -- Z;g d;t =0 ,
also
f’t— z;; fiir j + s,¢ und s * ¢.

Entsprechend gilt auch z = zh und daraus folgt

dl=z fir i+j, ij=1...,n
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2. Fall: n= 2.
Sei zunichst s = 1, {= 2, dann folgt aus der Ausgangsgleichung fiir den Koeffizienten von
diy diy:
s —# + 2y = 0.

Fiir s= 2, t = 1 erhiilt man entsprechend fiir den Koeffizienten von dl” dy,
’ J2 11 11
Zgy — 211 T 223 =10,
und die Differenz der beiden letzten Gleichungen liefert

21 _ 12 _
= 29 = 2.

Auf Grund dieser Uberlegungen kénnen wir jetzt fiir e die folgende Darstellung annehmen:
=z) & i + > ddf, mit of, = > :Hd,,,
1,7 [ v

wobei gegeniiber (11) in der ersten Summe die Beschrinkung ¢ + j fallengelassen worden ist. Die
erste Summe werde mit e,, die zweite mit e, bezeichnet.

Wir stellen nun fest, daB e, mit allen Elementen aus R vertauschbar ist. In der Tat, Z wird
durch e, auf sich abgebildet, und fiir B stellt e, den Nulloperator dar, denn das Bild der Basis-
elemente d;;, ¢ + j von B bei dieser Abbildung ist gleich Null, und da die Elemente d;; bei e, offen-
bar alle das gleiche Bild besitzen, werden auch die Basiselemente d;; -~ d;; von B auf Null abgebildet.
Dann folgt die behauptete Vertauschbarkeit von e, mit den Elementen aus R sofort aus (3).

Es bleibt also nur noch e, zu untersuchen. Aus der Gleichung t,,, e;= eyt,1q, ent-

nimmt man dy a; = a;; dy, also 2 = 2%, und folglich gilt a;; € Z. Dann ist aber e,= o, und

da e, mit allen Elementen aus R vertauschbar sein soll, folgt schlieSlich « € Z. Damit ist der
Hilfssatz bewiesen und auch der Beweis des Satzes beendet. :

4. Verallgemeinerung

Es erhebt sich die Frage, ob unser Satz auch fiir beliebige einfache Algebren 4
zutrifft. A ist dann bekanntlich (bis auf Tsomorphie) der Ring aller quadratischen,
n-reihigen Matrizen mit Matrixelementen aus einem Schiefkorper K, wobei K von
endlichem Rang iiber dem Zentrum Z ist. Aus unserem Beweis entnimmt man fast
unmittelbar, dal der Satz fiir 4/Z zutrifft, falls er fiir K/Z gilt.

Und wann gilt er fiir K/Z? Jedenfalls dann, wenn K/Z ein belichiger Quaternionen-
schiefkorper mit einer von zwei verschiedenen Charakteristik ist. Der Beweis
dieser Behauptung kann durch einfache, aber lingere Rechnung gefiihrt werden. Der
Beweisgedanke ist naheliegend: Die Annahme, daf gewisse Automorphismen eine
Basis von R/Z bilden, fithrt auf cine Determinantenbedingung, die durch geeignete
Wabhl erfiillt werden kann. Wie bereits in [2] erwiihnt, ergibt sich daraus (R:2) =10 3).
Aus der fiir einen Quaternionenschiefkirper mit von zwei verschiedener Charakteri-
stik geltenden normierten Erzeugung

K =27 + Za + Zb + Zab

3) Diese Ranggleichung besteht auch bei Quaternionenschiefkérpern der Charalkteristix 2.
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mit
a =2z, b2 =2,; ab= —-ba
folgt sofort die Zerlegung von K als t-Modul
K=Z®B

und die Tatsache, daB B als R-Modul irreduzibel ist. Zusammen mit der Rang-
beziehung ergibt sich dann unmittelbar, daf R alle linearen Abbildungen von B/Z

induziert. Es bleibt die I'rage, ob der angegebene Satz auch bei einer groBeren Klasse
von Schiefkorpern giiltig ist.
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