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Zur Anndherung algebraischer Zahlen
durech arithmetisch charakterisierte rationale Zahlen

Von FriepricE KascH in Gottingen

(Eingegangen am 5. 1. 1953)

Ergebnisse

Von C. L. S1EGEL stammt die 1dee, bei der Anndherung algebraischer Zahlen
durch rationale die arithmetischen Eigenschaften der Naherungszahlen zu be-
riicksichtigen ([1], S. 736, FuBin.). In anderer Weise wurde diese Idee von
TH. ScBENEIDER herangezogen ([3]) und von K. MAHLER weiter ausgebaut ([1], [2]).
SchlieBlich bewies Th. Schneider kiirzlich einen Satz, der seine und die Mahler-
schen Ergebnisse zusammenfalt und verallgemeinert ([4]). Dieser Satz kann fol-
gendermafBlen formuliert werden:

P P Ps

R PR P
den Eigenschaften:
Lgi=qivs, ) =1 (=1,23,...);

2. Die Zahlen p; und ¢; (1 =1,2,3,...) besitzen Fakiorzerlegungen in ganze

Zahlen :

Es sei eine Folge verschiedener rationaler Zahlen mit folgen-

[ w4

Pi =PiPi» 4 =49
wobei die p! und ¢ Potenzprodukte von nur endlich vielen, von i unabhdingigen
Primzahlen sind. Es werden bezeichnet:

logpi

loggi —

w, lim

Jim
> o0 1084

i>co 10 P

2

3. Die Zahlen % (:=1,2,3,...) sind Losungen der Ungleichung

t
1
I

o] < e

wobei « eine reelle, irrationale algebraische Zahl und p > w 4 o ist.
Dann gilt

lim
{—>00

loggitr _
0gg:

Dieser Satz, der ohne die arithmetischen Voraussetzungen fiir u = 2 bereits
falsch ist ([5]), erlaubt im Spezialfall Exponentenwerte u > 0. Diese Tatsache
ist insbesondere fiir die Anwendung zur Konstruktion transzendenter Zahlen
von Interesse. Th. Schneider stellte in diesem Zusammenhang die Frage, ob
es gelingt, eine dhnliche Aussage zu beweisen, wenn etwa die Naherungsnenner



86 Kasch, Anniherung algebraischer Zahlen

,»im wesentlichen* aus Fakultiten bestehen. DaBl dies moglich ist, soll hier ge-
zeigt werden.
Dabei wird zugleich eine Verschirfung der Behauptung

Him Jo8%i+1
logg

i—>00 i

=

hergeleitet, die eine gewisse Aussage dariiber macht, da ,,groe‘ Quotienten
loggit1

logg: ) .
Diese Verschiarfung ergibt sich bereits aus der Beweismethode des vorstehenden

Satzes und hat auch fiir diesen Giiltigkeit.
Wir zeigen:

in der Folge aller dieser Quotienten nicht ,,weit auseinanderliegen.

Satz 1. Es sei % ={;, %— ={,, —5—3 ={,, . .. eine Folge verschiedener ratio-
1 2 3
naler Zahlen mit folgenden Eigenschaften:

1¢i< g1, Pinqe) =1 (1 =1,2,3,...);

2. Die q; besitzen eine Faktorzerlegung in ganze Zahlen q; = q.q\', und es sei
(1) fim 184 ;
{—»c0 89i

3. Es gibt ganze rationale Zahlen f; mit ¢i/f, =1;!, und es sei

logf;

lim
log g

i->c0

Tooq, — Qo

4. Die Zahlen —g-'— geniigen der Ungleichung

c\——l<q1

wobet o eine reelle algebraische Zahl und
u>1 4o+ o (1 — @) 2+ w) + i)
18t
Dann ist

logg:

1>

Dariiber hinaus gilt: Fir jede Teilfolge der gegebenen Folge mit der Bezeichnung

(3) Ca,,(n Ca‘, 19« C(l,.b,’ Cug,m LRI Ca?,b,_.) Cun,m ..
und
. 1
4) lim 8%t —
e 108a
0l

fiir die gilt:

. o logh: .
Him Togdes oo, falls n =1.

(5) -0 a3 0

limb, =00, falls n> 1.
st '
®) Tim B%ertt — oo,

i->00 logq"i'"
0=n<b;
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DaB (2) aus der letzten Behauptung folgt, ist sofort einzusehen. Dazuhat
log b;

man nur die urspriingliche Folge so zu unterteilen, daB 'lim Togge s — oo gilt,
was offenbar moglich ist. 1> ©

Aus dem Beweis ergibt sich, daB man diesen Satz auch mit dem zuvor
angegebenen Satz kombinieren und etwa iiber die p; und ¢} noch die dort fiir
die p; und ¢; angegebenen Voraussetzungen machen konnte, um damit u weiter
zu verkleinern. Darauf soll jedoch hier nicht eingegangen werden, ebensowenig
auf eine mogliche Verallgemeinerung beider Sitze auf die Anndherung algebra-
ischer Zahlen durch algebraische Zahlen, die fiir den Fall, dafl iiber die Néahe-
rungswerte keine arithmetischen Voraussetzungen gemacht werden, bereits be-
kannt ist ([3]).

Satz 1 kann zur Konstruktion transzendenter Zahlen benutzt werden. Wir
beweisen dazu den folgenden Satz.

Satz 2. Die Reihe

oo

t=3o0=3"

]
y=0 y=y Ur:

ist transzendent, wenn folgende Voraussetzungen erfillt sind:

1. Die w, sind natiirliche Zahlen mit lim “2*L =¢ > 1;
oo Wy

2. r, = f—”, wobei s,, t, ganze rationale Zahlen sind, die den Bedingungen 0 <,
und |s, |, t, < B geniigen, wobei B > 0 eine beliebige Konstante und d << ¢ ist;

3. Es gibt eine unendliche Teilfolge der Folge aller Reihenglieder, deren Elemente
von 0 verschieden sind und fir die mit der Bezeichnung

-
(7) Qay, 05 Qayts - - -5 Oaybys Qay0s -+ -5 Lag by Qag,00 - - -
gilt: )
a) limb; = co,
i>oo
 Ua,mi1
b) lim — < 00.
i>oo  Wagn

In diesem Satz ist zum Beispiel die Aussage enthalten, daBl bei sonst gleichen
Voraussetzungen die Potenzreihe
E(e) = Do.o
v=0
fiir rationale Argumente # 0 transzendente Funktionswerte besitzt.

Die Voraussetzungen 1. und 3. des Satzes sind etwa erfiillt, wenn %, = [¢’]
mit beliebigem ¢ > 1 und 7, #+ 0 gesetzt wird.

Zum Beweis von Satz 2 wird von Satz 1 sowohl die anfangs erwihnte Ver-
schirfung von (2) als auch die Verkleinerung des Exponenten u bis auf x4 > 1
fiir w, = wy, =0 tatsiichlich gebraucht, so daB Satz 2 nicht aus den bisher
bekannten Approximationssitzen folgen diirfte.

Beim Beweis beider Sitze wird von gewissen arithmetischen Eigenschaften
der Fakultiten Gebrauch gemacht, die in den Hilfssitzen 4 und 5 hergeleitet
werden,



S8 Kasch, Anndherung algebraischer Zahlen

Beweis von Satz 1

1. Der Beweis schlieBt sich an den des anfangs erwihnten Satzes an und
benutzt die dort angegebenen Hilfsséitze, die ohne Beweis iibernommen werden?).

Hilfssatz 1. 7, 75, . . ., 7 seien natiirliche Zahlen. Man schneide den Quader
1 Ty 1
_'”2'§,—%§‘§ =1 ...,

k .
mit der (k — 1)-dimensionalen Ebene 3 ::" =1t. Der Quotient Q aus der Anzahl
r=1 *
der Gitterpunkte, die in dem kleineren Quaderabschnitt (mit Einschluf seiner
Oberfliche) liegen, und der Anzahl der Gitterpunkte des ganzen Quaders ist fiir

t =¢ek (¢ >0, unabhdngig von k) und hinreichend grofes k beliebig klein.

Zusatz. Daraus folgt sofort, da auck der Quotient Q' aus der Anzahl der
Gitterpunkte des Quaderabschnitis ' '

1 ko
TgEg, sy =Lk, Zorad

%

und der Anzahl der Gitterpunkte des Quaderabschnitts

—
&
x
Pt

?é Tx §_2— (%=1,_,,,k),

=

fiir ¢t = ek und hinreichend grofes k beliebig klein ist.

Hilfssatz 2. Es sei o == 0 eine reelle algebraische Zahl vom Grade n = 2.

Ferner sei r =max(ry,...,r;). Setzt man t =¢ek (¢ > 0, unabhingig von k)
und wahlt k derart, daff Hilfssatz 1 mit @' << 2ln erfillt ist, so gilt: Es gibt ein nicht
identisch verschwindendes Polynom R(z,, . . . , z;) mit ganzrationalen Koeffizienten
und hochstens vom Grade 7, in z, (x =1,...,k) so, daf
1. die Werte
Ot R (21, ooy %) — Ot1t T+ R(2y, . . v, 28) —0
0231 - . . Oz 2= =2, =0 251 . .. Ozk zy=-=z=c
sind, falls .
5 T 1 Ty 1

TEshly—e) wd Frzk(;te

ist und 7,,...,7;, nichinegative ganzrationale Zahlen bedeuten ;

2. die Ungleichung

891+"'+"kR(z1, ey Zk)

[ )
01!« - ox! 0211+ - 0zF

k
< V;{Il (1 -+ lzul)r;‘

1) Der Beweis konnte auch nach dem Mahlerschen Vorbild [1] gefiihrt werden, wobei
man insbesondere ohne den SchubfachschluB auskommt. Wir benutzen die Schneidersche

Methode, da wir dann aus [4] auBer den Hilfssiatzen weitere Ergebnisse unmittelbar tiber-
nehmen koénnen.
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erfullt ist, wobet die 9, = 0 (x =1, . . . , k) ganzrationale Zahlen sind und die natiir-

liche Zahl y, nur von k, &, « abhdingt?).

Hilfssatz 3. Es seien Py, ..., Prs Gbs---»q; ganzrationale Zahlen mit
g, >0 und (p,,q,) =1 (x=1,...,k). Ferner sei R(z,,...,z) das in Hilfs-
satz 2 bestimmte Polynom. Dann gilt: Ist
k
(8) Iqux > Yol H (r; + 1)2 (x=1..., ]‘)

l=x+1

k
(fiir » =k bedeute [] (r, + 1) die Zahl 1), so existieren k — 1 Zahlen

J=n4+1

k
) 0.< IT (r+1) (x=1,....k--1)
l=un41

so, dafl
09+ +ek—1 R(Zl, ceey Zk)
=+ 0
()zfl...asz_—ll zl=ﬁ,...,zk=.?l‘- —%:

ist. Selbstverstindlich folgt dann o, <r7,.

2. Wir stellen zunichst fest, dal man ohne Einschrinkung statt (1) auch
(1) lim M = w,

voraussetzen kann. Wegen [;! < ¢3¢ fiir fast alle 4 und auf Grund der Stir-
lingschen Formel gilt I; < logg; fiir fast alle s. Demnach kann man von der an-

gegebenen Zerlegung ¢; = g} ¢/ zu einer Zerlegung ¢; = g/ ¢}’ mit lim 102_ =,
i-»00 1
und g/'f, =1,! iibergehen, wobei f; < f; und]; < I, gilt. Dann ist lim 102 =Dy < 0y
i—>00 i

Gilt der Satz fiir w; und @,, so auch fiir w, und [
Ferner bemerken wir, dall ¢; << ¢;, fiir fast alle ¢ gilt, so daB fiir jede wach-
sende Folge von Indizes die Folge der zugehorigen ¢; gegen oo strebt.

3. Der Beweis wird indirekt gefithrt. Wir nehmen an, dal es eine Folge (3)
gibt, fiir die

— logqa;, nt1

lim =0 <o
8 Togge, <
0=n<ly;

ist. Aus dieser Annahme kann zunichst gefolgert werden, dall es dann zu zwei
beliebigen festen Zahlen B, C mit 0 < B-< C eine uncrdliche Folge von
natiirlichen Zahlen u,, u,, . . . gibt undzu jedem w; eine Zahl a;, bezeichnet mit
a; = agy, so daB mit b; = b, gilt:

g——j’,;(i),o < ui —]qugi)'b(i) .

Um dies einzusehen, ordne man jeder Zahl a; die ganze Zahl u; zu, die der Un-
gleichung

(10)

log ga;,0 logga;.0
_ < ]
w <Bg w—

2) Ebenso sollen alle noch auftretenden Zahlen y,, ¥3, ¥4, . . . nur von k, ¢, « und einer
noch einzufithrenden Zahl 8, nicht aber von 7y, ..., 7, abhidngen.
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geniigt. Dann ist

logga,.o 1 s 2
<, < 5 T_—l—logqai,l, < jlogqa},_(,‘
Ist
2 1
(11) flogqa;,(l<FIOgQai,bi

erfiillt, so gilt (10). Ist n =1, so folgt aus ¢; < ¢;,{ und (5)
q“i'bi > Qai,o + by‘ = Qai,o + 93:.0

mit beliebig vorgegebenem N fiir hinreichend groBies j. Folglich gilt (11) mit
N>—2—B£. Ist n > 1, so folgt aus (4) mit n —1> >0

( 6)7
Qa5 ——Qa’l

Wegen limb; = oo und #n — 6 > 1 ist dann fiir hinreichend groBes j
1—>»00

—lOgQa 0 = (”—logq,, NUM

also gilt auch jetzt (11). Da mit § — oo auch die zugeordneten u; gegen o
wachsen, gibt es darunter eine unendliche Folge u, < u, < - - - der behaupteten
Art.

Es seien im folgenden k,r,...,r; die in den Hilfssitzen auftretenden
natiirlichen Zahlen, iiber die noch genauer verfiigt wird. Wir setzen

B =" C=(¢ + ), =0y

und verstehen unter u,, u,, ... und a,, @), ... die zugehorigen Folgen, die
(10) geniigen. Dann wird behauptet: Zu fast allen u; dieser Folge und jeder
der Zahlen d, =k -~ % mit x =1,...,k gibt es ein g,, , mit 0 < n < b,
fiir das

(12) u; " b < logqa() << oU; r,j"d”

erfiillt ist. Auf Grund von (10) gilt zunéchst

ok—1

—3

logqam,ﬂ < U7 s O < 108%(1, by
Ferner ist

IOgQa(i),n-!—l <o IOgQu(,.),n 0=sn< b(i))~

Aus beiden Beziehungen zusammen folgt aber (12).
Zu jedem u, von einem festen Index an und jedem d,, (x =1, ..., k) denke
man sich nun ein Qg ns welches (12) geniigt, ausgezeichnet. Fiir diese ausgezeich-

neten g, kann man die Schreibweise Qagy.n = q(u;, d,,) einfiihren. Dann folgt

aus (12)

1 a4y _.ae _ logg(u,d.)
t8) ok logg (., dx)
Aus der Folge der w; wird nun eine solche unendliche Teilfolge ausgewihls,
daBl die & Grenzwerte

. 1 ,d . .
(14) Tini [rL 125322,1,4? } (x=1,...,k

d,r  .d,’r
3o g z
<or .
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fiir die u; aus dieser Teilfolge existieren. Das ist moglich, denn bei festem 7,

. . . o 1 ied'
und verdnderlichem u,; liegen die Ausdriicke rk—o—w )

endlichen Intervall. logg (i, &)
Bei den weiteren Uberlegungen wird die so gewonnene Teilfolge zugrunde
gelegt, die wir der einfachen Schreibweise wegen wieder u,, #,,... nennen.
Das zu jedem u; vermége (12) gehorende k-tupel von Niéherungsnennern
werde mit

wegen (13) in einem

q(uy, dy) =qu5 -5 q(U di) = q;

bezeichnet. Dann erfiillen dieses k-tupel fiir fast alle u; die Voraussetzung (8)
von Hilfssatz 3.

Auf der rechten Seite der Ungleichung (8) steht némlich ein von %; unabhén-
giger Ausdruck, wihrend die ¢, mit »; wachsen. Zu jedem k-tupel von zugehorigen

Néherungswerten Z’k =¢, (¢ =1,...,k) gibt es dann nichtnegative ganze
Zahlen ' k
e.< II (r;+1) (e=1,...,k—1),
i=n+41
so daB Pt UL R L 2 o
el ! azfl ce. azik_—ll S .

ist. Fiir diesen Ausdruck fithren wir die abkiirzende Schreibweise R,((£)) ein.

4. Es soll nun ein moglichst kleiner ganzrationaler Faktor @ > 0 so be-
stimmt werden, daB Q R,(({)) ganzrational, also
. [QR,(0)] =1
1st.

Um dabei die arithmetischen Voraussetzungen iiber die Néherungsnenner
heranziehen zu kdnnen, zeigen wir zuniichst: ‘

Hilfssatz 4. Sei mit natiirlichen Zahlen m, s, t

(shm =t
dann gibt es einen ganzrationalen Faktor g = g (s, m, t) mit
(shm| t'g,

der bei festem m und gleichmdfig in ¢

Iim logg

=0
00 log (s!)

gengt.

Beweis. Offenbar gilt
(sH™ | (ms)!.

Ist ms < ¢, so gilt die Behauptung mit ¢ = 1. Ist { << ms, so ist mit g =
die erste Bedingung erfilllt. Auf Grund der Voraussetzung ist

(ms)!
t!

(ms)! (ms)!
i = (shm

und durch Anwendung der Stirlingschen Formel folgt hieraus mit einer geeig-

neten Konstanten v = v(m) (ms)!
oS

G =
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Da andrerseits s! = ¢!~ mit 1 > § > 0 fiir fast alle s ist, gilt wie behauptet
bei festem m und gleichméBig in ¢

. logg . s logv

T = T s togs

Auf Grund dieses Hilfssatzes kénnen wir zur Bestimmung von @ die arith-
metischen Voraussetzungen heranziehen.

Da fiir w, =1 die Behauptung des Satzes bereits in der des anfangs er-
wihnten Satzes enthalten ist, kénnen wir der einfachen Abschitzung halber
im folgenden w; < 1, also 1 — w, > 0 voraussetzen.

Zunichst folgt aus (14) zu vorgegebenem 6 mit 1 — w; > § > 0 und fiir
hinreichend groBes u;

Ty

T
qz g qk,
also auf Grund von (1)
T,
(1~o—0)-= (1—0,+6)
q! F=ql ;
ferner ist
. v 2 7.
@) (1—0t8) (s LZAHO E
1
samosq] =g o

und folglich v,

(@) < (@ f)f

mit

—w, 0
5) p= Tty (L (o 8) (1 —a, + ).
Also gilt ,

(q;’m[”’f”_] < ¢ 6 =1,..., k- 1)

und auf Grund von Hilfssatz 4 folgt daraus

(g% f)[—"”—] | gt 9.

mit
. log g
lim —=22% _ —
U;—> 0 lOg (q;/ f")
Dann gilt
g | (qr 9.
mit

z

o] s [ktngen
[-rkﬁ]

fir » =1,...,% — 1 und f; =7;. Folglich gilt dann auch

k

2. F
wiio=" e

k
IT ¢
*®
x=1



Kasch, Annidherung algebraischer Zahlen 93

mit
(16) k . k-1 1, + T + k'l .
2 b= |nb 2 S ot
Um diesen Ausdruck weiter abzuschitzen, zeigen wir, dall Vr_,t > 1y
(x=1,...,k —1) ist, also fiir die Nenner in der Summe von (16)
(17) 7w — 1> (1 — 0)r,

fiir hinreichend groBles ;. gilt. Aus (13) und (14) folgt

1 ode_aar dy _ad
= 3 —3% 3% 41
g4 —l<r,<or, .

Da aullerdem offenbar die Ungleichung
3d. _ 34 +1> 3(3(1,,.,_1 — 84 +1)
besteht, ergibt sich

1 20ng1_ % 1 (req )3
33 —3%+1 xr1
1‘)‘ > p rk( +1) 1 > p ( - ) —1 .

Fiir hinreichend groBles 7, folgt dann
(18) T > (rx+l + 1)2’

also wie behauptet Vr—,,> v fir % =1,..., %k — 1. Damit wird aus (16)
k

Eoslor oty B [ ki)

=1 Tx

wobei die letzte Ungleichung gilt, weil auf Grund von Hilfssatz 1 fiir alle in
AT a1 R(z, ..., 2) .
Lo tatsich-

R(z,,...,2) und damit erst recht fiir alle in

ol 0y 3;,{1 ces azik_—-ll
lich auftretenden Potenzprodukte zj1. ..z
I
T 1
< (L )
2ot

ist. Da wegen (18) offenbar f, <7, (x =1,...,k) ist, gilt ferner

k P2
IT 9% | IT 97
x=1 =1

Damit haben wir in
¥ k l‘ﬁ——’ik ;+e
Q= Hqé’”Hg,’,"(qz’fk)[ (3 )]-
x=1 =1

den gesuchten Faktor, fiir den
(19) [QR,(©)] =1
ist.

5. Es soll nun |QR,,((£))| nach oben abgeschiitzt werden, und zwar zunéichst Q.
Fiir hinreichend groBles ¢, = g¢,.(4;, d,) gilt auf Grund von (1) und (14)

k k
nq;r,‘ g.Hq;wl+6)rx < qzrk(wl+6).

x=1 x=1
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Auf Grund von Hilfssatz 4 ist

E
g < gphe.
1

SchlieBlich gilt wegen der 2. und 3. Voraussetzung des Satzes 1 fiir -r! <0
k

gl (] 2 omervesin (5 (h+929)
Dann ist insgesamt '
Q] = gk

1/’=w1+25+(1—w,+w2+25)(%(%+8>—|—6).

mit

Die Abschitzung von R,\(({)) nach oben, die auf Grund von Hilfssatz 2,
der Voraussetzung, dafl die % Losungen von }a - %‘ < ¢;7* sind, und (18) er-
folgt, ibernehmen wir aus dem Beweis des anfangs erwiihnten Satzes ([4], For-
mel (18)). Sie lautet

| B ((0)] < piggtwet oo

mit 7 = max(ry, ..., r;) und einer geeigneten Konstante y,. Damit ist
(20) |@R((D)] < yigi+
mit
(1 2 : ¢ [ ﬁ (1
= —y(_z-—e)(l — 0P + 0+ 20+ (1~ 0, + 0, +20) [ (5 +¢) +6),

wobei f§ durch (15) gegeben ist.
6. Es kann nun gezeigt werden, dal fiir
p=14 0+ w((l — o) (2 + o) + w;) + v
mit » > 0 und hinreichend kleine §, e > 0 der Exponent y negativ wird.
Da zwischen ¢ und 0 bisher keine Beziehung hergestellt wurde, kann ¢ = ¢
gesetzt werden. Dann gelten fiir hinreichend kleines § folgende Ungleichungen

(z—eja—or>5—5, I5(g+e)sg+20.

Aus w, =1 folgt u > 2; weil dafiir die Behauptung des Satzes bekannt ist,
koénnen wir, um die folgende Abschitzung zu vereinfachen, w, < 1, # < 2 und
damit auch 1 — w; + w, < 2 und 1 + w,(1 — w,) < 2 voraussetzen. Sei ferner

d=" _6‘0‘; wegen 1 —- w; > 0 ist dann d =+ 0, und es gilt

p=1 +3) (1 + 0,0 — @) +39),
also fiir hinreichend kleines &

(1—w1+w2+26)(%(% —|—£)+6)

< (-0, +0,+20) (1 +3)(1 + 0,01 —wl)+36)(%+26)+6)

< 10— 0t o) (Lo, (0 —0p) + 2.+ 165,
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Damit wird

Zg—-%—}—wl—{—%—(l—wl—i-wz)(l + w, (1 _wl))+ld0_+205§_%+570

Es ist also 4 <0 fir d > L()g oder 8 < _lotg‘)v

Es sei nun ¢ in dieser Weise gewéhlt. £ und 7; sind durch die Hilfssdtze
und im Beweis nur untere Schranken auferlegt worden, die durch geeignete
Wahl erfiillt werden kénnen. Dann wird wegen y << O die rechte Seite von (20)
fiir hinreichend groBes q; = q;(%;, d;) kleiner als 1, im Widerspruch zu (19).
Damit ist auch die Annahme, der Satz sei falsch, zum Widerspruch gefiihrt.

Beweis von Satz 2

Den Beweis von Satz 2 beginnen wir mit dem folgenden

Hilfssatz 5. Fiir die natiirlichen Zahlen u,_y, u, set >d>1. Iste,

der grofte Exponent, mit dem die Primzahl p in u,! aufgeht und el der grofte
Exponent, mit dem p in uu,,! - aufgeht, so ist
y—1-+

2d ’
cp§7_—l—(eu +1),
also fiir ¢, >0 4

folgt einerseits

Andrerseits gilt wegen uu" =d>1

r—1

ezz{ﬂ]—[“”]zﬂ(l——i)—l.
1y dp |~ p d

Beide Beziehungen liefern zusammen

' p—1( 1) __ e fy L)
6z e L2 (1 7) 1;_2.(1 d) 1,

also die Behauptung.

Der Beweis von Satz 2 wird wieder indirekt gefithrt. Unter der Annahme,
daB & algebraisch sei, konnen wir die Voraussetzungen von Satz 1 als erfiillt
nachweisen, jedoch zeigen, da dessen Behauptung nicht gilt.

Zunéchst folgt unmittelbar aus den Voraussetzungen von Satz 2, daB die
angegebene Reihe konvergiert. Ferner kann in der 2. Voraussetzung wegen
¢>1 und ¢>d auch d > 1 vorausgesetzt werden. Dann gilt fiir fast alle v

(21) =i 2d>1,

so daB dies ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sogleich fiir alle derartigen
Quotienten der gegebenen Reihe vorausgesetzt werden kann.
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Die Folge der in Satz 1 vorkommenden Néi,herungswerte % = [, setzen wir

jetzt gleich mit der Folge der Partialsummen Z’g,., die zu g,, & 0 gehoren.

r=0

Wir bezeichnen:

pi xi Ty
g é.’; - Z Uuy! ’
r=0

und es sei .
I, q7 !
r=0
Es soll zunichst gezeigt werden, daBl w, = 0 ist, wozu die Faktoren f, mit

*;—1

ITt v, ! und wir

'l =mu,! abzuschitzen sind. Im allgemeinen gilt ¢;_,
r=0

*;

nehmen zunichst an, es sei ¢;_; = JJ tyu, !, Dann ist mit der Bezelchnung
r=0

*;
Htt' =T,
g ’

v=0 Pi Pi—1 Sx; Pi—1lu Uz, + Tr;—18%;

q: - Qi—1 Ixi'ux‘! - Tziuxi—l! u’:i ’

. ’ u”i! . - . .
wobei also U, =—— Iist. Zunichst denken wir diesen Bruch durch
x;—1+

(uii, T*i—l‘gzi) =v, gekiirzt und kennzeichnen die gekiirzten GroBen durch einen

Querstrich: .
(22) i Pimy b Wi, + To—1 8x;

. ’
(]' Txiuxi—l! uxi

Dann kann ein Primfaktor des Nenners, der in u_;. enthalten ist, nicht im Zihler
aufgehen. Als gemeinsame Faktoren von Zihler und Nenner kommen also nur
die hochsten Primzahlpotenzen des Nenners in Frage von Primzahlen, die ZZ.
nicht teilen. Diese sollen jetzt bestimmt werden, und zwar die héchsten der-
artigen Primzahlpotenzen von ,,1!. Offenbar gilt fiir diese Primzahlen zunéchst
P <%, _,, und ihre Anzahl G";—l kann mit Hilfe des Primzahlsatzes abgeschitzt

werden :

) Uy,—1 Uy, Uy,
! i
Gui—.l é (1 + 6) 3

T — . 3
logus,—; = log wx,—, = (% — 1) logd =Ty fir 1 +06<d?).

Nimmt man zunichst an, dafl —u_’ =u' ist, so gilt fir die Primfaktoren

vonu, !, diein ul, _nicht aufgehen, mlt der Bezelchnung von Hilfssatz 5 e;, =0,
2d .
also 6 S 77 und folglich geht eine solche Primzahl p in u,,i_ll auch nur mit

2d . .
einer Potenz < =1 auf. Fiir das groBte Potenzprodukt /."i aller dieser Prim-

faktoren von w, _,! besteht daher die Abschéitzung
2d
f . < u';"im,

3) Diese und alle folgenden Abschétzungen gelten stets nur fiir hinreichend groBes i
bzw. x; bzw. v, ohne daB dies jeweils erwahnt wird.
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Damit haben wir bisher gezeigt: Ist —u’jl = uf,i, so kann in (22) der Ziahler und im
Nenner der Ausdruck u, ! nur darch den Faktor j',l gekiirzt werden.

Nun ist u’,l =?ZZ v,,, und ;l/—’,; kann weniger Primteiler enthalten als uii,
falls v, grofite Primzahlpotenzprodukte von u;t. enthilt. Dann kann der Zihler
durch weitere Primzahlpotenzprodukte von u, ! teilbar werden. Das Produkte fﬁ,’l

aller dieser Primzahlpotenzprodukte kann jedoch auf Grund von Hilfssatz 5
abgeschitzt werden:

id

1 d—1

fzi g vz‘.
Insgesamt haben wir damit

, 2 d
9 — % d—1 yd—1
(-3) fxt. - /xifzi é uzi ?)zi :
#;—1

Dabei hatten wir die Voraussetzung ¢;_; = [] ¢,u, ;! gemacht. Im Falle, da8

7 =)
¢i—; nur ein Teiler dieses Produkts ist, ist diese Abschitzung offenbar ebenfalls
giiltig, so daB (23) in jedem Falle gilt.
Es ist nun die rechte Seite von (23) weiter zu majorisieren. Da v, Teiler von
#i—1
ITt]s.) ist und wegen |s,], t, < B gilt

r=u

2

#—1 s a4ty
2. = — d—1
(24) ,, é,!]t) i sti‘ < B=0 =B ,
also w, log
CU R T i N

fi g e(l-—i (%;—1)losd + d—1

Folglich ist

IOg/; . log/.;
= < =0.
@2 ,-121:0 log ¢: =1-]_112 (1 = 8) uy, logu,, — logfi 0
Uny .
Aus (24) folgt ebenso, dall w; = 0, und wegen ” =d > 1 erhilt man schlieB3-
. . d—1 il
lich fiir § < 'm
s —
Qi < rw:ff‘i—ll(]ﬁ' ) < uZ:i(l d) < .

Um unter der Annahme, daB £ algebraisch ist, auch die 4. Voraussetzung

des Satzes als erfiillt nachzuweisen, schitzen wir

& — %Il ab. Es ist wegen

Uy 41 >d
wpy =
o o v © v
; r B B?
lg - _gp_t‘ é 2 luvll é - dv—zi+1 1 g Z v—;4+1, u d"""i’}‘l(l—é
i ¢ r=u;41 ve v=x;41 (u’xl-l'l ) r=u+1 (u,‘i+1d 4 ) %+l
1 1 (log B—(v—2;+1)u, logd - (1—8)) P
—_— @ (logL —(v—2, u,loga-(1— JR S —
= g 10—0) 2 @ ¢ 0 = U, 11A=0)
u,, : r=s;41 4
Z51 #+1
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wobei die letzte Ungleichung gilt, weil der Klammerausdruck im Exponenten
nur fiir endlich viele », unabhéngig von s%;, positiv ist. y ist dabei eine geeignete
Konstante, die nicht von »%; abhingt. Dieser Ausdruck kann weiter abgeschitzt
werden; er ist fiir hinreichend groBes #; kleiner oder gleich

1 it

u“r 110 d(y‘+1)d>‘l+l(l —8d
%+l

also insgesamt

D 1
]5 - q—ll = u, d1—0)* .
u (3

*i

Wihlt man nun 1 < pu<dund 0 < & g%’ so ist d(1 — 0)2> u(1 +9),

also
1 1 1
u, d1—8)2 = 1w, #(1+9) = (U, ! )M
w 2, " % 3t +

2 %

und damit die 4. Voraussetzung von Satz 1 erfiillt.
Es bleibt nun noch zu zeigen, daf3 die Behauptung von Satz 1 nicht zutrifft.

Um Satz 1 mit limb; = co anwenden zu koénnen, mufl gezeigt werden, dafl
t—» 00

7> 1 ist. Wegen w; = w, =0 gilt mit 6 >0

loggi+1 . qidlog(g:d) (1 — d) a1z 0

logsr = qlogg(1+0) =%1¥35°
also
: quf+1
# = lim =>d>1.
! i—>o00 lOg >

Wegen lim b; = co miiBBte fiir die Partialsummen, die mit den in (7) gegebenen
1—>00

Reihengliedern enden, (6) gelten. Offenbar steht das im Widerspruch zur Vor-
aussetzung 3b von Satz 2. Damit ist & als transzendent erkannt.
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