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Kasch, F. und VoLxmany, B.
Math. Annalen, Bd. 136, 8. 442—453 (1958)

Zur Mahlerschen Vermutung iiber S-Zahlen

Von
FriepricH KascH in Heidelberg und Bono VoLKMANN in Mainz

1. Bei der Mahlerschen Klasseneinteilung der transzendenten Zahlen be-
trachtet man bekanntlich!), wenn 9 (n, H) die Menge aller Polynome P ()
mit ganzrationalen Koeffizienten von einem Grad < » und einer Hohe < H
ist, zu einer vorgegebenen Zahl & die Groflen

__ log “.‘“&1_&‘
w,(H, &)= min |[P(§)] und w,(£) = lim ---~----I7f'3‘—-i—)----
P (n, H) Ho oo og H
P(&£0
W ()

Setzt man ferner ¢, (&) = w2 SO ergibt sich in der Bezeichnungsweise von [8]

der Typ einer (reellen oder komplexen) Zahl & als
9(§) = sup P (8) -

n=1

Unter S-Zahlen versteht man dann diejenigen, deren Typ positiv und endlich
ist. Der kleinste Wert, den (&) fiir transzendente Zahlen & annehmen kann,
ist 9(&) =1 fiir reelles und 9 (£) =% fir komplexes &, und eine Vermutung
von K. MAHLER [7] besagt, daB} dies fur fast alle reellen bzw. fast alle trans-
zendenten £ auch wirklich eintritt. Diese Mahlersche Vermutung ist also,
da fiir reelle transzendente & auch immer 9, (£) = 1 ist, in ihrem reellen Teil
mit der Aussage dquivalent, daf} fiir fast alle reellen & die Gleichungen

(1) 19"(5)=1 (77=l,2, . )
gelten.

Bisher ist (1), von dem bekannten Fall n =1 abgesehen, nur fir n = 2
bewiesen worden, nimlich von J. F. KusiLyus [5]. Einer der Verfasser [4]
gab kiirzlich fiir diesen Satz einen vereinfachten Beweis und erzielte zugleich
das bestmégliche Ergebnis fiir den komplexen Fall, wonach fiir fast alle kom-

plexen &
(@) B, =1

gilt. Fir allgemeines n dagegen besagt die bisher beste Vorstufe der Mahler-
schen Vermutung, ein Satz von W.J. LEVEQUE [6], nur, daB fiir fast alle
reellen bzw. fast alle komplexen & die Ungleichung

®) 19§ =2, baw. =0 =5

gilt. Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist der folgende
1) Siehe TH. ScENEIDER [8], 3. Kap.



Zur Mahlerschen Vermutung 443

Satz 1. «) Fiir fast alle reellen & ist

10,(6) <2— > (n=34,...)
b) Fiir fast alle komplexen & ist
1
PR TELNCES S (m=34..).

Aussage a) ist offenbar fiir » =2 mit dem Resultat von J.F. KusiLyus
identisch; dieses wird jedoch hier nicht bewiesen, da die hier angewandte
Methode von der in [5] und auch von der in [4] abweicht und nicht auf den
Fall n = 2 iibertragbar ist. Aussage b) wiirde sich mit unserer Methode zwar
auch fiir den Fall n = 2 beweisen lassen, jedoch dann weniger scharf sein als (2).
Satz 1, der offensichtlich das Ergebnis von W. J. LEVEQUE einschliet, wird
sodann durch Einfithrung des Hausdorffschen Dimensionsbegriffs verschérft
(Satz 2). Man erhilt speziell die Aussage, daB3 die Menge aller 7-Zahlen und
die Menge aller U-Zahlen im Sinne der Mahlerschen Klasseneinteilung beide
die Hausdorffsche Dimension Null haben.

2. Zum Beweis von Satz 1 bendtigen wir die folgenden Hilfssitze. Die
darin auftretenden Groflen Oy, C,, ... bedeuten von H unabhéingige Kon-
stanten, die jedoch von 7 abhéngen diirfen.

Hilfssatz 1. Fiir jede S-Zahl & und jedes natiirliche n ist 9, (&) = 1 bzw.

1,(8) = % — —;21—n~, je nachdem, ob & reell oder komplex ist.

Beweis. Siehe TH. SCHNEIDER [8], Seite 69.

Hilfssatz 2. Sei P(2)=aga"+ - -+ a, P (n, H) esn Polynom mit den
Nullstellen oy, . . ., o0,. Dann gilt, wenn die Indizes 1, . . ., 1,, voneinander ver-
schieden sind,

H
los, 007, - - o, | = Crrpy AR

Beweis?). Die Nullstellen von P(z) seien dem absoluten Betrag nach
reordnet :

/\\

) . 1 B
all = IO£2; == IOC,“! ::}_< |0‘n.+1| = Ian I 1 < l‘xn ~1l = g!d,J .

Fir jedes x = z mit |z| = 1 gilt offenbar

[P(z)] <= (n+1)H.
Daraus folgt
n | 0y ‘
I7 lz_ailzlp(z) 7 1 < (1) 2™ ]H‘ .
=t 1 | a0 gy Eoal | T [at]

Auf Grund des Satzes vom Maximum einer analytischen Funktion erhilt
man damit

n ‘ n H
I jel<2®™ I e @n+1)2"- =,
i=np+1 i=n+1 o]
woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

2) Siehe N.I.FELDMAN [2]; der Beweis wird der Vollstindigkeit halber hier an-
gegeben.
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Hilfssatz 3. Sei n = 2 und P () ein Polynom aus P (n, H) mit erner von
Null verschiedenen Diskriminante D (P). Dann gilt fiir jede seiner Nullstellen o,,:
, Dy
1P ()l 2 0, VDL
Beweis. Offenbar ist

D(P)] = g2 IT (o~ a)?

1<

I. (‘3” 4 H (ai_aj)?.!;’
1 1 ! 1< !

t.jFE=m [
und wegen
a() [Il(“m‘“ O(,) = lP, am l
| ;; m
folgt somit
4 | pr _ VD
(4) )P (Otm)l iaoln-z .H' (ot ———oc).
1<
i,jEm

Bei Ausmultiplikationen des Produktes im Nenner entsteht eine Summe von

n—1
. . . . - 1
2( 2 ) Summanden, von denen jeder seinerseits ein Produkt von (n 2 ) Faktoren

aus der Menge der » — 1 Wurzeln «; mit ¢ m ist. In diesen Produkten
kommt jedes o, héchstens in der (n — 2)-ten Potenz vor. Daher gilt nach
Hilfssatz 2

n—1 P
. Hn—.'
la=2 IT (ot;— o;)| < |ay|"~2 2( 2 )(n + 1)p-2 20— Tagr - Cy H" =2
. . 0!
i,t}‘ilm

so daf} sich die Behauptung nach (4) ergibt.
Hilfssatz 4. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 3 gilt, wenn & eine
beliebige reelle oder komplexe Zahl und

|E —ayl = min | — a,
t=1,..., n
18t,
HL~2
Ig_“m‘ é """ IP(£)| .
Yy
Beweis. Da |or,,— ot;] < |o,,— & + |&— ocil < 2 |& — « ist, folgt

[P ()] = 2%~ ao| TT |€— o

g
Somit ist nach Hilfssatz 3
1
S - 2” e - al s
— G IID(P Slal 2 11t
T m

und hieraus folgt die Behauptung durch Multiplikation mit | — ot,y].
Hilfssatz 5. Seien w,(H, &), w, (&), 5,1(5) und 5(5) analog den Ausdriicken

wy, (H, &), w, (&), 0,(&) und 9 (&) definiert, jedoch wnter Beschrinkung auf irre-

duzible Polynome P (x). Dann gibt es fiir jedes & und jedes n eine natirliche Zahl
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v = p(n) =< n so, daf

(5) 9a(8) < 9,(8) = 9,(&)
gilt.
Beweis. Der linke Teil von (5) folgt unmittelbar aus der Tatsache, dall

die Menge aller irreduziblen Polynome von einem Grad < » und einer Hohe < H
cine Untermenge von I\ (n, H) ist3). Zum Beweis des rechten Teils betrachten

wir ein Polynom P(z) € B(n, H) mit |P(§)| = w,(H, §). Essei P=P,... P,
mit irreduziblen Polynomen P,; ferner sei Grad P,= n, und Hohe P,= H,.
Dann ist wegen |P ()| = ]Y |P,(&)] und
0o=1
[Py (€)] = @, (H,, &) offenbar w, (H, &) = H &),
also B
log log ——
g ot MH L (1 loge,\ ETule L8
logH égfjl logH ;0 — " logH ) loge, H ’

vobei in der zweiten Ungleichung benutzt worden ist, dafl es eine nur von n
wbhingende Konstante ¢, mit H,< ¢, H gibt?). Durch indirekte Schlulweise
‘olgt daraus?®)

w,y, (E) = nla\ Z«‘ 17)710 (E) ’
Ny o+ Ryt trp=n 0=1 h
Uso

D (§) = max B, (8) + o 4, ()

Ny Ny k=0 ot
- tiv‘n 1 ( E ) 11’7},'( 5)
= max e ,
Ny + Ny Ne=0 n ey

A hoes ist 9, (&) < 9, (&) fiir cin gewisses v << n, wie behauptet.
Ist also fir eine Zahl £ eine Abschitzung der Form

9,(6) < F(») w=1,2..)

bewiesen, bei der F (v) cine monoton wachsende Funktion ist, so gilt fiir jedes
natiirliche » auch

9,(E) <0, (&) = Fr(n) = F(n) .

Daher werden wir uns beim Beweis von Satz 1 auf irreduzible Polynome be-
schrinken kénnen ; doch wird davon nur in Form der Voraussetzung Gebrauch
gemachi, dufl keine mehrfachen Nullstelien auftrcten sollen.

) Vgl. auch Abschn. 6 dieser Arbeit.
1) Siehe z. B. [8], 3. Kap., Hilfssatz 16.
3) Zu beachten ist, daB die Zerlegung n, + 7, + * * - + n,— n von H abhéngt.

3
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Der folgende Hilfssatz erscheint uns auch unabhingig von dem hier vor-
liegenden Zusammenhang bemerkenswert; er wird daher etwas allgemeiner
formuliert, als es firr das Folgende notwendig ist.

Hilfssatz 6. Zu jeder Zahl f > 0 und jeder natiirlichen Zahl n = 2 gibt es
eine Konstante C > 0 derart, daf fiir jedes Polynom V (z) vom Grad n mit ganz-
rationalen Koeffizienten und alle natiirlichen Zahlen H gilt:

H OHl—ﬁ" fiir ,B?L < 1 )
P iT(%T’*_< Clog(H + 1) fir fn=1,
Fa+o %, fir fn>1.

Beweis. Das Intervall [—H, H] werde durch die Punkte
zo=—H,z,... ,2,=H

so in Teilintervalle [z, 2;,,] zerlegt, daB in jedem von ihnen die Polynome?)
Vi), AV (x), ..., A*~1V(x) sdmtlich monoton und im Innern von Null ver-
schieden sind. Dies ist bei festem V (z) offenbar mit einem ¢ << n2-+ 1 méglich.
Dann geniigt es, die Behauptung fiir ein einziges Intervall [z;, z,.,] an Stelle
von [—H, H] zu beweisen.

Auf Grund der Wahl der z; sind auch die Funktionen

Fi(x) = |47V ()] G=1,...,n)
simtlich in den Intervallen [z, 2; . ;] monoton. Daher gilt, wenn 2; <2z = 2;.,—1

ist,

(6) AF;, (2)= {

F;(z), falls F; . (2) in [z,, 2;,.,] monoton wichst,
—F,(z), falls F;,, () in [2;, x; ;] monoton fallt.
Sei r; die kleinste ganze Zahl = 2; und s;= [z,,,]. Im folgenden denken wir

uns das Intervall [z, 2;,,] festgehalten und betrachten nur ganze Zahlen

x € [x;, x;, 1] Durch Induktion soll gezeigt werden:

%(x—ri—(j—l))f firr,+j—1<s2<s;,
falls F; () monoton wéchst,

Sl a— (1Y firnsess— (-1
falls F;(x) monoton fallt.

Wir nehmen zuerst an, die Funktion F, () sei in [z;, «,, ;] monoton wachsend.
Da sic auf Grund der Voraussetzungen linear und ganzwertig ist, folgt

Fir)=z0und Fi(2)=zxz—r, fir r<z<s;
Analog ergibt sich, falls F, (x) monoton fallt,
Fi(s;) =0 und Fy(z) =s,—z fir rn<x<s;.

Die Behauptung (7) sei nun fiir ein j mit 1 < j < n erfiillt. Ist F;, () monoton

¢) Dabei ist, wie tiblich, AF (z) die Funktion F(z+1)—F (z) und 4i+1=A4(4).
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wachsend bzw. fallend, so gilt?)

Fi.(x) = Fi\(r ZAFJ 1 (v)

=7

bzw.
—1

Fio(2) = Fypi(s;) — JF: 1(v)

¥ o=

Wegen (6) und (7) erhéilt man daraus im ersten Falle?) fir »,+ 7 < x < s;:

x—1 -1
Fio()=F; ,(r)+ 3 A4F;.,(») = .:? ]F;'(v)
v=1; r=rib g1
'l";z'*’
1 :tfvl ) 1 1 1
Z - L (v —ri—(—1)yz b= gy (& =1 i)’"

Analog folgt im zweiten Fall?¢) fir 1, < 2 < s;,—J:

s,:] «*,~1:—]
FJ“I(I) 5-1(8:) — > Aijl('V)\g /S, F;(»)
r=2x v=2x+1
. S;—a— 7
1YL . N T 1 .
== N (5;—v—(0G—1))= tdt= = (s, —x—7]) 1.
=g 2 G-y g e =)
]
Damit ist (7) bewiesen, und man erhélt speziell:
nl' (& —r;— (n—1))" fﬁt‘)"—}— n—1<ags,

z)| monoton wéchst,

F,(x)=|V(2)| =
=m0 firrnsags—(—1),

falls |V ()| monoton fillt.
Aus diesen Ungleichungen folgt
si—n LS
SO UL R
=04 n 1 ( ) =1 T

Schitzt man noch |V (x)| fir die restlichen Werte < x < r;+n und
s;—n < ¥ < §; trivial durch |V (z)] = 1 ab, so folgt

S;—r;i—2n+ 1 1

55
o1 ,
o =2t (el Y -
= V(& )P ) e=1 abn
0 -~ ol
<2n4 (nly ) tlPedt<2a4 () [ tFrdi,
1 1

7) Ist der obere Summationsindex einer Summe kleiner als der untere,

den Wert 0 haben.
“0) Siehe ,,Zusatz bei der Korrektur am Ende der Arbeit.

so soll sie
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wobei die Ungleichung jetzt fir alle Intervalle gilt. Wegen

21-8 R
2 H —1——_/975}11—[3 far pn<l,
[tPndt <{log 2 H fir fn=1,
i

Bn_lz-l' fir fn>1

folgt die Behauptung.
Hilfssatz 7. Ist n = 3, so treten in dem Polynom

D(ay, @y, . . ., @,) = Diskriminante von gya®+ a; 2”1+ - -+ + «

wenigstens zwes der n + 1 Verdnderlichen a; in hoherer als erster Potenz auf.

Beweis. Aus der Resultantendarstellung der Diskriminante folgt un-
mittelbar, daBl in ihr das Glied n?a}~'a?~! auftritt.

3. Wir beweisen nun Satz 1, wobei wir uns im Hinblick auf Hilfssatz 1
auf den rechten Teil beider Behauptungen beschrinken konnen. Zum Beweis
von a) betrachten wir bei festem o > 0 und natiirlichem n die Menge R, (o)
der reellen Zahlen & mit 9,(&) > 1+ 0. Wie aus der Definition von 9, (&)
folgt, gehort eine Zahl & genau dann zu R, (o), wenn zu unendlich vielen H
ein Polynom P aus der Komplementdrmenge B, (n, H) von P (n, H—1) in
P(n, H) mit
(8) 0< [P <H "

existiert. Wir ordnen jeder Nullstelle o; eines Polynoms P ¢ P(n, H) das
Intervall
H—z—an H—z—an
C pppe— Re Oti + C ——
LY (P “VD(P)
zu. Dann gilt fiir jedes reelle & mit (8), wenn «; die niachstliegende Nullstelle
von P(z) ist, nach Hilfssatz 4

i(a;) =|Re o;—

Hn_ziP(S)i H—z-an
|‘5 Re o‘il = ,‘S - o‘il < 04 I/m(_i))—l 4 l/rﬁ—(ﬁ)-l s
d. h. & €i(«;). Folglich wird R, (o) fiir jedes H, durch die Gesamtheit dieser
Intervalle i(e;) mit zugehorigen Polynomen P ¢, (n, H), H = H,, iiberdeckt.
Also ist, wenn man mit u, das lineare Lebesguesche MaB bezeichnet38),

it H-2-on
(9) R, (0) < lim ' ' z
(T (@) Ho— 1-1=2'n., PePo(n, 1) 4MI)(P);
Zur Abschiatzung der Summe
w 1

" pedonm VD(P)

haben wir zu beriicksichtigen, dafl wenigstens ein Koeffizient, etwa «,,
den Betrag H hat. Hilt man dann alle Koeffizienten bis auf einen, etwa «;
mit § = i, fest, so wird D (P) ein Polynom V(a;) in «;, dessen Grad nach Hilfs-
satz 7 bei geeigneter Wahl von j sicher = 2 ist. Daher wird nach Hilfssatz 6

8) Der Strich am Summenzeichen soll andeuten, dal nur Polynome P ohne mehrfache
Nullstellen betrachtet werden, fiir die also D (P) = 0 ist.
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fiir € > 0 bei geniigend groBem H
H

1
2<C Hn-1 ' __‘_‘_____T<C Hnr-1+¢
’ aj = — 1T ViV iay) ’
V() *+0
Folglich ergibt sich auf Grund von (9)
(10) (R, (0) < O lim 3 H-2-on+n—lie,

Hy—>c0 H=H,

2—¢ .
Ist nun ¢ > 1—7-8-- , so wird in der letzten Reihe der Exponent < — 1, so

dafl Konvergenz eintritt und u,(R,(c)) = 0 folgt. Lalt man ¢ eine Folge

von Werten oy, 0y, . . . mit ;> 0;;; und limo;=1 ——i— durchlaufen, so er-
i—>c0
hilt man
0 2
U C~Rn (Gi) = 9{11 (1 '—'”'>
i=1 n
und daher

il Sanon) =m0

Also hat die Menge aller reellen Zahlen & mit 9,(&) < 2 — i , wie behauptet,
das Lebesguesche Maf} Eins.

Der Beweis der Aussage b) verliuft analog. Man betrachtet fiir festes
o > 0 die Menge R, (c) der komplexen Zahlen & mit 9, (§) > —;* + 0. An Stelle

des Intervalls i(e;) verwenden wir jeweils den Kreis £(e;) der Zahlen z mit

n(§—o0)—2
[z—o;| < C, ;H.-::;_,____ Dann crkennt man wie oben, daB jedes & ¢ K, (o)
['iD(P)!
von einem solchen Kreis iiberdeckt wird. Statt (10) erhdlt man, wenn man die
1

Summe A
reon, iy (P
sionale Lebeguesche MaB bezeichnet, die Ungleichung

mit Hilfssatz 6 abschiitzt und mit y, das zweidimen.

-1 ?: Y Hrt-20)-4 : oi' n(l—-20) +n—>
Us(Ru(0)) < lim 3 X oy S = O lim ) H .
Homoo 1= H, 1'¢Yo(n,H) D(P)| Homco I = H,

Daraus ergibt sich dhnlich wie oben u, ( @n(l—%))——- 0, womit alles be-

wiesen ist.

4. Die Aussagen von Satz 1 lassen sich verallgemeinern, wenn man statt
des Lebesgueschen MaBes den Hausdorffschen MaB- und Dimensionsbegriff?)
heranzieht. Man erhilt so den

Satz 2. Fiir jedes 0 = 0 und n = 3 ist
(11) dim Qtn(a)g%

9) Definitionen und hier verwendete Schreibweise findet man z.B. bei B. VoLk-
MANN [9].
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und
1 9 3 2
s 5— S0 35—
. . /(6-—)n+2’/a 27 w=0=7 ’
(12) dim R, (o) = -1 3 2 "
Gopats M gy s0

Es sei bemerkt, dal man, um aus diesem Satz nichttriviale Abschatzungen,
also solche von der Form dim R,,(¢) < 1 bzw. dim &, (¢) < 2 zu erhalten, dic

Ungleichungen (11) und (12) auf den Bereich ¢ > 1 —% beschrinken muf,
wie dies gemidfl Satz 1 zu erwarten ist.

Beweis. a) Fir jedes H, bildet die Menge der Intervalle i(e;) mit zuge-
horigem H = H, eine (2 C, Hy2~°")-Uberdeckung von R, (c). Daher gil: bei
gegebenem 6 mit 0 < ¢ < 1 fur das §-dimensionale Hausdorffsche Ma@

o B H—2—0n b
R, < lim Gy ¥ X < ,_____> .
{ ) Hioe W éﬂo Pe-n%h, m \ JiD(P)|
Fir die Summe }* |D(P)|”%?= X erhilt man nach Hilfssatz 6 die Ab-
PePo(n. H)
schitzung X < €y, H'-9+n~1= C}; H"~%, so daB sich schlieflich

@, ) < lim O Y H-oennsn

Ho—> 0 H=H,

ergibt. Somit gilt {R, (0)}°= 0 fiir alle 6 > —m , woraus der erste Teil der

Behauptung folgt.

b) Der Beweis fiir den komplexen Fall verliuft analog; nur mufl man
Werte ¢ mit 0 < § < 2 zulassen, so daB sich — unter Verwendung von Hilfs-
satz 6 — die Abschéitzung

,  [CupHE-? fir 6< 1,
X' ID(P)” % <{C,, Hr-1log H fiir § =1,
P ey (n, H) 012 Hr-1 fir 6> 1

ergibt, die dann zur Unterscheidung der beiden in der Behauptung (12) auf-
tretenden Fille fithrt.

5. Der Vollstindigkeit halber fithren wir auch Dimensionsabschitzungen
fiir die beiden in Satz 3 nicht erwithnten Fille n =1 und » =2 an. Fir
n =1 ist nach v. JARNIK [3]

2
(13) dim 921(a)=~6 1 (c=1).
Ferner bestéitigt man leicht, dafl
1
(14) R,(0) =R, (0—5)

gilt.

Im Fall n = 2 gilt der

Hilfssatz 8. Zu jedem B mit 0 < B < 1 gibt es von H unabhdngige positive
Zahlen ¢ und T so, daf} gilt:

X' D(P)[F < c Hloglow il
PeP, (2, H)

+2(1 - B
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Beweis. Wir itbernehmen aus [4] die Abschiatzung!?)

A ID(PY-3<C H’ln ’if“u H2( ) 1\" » (m) '

| = < oy 2(1--1 . iy
— ! ( 3 ); = 13 ’”'q ,
P2V, (2. H) , w1

wobei 12 (m) der grofite gemeinsame quadratische Teiler von m und 4 H ist. In
der rechts stehenden Summe kommen zu vorgegebenem r(m)=k hochstens
die folgenden Glieder vor:

5 He
[2]
v A

~

A

1 L[S HE\1-4 C 1reit s
T.r_ﬁ.]fl—p(“k ) () H2O-D)

Die Anzahl der moglichen £ ist jedenfalls kleiner oder gleich der Anzahl d(4 H)
der Teiler von 4 H, und dafir gilt bekanntlich

d(4 H) < Cyy HoRIR T

Die vorstehenden Ungleichungen zusammen liefern die Behauptung.
Auf Grund von Hilfssatz 8 erhilt man, 4hnlich wie beim Beweis von Satz 2,
die Abschitzungen

(15) dim Ry (0) < 5, g (0= 0)
und

. 2 1
(16) dim .@2 (O’) = ’2 :Tj‘ <O' = — —4‘> .

Aus Satz 2 und den obigen Betrachtungen ergeben sich zwei Folgerungen.
Folgerung 1. Bezeichnet man mit R (o) bzw. K (o) dic Menge der reellen
1

bzw. komplexen & mit 9 (&) > 1 + o baw. 9(£) > -5+ 0, so ist fir ¢ = 1
9
dim N () = ST
und

I S

3 *J <
dim R(o) = -
Beweis. Ist & ¢ R(o), so gibt es cin n mit 9, (&) > 1 4+ ¢. Somit ist

R(o) <
n

hCa
2«

R, (0)
1

und folglich
dim R (o) < sup dim R, (o) = 7,
n=1
also nach (13}, (15) und {11}

- 2 3 v+ 1 2

7 S max (‘;".4:1“ > 35130, SUP ";;1‘"3‘) RS
10) T4], Seite 267, Formeln (12) und (14).
Math. Ann. 136 31
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" Ahnlich erhilt man nach (14), (16), (12) und (11) die Abschitzungen

max (-iv‘, 8 ,  sup I ) fir 1 <6~ 3
dim R (0) < oty 20427, gy (o—Ynt2 2
" | max 2 3 sup ntl fir 3 <
(,ET; 2013 n=3,5,,g’(¢;":..g‘,;;3’",) Wwe=0

und daraus ergibt sich die zweite obige Behauptung.
Folgerung 2. Fiir die Mengen 7' und U aller 7- bzw. U-Zahlen) yilt

dim7T=dimU =0.

Beweis. Fir jedes (noch so grofie) o gilt T < (o) und U < K(o) .

6. Die Definition des Typs ¥ einer transzendenten Zahl & 146t sich folgender-
malflen verallgemeinern: Sei Q eine beliebige Menge von Polynomen mit ganz-
rationalen Koeffizienten und Q(n, H) die Menge der @ ¢ Q mit Grad Q < n
und Hohe @ < H. Dann setzt man fiir jede transzendente Zahl £

w,(H, & Q)= min |Q(&)
QeEQ(n, H)
und definiert w, (£, Q), 9, (£, Q) und 9 (&, Q) entsprechend den GroBen wu, (&),
9, (&) und 9 (£). Fir zwei solche Mengen Q; und Q, mit Q, < Q, gelten dann
trivialerweise die Ungleichungen

Wy, (H, &, Ql) = Wy, (11: f, QZ) ’ ﬂn(E’ Ql) = 07;(5, Q2)
wn(f) Ql) = w’n(é’ Qz) B 19(59 Q1) = ?9(5’ Q2)

fiir jedes & und jedes natiirliche n. Man kann nun die Frage aufwerfen, unter
welchen Voraussetzungen tiber Q das Analogon der Mahlerschen Vermutung
bewiesen werden kann. Wir geben dazu den folgenden Satz an, dessen Beweis
wie der von Satz 1 verlduft.

Satz 3. Set Q etne Menge von Polynomen mit ganzrationalen Koeffizienten,
die mit jedem Polynom Q auch alle seine Teiler als Elemente enthdlt, und Q
die Tecilmenge der Elemente von Q ohne mehrfache Nullstellen. Gilt dann fiir
ein natiirliches n beim Grenziibergang H — oo die Aussage

1

(17) S —O(Hm) >0, fest)
eedmm 1'P(@
oder
1
‘ N -
(18) R -

QeQon, 1)

so st fiir fast alle reellen & die Ungleichung 9,(§, Q) <1 + o — —717 bzw. fiir fast
alle komplexen & die Ungleichung 9, (£, Q) < e ;;L erfullt.

Folgerung. Gilt (17) oder (18) fiir alle natirlichen n (oder auch nur fiir
unendlich viele), so gilt fiir fast alle reellen & die Ungleichung 9(£, Q) <1+ ¢
1+o

bzw. fir fast alle komplexen & die Ungleichung 9 (£, Q) <

11) Siehe TH. SCHNEIDER, a. a. 0.1)
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Fiar Satz 3 lassen sich leicht Beispiele bilden, wenn man bedenkt, daB die
Voraussetzungen (17) und (18) immer erfillt sind, wenn die Anzahl A, (H)
der Elemente von Qg (n, H) der Bedingung A, (FH) = O (H°") gentgt. Dies trifft
insbesondere dann zu, wenn man verlangt, da dic auftretenden Grade n oder
auch die Koeffizienten «,; gewissen Mengen angehoéren sollen, iber die man
geeignete Dichtevoraussetzungen macht.

Zusatz beir der Korrektur. Im Beweis von Hilfssatz 6 sind nur die Fille behandelt,
dall F;_,(x) und F;(x) im Intervall [z;, 2, ,] entweder beide monoton wachsen oder beide

monoton fallen. Nimmt man nun an, dal ;. (2) monoton wichst, aber F;(2) monoton
fallt, so erhialt man
r—1 1 r—1 . .
Fialeyz X2 Fio)zoy 2z (8—r—(—1)
R

21
1 Ry

i
i

r—ri-
1 r—ri—ji41 1 L
}'_ Z] » = "].! / tdt,
! po= !

I

0
womit auch in diesem Falle der Induktionsschlu durchgefiihrt ist. Analog schliet man,
wenn F;. , (x) monoton fallt, aber F;(x) monoton wachst.

SchlieBlich méchten wir erwidhnen, daB3 Hilfssatz 6 einfacher und kiirzer dadurch zu
beweisen ist, dafl man von der Intervalleinteilung —H, 8, . ... 3,. H ausgeht, wobei
Bis - . ., B, die nach wachsender GroBe geordneten Realteile der Nullstellen von 17 (2) sind,
und die Summation iiber |V (2)]—# in diesen Intervallen einzeln ausfiihrt.
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