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Kasch, .
Math. Zeitschr. Bd. 62, S. 368—387 (1933)

Abschitzung der Dichte von Summenmengen.
Von
FRIEDRICH KASCH."

§ 1. Einleitung.

1. Fragestellung. Eine Menge ¥ von nichtnegativen ganzen Zahlen
heiBt eine wesentliche Komponente, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:
Fiir jede Menge 2 von nichtnegativen ganzen Zahlen mit positiver Dichte
o<1 ist die Dichte » der Summenmenge €=U -+ groBer als «. Wahrend
man auf Grund der SCHNIRELMANNschen Ungleichung bereits seit 1930 wubBte,
daB jede Menge B, die selbst eine positive Dichte besitzt, eine wesentliche
Komponente ist, war es eines der {iberraschendsten Ergebnisse der additiven
Zahlentheorie, als im Jahre 1933 A. J. CHINTSCHIXN [2] feststellte, daB es auch
wesentliche Komponenten der Dichte Null gibt; er zeigte ndmlich, daB die
Menge der Quadratzahlen eine wesentliche Komponente darstellt. Im Jahre 1936
machte dann P. ErRDOs die fiir die weitere Entwicklung grundlegende Ent-
deckung, daB dieses Ergebnis nicht an die Menge der Quadratzahlen gebunden
ist, sondern fiir jede Basis endlicher Ordnung der natiirlichen Zahlen zutrifft.
Von E.LANDAU, A. BRAUER, S. SELBERG, A. STOHR, H.E. RICHERT u.a. wurde
der Grundgedanke von ERDOs weiter ausgebaut und schérfere Ergebnisse, die
im folgenden noch genauer angegeben werden, hergeleitet. Das Ziel dieser Arbeit
ist es, eine einheitliche Beweismethode fiir alle diese Resultate zu entwickeln.
Die Tragfihigkeit der Methode erweist sich dadurch, daB sie sogleich eine
Verbesserung aller bisherigen Abschitzungen liefert. Aullerdem bietet sie die
Moglichkeit, die gleiche Frage auch bei anderen Mengen zu untersuchen, z. B.

bei den Mengen A —B und A+ B.

2. Voraussetzungen. s scien % und U Mengen nichtnegativer ganzer
Zahlen. Unter A(n) verstehen wir die Menge der Zahlen a ¢ A mit a <#. Die
Anzahlfunktion A (n) der Menge ¥ gibt die Anzahl der natiirlichen Zahlen
aus A(n) an. Die Zahl ‘o)

. SH(n
(1.1) fin " =«
n=11,2,...
wird als (finite) Dichte von U bezeichnet. Danach gilt also fiir jede natiirliche

Zahl #n:
a7 An)yzon.

Wir setzen im folgenden voraus, daB3 % in der Menge der natiirlichen Zahlen
echt enthalten sei; dann gilt offenbar 04 U und «<<1'). Ferner wird 1€ U

1) Stimmt Y mit der Menge der natiirlichen Zahlen iiberein, dann werden die hier
behandelten I'ragen gegenstandslos. Ist 0.4, dann gelten die folgenden Ergebnissc
selbstverstiandlich erst recht; aus formalen Griinden ist aber bei den Beweisen die Vor-
aussetzung 044 zweckmaBig.
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vorausgesetzt?). Sei U die Komplementirmenge von A in der Menge der
natiirlichen Zahlen mit der Anzahlfunktion A(#), dann ist offenbar A(n) =
n—A(n), und es gilt:

An)< (1 — o) n.

Unter der Summenmenge €=U+ mit der Dichte y und der Anzahl-
funktion C(n) ist die Menge aller in der Gestalt a+ b darstellbaren Zahlen
mit a€U und HEDB zu verstehen. Wir setzen 0€B und 1€V voraus; dann
ist offenbar ACE, und jede natiirliche Zahl m 1dBt sich in der Form

m=Db, 4 0

mit Zahlen by, ..., 5,69 darstellen. Sei I(m) die kleinste natiirliche Zahl,
fiir die eine solche Darstellung moglich ist. Es werde

o - o —1_ _
12 S e = B 2 ) =
m=1

gesetzt und % als Ordnung, A als mittlere Ordnung von B bezeichnet; offenbar
gilt A<h. Ist h endlich, dann wird 9 eine Basts endlicher Ordnung der natiir-
lichen Zahlen genannt. Dies sei im folgenden der Fall.

3. Ergebnisse. Unter diesen Voraussetzungen gilt nach P. Erpos [3):

11—«

(1.3 yzalt+ 1174,
L. LanDpavu [6] bewies die gleiche Abschidtzung fiir A an Stelle von A:
; 1 1 —a)

(1.4) yza(w{ Lt )

A. BrRAUER [1] verschirfte die Ungleichung zu:

. <) |, 1—]"&) . 11—
(1.5) i /a(1+ . ~<7.<1+1+V; ; )

Der sehr umfangreiche Beweis von A. BRAUER wurde kiirzlich von A. STOHR | 17]
von allen technischen Schwierigkeiten befreit, so daf3 der Beweisgedanke be-
sonders klar hervortritt.

Nach A. BRAUER bewies S. SELBERG [9]:
(1.6)

Dieses Ergebnis ist fir a > § besser als das vorn A. BRAUER.

%) Ist 149, dann folgt « =0; die folgenden Abschitzungen sind dann trivialerweise
richtig oder falsch. Genauer: Die Abschitzungen mit dem Zeichen > sind richtig, und
die mit dem Zeichen > sind dann und nur dann richtig, wenn 9 (#) mindestens ein Element
enthilt.
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SchlieBlich zeigte kiirzlich H. E. RicHERT?), daB auch die folgende, in
gewissem Sinne zu (1.5) symmetrische Aussage gilt:

(1.7)

C(n) 1 1—o
i > o 1 e Y
n & ( + 14 V1 — A )

Wir erhalten hier die neuen Abschidtzungen:

C(n) 14+ )ata 1—a
1.8 = ——>oc<'1 + I
1:8) n (14 ]/oc)2 A
und
C(n) ( 14—+ (1 —a) 1 —a
1.9 > a1+ e .
(1:9) n (1+)1=a)° A
c
Der in allen diesen Ungleichungen auftretende Faktor von ! ;;“ ,
den wir mit ¢ bezeichnen wollen, kann als eine im Intervall 0 <o« <1
| erklarte Funktion von a betrachtet werden (siehe Abb.). Man hat dann:
]
"\ ERDOs-LANDAU: ¢ = §;
1
\
‘\ ¢y fir A=1% A. BRAUER:
\
] S R LR EE SR e R H.E. RICHERT:
\ \\\ ji' S. SELBERG:
Cr \~\\ C2 E
Y = - und die neuen Faktoren, die
Cs ! . . . .
cs e : in dieser Arbeit hergeleitet wer-
_ | den:
/ ; _ 1+ Vo_( +a
/ C£ ﬁ: (1 + 1/&)2 3
| ST (e
| 2 1+)1=a)"
E Eine Vermutung von P. ErDOs
5 (siehe [10], S.7) besagt, dal der
; Wert ¢c=1 zulissig ist.?)
P R " 4. Asymptotische Ab-

Fig. 1. * schitzungen. Eine Ubertra-
gung einer Ungleichung aus die-

sem Problemkreis auf asymptotische Dichten wurde bereits von P. ERDOs [4]
vorgenommen. Von H. RoHrRBACH [10], H. KLOTER und A. STOHR [§] konnten
weitere Abschitzungen fiir die asymptotische Dichte angegeben werden. Auch
unsere Ergebnisse lassen sich auf den asymptotischen Fall iibertragen. Dabei
werden folgende Voraussetzungen gemacht.

3) Nach einer miindlichen Mitteilung.
3a) Zusatz bei der Korrektur. Inzwischen habe ich bemerkt, dal man durch eine Verall-
gemeinerung der hier dargestellten Uberlegungen (insbesondere der aus § 2) zu dem
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Sei U eine Menge von natiirlichen Zahlen, dann wird analog zu (1.1)

fﬁ},:a*
n

lim

n=1,2,...

als asymptotische Dichte von U bezeichnet. B sei eine Menge nichtnegativer
Zahlen, die die Null enthélt, und fiir die jetzt vorausgesetzt wird, daB sich
jede natiirliche Zahl m > ny, (n, fest) in der Form

(1.10) m=by+ -+ by (b; € B)

darstellen lasse; sei J(m) in dieser Darstellung minimal, dann wird
(1.11) fim - > i(m) = 2*

als asymptotische mittlere Ordnung von B bezeichnet. Fiir die asymptotische
Dichte y* von €=U+ gilt nun in Analogie zu ¢, und c,:

—_ ¥
(1.12) a1+ 55 G=1,2)
mit
1.1 P el e
( 3) 1 (1 + 'I/a*)2
und
(1.14) PR (Rt Rt )
? (1 + V1 = a*)?
Fast unmittelbar folgt ferner aus unseren Formeln, daB in (1.12) sogar ¢¥ =1
8 g
gilt, falls der Grenzwert von Ain) (der dann notwendig mit «* iberein-

stimmt) existiert?).

folgenden Ergebnis gelangt: Zu jedem 4 gibt es ein oz > 0, so daB fiir 0.5 a <y die ERDOs-
sche Vermutung tbertroffen wird. Insbesondere gilt fiir 1> %:

”C(n) > a(1 +c -1'_-£)
n A
mit
; yl i 4Yata yl
sl =a s T Vo o (+]a? A—t1+(+afu

IZin analoges Ergebnis erhdlt man auch im asymptotischen Fall.

Fiir die mittlere Ordnung der Menge der Quadratzahlen 1 =42 ist ¢, in vorstehender
Abbildung eingetragen.

Die Reweise dieser Ergcbnisse sollen in einer in Kiirze unter dem gleichen Titel in
dieser Zeitschrift erscheinenden Arbeit dargestellt werden.

Es sei darauf hingewiesen, da3 die Abbildung fiir cg und cg eine Ungenauigkeit auf-
weist; diese Grofen streben fiir « gegen 0 bzw. 1 selbst gegen 1.

4) Dieses Ergebnis wurde bereits von F. KRUCKEBERG mitgeteilt (Seminar Gottingen,
Dez. 1954). Dessen Beweis stiitzt sich auf die SchluBweise von S. SELBERG [9].
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§ 2. Die komplementdren Grundformeln.

1. Wir beginnen damit, die bereits von ErpDOs und LANDAU benutzten
Funktionen D (m) und E(m) einzufiihren. Dabei seien # eine fest vorgegebene
natiirliche Zahl und m eine natiirliche Zahl mit 1 <m <.

Definition 1. D(m) sei gleich der Anzahl der Elemente

a€U mit a+meN(n);
E(m) sei gleich der Anzahl der Elemente
acU mit a4+ mCAUAn).

Offenbar gilt dann

D(m) + E(m) = A(n — m),
also
(2.1) D(m) =A(n — m) — E(m).

Hilfssatz 1. Ist ¢t eine natiivliche Zahl mat 1 <t <m, dann gilt
(2.2) D(m)<D(t) +D(m—1).

Beweis. Sei a eine Zahl, die in D (m) gezahlt wird, d.h. a+m=a c A(n).
Ist bereits a + ¢ € A (n), dann wird a in D (¢) gezdhlt, ist jedoch a +t=a’ € A(n),
dann gilt a'+m—t=a€WA(n), und &’ wird in D (m —t) gezdhlt. Fir zwei
verschiedene Zahlen a und 4,, die in D (m) gezdhlt werden, sind die zugeord-
neten Zahlen a’=a+4¢ und a; =a, -+t offenbar voneinander verschieden.
Folglich gilt (2.2).

Sei nun

m=by+ - + b (5D

eine nach Voraussetzung existierende Darstellung von s, so besteht auf
Grund von (2.2) die Ungleichung

(2.3) D(m)<D(b) + -+ + D(biom) -

Wird a € A in D (b,) gezihlt, dann gilt a 40, € A (n); a -+ b, ist also cin Element
aus € (n), welches nicht in U liegt. Daraus folgt

D(b)<Cn) —A(n) = R(n).
Wegen (2.3) hat man daher die bekannte Ungleichung

D(m) <i(m) R (n),
aus der man durch Summation von 1 bis 2<#n zufolge (1.2) erhilt:
k k
(2.4) ZD(m)s{Zl(m)}R(n)slkR(n).
m=1 m=1
Hilfssatz 2. Sei k<n eine natiirliche Zahl, dann gilt:
k
A
(2.5) S Em) = (") —rw

m=1
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it
(2.6) Pk Z”,él my{Am +k+1) —Am+k)} fir kZn—2,
I'(n—1)=TI(n) =o0.
Beweis. Offenbar st 3 Efm) = 3 E(m )= (A1), womit die zweite
m=1 m=1

Gleichung von (2.6) bewiesen ist. Sei jetzt #<n —2; dann betrachten wir
die Gleichung

k 7 n n
X E(m) = X E(m) — > E(m) = ("7 )— ) E(m)

m=k+4+1 m=k-+41
n
In der Summe Y E(m) werden nach Definition von E(m) alle Paare a, a’
m=k+41

mit a'—a> k(a’, a€UA(n)) gezdhlt. Die Anzahl dieser Paare ist bei festem
a’ offenbar gleich A(a’—%—1), und durch Summation iiber alle a’€%(n)
mit a’ > k41 erhilt man

S E(m) =3 Apm — k—1) {A(m) — A{m — 1)},

m=k+1 m=k+2

denn A(m) — A(m —1) ist gleich 0 oder 1, je nachdem, ob m¢ A oder m€U.
Durch Anderung der Summationsgrenze folgt unmittelbar die erste Gleichung
von (2.06).
Auf Grund von (2.1), (2. 4) und (2.5) gilt jetzt
(2.7) AkR(n QZAn—m) () +r.
m=\1

Diese Bezichung nennen wir die erste Grundformel (1. GE.).

2. Zur Gewinnung der zweiten, dazu komplementiren Grundformel, fithren
wir neue Funktionen D’(m) und E’(m) ein. Dabei sei auch jetzt »n fest und
1 <m<n.

Definition 2. D'(m) set gleich der Anzahl der Elemente
acAmn) mit a—mcy;
E'(m) sev gleich der Anzahl der Elemente
acqAn) mit a—meA.
Offenbar gilt dann:
(2.8) D'(m) + E'(m) = A(n) — A(m).
Wesentlich ist nun die Gleichung

(2.9) D'(m) = D (m),
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die unmittelbar aus den Definitionen von D (m) und D’(m) folgt. Daher hat
man jetzt

(2.10) D (m) =A(n) —A(m) — E'(m).

Ebenso wie E(m) die Anzahl der Paare a, ' mit a'—a=m(a’, a € A(n))
angibt, gibt E'(m) die Anzahl der Paare g, @' mit a—a=m(a, ac ﬁ(n)) an
Daher gilt Hilfssatz 2 auch fiir E'(m) und % an Stelle von E(m) und A. Mit
der Bezeichnung

n—k—1

(2.41) = 2 Apn) (Am + k4 1) = Am + B fir ksn—2,

I'n—1)=T(n)=o0.
besteht dann wegen (2.10) die folgende zweite Grundformel (2. GF.):

(2.12) AER(n) = kA(n) iil (3(2”))+I_“(k).

3. Es soll jetzt angedeutet werden, unter welchen Voraussetzungen die
in der Einleitung angegebenen Ergebnisse aus den beiden Grundformeln folgen.

ErpOs-Lanpau: Folgt aus beiden Grundformeln fiir 2=#». In der Literatur
wird dazu die aus der 1. GF. fiir #=n folgende Formel benutzt, die in
dieser Form von E. LANDAU [6] aufgestellt wurde. Hier soll der Beweis unter
Verwendung der 2. GF. angegeben werden. Dabei kann A4(n) =1 vorausgesetzt
werden, denn sonst ist 4(n) =% und folglich die Behauptung erfiillt. Wegen

Am)<(1 —a)m
erhilt man dann aus (2.12) [unter Beachtung von I'(n)=0]:

AnR(n)=n?—nd(n) — (1 —oc)mzi—i—)——- (1 —a)2—g2—+(1 — )=

2 b
also
C(n) (A—1) A(n) a3 —a)
“w %7 W T
; 1 (3 — o 1 1—a
(1_ A'>a+_w2}. (1 +~Ml )

Einen Vorteil gegeniiber der iiblichen SchluBweise kann man darin sehen,
daB jetzt nur ein linearer und nicht wie dort ein quadratischer Ausdruck in
A(n) nach unten abzuschitzen ist.

BRAUER-RICHERT: ¢j folgt aus der 1. GF. fiir k~]/& n, wenn I'(k) trivial
durch 0 abgeschitzt wird®); entsprechend ergibt sich cg aus der 2. GF. fir
k~]/1—an, wenn I'(k) durch 0 abgeschitzt wird®).

5) k~]/an bedeute, daB zwischen den Werten [|/o#] und [}/oc 2] + 1 gemittelt wird.

6) Der mir von H. E. RICHERT mitgeteilte Beweis erfolgt in anderer Weise. Die
1. GF. wird bis » summiert, jedoch wird D(m) fiir m >k ~}/1—a n nicht durch ¢ (m) R(m),
sondern 4 (n)— 4 (m) nach oben abgeschitzt.
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S. SELBERG: ¢s folgt aus beiden Grundformeln fir %= (/2] bei nicht-
trivialer Abschdtzung von I'(k) bzw. I'(k). Besonders kurz wird der Beweis,
wenn man von der zweiten Grundformel ausgeht, da man dann — ebenso
wie bei dem vorstehenden Beweis von ¢z — nur einen linearen Ausdruck in
A(n) [(bzw. A(n)] abzuschitzen hat.

Die Faktoren ¢, ¢f und ¢, ¢f:
¢, folgt aus der 1. GF. gemittelt fiir die Werte

Ve wli—Va
l'a,_ ne Jeli=Ta) und  n—k
1 +l/a 1 —a

kR~

bei nichttrivialer Abschdtzung von I'(k). Entsprechend erhilt man ¢, aus
der 2. GF. gemittelt fir die Werte

bei nichttrivialer Abschitzung von I'(k). Die Beweise werden im finiten Fall
vollstindig ausgefiihrt. Im asymptotischen Fall, in dem die Beweise ganz
analog verlaufen, werden wir nur den Beweis von c¥ ausfiihren. Nach dem
Vorhergehenden ist dann der Beweis von ¢; fast unmittelbar klar.

§ 3. Beweise von ¢, und c}.

[. Beweis von ¢;. Beim Beweis der Ungleichungen (1.8) und (1.9) kann
0 <o <1 angenommen werden. Nach Voraussetzung gilt bereits « <<1. Fiir
=0 sind (1.8) und (1.9) offenbar erfiillt, denn wegen 1 €% hat man stets
ng) > 0. Sei also im folgenden 0 <o <<1.

Zum Beweis der Ungleichung (1.8) gehen wir von der 1. GF. (2.7) aus;
fir 1 <k<n—2 gilt danach:

k y n—k-—1
ZER ()= > A —m) — (‘4;")) Y Am) {Aim k1) — A(m o+ B)
me=1 m=1
n—1 A(n) n—k—1
= A(m)—( ! )—l—oc Sl m{A(m 4 k4 1) — A(m + B)}.
m=n-—k m=1

Durch ABELsche Summation kann die letzte Summe umgeformt werden;
man erhilt so

n—1 n—1
(3.2) ARRm)= S Am) — (A;"’) —l—oc{(n — k1) Am) = A(m)},

m=n—k m=k+1
Wegen 1 <k<n—2 gilt auch 1 <n—%k—1<n—2, und man darf daher in
(3.2) & durch n—£%k—1 ersetzen:

(3.3) A(m — & — 1) R(n) Zm:%fl(m) - (4;”’) + ov.{kA(n) _m:if(m)}'
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Diese Ungleichung wird mit o multipliziert und zu (3.2) addiert, wobei noch
— Ao R(n) auf der linken Seite vernachlidssigt wird:

Mk 4 a(n— k)} R(n)
(3.4) 1 =(1—?) 2 A(m) — (1 +a)(’“”)) tafn—k—1+ak}An)

m=n—=k 2
A(n)
2

Soa{n—1—(1—o)k}A(n) — (1 —l—a)( ) T 11_:;:)}, E(2n—k—1).
In diese Ungleichung sollen nun gewisse Werte fiir £ eingesetzt werden, und
wir haben sicherzustellen, daBl dafiir die Voraussetzung 1 <k <#n —2 erfiillt

ist. Sei jetzt

5 z=pon mit p= IC = Valt - Ja) .
(3.5) 4 T g
Zur Vereinfachung der Abschitzungen wollen wir im weiteren Beweis o <1/2
und # =4 voraussetzen, was keine Einschrinkung bedeutet?). Aus o<1
folgt bereits p <<1/2, und wegen n =4 gilt dann [p n] +1 <#n—2. SchlieBlich

14 Ja

kénnen wir 1 <p » annehmen; ist ndmlich p # <1, d.h. n < - , so folgt

o
wegen n >4 die Schranke o < 1/9, und wegen 1€ ¥, 1 €D gilt dann

Coy o 2o 2fx 30 ( t—o
n £”>1+l/& Ve 20> w1425 )

also ist (1.8) erfiillt. Insgesamt kénnen wir jetzt 1 <[pn]und [pnl 4+1<n—2
annehmen und diirfen daher

k=0]l=2—n bzw. k=[Z+1=2+90
in (3.4) einsetzen?):

{1 — o) (z—m) +an} R(n)

2a{n—1-—(1—a (2—17)}A(n)_(1+a)<A(211)> +

+ ,,(!,.—29‘?)<“ (z—m) 2n—2z+4n—1),

{1 —a) (24 ) + an} R(n) ‘
Soa{n—1—(1—a)(z+0))An) — (1 + a) (A;”)) +

-+ JL?;LEL“ (F+0R2n—2—0—1).

%) Fir o > % ist (1.9) besser als (1.8). Die Félle n =1, 2, 3 ergeben sich folgender-
maBen: Wegen 1€, 1€ gilt C(1) =1, C(2) =2 sowie C(3) =3, falls A(3) = {1, 2, 3}

1 C 2
oder = {1, 2} oder = {1, 3} ist; ist aber A (3) ={1}, so ist & < ~3- und ~§§)— = 3— > 20 >

1—a
[»4 (1 + —A_“) .
8) Die folgende SchluBweise wurde zuerst von A. STOHR [I13] zur Vereinfachung des
Beweises von (1.5) benutzt; Herr STOHR stellte mir freundlicherweise sein Manuskript
vor Erscheinen der Arbeit zur Verfiigung.
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Multipliziert man die erste dicser Ungleichungen mit §, die zweite mit % und
addiert sie, so folgt unter Beachtung von n+4d=1:

A{(1—a)z 4+ an} R(n)

56 | Zelr—(—a)Ap) = 1T A2 + =% s on—2) +

+A5% A — L‘;‘” (= + om).

Nun gilt wegen # =4, «<1/2 und ¢ <1/2:

TSR A — S oy g (P, (o )

daher erhdlt man aus (3.0)

R(n) y A(n) (1 + o) A2%2(n)

A —o)o+ o} —=>a{l—(1—a)p} e -+
+ 1= 0% 52— ),
also
Mt —a)o+ap L
37 {>0{t—wo+ oc} +a{t—(1—a)g)) A_L’Zl — .1,,%;3_%(;)» +
(-0t g2 —p).
+~7,.,2~_9( 0)

Wir wollen jetzt das Minimum des von Afm) abhdngenden Ausdrucks auf
n

der rechten Seite dieser Ungleichung fiir
A(n) 2
as Lo(2—o)

bestimmen, d.h. das Minimum der Funktion

1O = (At —ae+a+alt—(1—a)o)) £ — 12
fir e <é<a(2—a). Die Beriicksichtigung dieses Intervalls reicht fiir den
Beweis aus; ist namlich -/ o =&>a(2—a), so auch

RIUES (2 —a) 20((1 + ‘1—:—40—“-) ,
n A

und (1.8) ist erfiillt. Das Minimum der quadratischen Funktion f(§) wird an
einem Endpunkt des Intervalls angenommen, und zwar, wie jetzt gezeigt
werden soll, flir £=o. Bei Beachtung des unter (3.5) angegebenen Wertes
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fiir ¢ hat man
fo— o) —f(@) = (A)fa+ a{t—Jatofba(t —a) = 275 at(1 —0) 3 — )
Joult =0 + ot +afa(t —a) =1%o (1 —a) (3 <)
Yoo — 2D o (1 — o2

> {Voc —oc}oz(1 —a)2> 0.
i("_)

-
z{
-

Folglich kann man in (3.7) durch « ersetzen:

V Ll >3.oc]/oc+{1——(1——oc)g}oc2 1l"mocz-l—(1—‘12)0‘9(2—0)

4

2
(3.8) = Aalfa + {o+ 20 — (1 +a) 0% .9‘_(1_27&.)_
- _]/“_j_&ii_ _
Aalfa + L a1 —a).

Daraus erhdlt man unmittelbar die behauptete Abschitzung (1.8).

2. Beweis von ¢f. Mit der gleichen SchluB8weise, die zum Beweis der
Ungleichung (1.8) fithrte, kann nun auch die Abschitzung (1.12) mit dem
Faktor ¢f bewiesen werden. Fiir a* =0 und a* =1 ist die Behauptung klar,
ebenso fiir A*=oco. Es sei daher 0 <a*<1 und A*< co. Zu jedem &> 0
mit 0<e<<a* gibt es dann ein », so, daB

An) = (o* —e)n fir n>mn,
gilt; wir setzen a*—e=a'. Ferner gibt es zu jedem p > 0 ein 7, (> n,) so
daB

(3.9) Z Lm)<n(A* 4 p) fir n>n,

m=ny+41

)

gilt; wir setzen A*+4u=24". Sei jetzt
h=[on] mit o=—J%_
1+ ]/a
wegen 0 <<a'<<1 ist dann 0<p<< . Folglich gibt es eine feste natiirliche
Zahl N so, daB fir alle n> N gilt:

k> Max(n,n,), #n—Fk—1>Max(n,n,), 1<k<n-—2.

Im folgenden sei stets n> N, so daB wir fiir 2 und »—%—1 als obere Sum-
mationsgrenzen von (3.9) die Giiltigkeit von (3.9) voraussetzen kénnen. Ferner
bezeichne K geeignet zu wihlende, von 7 unabhingige Konstanten, deren
genauer Wert nicht interessiert. Die 1.GF. nimmt jetzt die folgende Ge-
stalt an:
k k
NER(n) = Z Dm)z Y. An—m)— D E(m)
m=ny-+1 m=ny+1 m=1
k n—k—1

= > Aln—m)— (A")+ZA m)y {A(m +k +1) — A(m + k)}.

m=ny+1 m=1



Abschéitzung der Dichte von Summenmengen. 379

Daraus ergibt sich

’ . A(?’l)
A /\?R(n)gZA(n — m) —( ) ) +
m=1
n—k—1
(3.10) to D m{Am+k+1) — Am R} + Kn

m=1

iS1 A 51

A = (") o fr— k= ) 40 = 3 A} + K.
m=n—k m=k+1

Auf Grund der angegebenen Voraussetzungen kénnen wir in dieser Unglei-
chung %2 durch n—%—1 ersetzen:

N —k—1)R(n)= ”21 A(m) — (‘4;")‘) +o {kA(n) — El A(m)} +Kn.
m=k+1 m=n—=k

Diese Ungleichung wird mit o’ multipliziert und zu (3.10) addiert:
Ak 4 o' (n—R)} R(n)

—o'?) _Z_ “)(A(z")) +o'(n—k+o k) An) + Kn

Zo'{n—(1—a)k}A(n) — 4_2—‘51 a2+ T ran—p) 4 Kn.
Daraus folgt:

oot = T 2ot — (1 —a) g A

(3.11) . ge ray
*_? +o A2 (n) . (1":70C -),(1,0(2_0) +I<1

2 n2 ! 2 = n

Die gleiche Minimumbetrachtung wie im finiten Fall zeigt, daf entweder
bereits
(3.12) -y (1 . i_;i)

n
4 (n)

gilt oder in (3.11) = N durch o’ ersetzt werden darf. Dann folgt aus (3.11)

analog zur Abschidtzung (3.8):
Cln) > 5 (1 IR CES ‘T,a)+K ‘.
n (1 + l ) L "
Diese Abschitzung gilt also wegen (3.12) in jedem Falle.
Fir #n— co ergibt sich daraus:
y*¥ = (1 L1t l/“_j:f, 1- . A\;
(t+Yarp ¥y

da diese Ungleichung fiir jedes ¢>0 und u> 0 gilt, folgt schlieBlich wie
behauptet

x 1 —o*
"/*ZO(*(1 +c —‘l;*)

Mathematische Zeitschrift. Bd. 62. 26
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§ 4. Beweise von ¢, und ¢¥.

1. Beweis von ¢,. Wie beim Beweis von ¢, in § 3 kann auch jetzt 0 <o <1
vorausgesetzt werden. Ferner kénnen wir A(rn) =1 annehmen, denn andern-
falls ist 4(n) =#» und somit die behauptete Ungleichung (1.9) erfiillt.

Zum Beweis der Ungleichung (1.9) gehen wir von der 2. GF. (2.12) aus.
Fir 1 <k <n—2 gilt danach:

k ‘7
ARR(m)=kA(n) — Z A(m) — (A (n)) +

B n—k—1
— 2\ A(m A+ k) {A(m) — A(m — 1)}
(4.1) . mfl A
=kA(n) — Y A(m) — (") + A0 —r—1)A () —
— (1 - oc)n_:l (m + k) {4 (m) — A(m — 1)}
=FkA(n) — i/_l(m) —(A;n)) +A(m—k—1)An) —

Wegen (1—a) #— A(n) 20 kann man fortfahren:
. )
Ak R(n) Z;I (m) ( )
- n—k—
—{l—)n—AmW} (1 —o) (n—k—1)+(1—a) D 4

1

(42) _ m=1
— (k4 (1 —a) (n—k—1)} Z( n) — (4;"))-
k —k—
— DT Am) + (1 —a) Z —(1—a)?n(n—k—1).

Wegen 1 <k<n—2 gilt auch 1<n—k—1<n—2, und daher darf man in
dieser Ungleichung & durch # —%—1 ersetzen:

An—k—1)RW)={n—k—1+ (1—a) R} A(n) — (5;")) _
(43) n—k—1

—Zk:/I(m) (1 —a) ZA — (1 —a)2nk.

m=1 m=1
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Diese Ungleichung wird mit (1—e«) multipliziert und zu ¢ $.2) addiert, wobei
noch —A(1—a)R(n) auf der linken Seite vernachlissig: wird:

M+ (1 —o) (n—Rk)}R(n) ~
2201 —o)(n—k—1) + (1 —o)2k).T(n) — 2 —a) (A“”’) —

—{1— (1 —a)? E‘Z(m) — (1 —a)2u{n—k—1+(1—a)k}

m=1
Z(2(1—a) (0 —1) +ok A() — B9 30+ (2‘“)2“:_'1) n—
anl AU ) — (1= a2k A4 (1 — o) f
{ 1) n+a2/} () == = e — o (n— k)

—2(1 —&)A(n) + (—2:1)2—(-1--:5)~- n— 2= "1(' R (1 —a)2n

= {(1_—0959_@_) n -+ o2 k}ﬁ(n) Lk A I E {1 —a)?n(n—ak)+

a(t —o) a2 —o) (1 —a) A

Rel R
+ 2

In diese Ungleichung sollen nun gewisse Werte fiir £ eingesetzt werden, und
wir haben sicherzustellen, daf3 dafiir die Voraussetzung 1 <k <n —2 erfiillt
ist. Sei jetzt
(4.5) z=g9n mit o= IR ]yl—zﬂ(ijfa)ﬁ

1 - W — %
Da fir a<<1/2 die Konstante ¢; besser als ¢, ist, kinnen wir im folgenden
o« =>1/2 voraussetzen und auBerdem wieder 7 =z4%). Wegen g << 1/2 folgt dann
[on]+1=[z]+1<n—2. Wir betrachten nun zuniichst den Fall 1 £z und
dirfen jetzt

k={zl=z—mn Dbzw. k=1{z -1=249

n (4.4) einsetzen. Man erhilt so zwei Ungleichungen, von denen die erste
mit ¢ und die zweite mit » multipliziert wird; Addition heider Ungleichungen
liefert dann [analog zu (3.0)]:

Az+ (1 —a) (n—2)}R(n)
(4.0) ;{“““’2(”“ ntatz } () =2C=A 0 =2y gpen(n—az) +

-+ gi(fl__é,-__a),,, n— Mﬁ____a) (g -L ] (S) .
Wegen

1" i 3

n—2—o)(2+nd) >n— (%’-{- 4;: ; _.;§>0

(SN

%) Die Fille n=1, 2, 3 wurden in FuBnotc 7), S.376 erledigt.
26*
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hat man schlieBlich

Mz+ (1 —a) (n—2)} R(n)

“7) > {--(1—:9()2(-2'—%& 7n -+ o? z}ﬁ(n) _— (?:»92.(.1—_:—) 2—(1—a)2n(n—axz).

Es soll nun gezeigt werden, dafl diese Ungleichung auch im Falle 0 <z <1
gilt. Aus der 2. GF. folgt fiir k=n:

AR =nAm) — > A(m) — (\/—I_(n))

m=1

\%
o
NI
e
=
LN
S
|
|
&
N
b

Daraus erhdlt man fir z—»=0:

Me—n+{t—a)(n—(z—n)}R(xn)
(4.8) { = { Uz @he) ) gge(s - ,7)} A(n) — 2@z o e

— (1 —a)n{n —alz —n)}.

Setzt man in (4.4) k=z+9 cin, multipliziert (4.4) mit », (4.8) mit d und
addiert beide Ungleichungen, so folgt

[ AMz+ (1 —a)(n—2)}R(n)
(4.9 | > { L:ﬁ)z(?j; %) g2 z} A(n) — 3&!3.:2‘;,('_“_“), 22

— (1 —a)?nmn—az) + a(lz_a) na _o2-) (1 - (z4+20)7.

2

Nun gilt wegen z+d=1 und n=4:

n—(2—o)(z+20)=n—4+420>0,

und daher folgt wegen #>> 0 aus (4.9) ebenfalls (4.7); diese Ungleichung gilt
also jetzt allgemein unter der Voraussetzung (4.5). Setzt man in (4.7) 2=p n,

so folgt wegen A(n)=mn—A(n):

Al —a+ap)Cn) >
(1-a@+a

(4.10) >——{7e(1——o'.+ocg)—~... ; _‘“29}/_1(”)-*-/1(1—0(~|—ocg)n-—
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Wir wollen jetzt feststellen, daf3 der Koeffizient von /1 (1) negativ ist, um
dann A (n) durch (1 —o«)n abschitzen zu konnen. Fiir die Dichte 8 von 9
kann im folgenden

(4.11) <

vorausgesetzt werden, da unsere Behauptung (1.9) sonst bereits aus der be-
kannten SCHNIRELMANNschen Ungleichung?)

(4.12) ) 2atp—ap=atplt—a
folgt (mit A=1). Zwischen  und 2 besteht die Bezichung!)

}.Zz—ﬁy
so daB} wegen (4.11)
A=2 —cyu

angenommen werden kann. Damit folgt unter Beachtung von (4.5) und

_1+J1—a+1—a —20+o?—(2—a) 1 —«
Co =~ T g = >
(1+)1—-9) x
die Abschitzung
A1 —a+oag) _ e “;sz to —a?o
= 2—ca)1—a—UZPCED (1T 0 — (1 — )
a— (1 — o) (2——,0‘},

=2 — (el —a— "7

2

{e—at—a—2(1—a2} |1 ~a— ﬁ:f?‘?z‘?:.ﬁl

Der Koeffizient von 4 (n) in (4.10) ist also tatsichlich negativ; man erhilt
daher aus (4.10):

c(

“(n (1 —o) (2 -
7

Al —o+ o) )>—{2(1—m+a9)— ﬂ—ﬁg}(l—a)—*—

A —abag —2ETHI T (1 21— )

+ (1—a)(24+0) ——21;a—}-20(9-{—2(1—0.)9—(2——0()@2} “(12—i)
x{t =2

A —wtag {1l —ut 20— (2 —a) g
1)) Siehe z.B. A. J.CHINTSCHIN: Drei Perlen der Zzhlentheorie. Berlin: Akad.-
Verlag 1951.
11) Siehe [9], S. 7, FuBnote. Der Vollstandigkeit halber soll der Beweis im folgenden
ausgefiihrt werden.
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also

C,(’,?)_, 1—a+20—(2—a)® a1 —a)
n > ot 2(1 —a+ op) A

—at e | T—a—a 2T 4 2(t + T =) -

201+ J1=a)

i )

_ 1+t —a+ 1 —oa(t —a) _ 1 -
R o1+ ats").

Damit ist (1.9) bewiesen.

2. Beweis von c§. Der Beweis der Ungleichung (1.12) mit der Konstanten
cx erfolgt analog zum finiten Fall. Die Voraussetzungen und die Grundformel
werden in entsprechender Weise modifiziert, wie das beim Beweis von ¢§ im
Bezug auf den Beweis von ¢, geschehen ist. Wir wollen daher den Beweis
hier nicht im einzelnen ausfithren, sondern lediglich darauf hinweisen, daB
auch jetzt die im finiten Fall benutzten Hilfsmittel zur Verfiigung stehen.
Das ist einmal die SCHNIRELMANNsche Ungleichung, die bekanntlich auch im
asymptotischen Fall richtig ist, und ferner die Abschitzung A* =2 — f*, deren
Beweis wir auch noch fiir den finiten Fall nachzuholen haben.

Hilfssatz 3. Unter den in dev Einleitung gemachten Voraussetzungen gilt:
(4.14) lz2—f,
(4.15) A =2 — B

Beweis®?). Fir mc D gilt I(m)=1, sonst /(m)=2. Daraus folgt

/“LZ;;an(m)Z :l {B(n)+2(n— B(n)}=2— Bln) |

n
m=1

also gilt (4.14). Da es zu beliebigem &> 0 eine Zahl #, gibt, so daB fiir alle
n > n, die Ungleichung

B(n)
;L* + e=22 — 'ﬂn‘

besteht, erhédlt man durch geeigneten Grenziibergang
Mt ez=2—f*;
da diese Ungleichung fiir jedes &> 0 richtig ist, folgt schlieBlich (4.15).

§ 5. Differenzenmengen.

Es soll hier auf eine Verallgemeinerung der vorstehenden Uberlegungen
auf Differenzenmengen hingewiesen werden.

12) Im AnschluB an [9], S. 7, FuBnote.
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Die bisher als € =% + B genannte Menge und die sich auf sie beziehenden
Funktionen kennzeichnen wir durch ein hochgestelltes 4, also: C*, C*(n),
D*n), E*(n),.... Neben €* betrachten wir jetzt die Mengen

C-={a—blsy (2€YU HED),

also die positiven Zahlen aus Y —B. Mit C~(n) werde die Anzahlfunktion
von €~ bezeichnet. Wir wollen nun auch zu D* (m}, E* (m) bzw. D'* (m), E'* ()
analoge Funktionen einfithren.

Definition 3. D~ (m) set gleich der Anzahl dev Elemente
acAq mit a+meUAn);
E-(m) ser gleich der Anzahl der Elemente
€A mit a+meAw).
Definition 4. D'~ (m) se: gleich der Anzahl der Elemente
a€UAMm) mit a—me,;
E'~(m) sei gleich der Anzahl der Elemente
a€Amn) mit a—meAU.

Ein Vergleich zeigt, daB Definition 3 aus Definition 1 und Definition 4
aus Definition 2 durch Vertauschen von % mit U und a mit @ hervorgeht.
Daraus folgt dann bereits, daf3 alle fiir D*(m) und D’* (m) hergeleiteten Be-
ziehungen durch entsprechendes Vertauschen in solche fiir D~ (m) und D'~ (m)
iibergehen. Wie man sofort sieht, bleibt auch Hilfssatz 1 giiltig. Schlielich
gilt jetzt

D-B)<C(n) —An) (BEY),

denn in D~ (b) werden die Elemente 2€ A mit a-+b=a'<A(n), d.h. mit
a=a'—b gezihlt; diese sind offenbar Elemente aus €~ (), die nicht in A(n)
liegen. Aus diesen Angaben folgt bereits, dal auch jetzt zwei komplementire
Grurdformeln gelten und daBl man diese aus (2.7) und (2.12) dadurch erhilt,
daB man darin A(n) durch A(n) und C*(n) durch C~(n) ersctzt:

k —_

6:4) 1. GF: 2R(C () — Az DAl - m) — () + T w;

k

(52) 2GR~ 2R(C-(w) — A}z kA(m) — > Apm) — (") + T(r).
m=1 /

Aus diesen Formeln kénnen nun ebenfalls verschiedene Folgerungen gezogen

werden. Wir wollen uns hier auf zwei Bemerkungen beschrianken. Zunichst

soll eine Abschiatzung bewiesen werden, die P. ERDOs [3] ohne Beweis an-

gegeben hat.
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Sei C={latb]} (@ac¥ vED)
mit der Anzahlfunktion C’(xn), dann lautet die Ungleichung von P. ERDOs3):

, An) {n — A(n)}

C'(ny=A(n) + e

Wir beweisen sogleich die entsprechende Ungleichung fiir die in €’ enthaltene
Menge

EroC =¢*
mit der Anzahlfunktion C*(n) und mit 1 an Stelle von 4. Addiert man zur
1. GF.* (2.7) die 2. GF.~ (5.2), beide fiir k=#»n—1, dann folgt

An— 1) (€ 0+ C~(n) — 24(m)} = (1= 1) An) — 2(*7)

= (n—1)4(n) — 4*(n) + A(n)

= An){n — An)}.
Wegen
Ct(n) + C~ (n) < 2C*(n)

erhdlt man daraus wie behauptet:
+ A#) {n — A(n)}
C(n)=A(n) + = By PR
Diese Abschitzung kann noch verbessert werden; wir wollen uns darauf

beschrinken, eine Verbesserung fiir gerade #» und A(n)=n/2 anzugeben.
Dazu werden die 1. GF.* (2.7) und die 1. GF.” (5.1) addiert, wobei I'(k) und
(k) vernachlissigt werden und auf der linken Seite der Ungleichungen die
vor der Beriicksichtigung von 8 vorhandenen Summen stehen bleiben; setzt
man noch

Max (D+*(m), D~ (m)) = D (my),

m=1,...,
dann folgt
2kD (mg) = S (D+(m) + D~(m)} = " — =Rk =)
D (m) = A 1

m=1

2
Mit den Werten

Ry = n]=n—1, /c:[—714]+1=l+5,

! []/2 12 I 21y V2

wird nun vorstehende Ungleichung nach dem Schema aus § 3 gemittelt, d.h.
sie wird einmal fir #=#%; und zum andern fiir #= %, genommen, im ersten
Falle mit §, im zweiten mit % multipliziert, und die so erhaltenen Unglei-
chungen werden addiert; man erhdlt dann

5 ]/ 2(2 — 1/ 2) ]/5 -1 0y
V2nD(mg) = Z n? 4 7 n 5

(]/5 —1— ]{5> > _Vi(._i;;@ n?

13) Die in [3] tatsdchlich angegebene Formel enthélt offensichtlich einen Druckfehler.

= 4 2)/2
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also D(mg) > £ 63 n.

Auf Grund der Bedeutung von D*(m) bzw. D~ (m) ergibt sich aus dieser
Abschitzung sofort die folgende Aussage:

Sind a,,...,a, beliebige natiirliche Zahlen < 2¢((t=1,2,...,) und
a,, ..., a, die restlichen natiirlichen Zahlen < 2¢, dann gibt es eine ganze
(nicht notwendig positive) Zahl m,, so daB die Anzahl der @; ({=1, ..., %) in

14

der Folge der Zahlen a;+m, (1=1, ..., t) groBer als 2:2»——»2— ¢ istl4,

Literatur.

[1] BRAUER, A.: Uber die Dichte der Summe zweier Mengen, deren eine von positiver
Dichte ist. Math. Z. 44, 212—232 (1939). — [2] CuintTscHIN, A. J.: Uber ein metrisches
Problem der additiven Zahlentheorie. Mat. Sbornik 40, 180—189 (1933). — [3] ErRDOs, P.:
On the arithmetical density of the sum of two sequences one of which forms a basis for
the integers. Acta arithmetica I, 197—200 (1936). — {4] ErDGs, P.: On the asymptotic
density of the sum of two sequences one of which forms a basis for the integers. II.
(Engl. mit russ. Auszug.) Trav. Inst. Math. Tbilissi 3, 217—224 (1938). — [5] KLOTER, H,,
u. A. STOHR: Wesentliche Komponenten und asymptotische Dichte. J. reine angew.
Math. (im Druck). — [6] Lanpau, E.: Uber einige neuere Fortschritte der additiven
Zahlentheorie. Cambridge Tracts No. 35, Cambridge 1937. — [7] OstmanN, H. H.: Beweis
ciner Vermutung iiber die asymptotische Dichte und Verschiarfung einer Abschitzung
fiir die Dichte der Summen zweier Zahlmengen. Dtsch. Math. 6, 213—247 (1941/42). —
[8] RourBACH, H.: Einige neuere Untersuchungen iiber die Dichte in der additiven
Zahlentheorie. Jber. dtsch. Math.-Ver.igg 48, 201—236 (1938). — [9] SELBERG, S.:
Note on a metrical problem in the additive theory of numbers. Arch. Math. Naturvidensk.
47, 11—118 (1944). — [10] SELBERG, S.: A survey of some recent results in additive
number theory. Mat. Tidsskr. A 1949, 1—15. — [I]] STOHR, A.: Bemerkungen zur
additiven Zahlentheorie. III. Neuer Beweis eines Satzes von A. BRAUER. J. reine angew.
Math. (im Druck).

Géttingen, Mathematisches Institut dev Universitit.
(Eingegangen am 25. Februar 1953.)

14 Nach einer Mitteilung von P. Erpds, dem ich auch den Hinweis auf diese Frage
verdanke, wurde dieses Ergebnis zuerst von P. ScHeErk aufgestellt.



