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K A S C H , F . 

M a t h . Zeitschr. B d . 62, S. 368--38/ (1955) 

Abschätzung der Dichte von Summenmengen, 
Von 

F R I E D R I C H K A S C H . 

§ 1. Einleitung. 
1. F r a g e s t e l l u n g . Eine Menge 93 von nichtnegativen ganzen Zahlen 

he iß t eine wesentliche Komponente, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt : 
F ü r jede Menge 91 von nichtnegativen ganzen Zahlen m i t positiver Dichte 
a < l ist die Dich te y der Summenmenge G — 91 + 93 g r ö ß e r als a. W ä h r e n d 
man auf Grund der ScHNiRELMANNschen Ungleichung bereits seit 1 9 3 0 w u ß t e , 
d a ß jede Menge 93, die selbst eine positive Dichte besitzt, eine wesentliche 
Komponente ist, war es eines der ü b e r r a s c h e n d s t e n Ergebnisse der addi t iven 
Zahlentheorie, als i m Jahre 1 9 3 3 A - J- C H I N T S C H I N [2] feststellte, d a ß es auch 
wesentliche Komponen ten der Dichte N u l l g i b t ; er zeigte näml i ch , d a ß die 
Menge der Quadratzahlen eine wesentliche Komponente darstellt. I m Jahre 1 9 3 6 
machte dann P . E R D Ö S die für die weitere En tw ick lung grundlegende E n t 
deckung, d a ß dieses Ergebnis nicht an die Menge der Quadratzahlen gebunden 
ist, sondern für jede Basis endlicher Ordnung der n a t ü r l i c h e n Zahlen zu t r i f f t . 
V o n E . L A N D A U , A . B R A U E R , S. S E L B E R G , A . S T Ö H R , H . E . R I C H E R T u.a. wurde 

der Grundgedanke v o n E R D Ö S weiter ausgebaut und schärfere Ergebnisse, die 
i m folgenden noch genauer angegeben werden, hergeleitet. Das Ziel dieser Arbe i t 
ist es, eine einheitliche Beweismethode für alle diese Resultate zu entwickeln. 
Die T rag fäh igke i t der Methode erweist sich dadurch, d a ß sie sogleich eine 
Verbesserung aller bisherigen A b s c h ä t z u n g e n liefert. A u ß e r d e m bietet sie die 
Mögl ichkei t , die gleiche Frage auch bei anderen Mengen zu untersuchen, z. B . 
bei den Mengen 91 — 93 und 91 + 93. 

2. V o r a u s s e t z u n g e n . Es seien 9( und 93 Mengen nichtnegativer ganzer 
Zahlen. Unte r 91 (n) verstehen w i r die Menge der Zahlen a('- 91 mi t a<Ln. Die 
Anzahl funkt ion A(n) der Menge 9( gibt die Anzahl der n a t ü r l i c h e n Zahlen 
aus 9((n) an. Die Zah l 

( 1 . 1 ) Cm 
»-1,2,... 

w i r d als (finite) Dichte von 91 bezeichnet. Danach gi l t also für jede n a t ü r l i c h e 
Zahl n: 

A (n) I> a n . 

W i r setzen i m folgenden voraus, d a ß 9( in der Menge der na tü r l i chen Zahlen 
e c h t enthalten sei; dann gi l t offenbar 0 £ 91 und a < l ] ) . Ferner w i r d 1 £ 91 

x ) S t i m m t 91 m i t der Menge der na tü r l i chen Zahlen übere in , dann werden die hier 
behandelten Fragen gegenstandslos. Ist 0G-/, dann gelten die folgenden Ergebnisse 
se lb s tve r s t änd l i ch erst recht ; aus formalen G r ü n d e n ist aber bei den Beweisen die Vor
aussetzung 0€-4 z w e c k m ä ß i g . 
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vorausgesetzt 2). Sei 91 die K o m p l e m e n t ä r m e n g e v o n 91 i n der Menge der 
n a t ü r l i c h e n Zahlen m i t der Anzah l funkt ion Ä(n), dann ist offenbar Ä(n) = 
n — A{n), und es g i l t : 

Ä(n) < (1 — oc) 11. 

Unter der Summenmenge G = 9I + 93 m i t der Dich te y und der Anzahl 
funkt ion C(n) ist die Menge aller i n der Gestalt a-\-b darstellbaren Zahlen 
mi t a(:9( und Z?G93 zu verstehen. W i r setzen 0693 u n d 1693 voraus; dann 
ist offenbar 91 ^G, und jede n a t ü r l i c h e Zahl m l ä ß t sich i n der F o r m 

m = b14 \-bt 

m i t Zahlen bx, fy(:93 darstellen. Sei l(m) die k l e i n s t e n a t ü r l i c h e Zahl , 
für die eine solche Darstel lung mögl ich ist. Es werde 

n 

(1.2) f in l(m)=h, 5 n - - Y / ( m ) = A • 
n = l , 2 , . . . « = 1,2,... 11 Z - J 

w = l 

gesetzt und h als Ordnung, X als mittlere Ordnung von 93 bezeichnet; offenbar 
gi l t A<!A. Is t A endlich, dann w i r d 93 eine Basis endlicher Ordnung der n a t ü r 
lichen Zahlen genannt. Dies sei i m folgenden der F a l l . 

3. E r g e b n i s s e . Unte r diesen Voraussetzungen g i l t nach P. E R D Ö S [3]: 

(1-3) Y * x ( i + ± l r - ! L 

E. L A N D A U [6] bewies die gleiche A b s c h ä t z u n g für X an Stelle von h: 

(1-4) y ^ « ( l + . ; . i _ - « ) . 

A. B R A U E R [7] ve r schä r f t e die Ungleichung zu : 

< " ) - ^ - > « ( , + , _ / , ) - ( , + , +

, p - r 

Der sehr umfangreiche Beweis von A . B R A U E R wurde kü rz l i ch von A. S T Ö H R [IT] 
von allen technischen Schwierigkeiten befreit, so d a ß der Beweisgedanke be
sonders klar he rvo r t r i t t . 

Nach A. B R A U E R bewies S. S E L B E R G [9]: 

(1.6) > a / 1 + A l _ - J L 

n \ 4 A 

Dieses Ergebnis ist für a > $ besser als das von A . B R A U E R . 2 ) I s t 1 $ 91, dann folgt oc=0; die folgenden A b s c h ä t z u n g e n sind dann trivialerweise 
r i ch t ig oder falsch. Genauer: Die A b s c h ä t z u n g e n m i t dem Zeichen ^> sind r ich t ig , und 
die m i t dem Zeichen > sind dann und nur dann r ich t ig , wenn 91 (v) mindestens ein Element 
e n t h ä l t . 
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Schließl ich zeigte kürz l i ch H . E . R I C H E R T 3 ) , d a ß auch die folgende, i n 
gewissem Sinne zu (1.5) symmetrische Aussage g i l t : 

( ' ( "> - v - , h 1 

( 1 - 7 ) 

W i r erhalten hier die neuen A b s c h ä t z u n g e n 

(1.8) 

u n d 

( 1 -9 ) 

'-" > 1 + ( i + l / ä ) 2 Ä 

CW ^ „ (. j_ l + f l - q + ( 1 - a ) 1 - « \ 

Der i n allen diesen Ungleichungen auftretende Fak to r von -
A 

den w i r m i t c bezeichnen wollen, kann als eine i m I n t e r v a l l 0 < a < l l 
e r k l ä r t e F u n k t i o n von a betrachtet werden (siehe Abb . ) . Man hat dann : 

E R D Ö S - L A N D A U : CE = i ; 

l - a 

A . B R A U E R : CR = 

H . E . R I C H E R T : CR •• 

S. S E L B E R G : 

1 + ] / a ' 

1 

1 4- } ; l -
3 • 
4 J 

und die n e u e n F a k t o r e n , die 
i n dieser Arbe i t hergeleitet wer
den : 

J + | / q + a 
1 l l + l / a ) 2 ' 

(i + | /r^)^ • 
Eine Vermutung von P. E R D Ö S 
(siehe [10], S. 7) besagt, d a ß der 
W e r t c = l zuläss ig i s t . 3 a ) 

4. A s y m p t o t i s c h e A b 
s c h ä t z u n g e n . Eine Ü b e r t r a 
gung einer Ungleichung aus die

sem Problemkreis auf asymptotische Dichten wurde bereits von P. E R D Ö S [4] 
vorgenommen. Von H . R O H R B A C H [10], H . K L Ö T E R und A . S T Ö H R [5] konnten 

weitere A b s c h ä t z u n g e n für die asymptotische Dichte angegeben werden. A u c h 
unsere Ergebnisse lassen sich auf den asymptotischen Fa l l ü b e r t r a g e n . Dabei 
werden folgende Voraussetzungen gemacht. 

3 ) Nach einer m ü n d l i c h e n Mi t t e i lung . 
3a) Zusatz bei der Korrektur. Inzwischen habe ich bemerkt, d a ß man durch eine Vera l l 

gemeinerung der hier dargestellten Ü b e r l e g u n g e n (insbesondere der aus § 2) zu dem 
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Sei 91 eine Menge v o n n a t ü r l i c h e n Zahlen, dann w i r d analog zu (1.1) 

l i m ^ - i = a* 
n = T 2 , . . . U 

als asymptotische Dichte von 91 bezeichnet. 93 sei eine Menge nichtnegativer 
Zahlen, die die N u l l e n t h ä l t , und für die je tz t vorausgesetzt w i r d , d a ß sich 
jede n a t ü r l i c h e Zahl m> n0 (n0 fest) i n der F o r m 

(1.10) = ••• + &/(,») 

darstellen lasse; sei l{m) i n dieser Darstel lung min ima l , dann w i r d 
n 

(1.11) l i m - - y l(m) = A* 
m = nü -\-1 

als asymptotische mittlere Ordnung von 93 bezeichnet. F ü r die asymptotische 
Dichte y* von £ = 9( + 93 g i l t nun i n Analogie zu q und c2: 

(1.12) y * ^ > a * ( l + c ? - ^ — ) ( i = l , 2 ) 

m i t 

(1.13) <? Ä 1 + 1 ^ ± «1 
( l - f -Va*) 2 

u n d 

(1.14) 
_ i_+ j / l - " a * + ( 1 -

(1 + V i - a*) 

Fast unmit te lbar folgt ferner aus unseren Formeln, d a ß i n (1.12) sogar c* = 1 

g i l t , falls der Grem 

s t immt) ex i s t i e r t 4 ) . 

g i l t , falls der Grenzwert von A ^ (der dann notwendig m i t a* ü b e r ein

folgenden Ergebnis gelangt: Zu jedem X g ib t es ein OLX > 0, so d a ß für 0<,' a < aA die E R D Ö S -
sche Vermutung über t rof fen w i r d . Insbesondere g i l t für A ^ > f : 

C(n) ^ (t 1 - <x 

mit 
X l + l / a + a 

c3(<x, X) = cx -
X - 1 + (1 - f a ) ] / a ( l + l / a ) 2 X - 1 + (1 + a)]/a ' 

E i n analoges Ergebnis e r h ä l t man auch i m asymptotischen Fal l . 
F ü r die mi t t lere Ordnung der Menge der Quadratzahlen X = ist c 3 i n vorstehender 

Abbi ldung eingetragen. 
Die Beweise dieser Ergebnisse sollen i n einer in K ü r z e unter dem gleichen T i t e l i n 

dieser Zeitschrift erscheinenden Arbe i t dargestellt werden. 
Es sei darauf hingewiesen, d a ß die Abbi ldung für cB und cR eine Ungenauigkeit auf

weist ; diese G r ö ß e n streben für a gegen 0 bzw. 1 selbst gegen 1. 
4 ) Dieses Ergebnis wurde bereits von F. K R Ü C K E B E R G mi tge te i l t (Seminar Gö t t i ngen , 

Dez. 1954) . Dessen Beweis s t ü t z t sich auf die Sch lußweise von S. S E L B E R G [9]. 
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§ 2. Die k o m p l e m e n t ä r e n Grundformeln. 

1. W i r beginnen damit , die bereits von E R D Ö S und L A N D A U benutz ten 
Funkt ionen D(m) u n d E(m) e inzuführen . Dabei seien n eine fest vorgegebene 
n a t ü r l i c h e Zahl u n d m eine n a t ü r l i c h e Zah l m i t l<Lm<n. 

D e f i n i t i o n 1. D(m) sei gleich der Anzahl der Elemente 

ß £ 2t fnit a + m £ 9t {n); 

E(m) sei gleich der Anzahl der Elemente 

# £ 2t mit a + m £ 2t (n). 

Offenbar g i l t dann 

D (m) + E(m) — A (n — m), 
also 

(2.1) D (m) = A(n — m) — E(m). 

H i l f s s a t z 1. Ist t eine natürliche Zahl mit i<Lt<m, dann gilt 

(2.2) D{m)<D{t) +D{m-t). 

B e w e i s . Sei a eine Zahl , die i n D (m) gezäh l t w i r d , d .h . a + m — d £ 2t (n). 
Is t bereits a + 1 £ S («), dann w i r d a i n D (tf) gezäh l t , ist jedoch # + 1 = £ 2t (n), 
dann gi l t a' + w — t — ä £ 2t (n), und w i r d i n D(m — t) gezäh l t . F ü r zwei 
verschiedene Zahlen a und al} die i n D ( w ) gezäh l t werden, sind die zugeord
neten Zahlen a'— a-\-t und a1 = a1-\-t offenbar voneinander verschieden. 
Folgl ich g i l t (2.2). 

Sei nun 
••• + &/(„> 

eine nach Voraussetzung existierende Darstel lung von m, so besteht auf 
Grund von (2.2) die Ungleichung 

(2.3) D(m)<:D(b1) + ...+D(bnm)). 

W i r d a £ 2t i n Z) (fy) gezäh l t , dann g i l t a + ^ £ 21 (w); a + &̂  ist also ein Element 
aus welches n icht i n 2t liegt. Daraus folgt 

D(bi)^C(n) -A{n) == tf(n). 

Wegen (2.3) hat man daher die bekannte Ungleichung 

D(m)£l(m)R(n), 

aus der man durch Summat ion von 1 bis k<,n zufolge (1.2) e r h ä l t : 

(2.4) ZD{m)AY,l(m^R{n)^XkR(n). 

H i l f s s a t z 2. Sei k<Ln eine natürliche Zahl, dann gilt: 

(2.5) i > M = ( T ) - ^ ) 
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mit 

I n-k-l 

F(k) = 2 A(m){A(m + k + 1 ) - A(m + k)} für — 
m = l 

r{n- 1 ) = 7 » = 0 . 

B e w e i s . Offenbar ist ^ £M = Z = ( f )' 
w o m i t die zweite 

m — l m — 1 

Gleichung von ( 2 . 6 ) bewiesen ist. Sei je tz t k<Ln — 2] dann betrachten wi r 
die Gleichung 

k n n n 

% E(m) = £ E{m) - £ E(m) = ) - % E{m). 
m — 1 m = l m — k -}-1 m=Ä-fl 

n 

I n der Summe 2 werden nach Def in i t ion von E(m) alle Paare a, a' 
w=Ä-f-l 

m i t a' — a > a £ 9 t ( n ) ) gezäh l t . Die Anzahl dieser Paare ist bei festem 
a' offenbar gleich A{a'—k — \ ) ) und durch Summation ü b e r alle a ' £ 9 l ( « ) 
m i t a! > k + 1 e r h ä l t man 

n n 

2 E(m) = 2 — * —l ) { i4 (w) - A{m-\)}} 

denn A(m)— A(m — 1 ) ist gleich 0 oder 1 , je nachdem, ob m$% oder ra£9(. 
Durch Ä n d e r u n g der Summationsgrenze folgt unmi t te lbar die erste Gleichung 
von ( 2 . 6 ) . 

A u f Grund von ( 2 . 1 ) , ( 2 . 4 ) und ( 2 . 5 ) g i l t je tz t 
k 

( 2 . 7 ) XkR(n)^A(n-m)-(A™ ) + T ( Ä ) . 
m — l 

Diese Beziehung nennen wi r die erste Grundformel ( 1 . GF.) . 
2. Zur Gewinnung der zweiten, dazu k o m p l e m e n t ä r e n Grundformel, füh ren 

wir neue Funkt ionen D'(m) und E'{m) ein. Dabei sei auch je tz t n fest und 
1 <,m^n. 

D e f i n i t i o n 2 . D'(m) sei gleich der Anzahl der Elemente 

ä £ 91 («) ä — m £ 9t; 

E'(m) sei gleich der Anzahl der Elemente 

ä£W(n) mit ä — ra £ 91. 

Offenbar g i l t dann: 

( 2 . 8 ) D'{m) + £ ' ( m ) = 4(w) - ^ ( m ) . 

Wesentlich ist nun die Gleichung 

( 2 . 9 ) D'(m) = D(m), 
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die unmit te lbar aus den Defini t ionen von D(m) und D'(m) folgt. Daher hat 
man je tz t 

(2.10) D (m) = Ä(n) —Ä(m) — E'(m). 

Ebenso wie E(m) die Anzah l der Paare a, a! m i t a'— a = m(a', aG9 l (n ) ) 
angibt, g ib t E'{m) die Anzah l der Paare ä, a! m i t ä' — a = m(ä', ä£ s 2 l (w) ) an. 
Daher g i l t Hilfssatz 2 auch für E'(m) und W an Stelle von E(m) und 91. M i t 
der Bezeichnung 

(2.11) 

_ n - / e - l _ 

r(k) = 2 + k + i) -A(m + k)} für k£n - 2, 

T ( n - 1) = / » = 0. 

besteht dann wegen (2.10) die folgende zweite Grundformel (2. GF . ) : 

(2.12) AkR{n)^kÄ{n)-ZÄ{tn) - ( Ä [ n ) ) + F(k). 

3. Es soll je tz t angedeutet werden, unter welchen Voraussetzungen die 
i n der E in le i tung angegebenen Ergebnisse aus den beiden Grundformeln folgen. 

E R D Ö S - L A N D A U : Folgt aus beiden Grundformeln für k = n. I n der L i t e ra tu r 
w i r d dazu die aus der 1. GF. für k = n folgende Formel benutzt , die i n 
dieser F o r m von E . L A N D A U [6] aufgestellt wurde. Hier soll der Beweis unter 
Verwendung der 2. GF. angegeben werden. Dabei kann^4(w) i > l vorausgesetzt 
werden, denn sonst ist A(n)=n u n d folglich die Behauptung erfüll t . Wegen 

Ä(m) < (1 — oc) m 

e r h ä l t man dann aus (2.12) [unter Beachtung von F(n)=0]'. 

also 

XnR{n)^>n*-nA(n) - (1 - oc) n ( n + 1 ) - (1 - a ) 2 + (1 - * ) y , 

C(n) ^ (X — 1) A(n) + a ( 3 - a) 
n ~ X n 2X 

Einen Vor t e i l g e g e n ü b e r der üb l i chen S c h l u ß weise kann man dar in sehen, 
d a ß je tzt nur ein linearer und nicht wie dort ein quadratischer Ausdruck in 
A(n) nach unten a b z u s c h ä t z e n ist. 

B R A U E R - R I C H E R T : CB folgt aus der 1. GF. für ß ~ ] / a n , wenn r(k) t r i v i a l 
durch 0 a b g e s c h ä t z t w i r d 5 ) ; entsprechend ergibt sich cR aus der 2. GF. für 
kr^^j\— a n , wenn r(k) durch 0 a b g e s c h ä t z t w i r d 6 ) . 

5) k~Y<x.n bedeute, d a ß zwischen den Wer ten [] /a n\ und [] /a n\ + 1 gemit te l t wi rd . 
6 ) Der mi r von H . E . R I C H E R T mitgetei l te Beweis erfolgt i n anderer Weise. Die 

1. GF . w i r d bis n summiert , jedoch w i r d D(m) für m > k ~ ]/ l—oc n n ich t durch / (m) R(m), 
sondern Ä(n) — Ä(m) nach oben a b g e s c h ä t z t . 
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S. S E L B E R G : CS folgt aus beiden Grundformeln für k=[n/2] bei nicht
t r ivia ler A b s c h ä t z u n g von r(k) bzw. r(k). Besonders kurz w i r d der Beweis, 
wenn man von der zweiten Grundformel ausgeht, da man dann — ebenso 
wie bei dem vorstehenden Beweis von cE — nur einen linearen Ausdruck i n 
A(n) [(bzw. Ä(n)] a b z u s c h ä t z e n hat. 

D i e F a k t o r e n cltc* u n d c 2 , c*: 
q folgt aus der 1. GF. gemi t te l t für die Werte 

k ~ - ^ V n = n und n - k 
1 + |/a 1 ~ a 

bei n icht t r iv ia ler A b s c h ä t z u n g von r(k). Entsprechend e rhä l t man c2 aus 
der 2. GF. gemi t te l t für die Wer te 

; l / l - ^c V i — a ( l - V i ^ a ) , 7 

/e ^ — f — n = > n und n — k 
1 + | / l - a a 

bei n icht t r iv ia ler A b s c h ä t z u n g von JP (/e). Die Beweise werden i m f ini ten F a l l 
vo l l s t änd ig ausgeführ t . I m asymptotischen Fal l , i n dem die Beweise ganz 
analog verlaufen, werden w i r nur den Beweis von c* aus führen . Nach dem 
Vorhergehenden ist dann der Beweis von c* fast unmit telbar klar . 

§ 3. Beweise von c A und e*. 

I . B e w e i s v o n c1. Be im Beweis der Ungleichungen (1.8) und (1.9) kann 
0 < < x < l angenommen werden. Nach Voraussetzung gil t bereits o c < 1 . F ü r 
a = 0 sind (1.8) und (1.9) offenbar erfüllt , denn wegen 1 £ 21 hat man stets 

C ^ > 0. Sei also i m folgenden 0 < a < l . 

Z u m Beweis der Ungleichung (1.8) gehen wir von der 1. GF. (2.7) aus; 
für 1 <,k<n — 2 g i l t danach: 

(3-1) 

n — k — 1 
X k R (n) > 2 A (n - m) - (A (w)) + A (m) {A (m - j - k + 1) - A(m + k)} 

^ U£A{m) - ( ^ n ) ) + a j ] Xm{A(m + £ + 1) - + * ) } . 

Durch AßELsche Summation kann die letzte Summe umgeformt werden; 
man e r h ä l t so 

(3.2) XkR (n) > ] T A (m) - (A ( n ) ) + <x { ( n - * - 1) X(n) - Ä{m)\ . 

Wegen l < ; & < ; n —2 gi l t auch \<Ln — k — \<,n — 2, und man darf daher i n 
(3-2) /e durch w —/e —1 ersetzen: 

(3-3) X(n-k-\)R(n)^i M £ ^ (w) - f ^ { n ) j + a {/e A (n) - 4 W J • 



376 F R I E D R I C H K A S C H : 

Diese Ungleichung w i r d m i t oc mul t ip l i z i e r t und zu (3-2) addiert, wobei noch 
— XOLR (n) auf der l inken Seite v e r n a c h l ä s s i g t w i r d : 

A{k + aL(n-k)}R(n) 

: (1 - oc2) ^Aim) - (1 + a ) [ ^ w ) ) + a { w - k - i +<x.k}A(n) 
m — n—k 

: < x { n - 1 - ( 1 -a.)k}A(n) - ( 1 +a)(A{n)) + i L z Ü ^ Ü k{2n - k - \ ) . 

(3-4) 

I n diese Ungleichung sollen nun gewisse Wer te für k eingesetzt werden, u n d 
w i r haben sicherzustellen, d a ß da fü r die Voraussetzung i<,k<Ln — 2 erfüllt 
ist. Sei je tz t 

0 -\ l'oc l / a ( l — 1/a) .5) z = on m i t g = —-—= - - # 

Zur Vereinfachung der A b s c h ä t z u n g e n wollen w i r i m weiteren Beweis oc<l/2 
u n d n^4 voraussetzen, was keine E i n s c h r ä n k u n g bedeutet 7 ) . Aus o c < l 
folgt bereits g < l / 2 , und wegen n l > 4 g i l t dann [Q n] + \ <n — 2. Schl ießl ich 

k ö n n e n wi r 1 < Q n annehmen; ist n ä m l i c h qn<\t d .h . n< -lij^-, so folgt 

wegen wi>4 die Schranke o c < l / 9 , und wegen 1 6 2t, 1 € 93 g i l t dann 

£ W ^ 2_ > 21» > A l / a > 2 a > a ( l + 1^) , 

also ist (1.8) erfüll t . Insgesamt k ö n n e n w i r je tzt 1 <I [g w] und [g w] + 1 <;n — 2 
annehmen und dür fen daher 

k — [z] = z — 7] bzw. k = [z] + 1 = z -+- 6 

i n (3.4) einsetzen 8 ): 

—OL)(z — rj)+at.n}R{n) 

> oc {n - 1 - (1 - oc) (z - 7])} A (n) - (1 + oc) ^ w ) ) + 

+ ( 1 -"?'>_? (* - ry) (2n - z + 7] - 1), 

- o c ) (z + (5) + a « } ^ ( « ) 

2> a { n - 1 - (1 - a) (* + ö)} A(n) - (1 + oc) ( ^ w ) ) + 

+ ^ — ^ . ( z + d) (2n - z - d - i ) . 

7 ) F ü r a > j ist (1.9) besser als (1.8). Die Fä l le n — \, 2, 3 ergeben sich folgender
m a ß e n : Wegen 16 5t, 1 6 $ g i l t C ( l ) = 1 , C(2) = 2 sowie C(3) = 3 , falls ^ ( 3 ) = { 1 , 2 , 3} 

oder = { 1 , 2} oder = { l , 3} ist; ist aber 51(3) = { l } , so ist <x < ~ und ^ y ^ 2<x > 

1 — r/\ 
a 1 + 

8 ) Die folgende Schlußweise wurde zuerst von A . S T Ö H R [13] zur Vereinfachung des 
Beweises von (1.5) benutzt ; Herr S T Ö H R stellte m i r freundlicherweise sein Manuskript 
vor Erscheinen der Arbe i t zur Ver fügung . 
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Mult ip l iz ie r t man die erste dieser Ungleichungen m i t <5, die zweite m i t r\ und 
addiert sie, so folgt unter Beachtung von r\ + b = 1 : 

(3-6) 

X{{\ -a)z + an}R{n) 

> OL {11 -(i-«.)z}A(n) - A2(n) + { 1 ^ z(2n - z) + 

+ ± ^ A { n ) - . ^ £ * - ( z + 6r,). 

N u n g i l t wegen n^4, a ^ l / 2 und Q<\j2\ 

1 - a a / 3 
' — 7 1 — - - - W — — = 

2 V 4 - ( - - i ) > o ; 
2 \ 4 8 / 

daher e rhä l t man aus ( 3 . 6 ) 

1 (/A \ \ \ R ( N ) ^ (A (A \ -\ A ( N ) ( 1 + a ) A2(n) , A { 1 - a ) Q + a} > a {1 - (1 - a - — ^ + 

, (1 — a 2) a \ 

also 

( 3 - 7 ) 

f A { ( l - a ) e + a} C ^ 

> (A {(1 - «) e + T} + « { ! _ ( ! _ « ) e } ) _ i ± « ^ + 

- I - i l . - ?!L?L e ( 2 — e). 

W i r wollen jetzt das M i n i m u m des von —- • a b h ä n g e n d e n Ausdrucks auf 
n 

der rechten Seite dieser Ungleichung für 

oc^ A { n ) < a ( 2 - a ) 
n 

bestimmen, d .h . das M i n i m u m der F u n k t i o n 

/ (£) - (A {(1 - a) ,0 + a} + a {1 - (1 - a) ,0}) f - 1 | 2 

für a < ; ! ^ a ( 2 — a). Die B e r ü c k s i c h t i g u n g dieses Interval ls reicht für den 
A (11) 

Beweis aus; ist n ä m l i c h — — = f > a (2 — a), so auch 
n 

^ - > « ( 2 - « ) ^ « ( l + l ^ ) . 

und (1.8) ist erfüllt . Das M i n i m u m der quadratischen F u n k t i o n / ( f ) w i r d an 
einem E n d p u n k t des Interval ls angenommen, u n d zwar, wie je tz t gezeigt 
werden soll, für f = a. Bei Beachtung des unter ( 3 . 5 ) angegebenen Wertes 
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für Q hat man 

/ ( 2 a - a 2) - /(a) = {A]/ä + a ( l - f a + a)} a ( l - a) - a 2 ( l - a ) (3 

^ { ] / a (1 - a) + a (1 + a)} a (1 - a) - ± ± ^ a 2 (1 - a) (3 - a] 

= { l / a - ^ ( 1 ± ^ } a ( l - a ) 2 

> {] /ä — a } a ( l - a ) 2 > 0 . 

Folgl ich kann man i n ( 3 . 7 ) A ^ durch a ersetzen: 

A}/« > Aaj /a + {i - (1 - a) Q} * 

(3-8) 

1 + a o i (1 — a 2 ) a ,~ v 

2 X a ( l - a) Aa] /a + {a + 2 £ - (1 + a) <?2} 

o i / ~ i I M 1 + V a + «) (A \ 

( i + V a r 

Daraus e r h ä l t man unmi t te lbar die behauptete A b s c h ä t z u n g (1.8). 

2. B e w e i s v o n c*. M i t der gleichen Sch lußweise , die zum Beweis der 
Ungleichung (1.8) füh r t e , kann nun auch die A b s c h ä t z u n g (1.12) m i t dem 
Fak to r c* bewiesen werden. F ü r a* — 0 und a* = 1 ist die Behauptung klar , 
ebenso für = oo. Es sei daher 0 < a * < l und A * < oo. Zu jedem e> 0 
m i t 0 < £ < a * g ib t es dann ein ne so, d a ß 

A (n) ;> (a* — e) n für n> ne 

g i l t ; wi r setzen a * — £ = a'. Ferner g ib t es zu jedem /u > 0 ein 7z/t ( > w 0 ) so, 
d a ß 

( 3 - 9 ) l(m)^n (A* + /*) für w > ^ 
»t = n 0 - K 

g i l t ; wi r setzen + ^ = Sei je tz t 

k — [g n] m i t £ = 
i + P ' 

wegen 0 < < x ' < l ist dann 0<g<^. Folgl ich g ib t es eine feste n a t ü r l i c h e 
Zahl N so, d a ß für alle n > N g i l t : 

k > Max (ne yn^f n — k — 1 > Max (ne, nß), 1 <: £ <! » — 2 . 

I m folgenden sei stets n > A r , so d a ß w i r für k und n — k — 1 als obere Sum-
mationsgrenzen von ( 3 . 9 ) die Gül t igke i t von ( 3 . 9 ) voraussetzen k ö n n e n . Ferner 
bezeichne K geeignet zu w ä h l e n d e , v o n n u n a b h ä n g i g e Kons tan ten , deren 
genauer W e r t n ich t interessiert. Die l . G F . n i m m t je tz t die folgende Ge
stalt an: 

k h k 

m = n 0 -|-1 w=n 0 -f- l m = l 

= J]A(n-tn)- (Al*]) + ~Z iA(™ + k + i)-A(m + k)}. 
m — n0-\-l m = l 



A b s c h ä t z u n g der Dichte von Summenmengen. 379 

Daraus ergibt sich 

( 3 . 1 0 ) 

X k R { n ) ^ A { n - m ) - { - 4 f 

n — k — 1 

+ a' 2 m{A{m + k + 1) — 4 ( w + £)} + Kt 
m = l 

n - 1 

= 2 A(tn) - (A{"]) + Un - k - \) A{n) - £ A(m)\ + Kn. 
tn = n-k ^ ' \ m=k+l J 

A u f Grund der angegebenen Voraussetzungen k ö n n e n w i r i n dieser Unglei
chung k durch n — k — 1 ersetzen: 

X(n -k-i)R{n)^> H£A(m) - + a ' \kA{n) - % A(m)\ + Kn. 

Diese Ungleichung w i r d m i t a' mul t ip l i z ie r t und zu (3-10) addiert : 

A'{k + 0Lf(n-k)}R{n) 
n — 1 . 

^ (1 - <x'2) 2 - (1 + a') ' ^ ) + a'(n - A + a' A) i4(«) + Kn 

^ a' {n - (1 - a') k) A(n) - i i ? ' 4 2 ( « ) + < l z " ' - k ( 2 « - k) +Kn. 

Daraus fo lg t : 

( 3 . 1 1 ) 

X{Q + a '(1 - Q)} ^ a ' { 1 - (1 - a') Q } - A { ' ^ -
n n 

1 + a ' A*(n) , (1 - ^ ^ ( 2 _ _ ^ ) + ^ l > 

2 w 2 ' 2 

Die gleiche Min imumbet rach tung wie i m fini ten Fa l l zeigt, d a ß entweder 
bereits 

(3-12) £ K ^ a ' ( l + l T J 5 : ) 

4 (n) 
gi l t oder i n (3-11) durch a' ersetzt werden darf. Dann folgt aus (3.11) 

n 
analog zur A b s c h ä t z u n g (3-8): 

(1 + I/0O 2 * 

Diese A b s c h ä t z u n g g i l t also wegen (3-12) i n jedem Falle. 

F ü r n - > co ergibt sich daraus: 

da diese Ungleichung für jedes e > 0 und /u> 0 g i l t , folgt schl ießl ich wie 
behauptet 

Mathematische Zeitschrift. Bd. 62. 2 6 
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§ 4. Beweise von c 3 und c f . 

1. B e w e i s v o n c2. W i e beim Beweis von cx i n § 3 kann auch je tz t 0 < a < 1 
vorausgesetzt werden. Ferner k ö n n e n w i r Ä(n) !> 1 annehmen, denn andern
falls ist A(n)—n u n d somit die behauptete Ungleichung (1.9) erfül l t . 

Z u m Beweis der Ungleichung (1.9) gehen w i r von der 2. GF. (2.12) aus. 
F ü r 1 <Lk<Ln — 2 g i l t danach: 

(4-1) 

XkR{n)>kA{n) -J]A{m) - l A { n ) ^ ' 

n-k-1 

t-

+ 2 A im) {A {m + k + 1) - ^ (m + /e)} 

= / e l ( n ) 
Ä 

w = l 
C r 1 ) + * . - * - i)Ä(n) — 

2 ^ (m + ß) {Ä(m) 
m — l 

— Ä(m — 1)} 

^ / e .4 (n ) 
m — l 

i)Ä(n) -

- (1 -
n-k-1 

oc) 2 ( w + ( m 

m = 1 

) — Ä(m — 1)} 

= Ä,4(w) - 2 ^ w - i)Ä(n) -

— ( i — a) ^riÄ (n — k — i) -
n—k—l \ 

- 2 Ä~(m)\-
m = l J 

— / I (n) >: 0 kann man for t fahren: 

k 

AkR{n)>kA(n) -]^A(m) 

(4-2) { 

A(n) 
2 

n-k-1 

{(1 - oc) n —Ä (n)} (1 — a) (» — Ä — 1) + (1 — a) 2 ^ H 

= { A + ( l - a ) 
k n-k-1 

- 2 ^ W + ( l - a ) Z ^ ( m ) ~ ( 1 ~ a ) 2 n ( n - k - 1 ) • 
»n = 1 w = 1 

Wegen \<Lk<Ln — 2 g i l t auch A<Ln — k — \<n — 2, und daher darf man in 
dieser Ungleichung k durch n — k — 1 ersetzen: 

X(n - k - \ ) R { n ) > {n - k - 1 + (1 - oc) k}Ä(n) - ( A ( n ) ) -
(4.3) { n-k-i_ k _ { 2 1 

- A(m) + (i -a)^A{m) ~ (\ - (x)2nk. 
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Diese Ungleichung w i r d m i t (1 —a) multipliziert, und zu 1.2) addiert, wobei 
noch — A ( l — <x)R(n) auf der l inken Seite vernachläss ig; w i r d : 

A{k + {i - <x) (n - k)} R(n) 

^>{k + 2(i-a) (n - k - 1) + (1 - a) 2/<}.?(;/) - 2 - a) ( ^ ' ° ) -
k 

— {1 - (1 - a ) 2 } ZA(m) - (1 - a ) 2 ; / {;/ - k - 1 + (1 - a) k) 
VI = 1 

^ {2 (1 - a) (n - 1) + **k}Ä{n) - ~ a ) nÄ[n) + i ^ J i - - « -

(4-4) 
^ 2 ~ A) .(.* ~ A ) Ä (Ä + 1) - (1 - a ) 2 // {n - k - 1 + (1 - a) /*} 

= ^ - A ^ ± A w + a 2 ^ W - a ( 2 - ^ ( 1 " a ) * 2 - ( i - a ) « « ( n - a * ) -

- 2 (1 - a) Ä(n) + l l z ^ i Z *). w - * <2 - * H 1 . " ' *> k + ( 1 _ a ) 2 w 

;> | ( l ^ ( 2 + f O n + ^ A ( n ) - i 1 - a ) * 2 - (1 - a ) » n (« - a Ä ) + 

2 "~ 2 

I n diese Ungleichung sollen nun gewisse Werte für k eingesetzt werden, und 
war haben sicherzustellen, d a ß dafür die Voraussetzung \<Lk<,n — 2 erfüll t 
ist. Sei je tz t 

(4-5) z = qn m i t £ = — ' — 1 v 7 ; 
i - j - | / i — a a 

Da für a < l / 2 die Konstante c2 besser als r 2 ist, können w i r i m folgenden 
a I > l / 2 voraussetzen und a u ß e r d e m wieder ;/ > 4 9 ) . Wegen o < l / 2 folgt dann 
[Q n] + \= [z] + 1 <^n — 2. Wir betrachten nun zunächst den Fa l l 1 ̂ z und 
dürfen je tz t 

k = [z] = z — 7} bzw. k ----- \z\ - f 1 -f- (5 

i n (4.4) einsetzen. Man e rhä l t so zwei Ungleichungen, v o n denen die erste 
m i t d und die zweite m i t r\ mul t ip l iz ie r t w i r d ; Addi t ion beider Ungleichungen 
liefert dann [analog zu (3-6)]: 

( X{z+ (1 -oc) (n-z)}R(n) 

( 4 . 6 ) U f - ^ + ^ n + a » ^ ( n ) - ^ - ^ ( t - ^ ^ 2 f l _ a ) 2 ; 7 ( ? , _ a , } + 

Wegen 

2 2 

» - (2 - a) (z + }?«5) > n - >- ( | + . V ) = - - } > 0 

9 ) Die Fäl le w = l , 2, 3 wurden in F u ß n o t e 7), S. 376 erledigt-
26* 



382 F R I E D R I C H K A S C H : 

hat man schl ießl ich 

fA{z + ( 1 - a ) (n-z)}R(n) 

z2 — (1 — a ) 2 n (n — OLZ). 

Es soll nun gezeigt werden, d a ß diese Ungleichung auch i m Falle 0 < z < 1 
g i l t . Aus der 2. GF . folgt für k = n: 

n 

XnR{n)>nA{n) - J 4 (w) -

;> n 4̂ (w) 

m = l 

1 - a 
2 n (11 + 1) — —--— n A (n) 

= —-~— nA (n) — — -— — y n A (w) 

^ - ±±nA{n) - ( 1 - a ) n 2 . 

1 - a 

Daraus e rhä l t man für z — r] = 0: 

X {z — 7] + (1 — oc) (n — {z — rj))} R (t, 

(4-8) q (2 - <x) (1 — a) 

(1 — a ) 2 n {w — OL(Z — ??)}. 

Setzt man i n (4-4) k = z-\-Ö ein, mul t ip l i z ie r t (4.4) m i t 7], (4.8) m i t d und 
addiert beide Ungleichungen, so folgt 

(4-9) 

X{z+ (1 - oc) {n~z)}R(n) 

ÖL (2 - a) (1 - a) ^ 2 f (1 - a) (2 + a) • o 1 T / \ 
J i ' v — — - « H - a ^ l

r A (n) — 

l 2 J V 7 

/ . \o / v , a (1 — a) a (2 — a) (1 — a) / , ~ c\ 
— (1 — a)~ ^ (w — a z) + v - —-- n )} — — ~~ [z + 20) rj. 

N u n gi l t wegen z-\-d = \ und n^>A'. 

1 1 - (2 — a) (z + 2d) :> n - 4 + 2a > 0, 

und daher folgt wegen 7]>0 aus (4.9) ebenfalls (4.7); diese Ungleichung g i l t 
also jetzt allgemein unter der Voraussetzung (4.5). Setzt man i n (4-7) Z = Q n, 
so folgt wegen A (n) = n — Ä ( n ) : 

(4.10) > — J A (1 — ÖL ~r OL g) — 

X(\ —OL + ao) C(n) > 

(1 - q) (2 4- q) a 2 o \ A (n) + X{\ — a + a g) n — 

a ( 2 - a ) (1 - q ) - £ 2 n — (1 — a ) 2 (1 — OL g) n. 
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W i r wollen je tz t feststellen, d a ß der Koeffizient von Ä (n) negativ ist, u m 
dann Ä (n) durch (1 — 01)11 a b s c h ä t z e n zu k ö n n e n . F ü r die Dichte ß von 93 
kann i m folgenden 

(4.11) ß<c2o: 

vorausgesetzt werden, da unsere Behauptung ( 1 . 9 ) sonst bereits aus der be
kannten ScHNiRELMANNschen Ungleichung 1 0 ) 

(4.12) - ^ L ^ 0 L + ß - 0 L ß = 0L + ß(\- a) 

folgt (mit A = l ) . Zwischen ß und X besteht die Beziehung 1 1) 

X>2-ß, 

so d a ß wegen (4.11) 
X>2 - C2OL 

angenommen werden kann. D a m i t folgt unter Beachtung von (4.5) und 

_ 1 4- j / l — OL + 1 — oc _ 2 — 2a 4- OL2 — (2 — a) ]/l — a 

° 2 ~ (l + j i - a ) ^ " ~ ~ ~ * 2 

die A b s c h ä t z u n g 

x ( 1 _ a + a e ) _ i ^ ) J l + ^ L _ a 2 e 

2> (2 - C , a ) 1 1 - a - !L=«>J1±A - « { | 1 a - (1 - «)} 

(1 - a ) ( 2 - a ) 
= { 2 - ( C j + l ) a } y i - a - - ^ - - ^ -

= A- {(2 - a) | 1 ̂  - 2 (1 - a)*} | 1 - « - S l ^ . ^ ^ A 

= 1

2 - * { 4 ( l - a ) ( l - l / r - a ) + a ^ > 0 . 

Der Koeffizient von Ä(n) i n (4.10) ist also ta t säch l ich negativ; man e rhä l t 
daher aus (4.10): 

A ( l - a + a e ) - ! " ' > -OL + OLQ) - ( 1 ~ a ^ 2 :" *> - a

2 < ) } (1 - a) + 

+ X (1 - a + oc o) - - a l 2 1 a ) . - (1 - a ) 2 (1 - a o) 

= X(\ — a + OLQ) OL + 

+ \il^)Jl±A _ 21=^- + 2a,o + 2 ( 1 - a) o - (2 - a) £21 

— A(l — a + OLQ) - f {1 — a + 2 p — (2 - a) £ 2 j , a ( l - a) 

1 ) ) Siehe z . B . A . J . C H I N T S C H I N : Dre i Perlen der Zahlentheorie. B e r l i n : Akad . -
Verlag 1951 • 

n ) Siehe [,9], S. 7, F u ß n o t e . Der Vol l s t änd igke i t halber soll der Beweis i m folgenden 
ausge füh r t werden. 
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also 
Ci») > A , 1 - a + 2 E - ( 2 - g ) g ' g (1 - a) 

n " 2 ( 1 - a + a.q) /. 

- a ( 2 - a + 2 |/1 - ä) + 2 ( l + | / l ^ ) -
2 ( l + ] / i - - a ) 2 

- (2 - « ) y r ^ c } - i i ^ . 

( l + ]/\ - OL)
 A \ A I 

D a m i t ist (1.9) bewiesen. 

2. B e w e i s v o n c*. Der Beweis der Ungleichung (1.12) m i t der Kons tan ten 
c% erfolgt analog zum f in i ten Fa l l . Die Voraussetzungen u n d die Grundformel 
werden i n entsprechender Weise modif izier t , wie das beim Beweis von c* i m 
Bezug auf den Beweis von cx geschehen ist. W i r wollen daher den Beweis 
hier nicht i m einzelnen aus füh ren , sondern lediglich darauf hinweisen, d a ß 
auch jetzt die i m f in i ten Fa l l benutzten H i l f s m i t t e l zur Ve r fügung stehen. 
Das ist einmal die ScHNiRELMANNsche Ungleichung, die bekannt l ich auch i m 
asymptotischen Fa l l r i ch t i g ist, u n d ferner die A b s c h ä t z u n g A * I > 2 — ß*, deren 
Beweis w i r auch noch für den f in i ten Fa l l nachzuholen haben. 

H i l f s s a t z 3 . Unter den in der Einleitung gemachten Voraussetzungen gilt: 

(4.14) ),^>2-ß, 

(4.15) A * ^ 2 - / 9 * . 

B e w e i s 1 2 ) . F ü r w c S g i l t l(m) = i, sonst l(m)^2. Daraus folgt 

X > ' ; £ l (tn) ;> l {B («) + 2 (n - B («))} = 2 - ^ - , 
m = 1 

also gi l t (4.14). Da es zu beliebigem e>0 eine Zahl nE g ib t , so d a ß für alle 
n > ne die Ungleichung 

B(n) 
11 

besteht, e rhä l t man durch geeigneten G r e n z ü b e r g a n g 

da diese Ungleichung für jedes £ > 0 r i ch t ig ist, folgt schl ießl ich (4.15). 

§ 5 . Differenzenmengen. 

Es soll hier auf eine Verallgemeinerung der vorstehenden Ü b e r l e g u n g e n 
auf Differenzenmengen hingewiesen werden. 

I m Ansch luß an [.9], S. 7, F u ß n o t e . 
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Die bisher als K = 3( + 93 genannte Menge und die sich auf sie beziehenden 
Funkt ionen kennzeichnen w i r durch ein hochgestelltes + , also: (£ +, C+(n), 
D+[ri),E+(n), . . . . Neben E + betrachten wi r je tzt die Mengen 

S - = { a - & } a > 6 (aG3I, b G 93), 

also die p o s i t i v e n Zahlen aus $( — 93. M i t C~(n) werde die Anzahl funkt ion 
von 6~ bezeichnet. W i r wollen nun auch zu D + (tri), E+ (tri) bzw. D'+ (m),E,+ (m) 
analoge Funkt ionen e inführen . 

D e f i n i t i o n 3- D~ (tri) sei gleich der Anzahl der Elemente 

a G 31 mit a + m G 31 («) ; 

E~ (m) sei gleich der Anzahl der Elemente 

ä G 3t ä + w G 31 (w). 

D e f i n i t i o n 4 . D'~ (tri) sei gleich der Anzahl der Elemente 

a G 31 (ri) mit a — m G 31; 

E'~(m) sei gleich der Anzahl der Elemente 

a G 3t (ri) mit a — m G 3(. 

E i n Vergleich zeigt, d a ß Def in i t ion 3 aus Def in i t ion 1 und Def in i t ion 4 
aus Def in i t ion 2 durch Vertauschen von 3t m i t 3t und a m i t a hervorgeht. 
Daraus folgt dann bereits, d a ß alle für D+(m) und D,+ (m) hergeleiteten Be
ziehungen durch entsprechendes Vertauschen in solche für D~(m) und D'~(rri) 
ü b e r g e h e n . Wie man sofort sieht, bleibt auch Hilfssatz 1 gül t ig . Schl ießl ich 
g i l t je tz t 

D~(b)<C-(n) -A(ri) (6G93), 

denn in D~ (b) werden die Elemente ä G 3 t m i t a -|- b = a' G 31 (n), d .h . m i t 
ä = a'~~b g e z ä h l t ; diese sind offenbar Elemente aus G"(w), die nicht in 3((w) 
liegen. Aus diesen Angaben folgt bereits, d a ß auch jetzt zwei k o m p l e m e n t ä r e 
Grundformeln gelten und d a ß man diese aus ( 2 . 7 ) und ( 2 . 1 2 ) dadurch e rhä l t , 
d a ß man darin A(ri) durch Ä(n) u n d C+(n) durch C~ (n) ersetzt: 

( 5 . 1 ) 1 . G F . - : Xk{C~(n) - A(n)}>£l(n - m) - (A {"]) + T (k); 
m=l V 1 

( 5 . 2 ) 2 . G F . - : lk{C-(ri) - A(n)}> kA(n) - £ A(m) - (A{"]) + r(k). 

Aus diesen Formeln k ö n n e n nun ebenfalls verschiedene Folgerungen gezogen 
werden. W i r wollen uns hier auf zwei Bemerkungen b e s c h r ä n k e n . Z u n ä c h s t 
soll eine A b s c h ä t z u n g bewiesen werden, die P. E R D Ö S [3] ohne Beweis an
gegeben hat. 
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Sei &' = {\a±b\] {ae% 6 G 93) 

m i t der Anzahl funkt ion C'(n), dann lautet die Ungleichung von P. E R D Ö S 1 3 ) : 

rn \ \ A I \ i A(n){n — A(n)} C (n)^A (n) + — . 
v ' ~~ v ' 2h n 

W i r beweisen sogleich die entsprechende Ungleichung für die in £ ' enthaltene 
Menge 

m i t der Anzahl funkt ion {n) u n d m i t X an Stelle von h. Add ie r t m a n zur 

1. G F . + (2.7) die 2. G F . - (5.2), beide für k = n — 1, dann folgt 

X {n - 1) { C + (n) + C- (n) - 2-4 (n)} ^ (» - 1) 4 (n) - 2 ^ ) 

= (w — l)^4(w) - A2(n) + 4(w) 

= ^4(n) {n — A(n)}. 
Wegen 

C + ( « ) + C " ( n ) ^ 2 C ± ( n ) 

e rhä l t man daraus wie behauptet: 

C > ) : > ^ ( W ) + ^ V — ( M ) 1 -

Diese A b s c h ä t z u n g kann noch verbessert werden; w i r wollen uns darauf 
b e s c h r ä n k e n , eine Verbesserung für gerade n u n d A(n)=nj2 anzugeben. 
Dazu werden die 1. G F . + (2.7) u n d die 1. GF ." (5.1) addiert , wobei r(k) u n d 
F(k) v e r n a c h l ä s s i g t werden u n d auf der l inken Seite der Ungleichungen die 
vor der B e r ü c k s i c h t i g u n g von 93 vorhandenen Summen stehen ble iben; setzt 
man noch 

dann folgt 

Max (D + (m),D-(m)) = D(m0), 
m = l,...,n 

k 

2kD K ) £ ^ i D + W + D~(mfi - 4 - 2 

M i t den Wer ten 

(n — k) (n -

V 
1/2 

n 7, 

]/2 j/2 
1 = + «5, 

]/2 

w i r d nun vorstehende Ungleichung nach dem Schema aus § 3 gemi t te l t , d .h . 
sie w i r d einmal für k = k± und zum andern für k = k2 genommen, i m ersten 
Falle m i t ö, i m zweiten m i t rj mul t ip l i z ie r t , u n d die so erhaltenen Unglei
chungen werden addier t ; man e r h ä l t dann 

i / ^ r»/ \ V 2 ( 2 — l/2) o . V2 — I (5-w 
* 4 2I/2 2 

| 2 ^ - l 2 ) . ^ _ J „ / , r- _ , _ V2-_\ V 2 ( 2 - V 2 ) 

1 3 ) Die i n [ 3 ] t a t s ä c h l i c h angegebene Formel e n t h ä l t offensichtlich einen Druckfehler. 
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also 
D{m0) > 

2 - J 2 
n. 

4 

A u f G r u n d der Bedeutung von D+(m) bzw. D~(m) ergibt sich aus dieser 

A b s c h ä t z u n g sofort die folgende Aussage: 

Sind ax, . . . , at beliebige na tü r l i che Zahlen <I 2t (t = \ , 2, . . . ,) u n d 

a l t . . . , a t die restlichen n a t ü r l i c h e n Zahlen <L 2t, dann g ib t es eine ganze 

(nicht no twendig positive) Zahl m0, so d a ß die Anzahl der ä{ (i = 1 , . . . , t) i n 

2 - I / 2 
der Folge der Zahlen ^ + m 0 (i = 1 , . . . , t) g röße r als - - - - - t i s t 1 4 . 
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