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KascH, T
Math. Zeitschr. 13d. 70, S. 263 —270 (1958)

Uber eine metrische Eigenschaft der S-Zahlen

Von

FriepricH KAscH

1. Fragestellung, Voraussetzungen

Eine Zahl & heiBt bei der Mahlerschen Klasseneinteilung der transzendenten
Zahlen?!) eine S-Zahl, wenn es positive Zahlen g, ¢, ¢y, ¢5, ... so gibt, da8
fiir jedes ganzzahlige Polynom F(x) = > a,5* vom Grad #=1 und der Hohe

h=Max (|a,|) die folgende Ungleichung gilt:
(1)

Auf Grund des Schubfachschlusses ergibt sich bekanntlich, daB bei einer
reellen bzw. komplexen S-Zahl & notwendig p=1 bzw. g= sein muB.

F(e) = c, e,

In mehreren Arbeiten ist die Frage nach dem MaB der Menge der S-Zahlen
in Abhingigkeit von g untersucht worden. Hierzu besagt zun4chst ein Ergebnis
von A. J. CHINTSCHIN [I], daBB das MaB der Menge der reellen S-Zahlen mit
o =1 gleich Null ist. Andererseits zeigte K. MAHLER [6], daB fast alle reellen
oder komplexen Zahlen S-Zahlen sind, und zwar bewies er dies fiir die reellen
Zahlen mit g =4 und fiir die komplexen Zahlen mit ¢ =%. Richtungweisend
fiir die weitere Entwicklung dieser Frage war die Vermutung von K. MAH-
LER [6], daB fast alle reellen Zahlen S-Zahlen mit p =14¢ und fast alle
komplexen Zahlen S-Zahlen mit ¢ =12 4 & zu Dbeliebig vorgegebenem &>0
seien.

Das Resultat von K. MAHLER wurde zunichst von J. . Koksma [3] ver-
bessert, der zeigte, daB man die Werte p =4 bzw. ¢ = durch 3 bzw. § ersetzen
kann. SchlieBlich konnte W. J. LEVEQUE [9] beweisen, dal} es auch fiir die
Werte 2 bzw. £ giiltig ist?).

Wir bezeichnen mit I, (p) die Menge der reellen S-Zahlen zu vorgege-
benem p in (1) und mit M, (p) die entsprechende Menge der komplexen S-
Zahlen. Sei ferner I, (p, n) die Menge der reellen Zahlen &, die fiir feste
Werte # und p [und fiir geeignetes ¢, =c, (£)] der Ungleichung (1) geniigen,
und sei M, (o, ») die entsprechende Menge komplexer Losungen von (1). Dann
gilt offenbar

M, (o) = nlimr(g,”), M, (o) = Qliﬂ?k(g, n).

1) Siehe dazu z.B. (8], Kap. III.
2) Ein zweiter Beweis fiir dieses Resultat findet sich in [8], Kap. III.

18%



264 FriEDRICH KASCH:

Sei p(M) das Mal von M, dann ist aus maBtheoretischen Griinder

u (M, (0)) =1 dquivalent mit (M (g,, #)) =1 fiir n =1, 2,3, .... Die Mahler
sche Vermutung besagt dann

(2) w(M, (1 +&,m) =1

bzw.

) @My (§ +e,m) =1

fiir jedes e>0und n=1,2,3,....

Bei dieser Formulierung erhebt sich sofort die Frage, ob man (2) und (3
wenigstens fiir spezielle Werte von # beweisen koénne. Fiir #n =1 ist die
Giiltigkeit von (2) wohlbekannt und fiir (3) 148t sie sich sofort verifizieren
sogar fir den Wert 0 an Stelle 3 +¢ Von J. KuBiLvus [4] wurde
(2) auch fiir » =2 bewiesen. Er benutzte dabei wesentlich einen Hilfssat:
von J. M. VINOGRADOV iiber trigonometrische Summen, also ein verhiltnis.
miBig tiefliegendes Hilfsmittel. TH. SCHNEIDER schreibt in seinem Bucl
,,Einfithrung in die transzendenten Zahlen'*3) iiber das Resultat von J. Kusr-
LyYus , Einen Anfang zum Beweis dieser (Mahlerschen) Vermutung hat viel-
leicht J. KuBILYUS gemacht ..."".

Es diirfte daher von Interesse sein, fiir das Resultat von J. KuBiLyuUs
einen ganz einfachen Beweis zu besitzen. Ein solcher Beweis wird im folgender.
mitgeteilt. Wesentlich scheint mir dabei zu sein, daB sich dieser Beweis auch
auf den komplexen Fall ausdehnen lifit*). Er liefert dort das Resultat:
w(M (% +e 2)) =1 fir jedes £>0, also ein besseres Ergebnis, als es die
Mabhlersche Vermutung fiir beliebiges # besagt.

2. Hilfssdtze
Hirrssatz 1. Sei F(x) =ag—+a,x+a,x2 ein Polynom mit ganzrationalen
Koeffizienten und verschiedemen Nullstellen o, ay. Mit D =D (F) werde dic
Diskriminante von I (x) bezeichnet. Dann gilt fiir jede komplexe Zahl &:

Min (& — oy, [£ — o)) < T/FJZ(I;TIT |F(&)].
BEWEIS. Sei etwa Min (| —oy|, | —ay]) =|& —o|, dann gilt

VID(E)| = agloq — )| << | an (|oy — &| + [ — o) < 2 a5 (€ — to)]-
Daraus folgt
2 =_ .2 |F

HiLrssatz 2. Die folgende Summation erstrecke sich iiber alle Polynome F(x)
vom Grad 2, der festen Héhe h und mait verschiedenen Nullsiellen. Dann gilt mait
etner von h unabhingigen Konstanten y:

1
R
(4) > VB Yol

Y [8], S. 83.
*) Zusalz bei der Korr.: Der Beweis 1aBt sich auch auf den p-adischen Fall iibertragen
und liefert auch dort das bestmdogliche Resultat.
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Bewers. Wegen | D (F)| =|af — 4a,a,| und da mindestens ein Koeffizient
gleich 4-/4 sein muB, gilt
I S

o ‘ | ST
VID(F) chEmen W2 —daga,|t Ly Eocy (a3 — 4halt
—h=Za,sh —hZLa £h

die erste Summe besitzt den Faktor 2, da a;= -4 sein kann und die zweite
den Faktor 4, da ay= -/ und a,= 4% sein kénnen. Der Strich am Summen-
zeichen soll hier wie im folgenden h2— 4a,a,5=0 bzw. a} — 4ha==0 bedeuten.
Betrachten wir jetzt die erste Summe auf der rechten Seite von (5) bei festem
ay==0. Der Ausdruck | 42— 4a,a,| durchlauft fiir — 4 < a, < 4 héchstens 24 +1
von Null verschiedene Zahlen, von denen je zwei aufeinanderfolgende bis auf
héchstens eine Ausnahme alle den Abstand 4|a,| voneinander haben. Die
eine Ausnahme kann auftreten, wenn der Ausdruck 42— 44,a, das Vorzeichen
wechselt. Daher gilt

6 R B < B BN SRR NI SN NP0 a (O
© —i=a,sh |W?—4aga,t aZO (1 +4|a,|a)? Viao| =1 Ja Viaol
Damit folgt

7 R ’,A I

(7) AV 2 e + 205 < 19h.

y =
—h<a,<h ‘h2_4a a l
-—h;aa<h {(04:0

Aus (6) entnimmt man ferner fiir die zweite Summe in (5) bei festem a,:

’ 1

—h<sazh |a1’—'4‘ha[

Daher erhilt man

(8)

Al 1

e =42k +1) =120
—h<a Sh Ial—-4lza]4
~h<Sa,5h

Die Abschitzungen (5), (7) und (8) zusammen liefern die Behauptung (4).

Diese beiden Hilfssitze reichen aus, um das Resultat von J. KuBiLyus
zu beweisen. Die nichsten Hilfssitze werden fiir den komplexen Fall ge-
braucht.

HiLrssatz 3. Sei A(q, m) die Anzahl der mod q inkongruentien Lisungen
von

(9) x2=m (modyg),

und sei r® der grofte gemeinsame quadratische Teiler von q und m. Dann gilt
mit einer von q und m unabhdngigen Konstanten v,
2
A(g, m) < pyrqlosiosq 4),

2

1) Fiir ¢ =1 ist ¢'%8 1989 gleich 1 zu setzen; entsprechend im folgenden.



266 I'rR1EDRICH K AScH:

BrwEgis.  Setzt man 711’———»:?;3 und q’=f—12—~, dann erhdlt man aus jeder
14
. . ’ x
Losung » von (9) eine Losung x'= - von
(10) x'2=m' (modg’).

Umgekehrt liefert jede Losung »’ von (10) eine Losung ¥ =74’ von (9). Da
aus 0= x<{q ferner 0= x'< z- =v¢q’ folgt, hat man die Beziehung 4 (g, m) =

rA(q’, m'). Ist ¢=1, also ¢ =72, dann gilt A(¢g, m) =7 und die Behauptung
ist erfillt. Im folgenden kann daher ¢'> 1 vorausgesetzt werden. Ist ¢'=
... pt die Primzahlpotenzzerlegung von ¢, dann gilt bekanntlich
t
A(g',m') = [] A(pE, m').
i=1
Ist (p;, m’) =1, dann hat man im Falle p,3=2: A(p%, m') =2 und im Falle
p;=2: A(p¥, m')=<4. Sei nun (p,, m')=1, dann muB zunichst (p%, m') =p;
gelten, da kein quadratischer Faktor auftreten kann. Ist (10) iberhaupt
losbar, dann folgt ferner ¢;=1. Daraus ergibt sich aber 4 (p%, m') = A(p;, m')
=1. Insgesamt folgt A(q’, m') < 2", wobei also ¢ die Anzahl der verschie-
denen Primteiler von ¢’ ist. Sei d(g’) die Anzahl aller positiven Teiler von ¢’,
dann gilt 2'<d(q"). Andererseits besteht die Abschitzung?)
2
d(g) Sy qtoetee
mit einer von ¢’ unabhingigen Konstanten y,. Daher erhélt man schlieBlich
2 2
Alg,m) =7 A(g,m') Sy, 7q 1T S pyrqloslosa

wobei y, von ¢ und m unabhingig ist®).

HILFsSATZ 47). Voraussetzungen wie in Hulfssatz 2. Dann gilt mit von h
unabhingigen Konstanten y; und v:

. T
[ O N SN <y hloglogh |
) Z i) =75
Bewels. Wir haben die Losungszahl der diophantischen Gleichung

2 —
h?—4aya, =m

bzw.

"2 —m _
T T hm

5) Siehe z.B. [7], S. 242, Satz 5.2.

6) Die Funktion xloglogx ist fiir ¥ =e¢f monoton wachsend. Daher gilt die letzte
Ungleichung fiir ¢’ = ¢?. Fiir diz endlich viclen Werte 1 < ¢’ < ¢® kann die Ungleichung durch
VergroBerung der Konstanten erfiillt werden. ’ T

1 1
7) Auf dem hier eingeschlagenen Weg kann auch Z—i:ﬁ(;)_" =yh loglogh e
ID(F)!
wiesen werden, was an Stelle von Hilfssatz 2 ebenfalls zum Bewecis der endgiiltigen Be-
hauptung im reellen Fall ausreicht.
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zu vorgegebenen ganzen Zahlen =1 und m mit —3A2<m=<5h? in ganzen

2 __
Zahlen ay, a, zu betrachten. Sieist nach unserer Bezeichnung gleich 4d (£7~~~),
falls > =™ eine von 0 und 41 verschiedene ganze Zahl ist, d.h. falls m = A2
B2 — .
bzw. m == h?+ 4. Setzt man noch 5 «-1—7"7 =M, dann gilt zufolge der schon
oben benutzten Abschitzung ‘ ‘
4

2
h2 — T ow M oo
d(L4,171> =d(1‘4) éyljwmglogﬂl é)’z Jyloglog i

Daraus folgt

4 5h? 5

(12) ’ Tf____ é 8),2]1 loglogh Z 1, + 5) §y4hloglogh ,
—h=Za,sh | - 4a° a2| m=1 m 4
—h<=a,sh m==h?,
m==h?t4

wobei y, wie auch die noch folgenden Konstanten y;, y, ... von & unabhingig
sind.

Sodann haben wir die Losungszahl der Gleichung
(13) at—4dha=m

unter entsprechenden Voraussetzungen wie oben zu bestimmen. Aus Hilfs-
satz 3 folgt: Die Anzahl der Losungen von (13) mit —A=a,<h ist kleiner
oder gleich

2

A (4]1, 771) é Ys? h log log &~ .

Daraus folgt, wenn noch » =v(m) gesetzt wird

2 5t
' P N\ v(m)
14 Y < on poglegh N T
(14) &, lai—ahal T 75 g
—hZa,sh mo=1
—h<a <h

Es bleibt noch die rechts stehende Summe abzuschidtzen. Zu vorgegebenem
7(m) =k kommen darin héchstens die folgenden Glicder vor:

o

o
] k: éyﬁlog(h _4_1)'

ot
=

Daraus folgt
5h? 3

Z v (7m) < d(4h) yglog(h 1) <y, h loglogh

73

und damit erhidlt man aus (14)

5
all 1 I
1 . J loglogh
(15) lat = aha] =78

—h<a,<h
—h<La £h

Die Abschitzungen (12) und (15) zusammen liefern die Behauptung (11).
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3. Beweise
3.1. Wir behandeln zuerst den reellen Fall und zeigen:
Zu beliebig vorgegebenem ¢>0 hat die Komplementdrmenge von IN, (14 ¢, 2)
das Maf Null.
Diese Komplementdrmenge ist enthalten in der Menge 9 der reellen
Zahlen &, fiir die die Ungleichung

(16) |F(&)| <2

unendlich viele Loésungen in Polynomen I(x) vom Grad 2 hat, und es geniigt
daher u (M) =0 zu zeigen. Hat (16) unendlich viele Losungen, so gibt es auch
entweder unendlich viele Losungen [F(x) mit verschiedenen Nullstellen oder
unendlich viele Losungen F(x) mit gleichen Nullstellen. Die Menge der £, fiir
die (16) unendlich viele Lésungen mit verschiedenen Nullstellen besitzt, nennen
wir 1, die Menge der &, fiir die (16) unendlich viele Losungen mit gleichen
Nullstellen besitzt, sei 8. Dann gilt =10 X,

BenAUuPTUNG. (1) =0.

Nach der Bezeichnung von Hilfssatz 1 sei Min(|& — oy |, |§ —ay|) =|& —a,],
dann folgt aus Hilfssatz 1 und (10):

N I S AL
Bezeichnet man zu festem A mit U, die Menge der reellen Zahlen &, zu denen
es ein o, F=o, mit (17) gibt, so gilt wegen Hilfssatz 2
1

(18) p(ly) < gp—2ia N 1

- - (L4 2¢)
I D(EF '

S yoh
)| Y

Der Faktor 8 ergibt sich, weil jedes Polynom zwei Nullstellen hat und die
Intervallinge aus (17) zweimal genommen werden muB3. Fiir jedes natiirliche »
gilt offenbar

uc u u,.
h=r

Da die Reihe 2} A~ 129 konvergiert, folgt s (ll) = 0.
-1

h=

BEHAUPTUNG. 1 () =0.

Es mogen jetzt unendlich vicle Losungen [7(x) von (10) mit o ==a, eXi-
stieren. Dann kann I'(x) in der Form I(x) =a (b x — ¢)? geschrieben werden und
fiir die Hohen A von I'(x) und %, von bx—c gilt h= k3. Daher folgt aus (10)
(19) [0S —c|<Thy2tin,

Die Menge der reellen Zahlen &, die bei festem /ip und (sonst) belichigem b
und ¢ diese Gleichung lésen, sei ¥, . Dann gilt offenbar

(20) ) S 420 F AT Sy TR
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Resitzt (16) unendlich viele Lésungen I7(x) =a (bx —¢)?, so besitzt auch (19)
unendlich viele Losungen bx —c¢. Wie im ersten Fall folgt jetzt u(¥)=0
Damit haben wir u (M, (1+¢, 2)) =1 fiir jedes £>0 vollstindig bewiesen.
3.2. Der Beweis fiir u(M; (1 +¢, 2)) =1 fiir jedes £> 0 wird analog gefiihrt.
1l und ¥ mogen die analoge Bedeutung wie im reellen Fall besitzen. An Stelle
von (17) tritt jetzt

—2(1+¢)
|&— ocll<l/l_5|h LR

Zufolge von Hilfssatz 4 erhdlt man daraus
—4( +e 1 . R
wll,) S 8mh Gt )Zmﬁrgyu” a+3e)

wobei jetzt an Stelle der Intervalle bei der Abschdtzung von w(ll,) in (18)

2
Kreise mit dem Radius <= A~ 2i+8 getreten sind. Daraus folgt wieder
| g g

D
(W) =0. Analog zu (19) gilt jetzt

[0& —c| <hy2GFe,

Diesc Ungleichung hat aber bei nichtreellem &=§,+¢&, wegen |bé—c|=
|b&y| =|&,| nur endlich viele Losungen in linearen Polynomen bx — ¢, woraus
sofort 1 () =0 folgt.

4. SchluBbemerkung

Es soll hier auf zwei Fragen aufmerksam gemacht werden, die sich im
AnschluB an unsere Uberlegungen stellen. Zunichst wird man fragen, ob sich
die hier mitgeteilten Uberlegungen auch auf den Fall #>2 ausdehnen lassen.
Fiir Hilfssatz 1 ist das moglich, und man erhilt das folgende Resultat, welches
eine Verbesserung der entsprechenden Hilfssitze bei I. N. FELDMANNS) und
TH. SCHNEIDER?) darstellt:

Sei I'(x) ein ganzzahliges Polynom von einem Grade # =2 ohne mehrfache
Nullstellen e, ..., o,. Dann gilt fir jede Zahl &

M Ly
| in (1§ i) S5 15 F IO
mit
n (3n — 5)

y=(n41)r-22 2

Die Moglichkeit, damit zu einer Verbesserung des im allgemeinen Falle
bisher besten Resultatcs von W. J LEVEQUE zu gelangen, hingt davon ab,

dic Summe Z VlD 1)| AR 2_‘ |D(1‘
nichttrivial abzuschitzen?!?).

fiir festen Grad # und feste Hohe %

Die zweite Frage, die sich hier erhebt, besteht darin, ob cin zu dem anfangs
er wahntcn Re%ultat von A. CHINTSCHIN [ /] analoges Resultat auch im komplexen

t‘) 21, [emm15

9) (8], S. 78, Hilfssatz 18,

W) Zusalz bei der Korr.: Siehe dazu die demniichst in den Math. Ann. erscheinende
Arbeit von B. VoLkmann und dem Verf.: Zur Mahlerschen Vermutung iiber S-Zahlen.
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Falle gilt. In dieser Hinsicht ist

/.L(?J?k(%,n)):O, n=2173,...

zu vermuten.
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