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Wesentliche Komponenten bei Gitterpunktmengen.

Von Friedrich Kasch in Mainz.

Fragestellung.

Fiir Dichteuntersuchungen in der additiven Zahlentheorie ist bekanntlich der
folgende Zusammenhang von Bedeutung: Jede die Null enthaltende Menge nichtnegativer
ganzer Zahlen positiver Dichte bildet eire Basts endlicher Ordnung der natiirlichen Zahlen,
und jede die 0 enthaliende Basis endlicher Ordnung der natiirlichen Zahlen stellt eine wesent-
liche Komponenie dar. Im ersten Teil dieser Arbeit soll gezeigt werden, dall der ent-
sprechende Zusammenhang bei sinngemifer Verallgemeinerung der dabei benutzten
Begriffe auch bei Mengen ,,nichtnegativer* Gitterpunkte aus einem endlichdimensionalen
Raum giiltig ist. Dabei sei ein nichtnegativer Gitterpunkt ein Punkt mit lauter nicht-
negativen ganzrationalen Koordinaten. Die eigentliche Schwierigkeit beim Beweis betrifft
die zweite Behauptung; hingegen kann die erste fast unmittelbar auf den linearen Fall
zuriickgefithrt werden.

Bei den Definitionen und beim Beweis schlieen wir an eine kiirzlich erschienene
Arbeit [4] an, in der eine unmittelbare Verallgemeinerung einer Schlufiweise von P. Erdos
und E. Landau [6] zur Abschitzung der Dichte einer Summenmenge auf Gitterpunkt-
mengen enthalten ist.

Im zweiten Teil dieser Arbeit soll fiir Gitterpunktmengen der Ebene eine Verall-
gemeinerung der Schnirelmannschen Ungleichung

yZ2a+pf—af=o+(1—«)p

hergeleitet werden, ndmlich die Abschédtzung
(1) yZa+ 5 (l—wnp

Dabei seien a bzw. # die Dichten beliebiger Mengen A bzw. B mit 0 ¢ ¥ und y die Dichte
der Summenmenge A + B. Aus (1) folgt erneut die in dem vorhergehenden Ergebnis
enthaltene Tatsache, dafl eine die 0 enthaltende Gitterpunktmenge der Ebene positiver
Dichte eine wesentliche Komponente ist. Ob die formal genaue Verallgemeinerung der
Schnirelmannschen Ungleichung in der Ebene richtig ist, kann hier nicht entschieden
werden. Nach L. Cheo [2] ist lediglich bekannt, dal} dies dann der Fall ist, wenn alle
ganzzahligen Punkte einer der positiven Halbachsen zur fraglichen Menge gehoren; unter
dieser sehr einschrinkenden Voraussetzung laBt sich der lineare Beweis fast unmittelbar
iibertragen. Jedenfalls ist eine genaue Verallgemeinerung des Satzes von H. B. Mann,
d. h. der Abschitzung
y = Min (1, « + §)
auf die Ebene nicht moglich, wie L. Cheo [2] durch;Angabe eines Gegenbeispiels gezeigt hat.

Auch der hier mitgeteilte Beweis von (1) bedeutet eine Zuriickfithrung auf lineare
Eigenschaften; dies hat, wie sich aus dem Beweis ergibt, zur Folge, daB er sich nicht
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auf hohere Dimensionen iibertragen 1468t. Die Schnirelmannsche Ungleichung und die
Abschitzung (1) legen jedoch die Vermutung nahe, daf in einem r-dimensionalen Raum
zumindest die Abschitzung

vzt (5 a—np

r
richtig ist.

I. Teil.

1. Unter Gitterpunkten des r-dimensionalen Raums verstehen wir r-Tupel von ganz-
rationalen Zahlen!). Wir bezeichnen sie mit kleinen deutschen Buchstaben oder durch
Angabe ihres Komponentenvektors, d. h. in der Form

n = (ny,...n (n; ganz, 1= 1,...,r).

Gilt dabei n, =0 (i =1,...,7), so nennen wir 1 einen nichtnegativen Gitterpunkt; die
von 0 = (0,...,0) verschiedenen nichtnegativen Gitterpunkte sollen natiirliche Gitter-
punkte heiflen. Die Menge aller nichtnegativen Gitterpunkte bezeichnen wir mit 3 und
die aller natiirlichen Gitterpunkte mit N.

Ist nt==(my, ..., m,) ein Gitterpunkt mit m; < n; (i == 1, ..., r), so schreiben wir
zur Abkiirzung m =< n. Wir merken an, dal} bei dieser Groflenbeziehung die Menge der
nichtnegativen Gitterpunkte eine teilweise geordnete Halbgruppe bildet.

Ist A eine Menge nichtnegativer Gitterpunkte, so verstehen wir unter (1) mit
€N die Menge aller a € mit a =< n. Die Anzahlfunktion A (1) von A sei gleich der
Anzahl der Elemente aus (1) ~ 3. Die untere Grenze aller Quotienten A (n)/V(n)
(e M) wird als (finite) Dichte ~ von A bezeichnet:

. Am)
2 f == A
(2) N T
entsprechend sei
. Am) A
3 , - — k2
) v Ny~

die asymptotische Dichte von ; es ist demnach v* = ~. Aus o > 0 folgt offenbar, dafl
die Einheitspunkte
(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)
in A enthalten sind3).
2. Sei jetzt auch B eine Menge nichtnegativer Gitterpunkte mit der Anzahl
funktion B(n) und der Dichte g, dann verstehen wir unter der Summenmenge

C=A4+B
die Menge aller in der Gestalt
a—!—b:(al-{-bl,...,dr—l—b,)

mit a € U, b € B darstellbaren Gitterpunkte (Vektoraddition)?).

') r betrachten wir im folgenden als fest.
%) d. h. o* ist der kleinste Haufungspunkt der Menge i:’g:;} "
ney

3) Wie im linearen Fall gilt: Dann und nur dann ist & > 0, wenn a* > 0 und die Einheitspunkte in %
enthalten sind. (Auch die in den weiteren FuBinoten erwihnten Ergebnisse sind fiir r = 1 wohlbekannt, siehe
etwa [8]; die Beweise lassen sich fir r > 1 analog fiihren.)

HG0eA, 0eBunda+ =1, dannfolgt A + B = 3; ¢ilt 0€ A, 0€ B und a* + f* > 1, dann
folgt A+ B~ 3.

Journal fiir Mathematik. Bd. 197. Heft 8/4 27
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Wir setzen jetzt voraus, dall ¥ eine die 0 enthaltende Menge nichtnegativer Gitter-
punkte mit der Eigenschaft sei, daf sich jeder Gitterpunkt 11¢ 9 in der Form

n=20, 4+ -+ by, (b; € B)
darstellen lasse. Sei I(n) in dieser Darstellung minimal, dann wird

o . Y 1 s IS 1 . *

llfler:Rl (n) - h’ llf:I;? N(n) m E%’;(ll)l(lll) N /., IIIIEI‘{;: N(n) m E%(Il)l(rrl) - Z
gesetzt, und es werden h als Ordnung, 7 als mittlere Ordnung und 7* als asymptotische
mittlere Ordnung bezeichnet. Ist & endlich, dann wird 9B eine Basis endlicher Ordnung der
natirlichen Gitterpunkte genannt; offenbar ist dann 2 < £%). Analog zum linearen
Fall gilt

Satz 1. Jede die 0 enthaltende Gitterpunktmenge positiver Dichie ist eine Basts endlicher
Ordnung der natirlichen Gitterpunkte °).

Bewets. Die Menge B besitze die Dichte f > 0. Sel B; (i =1, ..., r) die Menge der
Elemente aus 9B, bei denen hochstens die i-te Komponente von O verschieden ist, und
sei B, die Menge der Komponenten der Elemente aus 9,. Dann ist B/ eine die 0 ent-
haltende Menge nichtnegativer Zahlen, und aus der Definition der Dichte von 9B folgt,
daBl 9B eine im tblichen Sinne positive Dichte (= f) besitzt. Dann ist bekanntlich B/
eine Basis endlicher Ordnung der natiirlichen Zahlen. Sei k; die Ordnung von %}, dann

enthalt offenbar mit 2 = ¥ k; die A-fache Summe von B die Menge 9N der natiirlichen

i=1
Gitterpunkte.
Bemerkung: Beim Beweis wird nur benutzt, da B auf den positiven Halbachsen
eine positive Dichte besitzt. Es gentigt daher, nur dies in Satz 1 vorauszusetzen.

3. Eine Menge B nichtnegativer Gitterpunkte heile analog zum linearen Fall eine
wesentliche Komponente, wenn sie die folgende Eigenschaft hat: Fiir jede Menge 2 nicht-
negativer Gitterpunkte der Dichte & mit 0 <<~ << 1 ist die Dichte y der Summenmenge
€ = A+ B groBer als «7). Die anfangs aufgestellte Behauptung, dafl jede die O ent-
haltende Basis endlicher Ordnung eine wesentliche Komponente ist, ergibt sich dann
unmittelbar aus

Satz 2. Es gibt eine Zahl ¢ > 0 so, daf fiir jede die 0 enthallende Basis B der mittleren
Ordnung 7. << oo und jede Menge nichtnegativer Gitterpunkte U der Dichte « die Ungleichung

(%) y=a (1 bt j“)

besteht, wobet y die Dichte der Summenmenge € = W + B ist. Insbesondere kann

) c= {3+ 1)}
gewdhlt werden.

Beim Beweis stiitzen wir uns auf Ergebnisse aus [4], mit deren Hilfe dort die Ab-
schéitzung

1 1—21a«
(6) 7’20‘(14‘?‘*‘7—)

5) Dariiber hinaus besteht dann die Ungleichung 7* < 1 < h < 24.

%) Ein entsprechender Satz wie im linearen Fall gilt auch fiir die asymptotischen GroBen.

) Aus dem folgenden Satz ergibt sich, daff die in [4] vorgenommene Linschrankung des Begriffs der
wesentlichen Komponente nicht erforderlich ist.
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bewiesen wurde. Diese hat im Gegensatz zu (4) nur fiir x < 277~ eine Bedeutung; fiir
hinreichend kleine ~ ist sie allerdings besser als (4), jedenfalls fiir das hier angegebene c?8).

Beweis. Wir gehen von der Ungleichung (5. 6) aus [4] aus®):
() N {Cm)—Am)}=z ¥ An—m)— I A(a)+AMm)= X A(a);
mle N (n) a e (n)_ a€eAm)
dabei ist n ein beliebiger natiirlicher Gitterpunkt und 2 die Komplementdrmenge von
A in M. Nach Definition von ~ gilt 4 (m) = x N (m), daher folgt aus (7)
(8) INm) {Cm)—Am)} =~ 3 N(a).
ale W (n)
Um nun die rechts stehende Summe abzuschitzen, unterscheiden wir zwei Falle.
Zunichst setzen wir voraus, dafl mindestens eine der Komponenten von 1 = (n,,...,n,)
groBer oder gleich 3(r + 1) sel. Die Indizierung sei so, daf3
n=30r+1) firi=1,... k%
und
ng <3(r+1)fuiri=%kF+1,...,r
gelte. Wir setzen

. n; +1 L

"L:[l—}—l} 1 fir i =1,...,k;

ni =20 firi=k+1,...r;

o= (N, ey Ny Ny Ry, e e ny) T t=1,. . k;

n o= (n;,...,n).

r

Die Anzahl der Gitterpunkte a ¢ ‘)_I(n) mit

9) n<asn
bezeichnen wir mit j(n’, n); dann gilt
- ~ ko _ *
(10) A, )= Am)—XAm) = Am) — (1 -—a) 3 N)
[ il
- i |
= A — (=) 2]+ 0 e+ 0 2 40
(n, +1) — 1}
z_zi(n)——(l—a);F 1 {II(N + 1) — }
= Am) — (1 == ) . f-1 N =A@ -— (1 —a) R Ll N ().

Wir wollen nun N (a) fiir die Gitterpunkte a, die (9) geniigen, abschétzen. Nach Definition
von 1’ gilt

N ’ n; +1 1 k
(11) JV(a),zA(lt)_H r+_1] 1z e —1
1 9k 3
=(r+1)"H ‘+1l 1(n+ 1) — gmig(ni—}—ﬁ—fl
Z 3,‘(7':-'1)" {H(nt+1)—1}

8) Siehe dazu auch die Bemerkung im Anschlufl an den Beweis. Im Falle 7 = 1 wurde eine Abschitzung
dieser Art bekanntlich zuerst von P. Erdds angegeben [3].

9) Formel (5. 6) aus [4] lautet tatsichlich AN(){C(n) —A(m)} = X A(n—m)— 3 E(m); dabei
m e M) m e ()
ist E(m) definiert als Anzahl der verschiedenen Paare o/, a € A(1n) mit a’ — a = m. Daraus folgt unmittelbar

die Ungleichung (7).
27*
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Wegen n; = 3(r + 1) —1 firi=Fk 4+ 1,...,r gilt ferner

i 1 ,
ig(ni +H—1= Frokrl(p 4 {)r-k {ig(n' +1)— 1};
damit erhdlt man aus (11)
: ! : , _ N
(12) N(a) = 3 (r 4 1)1 {lg (ni +1) — 1} = 3+ 1)1

Da fiir die (9) geniigenden Gitterpunkte aus ﬁ(n) die Anzahlen N(a) in der in (8) rechts
stehenden Summe 3 N(a) vorkommen, erhilt man aus (10) und (12)
a €A (n)

. 1 - roo.. .
V@5 Lo ==y N o,
Damit folgt aus (8)
C(n) A(n) x A(n) x(1—an)
No = Nm TOT Nm T 4
wobel
0= 4 1 und ¢, = ¢, o
"(r+ 1)t r+1
gesetzt ist. Wegen A (n) = N(n) —fi(n) folgt
C(n) x\ A(n) x(l —«)
(1) wo =110 F) =™
=1— (1 —c¢ %) (1 —u) —c —O—C—'—(riz—a)

—atla—a) T a1 1),

wobel ¢ = ¢; — ¢, = {3(r 4 1)} 77 ist.

Wir hatten bisher vorausgesetzt, dall mindestens eine Komponente von n grofer
oder gleich 3(r -+ 1) sei. Jetzt wird der Fall betrachtet, dafi alle Komponenten kleiner
als 3(r + 1) sind. Ist A(n) = N(n), so gilt

3

Cm)  AMm) _, _ _ l—«

Mo = v~ =t
d. h. unsere Behauptung ist mit ¢ = 1 erfiillt. Ist jedoch A (n) < N (n), dann enthélt
€ (n) mindestens einen Gitterpunkt mehr als % (n), da bereits durch Addition der in B
enthaltenen Einheitspunkte zu 9 mindestens ein neuer Punkt in €(n) entsteht. Es gilt

dann also
C(n) A (n) 1

(14) bz 2 4

1
N@m) = N =0 Ny

N (n) N (n)
Wegen N (n) = ITI(n,- + 1)—1 =< 3"(r + 1) folgt aus (14)
1=1

C(n)
N(n)

=Za+ 3(r+ 1)}_’206(1 +0~1_):“).

Die Ungleichung
]CV((T:I)) = (x(i +c ! 7“) mit ¢ = {3(r + 1)}’

gilt also jetzt fiir jeden Punkt n ¢ N; daraus folgt dann sofort die Behauptung des Satzes.
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Bemerkungen: 1. Wie man an Hand des Beweises feststellt, konnte man durch Ver-
feinerung der Abschidtzungen die Konstante ¢ noch vergroBern. Man iiberzeugt sich aber
leicht, daB man auf dem hier eingeschlagenen Weg jedenfalls nicht tiber ¢ = (r + 1)7"
hinauskommen wird. Die unmittelbare Ubertragung der SchluBweise von Erdés-Landau
auf den Raum, die in [4] durchgefithrt wurde, liefert die Abschéitzung (6), die fiir hin-
reichend kleine & besser als (4) ist. Es wire wiinschenswert, eine SchluBweise zu finden,
die sogleich eine (4) und (6) enthaltende Abschatzung liefert.

2. Eine entsprechende Uberlegung wie im Beweis von Satz 2 kann auch fiir die
asymptotischen GréBen durchgefithrt werden und liefert die Abschiatzung

. 1 —a*y . —
(15) y* = o* (1 Fet oy ) mit ¢ = 3@+ 1)}

4. Aus Satz 2 folgt fast unmittelbar eine Abschitzung fiir die Dichte einer Summen-
menge, wenn beide Summanden eine positive Dichte besitzen.

Satz 3. Es seien W und B Mengen nichinegativer Gitterpunkte mit den Dichten «
bzw. B, und es set 0 € B. Dann gilt fur die Dichte y der Summenmenge A 4 B

(16) yga(1+»2—“;(1—o;) 5) mit ¢ = 3(r + 1)},

Beweis. Fur f = 0 ist die Behauptung klar; sei also 8 > 0. Nach Satz 1 ist dann B
eine Basis endlicher Ordnung. Wir betrachten 8 nur auf den positiven Halbachsen. Seien
h die Ordnung von B, %, die Ordnung von B auf der Halbachse maximaler Ordnung,
und sei B, die Dichte auf dieser Halbachse. Fiir die mittlere Ordnung /2 von ¥ gilt dann

offenbar 7 < h = rh,. Zufolge des Satzes von H. B. Mann hat man fernerrhy < r (%— + 1),
0

also gilt 7 < %’_ < %’.; damit folgt (16) aus (4).
0
Aus (15) kann man eine analoge Abschédtzung fiir die asymptotischen Gréfen her-
leiten, wobei man an Stelle des Satzes von H. B. Mann den Dichtesatz von M. Kneser'?%)

heranzuziehen hat. Man erhélt dann die folgende Aussage:

Es seien %A und B Mengen nichtnegativer Gitterpunkte mit den asymptotischen
Dichten «* bzw. *, und es sei 0 ¢ B. Bezeichnet man mit B; (i==1,...,r) die Menge
der Punkte aus B, bei denen hochstens die i-te Komponente von Null verschieden ist,
mit B, die Menge der Komponenten von %B,;, und 1st der grofite gemeinsame Teiler der
Zahlen aus B; (i = 1,...,r) gleich 1, dann gilt die Abschétzung

(17) p* = ok (1 + '267 (1 — a*) ﬂ*) mit ¢ = {3(r + 1)}".

5. Ohne im einzelnen darauf einzugehen, soll schlieBlich noch erwéhnt werden,
daB sich unsere bisherigen Uberlegungen auf beliebige Punktmengen im r-dimensionalen
Raum iibertragen lassen, wenn dort die Begriffe wie Dichte, Basis usw. im Sinne von
D. Raikov [7] und L. Chatrowsky [1] zugrunde gelegt werden'!). Von D. Raikov wurde
die SchluBweise von Erdés-Landau auf reelle Punktmengen iibertragen und L. Chatrowsky
stellte eine zu (6) analoge Formel fiir beliebige Punktmengen aus dem r-dimensionalen

10) Siehe [5], Satz 5. ‘
1) Tnshesondere wird die Anzahlfunktion durch das innere Lebesguesche Mall ersetzt.
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Raum auf. Die Ubertragung unserer Ergebnisse auf derartige Punktmengen liefert eine
zu (4) analoge Abschiatzung und bedeutet daher eine Verbesserung der Abschitzung von
L. Chatrowsky. Auch die Abschéatzungen (15), (16) und (17) lassen sich ohne Schwierigkeit
iibertragen, wobei noch in der Voraussetzung zu (17) die arithmetische Bedingung wegfallt.

II. Teil.

Wir kommen nun zum Beweis der Ungleichung (1), die eine Verbesserung der
Ungleichung (16) fiir den Fall r = 2 darstellt. Wir formulieren die Behauptung als

Satz 4. Es seten U und B Mengen nichtnegativer Gitterpunkte der Ebene mit den
Dichten « bzw. B, und es set 0 € B. Dann geniigt die Dichte y der Summenmenge € = U + B
der Abschdtzung

Y=o+

(1—n) B.

o] @

Bewets. Wir konnen 0 ¢ % und ~ > 0 annehmen, was keine Einschrankung bedeutet.
Es sei 1 = (n’, n"’) € N ein beliebiger, aber fester Gitterpunkt. Zu jedem ganzzahligen :
mit 0 <1 < n' selen

(18) (l7 a;ll)7 (l) az{é)v c vy (Lv a’f,’i)

alle Elemente aus (1), deren erste Komponente gleich i ist; die zweiten Komponenten
seien nach wachsender Grife geordnet. Wir setzen

’
v

a; —al—1=nu,, (0,u,)=nu, (v=1,...,t,—1);

ist ay << n”, so wird noch
n'— a,{t’i = Uy, (& "’ili) = Uy,
gesetzt.
SinngemiB wird mit den zweiten Komponenten verfahren; wir erhalten so zu ge-

gebenem j init 0 < 7 < »’" an Stelle von (18)

(a;]) ])’ (a]{:Z) ])) AR} (a]{x]-’ ])
jetzt selzen wir

a;, — 1 =1

’ . . —_—
aj/A»% 17 Y% Jur (’j‘[l.’()) =D

Jjn
ist (L;S]_ <= n’, so wird noch
n—a, =uv,, (v,,0)=0v,

gesetzt. " " . J "

Mit a = (1, ¢/!) € A(n) liegt die Menge a + B(u;,) in €(n); dabei lduft » von 1
bis t;— 1 oder bis ¢;, je nachdem, ob aj = n" oder a/ < n'* ist. Wegen 0 ¢ liegt a
in a + B(u,), und a ist nach Konstruktion von u;, auch der einzige Punkt aus 2, der
in a + B(u,,) liegt. Die Anzahl der natiirlichen Gitterpunkte aus a + B (u;,) ist (wegen
a = 0) gleich 1 + B(u;,). Daraus folgt

(/'(n) g A (n) + ZB(uiv) 2 A(n) + ﬂzuim
wobei die Summation iiber alle zuvor angegebenen ¢ und » liduft. Entsprechend gilt

Cm) = Am) + I B(oy) = AM) + B Zvj.
Iz Jrp
Diese beiden Ungleichungen zusammen ergeben

(19) w2 A + 5 Zun + Zv).
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Nach Definition der u; werden in Y u;, alle Punkte (a’, a”’) 651(11) gezdhlt, die ,,senk-

recht* iiber einem Punkt aus (n) liegen, d. h. zu denen es einen Punkt (¢’, a’’) € U (1n) mit
a/ i d/’ all < 'a//

gibt. Wir betrachten jetzt mit festem @’ die Punkte (a’, a”) € E)—I.(n), zu denen es keinen
solchen Punkt aus (n) gibt; ist (a’, m) derjenige unter ihnen mit der groBten zweiten
Komponente, so sind es genau die Punkte

(20) (¢,0), (¢, 1),...,(a,m).

Wieviele dieser Punkte liegen ,,waagerecht‘ iiber einem Punkt aus A(n) und werden
daher in _Y v, gezihlt ? Wegen « > 0 gilt (1, 0), (0, 1) € % und folglich a’ > 1; (a’, 0) liegt

Iz
daher waagerecht iber (1,0). Sei m = (0, m), dann ist A (m) = «N(m) = am; daraus
folgt, daB auch noch mindestens am der von (a’, 0) verschiedenen Punkte aus (20) waage-
recht itber einem Punkt aus 9 (n) liegen. Aus dieser Uberlegung ergibt sich insgesamt
2uy + 2 = (\A (n) .
ir N
Damit erhdlt man aus (19)

= am + % Aw = (1— %ﬁ) A + 2 v = (a LA L) ) N,

also gilt wie behauptet
yga-l——;-(i—m)ﬂ.

Wir weisen noch darauf hin, da8 wir bei diesem Beweis von der Menge ¥B nur
benutzt haben, daBl ihre Dichte auf den positiven Halbachsen gleich 8 ist; man kann
sich daher im Satz auf diesec Voraussetzung beschrinken. Die volle Voraussetzung iiber B
fur cine derartige Abschitzung tatsichlich auszunutzen, wie es bei der vorhergehenden
Basisabschiatzung der I'all war, scheint schwierig zu sein, wire aber von groem Interesse
fir diese Fragen.

Literatur.

[1] L. Chatrowsky, Sur le Théoréme de Erdos-Raikov. Bull. Acad. Sci. URSS, Sér. Math. [lzvestia Akad. Nauk
SSSR] 9, 301—310 (1945).

[2] L. Cheo, On the density of sets of Gaussian integers. Amer. Math. Monthly 58, 618—620 (1951).

[3] P. Erdos, On the arithmetical density of the sum of two sequences cne cf which forms a basis for the integers.
Acta arithm. 1, 197—200 (1936).

[4] F. Kasch, Abschitzung der Dichte von Summenmengen (Zweite Mitteilung). Math. Zeitschr. 64, 243—257
(1956).

[6] M. Kneser, Abschitzung der asymptotischen Dichte von Summenmengen. Math. Zeitschr. 58, 469—484 (1953).

(6] E. Landau, Uber ecinige neue Fortschritte der additiven Zahlentheorie. Cambridge Tracts No. 85, Cambridge
(1937).

[7] D. Raikov, On the addition of point-sets in the sense of Schnirelmann. Mat. Sbornik & (= 47), 426—440 (1939).

[8) II. Rohrbach, Einige neunere Untersuchungen iiber die Dichte in der additiven Zahlentheorie. Jber. dtsch.
Math.-Vereinig. 48, 201—236 (1938).

Eingegangen 12. Dezember 1955.





