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Wesentliche Komponenten bei Gitterpunktmengen. 
Von Friedrich Kasch i n Mainz. 

Fragestellung. 

F ü r Dichteuntersuchungen in der additiven Zahlentheorie ist bekanntlich der 
folgende Zusammenhang von Bedeutung: Jede die Null enthaltende Menge nicht negativ er 
ganzer Zahlen positiver Dichte bildet eine Basis endlicher Ordnung der natürlichen Zahlen, 
und jede die 0 enthaltende Basis endlicher Ordnung der natürlichen Zahlen stellt eine wesent­
liche Komponente dar. I m ersten Teil dieser Arbeit soll gezeigt werden, daß der ent­
sprechende Zusammenhang bei s inngemäßer Verallgemeinerung der dabei benutzten 
Begriffe auch bei Mengen nichtnegativer" Gitterpunkte aus einem endlichdimensionalen 
Raum gült ig ist. Dabei sei ein nichtnegativer Git terpunkt ein Punkt mi t lauter nicht­
negativen ganzrationalen Koordinaten. Die eigentliche Schwierigkeit beim Beweis betrifft 
die zweite Behauptung; hingegen kann die erste fast unmittelbar auf den linearen Fal l 
zurückgeführt werden. 

Bei den Definitionen und beim Beweis schließen wir an eine kürzl ich erschienene 
Arbei t [4] an, in der eine unmittelbare Verallgemeinerung einer Schlußweise von P. Erdös 
und E. Landau [6] zur Abschä t zung der Dichte einer Summenmenge auf Gitterpunkt­
mengen enthalten ist. 

I m zweiten Teil dieser Arbeit soll für Gitterpunktmengen der Ebene eine Verall­
gemeinerung der Schnirelmannschen Ungleichung 

y Ij> cc + ß — = + (1 — <x) ß 

hergeleitet werden, näml ich die Abschä t zung 

(1) y > x + ^(l—<x)ß. 

Dabei seien <\ bzw. ß die Dichten beliebiger Mengen 91 bzw. 33 mi t 0 6 93 und y die Dichte 
der Summenmenge %{ + 83. Aus (1) folgt erneut die i n dem vorhergehenden Ergebnis 
enthaltene Tatsache, daß eine die 0 enthaltende Gitterpunktmenge der Ebene positiver 
Dichte eine wesentliche Komponente ist. Ob die formal genaue Verallgemeinerung der 
Schnirelmannschen Ungleichung in der Ebene r icht ig ist, kann hier nicht entschieden 
werden. Nach L . Cheo [2] ist lediglich bekannt, daß dies dann der Fall ist, wenn alle 
ganzzahligen Punkte einer der positiven Halbachsen zur fraglichen Menge gehören; unter 
dieser sehr e inschränkenden Voraussetzung läß t sich der lineare Beweis fast unmittelbar 
über t ragen . Jedenfalls ist eine genaue Verallgemeinerung des Satzes von H . B . Mann, 
d. h . der Abschä tzung 

y ^ Min (1, oc + ß) 

auf die Ebene nicht möglich, wie L.Cheo [2] durch Angabe eines Gegenbeispiels gezeigt hat. 

Auch der hier mitgeteilte Beweis von (1) bedeutet eine Zurückführung auf lineare 
Eigenschaften; dies hat, wie sich aus dem Beweis ergibt, zur Folge, daß er sich nicht 
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auf höhere Dimensionen über t ragen läßt . Die Schnirelmannsche Ungleichung und die 
Abschä tzung (1) legen jedoch die Vermutung nahe, daß in einem r-dimensionalen Raum 
zumindest die Abschä tzung 

richtig ist. 

I . Teil . 

1. Unter Gitter punkten des r-dimensionalen Raums verstehen war r-Tupel von ganz­
rationalen Zahlen 1). W i r bezeichnen sie mi t kleinen deutschen Buchstaben oder durch 
Angabe ihres Komponentenvektors, d. h. in der Form 

n = (nu . . ., nr) (nt ganz, i =- 1, . . r). 

Gilt dabei Iii ^ 0 (i = 1, . . ., r), so nennen wir n einen nichtnegativen Gitterpunkt; die 
von 0 = (0, . . ., 0) verschiedenen nichtnegativen Gitterpunkte sollen natürliche Gitter­
punkte heißen. Die Menge aller nichtnegativen Gitterpunkte bezeichnen wir mi t 3 u n d 
die aller na tür l ichen Gitterpunkte mi t 9?. 

Ist in — . . ., mr) ein Git terpunkt mi t rii (i — 1, . . ., r ) , so schreiben wir 
zur Abkürzung rrt ^ n . Wi r merken an, daß bei dieser Größenbeziehung die Menge der 
nichtnegativen Gitterpunkte eine teilweise geordnete Halbgruppe bildet. 

Ist 91 eine Menge nichtnegativer Gitterpunkte, so verstehen wir unter 91 (n) mi t 
n £ 91 die Menge aller a £ 91 mi t a ^ n . Die Anzahlfunktion A(n) von 9( sei gleich der 
Anzahl der Elemente aus 9 ( ( n ) ^ 9 i . Die untere Grenze aller Quotienten A (n)/A r(n) 
(u £ 9 0 wird als (finite) Dichte \ von 91 bezeichnet: 

entsprechend sei 

p> s Z - ** *> 

die asymptotische Dichte von 91; es ist demnach \ * ^ /x. Aus <x > 0 folgt offenbar, daß 
die Einheitspunkte 

(1 , 0, . . ., 0), (0, 1, 0, . . ., 0), . . ., (0, . . ., 0, 1) 

in 9( enthalten sind 3 ) . 
2. Sei jetzt auch 93 eine Menge nichtnegativer Gitterpunkte mi t der Anzahl­

funktion B(n) und der Dichte /?, dann verstehen wir unter der Summenmenge 

S = 91 + 93 
die Menge aller i n der Gestalt 

a + b = + bu . . ., ar + br) 

mit et £ 9t, b 6 93 darstellbaren Gitterpunkte (Vektoraddi t ion) 4 ) . 

J) r betrachten wir im folgenden als fest. 
2 ) d. h . oc* ist der kleinste H ä u f u n g s p u n k t der Menge { < 

(iV(ri)Ji.e* 
3 ) Wie i m linearen Fal l g i l t : Dann und nur dann ist oc > 0, wenn oc* > 0 und die Einheitspunkte in % 

enthalten sind. (Auch die i n den weiteren F u ß n o t e n e r w ä h n t e n Ergebnisse sind für r = 1 wohlbekannt, siehe 
etwa [ 8 ] ; die Beweise lassen sich für r > 1 analog führen.) 

4 ) Gi l t 0 e 2t, 0 € 33 und oc + ß ^ 1 , dann folgt 5t + $ = 3; gil t 0 e 0 e 53 und oc* + ß* > 1 , dann 
folgt 8 + $ ~ 3 . 
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W i r setzen jetzt voraus, daß 83 eine die 0 enthaltende Menge nichtnegativer Gitter­
punkte m i t der Eigenschaft sei, daß sich jeder Git terpunkt n£%l in der Form 

n = bl + . . . + b l ( n ) (b; 6 33) 

darstellen lasse. Sei l(n) in dieser Darstellung minimal, dann wi rd 

fin Z(n) - h, fin J l(m) - ;., l i m ] £ l(m) = l* 

gesetzt, und es werden h als Ordnung, X als mittlere Ordnung und / * als asymptotische 
mittlere Ordnung bezeichnet. Ist h endlich, dann wi rd 33 eine Basis endlicher Ordnung der 
na tü r l i chen Gitterpunkte genannt; offenbar ist dann / ^ g A 5 ) . Analog zum linearen 
Fall gil t 

Satz 1. Jede die 0 enthaltende Gitter punktmenge positiver Dichte ist eine Basis endlicher 
Ordnung der natürlichen Gitter punkte 6 ) . 

Beweis. Die Menge 95 besitze die Dichte ß > 0. Sei 33* (i = 1, . . r) die Menge der 
Elemente aus 33, bei denen höchs tens die i-te Komponente von 0 verschieden ist, und 
sei 33- die Menge der Komponenten der Elemente aus 33̂ . Dann ist 33; eine die 0 ent­
haltende Menge nichtnegativer Zahlen, und aus der Definition der Dichte von 33 folgt, 
daß 33- eine i m übl ichen Sinne positive Dichte ß) besitzt. Dann ist bekanntlich 33-
eine Basis endlicher Ordnung der na tür l i chen Zahlen. Sei h{ die Ordnung von 33-, dann 

r 
en thä l t offenbar mi t h = 2! hi die A-fache Summe von 33 die Menge 92 der natür l ichen 

i = i 
Gitterpunkte. 

Bemerkung: Beim Beweis wi rd nur benutzt, daß 33 auf den positiven Halbachsen 
eine positive Dichte besitzt. Es genügt daher, nur dies in Satz 1 vorauszusetzen. 

3. Eine Menge 43 nichtnegativer Gitterpunkte heiße analog zum linearen Fall eine 
wesentliche Komponente, wenn sie die folgende Eigenschaft hat : F ü r jede Menge 9t nicht­
negativer Git terpunkte der Dichte <x mi t 0 < <x < 1 ist die Dichte y der Summenmenge 
(£ = 21 + 33 größer als a7). Die anfangs aufgestellte Behauptung, daß jede die 0 ent­
haltende Basis endlicher Ordnung eine wesentliche Komponente ist, ergibt sich dann 
unmittelbar aus 

Satz 2. Es gibt eine Zahl c > 0 so, daß für jede die 0 enthaltende Basis 33 der mittleren 
Ordnung A < oo und jede Menge nichtnegativer Gitterpunkte 91 der Dichte oc die Ungleichung 

(4) : , > a ( l ' - ' • • 1 7 Ä 

besteht, wobei y die Dichte der Summenmenge S = 91 + 33 ist. Insbesondere kann 

(5) c= {3(r + 1 ) } - ' 

gewählt werden. 

Beim Beweis s tü tzen wi r uns auf Ergebnisse aus [4] , mi t deren Hilfe dort die Ab­
schä tzung 

(6) y s > a i + _ _ 

5 ) D a r ü b e r hinaus besteht dann die Ungleichung ) * ^ / 5̂  h < 2 A. 
6 ) E i n entsprechender Satz wie i m linearen Fal l g i l t auch für die asymptotischen Größen. 
7 ) Aus dem folgenden Satz ergibt sich, daß die in [4] vorgenommene E insch ränkung des Begriffs der 

wesentlichen Komponente nicht erforderlich ist. 
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bewiesen wurde. Diese hat im Gegensatz zu (4) nur für et < 2 ( r 1 } eine Bedeutung; für 
hinreichend kleine % ist sie allerdings besser als (4), jedenfalls für das hier angegebene c 8 ) . 

Beweis, W i r gehen von der Ungleichung (5.6) aus [4] aus 9 ) : 

(7) LN(n){C(n) — A(n)}^ £ A(n — m)— 2 A(a) + A(n) = 2 A(a); 
m | eW(" ) a t ? ( ( n ) a € 9 l ( n ) 

dabei ist n ein beliebiger na tür l icher Gitterpunkt und 21 die K o m p l e m e n t ä r m e n g e von 
9( in 9?. Nach Definition von \ gil t A (in) ^ oc iV(m), daher folgt aus (7) 

(8) AN(n) {C(n) — A ( n ) 2 N(ä). 
a[e; xH(n) 

U m nun die rechts stehende Summe abzuschätzen , unterscheiden wir zwei Fäl le . 
Zunächs t setzen wi r voraus, daß mindestens eine der Komponenten von n = (nu..., nr) 

größer oder gleich 3(r + 1) sei. Die Indizierung sei so, daß 

rii ^ 3(r + 1) für i = 1, . . k 
und 

tii < 3(r + 1 ) für i = k + 1, . . ., r 
gelte. W i r setzen 

ru + 1 /?; = ' ,' , — 1 für i = 1, . . ., k; 

n[ = 0 für i = / e + l , . . . , r ; 

it.; - (a?,, . . ., w;, . . . nr) für i = 1, 

n' — « . . < ) . 

Die Anzahl der Gitterpunkte a £ 9 l ( n ) mi t 

(9) n ' ^ a ^ 11 
bezeichnen wir mi t ^4(n', n) ; dann gilt 

(10) ^ ( n ' , n ) ^ i ( n ) — 2Ä(\i'i) ^ / ( n ) — ( 1 — a ) ^ A r ( n ; ) 

^ ^ (n) — (1 — «) ^ + 1) • • • (m-! + 1) »« + 1 
r - f 1 

( n r + 1) — 1 

^ x ( n ) - ( i - x ) r _ { in(», + 1 ) - 1 

x; * , ,V(n) >= Ä(n)-(l - v) . ' . A'(n) 

W i r wollen nun iV(ö) für die Gitterpunkte o, die (9) genügen, abschä tzen . Nach Definition 
von n ' gi l t 

1 ^ (11) A(a) ?> A(. i ' ) • - i l l " ' ^ ' 1 

V k n ^ - A - + i ) - i 
2* 

(r + l ) 4 " »« + 1 i - i 3*(r + 1)* " 
n(rii+ 1) — 1 

> 3 * ( r + l ) * n(»< + d —i 
8 ) Siehe dazu auch die Bemerkung im Anschluß an den Beweis. I m Falle r = 1 wurde eine A b s c h ä t z u n g 

dieser A r t bekanntlich zuerst von P. Erdös angegeben [3]. 
ö ) Formel (5 .6) aus [41 lautet ta tsächl ich /2V(n){C'(rt) — A(n)} ^ 2 i i ( n — m ) — 2 E(m); dabei 

ist E(m) definiert als Anzahl der verschiedenen Paare a', a e $ ( ( n ) m i t a' — a = tu . Daraus folgt unmit te lbar 
die Ungleichung (7). 

9 7 * 
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Wegen nt ^ 3(r + 1) — 1 für i — k + 1, • . r gil t ferner 

n(nt + 1 ) - 1 ^ 0 r _ t _ , * , , , r _ , I n ( n . + 1 ) - 1 } ; 

damit e rhä l t man aus (11) 

nW a ^A^.,[ä,,, + - -3,̂ "»,-,-
Da für die (9) genügenden Gitterpunkte aus 91 (n) die Anzahlen iV(ct) in der in (8) rechts 
stehenden Summe J£ N(ä) vorkommen, erhäl t man aus (10) und (12) 

N(a) > 3 r ( r f

l

 i ) r _ x j i ( t i ) - (1 - « ) r _'' 1 -V(„)} :Y(n). 

Damit folgt aus (8) 

C(n) > A(n) « i ( n ) _ « ( 1 — « ) 
N(n) = A7(u) 1 X N(n) 2 / ' 

wobei 

gesetzt ist. Wegen A ( n ) = N(n) — A(n) folgt 

( l ö } N(n) ~ 1 ~~ l 1 ~ C l X j 7V(n) ~~ " 2 /. 

^ 1 - 1 - C l ^ ( l - * ) - c a 

, , . *(1 — OL) [. . 1 — (X 
= OC + ( C l — c2) ; ' = « I i + c ^ 

wobei c = c2 — c2 = {3(r + l ) } ~ ' r ist. 

W i r hat ten bisher vorausgesetzt, daß mindestens eine Komponente von n größer 
oder gleich 3(r + l) sei. Jetzt wi rd der Fall betrachtet, daß alle Komponenten kleiner 
als 3(r + 1) sind. Ist A(n) = A T (n), so gilt 

C(n)_ A(n) ( i — ot 

iV(n) N(n) '= 'x \ ^ * 

d . h . unsere Behauptung ist m i t c=l erfüllt. Ist jedoch A(n) < iV(n), dann en thä l t 
(£(n) mindestens einen Git terpunkt mehr als 91 (n), da bereits durch Addi t ion der i n 33 
enthaltenen Einheitspunkte zu 91 mindestens ein neuer Punkt in (£(n) entsteht. Es gil t 
dann also 

IA'\ C(n) A(n) 1 , ^ 
v ' iV(n) = Af(n) iV(n) = ^ iV(n)" 

Wegen iV(n) = I I (nt + 1) — 1 £ 3r(r + l ) r folgt aus (14) 

Die Ungleichung 

gi l t also je tz t für jeden Punkt n £ sJl; daraus folgt dann sofort die Behauptung des Satzes. 

^(rO = a + ( 3 ( r + 1 ) r - Ä ( 1 + c l T 

Ä ^ « ( l + c 1 . Ä ) m i t c - {3(r + 1 ) } -
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Bemerkungen'. 1. Wie man an Hand des Beweises feststellt, könn te man durch Ver­
feinerung der Abschä tzungen die Konstante c noch vergrößern. Man überzeug t sich aber 
leicht, daß man auf dem hier eingeschlagenen Weg jedenfalls nicht über c = (r + l ) " r 

hinauskommen wird . Die unmittelbare Ü b e r t r a g u n g der Schlußweise von E r d ö s - L a n d a u 
auf den Raum, die in [4] durchgeführ t wurde, liefert die Abschä tzung (6), die für h in­
reichend kleine <x besser als (4) ist. Es wäre wünschenswer t , eine Schlußweise zu finden, 
die sogleich eine (4) und (6) enthaltende Abschä tzung liefert. 

2. Eine entsprechende Über legung wie im Beweis von Satz 2 kann auch für die 
asymptotischen Größen durchgeführ t werden und liefert die Abschä t zung 

(15) r * ^ ( l + c m i t c = {3(r + 

4. Aus Satz 2 folgt fast unmittelbar eine Abschä tzung für die Dichte einer Summen­
menge, wenn beide Summanden eine positive Dichte besitzen. 

Satz 8. Es seien 91 und 58 Mengen nichtnegativer Gitterpunkte mit den Dichten tx 
bzw. ß, und es sei 0 £ 93. Dann gilt für die Dichte y der Summenmenge 91 + 33 

(16) y ^ CK ( l + ^ (1 - *) /?j mi t c = {3(r + 

Beweis. F ü r ß = 0 ist die Behauptung klar; sei also ß > 0. Nach Satz 1 ist dann 33 
eine Basis endlicher Ordnung. W i r betrachten 33 nur auf den positiven Halbachsen. Seien 
h die Ordnung von 33, h0 die Ordnung von 58 auf der Halbachse maximaler Ordnung, 
und sei ß0 die Dichte auf dieser Halbachse. F ü r die mittlere Ordnung / von 58 gi l t dann 

offenbar 2 g ^ rh0. Zufolge des Satzes von H . B. Mann hat man ferner rh0 5g r — h l j , 

2r 2r 
also gilt / < - r - S -D ; damit folgt (16) aus (4). 

Po ß 
Aus (15) kann man eine analoge Abschä t zung für die asymptotischen Größen her­

leiten, wobei man an Stelle des Satzes von H . B. Mann den Dichtesatz von M . Kneser 1 0 ) 
heranzuziehen hat. Man erhäl t dann die folgende Aussage: 

Es seien 9t und 33 Mengen nichtnegativer Gitterpunkte mi t den asymptotischen 
Dichten <x* bzw. /?*, und es sei 0 £ 33. Bezeichnet man mi t 58* (i = 1, . . r) die Menge 
der Punkte aus 33. bei denen höchs tens die i-te Komponente von Nul l verschieden ist, 
m i t 58- die Menge der Komponenten von 33;, und ist der größte gemeinsame Teiler der 
Zahlen aus 58J (i — 1, . . ., r) gleich 1, dann gil t die Abschä tzung 

(17) ^ ^1 + ^ (1 — a*) ß* j mi t c = {3{r + l)}~r. 

5. Ohne im einzelnen darauf einzugehen, soll schließlich noch e r w ä h n t werden, 
d a ß sich unsere bisherigen Über legungen auf beliebige Punktmengen i m r-dimensionalen 
Raum ü b e r t r a g e n lassen, wenn dort die Begriffe wie Dichte, Basis usw. i m Sinne von 
D. Raikov [7] und L . Chatrowsky [1] zugrunde gelegt werden 1 1 ) . Von D . Raikov wurde 
die Schlußweise von E r d ö s - L a n d a u auf reelle Punktmengen über t r agen und L . Chatrowsky 
stellte eine zu (6) analoge Formel für beliebige Punktmengen aus dem r-dimensionalen 

1 0 ) Siebe [5 ] , Satz 5. 
n ) Insbesondere wi rd die Anzahlfunktion durch das innere Lebesguesche Maß ersetzt. 
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Raum auf. Die Ü b e r t r a g u n g unserer Ergebnisse auf derartige Punktmengen liefert eine 
zu (4) analoge A b s c h ä t z u n g und bedeutet daher eine Verbesserung der A b s c h ä t z u n g von 
L . Chatrowsky. Auch die A b s c h ä t z u n g e n (15), (16) und (17) lassen sich ohne Schwierigkeit 
übe r t r agen , wobei noch in der Voraussetzung zu (17) die arithmetische Bedingung wegfäll t . 

I I . Teil. 

W i r kommen nun zum Beweis der Ungleichung (1), die eine Verbesserung der 
Ungleichung (16) für den Fal l r — 2 darstellt. W i r formulieren die Behauptung als 

Satz 4. Es seien 91 und 93 Mengen nichtnegativer Gitterpunkte der Ebene mit den 
Dichten ex bzw. ß, und es sei 0 (j 93. Dann genügt die Dichte y der Summenmenge S = 91 -f- 93 
der Abschätzung 

Beweis. W i r k ö n n e n 0 (: 91 und a > 0 annehmen, was keine E i n s c h r ä n k u n g bedeutet. 
Es sei n = (n\ n") 6 ein beliebiger, aber fester Git terpunkt. Zu jedem ganzzahligen i 
mit 0 5g i 5g n' seien 

(18) (i, 41)Ah a£), . . (i, a^) 

alle Elemente aus 91 (n), deren erste Komponente gleich i is t ; die zweiten Komponenten 
seien nach wachsender Größe geordnet. W i r setzen 

flfH-i — C — 1 = W / H (°> uir) = u i v (v = 1, . . . , tt — 1); 

ist < n", so w i rd noch 

— = u i t t , (°> l l i t ) = u l 7 . 
gesetzt. 

S inngemäß w i r d m i t den zweiten Komponenten verfahren; wir erhalten so zu ge­
gebenem / mi t 0 5g / fg ni1 an Stelle von (18) 

jetzt setzen wir 

— ~ 1 =• ( r , » 0 ) - t>,.„ (JI - 1, • • - l ) ; 

ist a'u < n', so wi rd noch 

gesetzt. 
M i t a = ( i , O 6 9l(n) liegt die Menge ct + S3(u£l.) in £ ( n ) ; dabei läuft v von 1 

bis tf — 1 oder bis tn je nachdem, ob — rc" oder a-/. < ra" ist. Wegen 0 6 58 liegt a 
in a + 33(u,v), und a ist nach Konst rukt ion von uh auch der einzige Punkt aus 91, der 
in a + 93(u i r) liegt. Die Anzahl der na tür l i chen Gitterpunkte aus a + 93(u l v) ist (wegen 
a =f= 0) gleich 1 + B(uiv). Daraus folgt 

C(n) ^A(n) + 2JB(uiv) ^A(n) + ß £ u i v , 
i, v i, v 

wobei die Summation ü b e r alle zuvor angegebenen i und v läuft. Entsprechend gil t 

C(n) ^ A(n) + 2JB(*jfi) ^ A(n) + ßUviß. 

Diese beiden Ungleichungen zusammen ergeben 

(19) C(n) ^A(n) + ^(j;uiv+ 2vj(i 

* \i,v j , ii 
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Nach Definit ion der uiv werden in £ u i v alle Punkte (a\ a") £ 21 (n) gezählt , die ,,senk-
i, v 

recht/' übe r einem Punkt aus 9t(n) liegen, d. h. zu denen es einen Punkt (a\ a") £ 91 (n) m i t 

a' — a\ a" < a" 

gibt. W i r betrachten jetzt mi t festem a' die Punkte (ä ' , a") £ 9t(n), zu denen es keinen 
solchen Punkt aus 9l(n) gibt; ist (ä\ m) derjenige unter ihnen m i t der g röß ten zweiten 
Komponente, so sind es genau die Punkte 

(20) (a ' ,0) , ( a \ 1), . . ., (a', m). 

Wieviele dieser Punkte liegen ,,waagerecht a über einem Punkt aus 9t(n) und werden 
daher in £ vifi gezählt ? Wegen cx > 0 gilt (1 , 0), (0, 1) <E 91 und folglich a! > 1; ( a \ 0) liegt 

daher waagerecht über (1 , 0). Sei m = (0, m), dann ist A(m) ^ cxN(m) = am; daraus 
folgt, d aß auch noch mindestens am der von (a', 0) verschiedenen Punkte aus (20) waage­
recht übe r einem Punkt aus 9t (n) liegen. Aus dieser Übe r l egung ergibt sich insgesamt 

ü u i v + 2;vjtl ^ <xÄ{\\). 

Damit erhäl t man aus (19) 

C(n) ^A(n) + ^ Ä(n) = ( l - ^ ) A(n) + ^ N(n) ^_ (* + ^ ~ /») 

also gi l t wie behauptet 

7 ^ « + - | ( l - « ) / 8 . 

W i r weisen noch darauf hin, daß wir bei diesem Beweis von der Menge 58 nur 
benutzt haben, daß ihre Dichte auf den positiven Halbachsen gleich ß i s t ; man kann 
sich daher im Satz auf diese Voraussetzung beschränken . Die volle Voraussetzung übe r 58 
für eine derartige Abschä tzung ta tsächl ich auszunutzen, wie es bei der vorhergehenden 
Bas i sabschä tzung der Fal l war, scheint schwierig zu sein, wäre aber von großem Interesse 
für diese Fragen. 
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