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Wesentliche Komponenten bei Gitterpunktmengen. II.
Von Friedrich Kasch in Heidelberg.

1. Es sollen hier eine Verschirfung von Satz 2 der im Titel genannten Note!)
und zwei ergdnzende Bemerkungen mitgeteilt werden. Der Beweis der Verscharfung
wird ausfithrlich dargestellt, da der Beweis von Satz 2 in (I) durch Rechen- und
Druckfehler entstellt ist. Die Verschirfung von Satz 2 besteht in folgender Aussage:

Unter den Voraussetzungen von Satz 2 gilt

1) yza(t+et "),
wobet fiir ¢ jeder Wert zuldsstg ist, der zu beliebigem q¢ > 1 durch
1 .
(2 ¢ =c(q) = 4+ g L_l‘l’lm, {g— ¥ +1—kK)}

gegeben wird.

Da man fiir r =1 bessere Abschédtzungen hat, interessiert hier nur der Fall r = 2,
was im folgenden stets gelten soll. Ist dann bei festem r der Wert ¢ = ¢, so, dal ¢ in (2)
maximal wird, so gilt 2 < ¢, < 3, wie anschlieBend gezeigt wird. Der genaue Wert von
¢m soll nicht bestimmt werden. Bereits

. 1 2r
¢(3) = r+ 1y 3
ist grofler als der in (1) angegebene Wert ¢ = (3"(’rA—>1}:“i))’; fiir r 22 7 gilt ferner ¢(2) > ¢(3).

Entsprechend kann man den Faktor ¢ an allen Stellen, wo er in (I) vorkommt?),
durch einen durch (2) bestimmten Wert ersetzen.

Zum Beweis von (1) iiberlegen wir zunéchst:

3) c(2) = c(g) fir 1 <g <2,
¢(3) = ¢c(g) fir 3 < g,

so dafl wir uns im Beweis auf 2 < ¢ <3 beschrinken konnen. Das Minimum von
(g—D¥(r +1—k) fir £ =1,...,r wird fir 1 <¢ <2 beli kK =r und fiir ¢ = 3 bei
k =1 angenommen. Dann gilt also

1 1y .
) = gy (1 — 7[) fir 1 <g¢ <2,
1 (q_—; 1)r

7 tar 3 <,

1) Dieses Journal 197 (1957), 203—215, im folgenden mit (1) zitiert; wir tibernehmen alle Definitionen,
Bezeichnungen und Zitate aus (I).
%) Also insbesondere in (I 15), (I 16), (I 17).



54 K asel, Wesentliche Komponenten bet (Hitlerpunkimengen. 11.
Wie in (I) wird zunidchst angenommen, dal mindestens eine der Komponenten
von 1 = (R, . .., r,) groBer oder gleich ¢(r + 1) sei. Die Indizierung sei so, dafi
ni+1>qr+1) firi=1,.. .,k (k=1),
n,+1<sqr+1) farie=k+1,..,r
gelte. Wir setzen

n,;——[nrj__ii fur ¢ =1,.. ., k;

ni =0 fur L——k—}—l
mo={(n,..,n_,ni—1n.. .., ,,) fir t =1, ..., k;
n' = (ny, .. ,).

Dann gibt es zu jedem Gitterpunkt m mit m = n, 1’ =2 m mindestens ein { mit m < n,.

Die Anzahl der Gitterpunkte a ¢ AMm) mit ' =< a é n bezeichnen wir mit A (w', n);
dann gilt '

— — ko_ _ :
(4) A@,m) =AM —IAWm) =AMn) —1— a)é”’(m)
- k +1
= A — =) {4 04 0 [ ] a0t 1)
= Am) — (1I—«) ;3’-:-1- N(m).

Aus ny+1>q0r+ 1) (¢ =1,..., k) folgt

1
sl >[”j1] (i =1, k)
unter Beachtung von n; +1 < ¢(r+ 1) ¢ =k + 1,...,r) erhdlt man daher
r 1 n; + 1
7 (1) = . <
N (n) i{II(/z,+1) 1“(q—1)’f (g(r + )II r—l—i]
Wegen
Vo) — o ([t Y T
O I
folgt
— 1) /
(5) "("("((I‘r"‘qi”)‘jj’r" N(n) < N@)).
Fiir die Gitterpunkte a mit ' < a < n gilt N(a) = N(n'); also erhilt man aus (4) und (5)

2@z b

JedAm)
Damit folgt aus (I 8)
Ccm _ A(m) {A(ﬂ) ke (q——_i)"_
Ny =N T\ vm rxd & ”‘)} mt e =T D)
Wie in (I 13) erhidlt man nun
C‘(n)\‘< r+l—kl—a
Ny =t ra T
so daB (1) fir k =1, ..., r mit dem durch (2) gegebenen Faktor folgt.

Y A (n) — (1 — o) ;—éi N (n)} N{n).
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Fir den noch zu behandelnden Fall n; +1 = ¢q(r+ 1) (: =1,...,r) bemerken
wir, dafl es wegen
1
Mi — 1)k 1 — e M k — <3
I‘-I—iz]m {lg —D*(r + k)} = + in {q(r+1 k)} =
. fir 2 £ ¢ £.3. gentigt,

3 1 —«

©) =1+ gesny )

nachzuweisen. Fir A (n) = N(n) bleibt der Schlufl aus (1) richtig. Ist A(n) < N(n), so
gilt (1 14); wegen N(n) < (¢(r + 1))" und «(1 —«) < } folgt daraus (6), womit auch
jetzt unserc Behauptung erfiillt ist.

2. In (I) hatten wir die asymptotische Dichte durch

An)
YAV
definiert. Dieser Dichtebegriff ist nicht translationsinvariant und diirfte daher ungeeignet
fiir Uberlegungen sein, die etwa darauf abzielen, eine zum asymptotischen Dichtesatz
von M. Kneser [5] analoge Abschiatzung zu gewinnen. Translationsinvariante Begriffe
erhilt man durch die folgenden

Definitionen: 1. & = (%) sei die groBte Zahl mit der Eigenschaft, daB es zu beliebig

n ~
vor, gwobenem ¢ > 0 einen Gitterpunkt n, gibt mit N = « — ¢ fir allen = n,.

2. 7 = () sei die kleinste Zahl mit der Eigenschaft, dafl es zu beliebig vorge-
O'ebenem ¢ > 0 einen Gitterpunkt n, gibt mit
1
jv(") n 6%?;(11)1 (tn) ----- + ‘
fir alle n = n,.
Die Begrif[c o* und A* erhdlt man aus diesen Definitionen, wenn man darin
1 = 1, durch n < n, ersetzt.

Wir haben diese Definitionen hier angegeben, weil fiir die dadurch gegebenen GréBen
die Abschatzung

v~ 1 1—a
7) )’Z“(1+(,_,_1“)T+1'-Z )

gilt, die besser als (1) ist. Der Beweis, der auf dem gleichen Ansatz wie der von (1) beruht,
soll nicht ausgefiihrt werden.

3. In (I) wird darauf hingewiesen, dafl man Basisabschatzungen der hier betrach-
teten Art auf beliebige Punktmengen im r-dimensionalen Raum iibertragen kann, wenn
man dafur die Begriffe Dichte, Basis usw. im Sinne von L. Chatrowsky [1] einfithrt. Es
soll hier noch bemerkt werden, daB man fiir diese Begriffe eine zu (7) analoge Abschitzung
beweisen kann.

Eingegangen 22. Mérz 1957.





