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Uber den Satz vom primitiven Element
bei Schiefkorpern.

Von Friedrich Kasch in Munster?).

I. Problemstellung und Ergebnisse.

Der Satz vom primitiven Element lautet fir kommutative Korper bekanntlich
folgendermaflen:

Eine endliche, separable Erweiterung eines kommutativen Korpers kann stets durch
Adjunktion eines geeigneten Elementes erzeugt werden.

Diesen Satz hat man in der historischen Entwicklung der Galoisschen Theorie zu-
nichst als wesentliches Beweismittel herangezogen, dann aber schrittweise festgestellt,
daBl man ihn bei ihrem Aufbau vermeiden kann. Gerade diese Entwicklung hat es zu
einem wesentlichen Teil erst ermdglicht, die Galoissche Theorie auf Schiefkoérper zu
tbertragen, wie dies in jingster Zeit von Jacobson?) und Cartan 3®) durchgefithrt worden
ist. Man kann sich nun nachtriglich fragen, was sich aus der nichtkommutativen Galois-
schen Theorie fiir den Satz vom primitiven Element folgern 1afit. Von diesem Stand-
punkt aus wird man sich bei der Beantwortung der aufgeworfenen Frage auf galoissche
Erweiterungen beschranken, die im kommutativen Fall separabel sind. Man bezeichnet
bekanntlich einen Schiefkorper L als eine galoissche Erweiterung des Grundschiefkérpers
H, wenn der Schiefkérper, der aus allen den Elementen aus L besteht, die bei den Auto-
morphismen von L iiber H einzeln fest bleiben, mit H iibereinstimmt.

Zunéchst ist klar, daBl man den Satz vom primitiven Element nicht wortlich auf
das Nichtkommutative tbertragen kann. Betrachtet man zum Beispiel einen Schief-
korper L endlichen Ranges iiber seinem Zentrum Z, der bekanntlich galoissch tber Z
ist, so erhdlt man durch Adjunktion eines beliebigen Elementes aus L zu Z nur jeweils
einen kommutativen Oberkérper von Z, also keinesfalls L.

Der neue Satz, der im kommutativen Spezialfall mit dem bekannten Satz vom
primitiven Element itbereinstimmt, lautet folgendermafBen:

Ist L galoissche Erweiterung endlichen Ranges des Grundschiefkorpers H und ist das
Zentrum des Transformatorenkiorpers von L iber H separabel iber dem Zentrum von L,

1) Diese Arbeit in stilistisch anderer Fassung wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen
Fakultdt der Universitit zu Minster/Westf. als Dissertation angenommen.

2) N. Jacobson, A note on division rings, Amer. Journal of Math. 69 (1947), 27—36.

3) H. Cartan, Théorie de Galois pour les corps non commutatifs, Ann. Ec. Norm. (3) 64 (1947), 59—177.
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80 besitzt L zwei erzeugende Elemente tiber H:
L=:H(a,a'),
die beziiglich eines inneren Automorphismus konjugiert sind3%).

Dabei versteht man unter dem Transformatorenkérper von L iiber H die Gesamt-
heit der Elemente aus L, die innere Automorphismen von L ither H erzeugen, zuziiglich
- des Elementes Null von L, also der Elemente aus L, die mit allen-Elementen aus-H einzeln
vertauschbar sind.

Daraus folgt, da3 bei jedem kommutativen Kérper L die angegebene Separabili-
tatsvoraussetzung erfullt ist. Diese stellt also nicht eine Verallgemeinerung der Separa-
bilitdatsvoraussetzung dar, die im Kommutativen fiir die Existenz eines primitiven Ele-
mentes notwendig ist. Die Voraussetzung, dafl L tiber H galoissch ist, schlieBt vielmehr
definitionsgemi 3 im kommutativen Fall die Separabilitat von L tber H ein.

Da bei einem kommutativen Korper L jeder innere Automorphismus mit dem
identischen wibereinstimmt, ist dann a=a’' und man erhilt den bekannten Satz vom
primitiven Element zuriick.

Die Voraussetzungen des Satzes sind z. B. erfillt, wenn L Schiefkérper endlichen
Ranges tiber seinem Zentrum Z ist. Der Transformatorenkérper von L iiber Z ist in
diesem Falle L selbst.

Der Beweis fir den angegebenen Satz zerfallt in zwei Teile. Im ersten Teil wird
ein geeigneter Zwischenkorper M zwischen H und L herausgegriffen, der iitber H ein er-
zeugendes Element besitzt, M =H(a). Als geeignet erweist sich ein maximaler Zwischen-
korper M ohne innere Automorphismen iber H.

Der Nachweis eines solchen Zwischenkorpers M fallt im Spezialfall einer Erweiterung
L endlichen Ranges iiber ihrem Zentrum Z mit der bekannten Tatsache zusammen, daf3
man aus L einen maximalen kommutativen Unterkérper herausgreifen kann, der iiber Z
separabel ist und folglich ein erzeugendes Element iiber Z besitzt.

Die Automorphismengruppe von L ither einem maximalen Zwischenkorper ohne
innere Automorphismen iitber H hat eine besonders einfache Struktur: Sie enthalt nur
innere Automorphismen mit kommutativem Transformatorenkérper.

Diese Tatsache erméglicht im zweiten Teil des Beweises den Nachweis eines zu a
beziiglich eines inneren Automorphismus konjugierten, erzeugenden Elementes a’ von L
uber M. Dabei wird die angegebene Separabilitatsvoraussetzung benutzt.

II. Yorbereitungen.

1. Halbkommutative Polynomringe. Unter einem halbkommutativen Polynomring
L{x] verstehen wir einen Polynomring mit Koeffizienten aus einem nicht notwendig
kommutativen Korper L) in der Unbestimmten x, die mit den Elementen aus L kommu-
tativ verbunden ist.

Bei den weiteren Uberlegungen werden halbkommutative Polynomringe heran-
gezogen. Wir stellen daher vorweg die folgenden einfachen Tatsachen zusammen, deren
Beweis ebenso wie im kommutativen Fall erfolgt:

1. In L{z] konnen der rechts- und linksseitige Euklidische Algorithmus durchge-
fihrt werden. Folglich ist L{z] Hauptidealring und es existiert der Quotientenkorper L(x).

38) Anmerkung bei der Korrektur. Es wurde mir eine Arbeit von A. 4. Albert bekannt [Two
element generation of a separable algebra, Bull. Amer. Math. Soc. 50 (1944), 786—788], in der gezeigt
wird, daB jede separable Algebra zwei erzeugende Elemente besitzt, jedoch nicht, daB es zwei konjugierte
erzeugende Elemente gibt. Durch eine Kombination der Uberlegung von A. 4. Albert und des obigen Satzes
kann gezeigt werden, daB jede separable Algebra ebenfalls zwei konjugierte erzeugende Elemente enthilt.

4) Im folgenden wollen wir stets unter der Bezeichnung Kérper sowohl kommutative als auch Schief-
kdrper verstehen.
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2. Eine Identitdt zwischen Polynomen aus L[x] geht bei Einsetzung eines Ele-
mentes aus dem Zentrum Z von L fir z in eine Gleichung zwischen den durch diese Ein-
setzung entstehenden Elemente tber.

3. Aus 1. und 2. folgt, daB3 ein Polynom aus L[z] nur endlich viele Nullstellen
in Z besitzt. .

4. Betrachtet man Z als Argumente- und L als Wertebereich, so kann man in L[z]
die Lagrangesche Interpolationsformel einfithren: Zu = verschiedenen Elementen z,,
Zg,...,%, aus Z und n beliebigen Elementen ,, t,...,t, aus L gibt es ein Polynom héchstens
(n—1)-ten Grades T'(x) in L[x], welches an den Stellen z; die Werte ¢, besitzt. T'(x) ist
gegeben durch

n
W
z) ;: @—2) P (z)
mit

P(z) = (x—2) (¥—25) - (x—2,), P'(2;) = (2;—21) (2, 2,-1) (2,—2;41) * (2~ 2,).

2. Hilfsmittel aus der Galoisschen Theorie. Es sollen hier diejenigen Ergebnisse
aus der Galoisschen Theorie zusammengestellt werden, die wir bei den weiteren Uber-
legungen benutzen. Dabei setzen wir das allgemeine Schema der Galoisschen Theorie
als bekannt voraus.

a) Zunichst fibren wir einige Bezeichnungen ein. Gegeben sei ein beliebiger Kor-
per L und eine Automorphismengruppe  von L. Die Elemente aus L, die bei allen
Automorphismen aus § fest bleiben, bilden einen Unterkérper von L, den wir den zu §
gehorigen Fixkiérper nennen.

Die in $ enthaltenen inneren Automorphismen bilden einen Normalteiler von §.
Ein Element aus L, welches einen in § enthaltenen inneren Automorphismus erzeugt,
heiflt ein zu § gehoriger Transformator.

Besteht die Menge der zu © gehorigen Transformatoren aus den von Null ver-
schiedenen Elementen eines Unterkoérpers von L, so heilt § eine ausgezeichnete Auto-
morphismengruppe.

Geht man von einem beliebigen Unterkérper H von L aus, so ist die Gruppe @% aller
Automorphismen von L uber H, selbstverstindlich ausgezeichnet, denn die mit den
Elementen aus H einzeln vertauschbaren Elemente aus L bilden einen Unterkérper von
L. Die in ®% enthaltene Untergruppe der inneren Automorphismen bezeichnen wir mit
%L und den zugehorigen Transformatorenkorper mit 7'%.

Unter Zj, verstehen wir das Zentrum des Korpers L.

Es sei jetzt L galoissche Erweiterung endlichen Ranges von H und K ein Zw1schen-
korper zwischen H und L. Dann gilt5):

(1) Die Galoisgruppe ®% von L iiber H ist ausgezeichnet.

(2) Zwischen dem Rang r von L iiber H, dem Index d von T in &% und dem Rang
n von T4 iiber Z,, besteht die Beziehung

r=d-n.

(3) Jeder Zwischenkérper K ist galoisscher Unterkérper von L, und die Galois-
gruppe von L iiber K ist ausgezeichnete Untergruppe von ®%. Umgekehrt ist jede aus-
gezeichnete Untergruppe von &% Galoisgruppe von L iiber einem Zwischenkorper zwischen
H und L. Die Beziehung zwischen den ausgezeichneten Untergruppen und den Zwi-
schenkorpern ist also eineindeutig.

5) Diese Ergebnisse sind der unter 2) zitierten Arbeit von Carlan entnommen. Wir zitieren sie im
folgenden mit G(1) bis G(5).
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(4) Wenn ein Isomorphismus eines Zwischenkorpers K innerhalb L die Elemente von
H einzeln fest 148t, so kann er zu einem Automorphismus von L iitber H fortgesetzt werden.
(5) Ist K invariant bei allen Automorphismen aus %, d. h. geht K bei allen Auto-
morphismen aus @% als Ganzes (nicht notwendig elementweise) in sich iiber, so ist K
galoissche Erweiterung von H. Notwendig und hinreichend fiir die Invarianz von K
*ist die Bedingung, daB &% Normalteiler von &% ist: GX ist-dann isomorph zur Faktor- - - - - - - - . . . . . ..
gruppe &%/®%.

b) Aus diesen Ergebnissen der Galoisschen Theorie leiten wir eine Folgerung her.

Satz 1. L sei galoissche Erweiterung endlichen Ranges von H und besitze nur innere
Automorphismen iber H. Ein Zwischenkorper M z2wischen H und L ist dann und nur dann
maximaler Zwischenkirper ohne innere Automorphismen iiber HS®), wenn der Transforma-
torenkorper T von L iiber M maximaler kommutativer Unterkérper des Transformatoren-
korpers T% von L diber H ist.

Beweis. 1. T% sei maximaler kommutativer Unterkérper von 7%. Das Element ¢
erzeuge einen inneren Automorphismus von M iber H. Es liegt dann sowohl in M als
auch in T%. Da es in M enthalten ist, muB es mit allen Elementen aus 7' vertauschbar
sein. Daraus folgt, da 7% maximaler kommutativer Unterkorper von T'% ist und tcT%,
daB t bereits in T liegt. Dann erzeugt es aber nur den identischen inneren Automor-
phismus von M.

Betrachten wir jetzt ein Element acL, welches nicht in M liegt. Da L galoissch
iiber M ist, kann @ nicht bei allen Automorphismen von L iiber M fest bleiben, und
da die Automorphismen von L iiber M innere Automorphismen sind, die durch die von
Null verschiedenen Elemente aus T'% erzeugt werden, gibt es in 7' ein Element b, welches
mit ¢ nicht vertauschbar ist. Da $% Galoisgruppe von L iiber M und T% kommutativ
ist, muB 7% in M enthalten sein. Folglich besitzt M(a) den durch b erzeugten, vom iden-
tischen verschiedenen inneren Automorphismus. Damit ist M als maximaler Zwischen-
koérper ohne innere Automorphismen tiber H erkannt.

2. M sei maximaler Zwischenkorper ohne innere Automorphismen iber H. Wir
iiberlegen zunachst, daBl T% kommutativ ist. Angenommen, T'% wire nicht kommutativ
und u eines seiner Elemente, das nicht in seinem Zentrum liegt. « ist dann nicht in M
enthalten, da die Elemente aus M mit allen Elementen aus 7% einzeln vertauschbar
sind. M (u) ist also ein echter Oberkérper von M innerhalb L. Auf Grund der zu Anfang
erwihnten Eigenschaften des halbkommutativen Polynomrings M[x] folgt hier ebenso wie
bei einem hommutativen Korper, dal M(u} iiber M eine Basis aus Potenzen von w
besitzt. Dabei ist zu beriicksichtigen, daB man u, da es als Element aus 7% mit allen
Elementen aus M vertauschbar ist, in Polynome aus M[x] einsetzen darf.

Das Element teM(u) erzeuge einen inneren Automorphismus von M(u) uber H
und besitze die Basisdarstellung

t= éll a ¥, a,e M.
=
Da t und » mit allen Elementen hcH vertauschbar sind, besteht die Beziehung
3 hagi= X ahui, he H.
=1 =1
Wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung ist dabei
ha,=ah,

) Der identische innere Automorphismus ist selbstverstindlich hier wie auch im folgenden stets zu-
gelassen. :

Journal fiir Mathematik, Bd. 189, Heft 3. 20
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das heifit aber, daBl die Elemente a, im Transformatorenkérper von M iiber H liegen.
Da M nach Voraussetzung keine inneren Automorphismen iiber H besitzt, sind die
Elemente a; mit allen Elementen aus M vertauschbar. Da auch » mit allen Elementen
aus M kommutativ verbunden ist, erzeugt ¢ nur den identischen inneren Automorphismus
von M(u). Also ist M(u) ein echter Oberkérper von M ohne innere Automorphismen iiber
H. Damit haben wir einen Widerspruch zur Voraussetzung iiber M. Folglich muB3 7%
kommutativ sein.

Ist T4 ein T% umfassender, maximaler kommutativer Unterkorper von T% und
ist N der Fixkorper von I%, so ist auf Grund der Galoisschen Theorie N{M und auf
Grund des ersten Teils des Beweises N ein maximaler Zwischenkorper ohne innere Auto-
morphismen iiber H. Da dies fiir M vorausgesetzt wird, ist N =M und folglich T% ein
maximaler kommutativer Unterkérper von T%.

III. Einfache Erweiterungen.

Zur Behandlung der einfachen Erweiterungen ziehen wir einen Hilfssatz heran,
der vom Kommutativen her bekannt ist.

Hilfssatz 1. Gegeben sei ein beliebiger Kiorper L und ein Unterkérper H von L mit
unendlich vielen Elementen. Gy, G,,...,G,, seien vom identischen wverschiedene Isomor-
phismen von L wber H in einen L enthaltenden Oberkirper von H. Dann gibt es ein Element
beL, welches bei keinem der gegebenen Isomorphismen in sich ibergefihrt wird:

bG,—b0  fir j=1,...,m.

Beweis. Der Beweis lafit sich vom Kommutativen unmittelbar tibertragen. Der
Vollstindigkeit halber sei er kurz angegeben.

Da die gegebenen Isomorphismen vom identischen verschieden sind, gibt es zu
jedem G, ein Element b,c€L mit der Eigenschaft b,G,—b;=0. Das gesuchte Element hat
dann die Gestalt

b= 3 hb,
=1
wobei die &, geeignete Elemente aus H sind. Die Forderung, daB3 b bei den gegebenen
Isomorphismen von seinen Konjugierten verschieden sein soll, fithrt zu den Ungleichungen

bG,—b:__gl‘ hy(b,G,—b) 0  fir j=1,...,m.

Durch Induktion zeigt man nun leicht, daf} diese Ungleichungen tatséchlich mit Elementen
h; aus H befriedigt werden kénnen, wobei man einerseits die Voraussetzung benutzt, da3
H unendlich viele Elemente enthilt, und andererseits die Tatsache, dafl in jeder Un-
gleichung ein von Null verschiedener Koeffizient, b,G,—b;, vorkommt.

Diesen Hilfssatz benutzen wir, um eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz
eines erzeugenden Elementes aufzustellen.

Satz 2. Es sei L galoissche Erweiterung endlichen Ranges tiber dem Grundkérper H
mit unendlich vielen Elementen und K ein Zwischenkorper zwischen H und L. Gibt es
zwischen % und &% nur endlich viele ausgezeichnete Zwischengruppen, so besitzt K ein
erzeugendes Element tiber H:

K ==H(b).

Beweis. Aus jeder der endlich vielen Zwischengruppen, ausschlieBlich &%, ein-
schlieBlich ®%, greifen wir je einen Automorphismus heraus, der nicht bereits in @%
liegt. Diese Automorphismen stellen vom identischen verschiedene Isomorphismen
von K iiber H innerhalb L dar. Auf Grund von Hilfssatz 1 gibt es dann ein Element b
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in K, welches bei keinem dieser Automorphismen fest bleibt. Als Element aus K bleibt b
bei allen Automorphismen aus G, aber nicht bei allen Automorphismen aus jeder G%
echt umfassenden, ausgezeichneten Untergruppe von &% fest. Folglich ist H(b) Fix-
korper von &% und stimmt daher mit K iiberein: K =H(b).

Wir benutzen diesen Satz, um gewisse cinfache Erweiterungen zu charakterisieren.

...........................

1. Enthdlt einer der Korper H oder Z; nur endlich viele Elemente. so besitzt L ein
erzeugendes Element iber H.

2. Der Fixkirper K der Gruppe Tk, der inneren Automorphismen von L iber H,
besitzt ein erzeugendes Element uber H:
K-==H(b).

Beweis. a) Hat H nur endlich viele Elemente, so auch L als Erweiterung endlichen
Ranges. Ein Koérper mit endlich vielen Elementen ist aber bekanntlich kommutativ
und besitzt ein erzeugendes Element.

b) Hat Z; nur endlich viele Elemente, so auch T% wegen (T%:Z;) <oo (nach G(2)).
Da der Index von % in ®% ebenfalls endlich ist, besitzt jetzt @% nur endlich viele Auto-
morphismen. Die Behauptung folgt dann aus dem vorhergehenden Satz fir K=L.

¢) Aus der Endlichkeit von &%/T% entnimmt man ferner, daB es zwischen T
und &% nur endlich viele ausgezeichnete Zwischengruppen gibt. Dann folgt die Be-
hauptung, K =H(b), ebenfalls aus dem vorhergehenden Satz.

In diesem Satz ist enthalten, daB eine galoissche Erweiterung endlichen Ranges
ohne innere Automorphismen ein erzeugendes Element besitzt, denn dann ist K=L.

Wir benutzen den soeben konstruierten Fixkorper K der Gruppe der inneren Auto-
morphismen von L uber H, um einen maximalen Zwischenkérper M ohne innere Auto-
morphismen tber H zu gewinnen, der ither H cin erzeugendes Element besitzt. Dazu
greifen wir aus dem Transformatorenkorper T% einen iiber dem Zentrum von T4 se-
parablen, maximalen kommutativen Unterkérper heraus, den wir mit T% bezeichnen.
Der Fixkorper M der Gruppe %, der, wie aus Satz 1 hervorgeht, ein maximaler Zwischen-
korper ohne innere Automorphismen iiber H ist, stimmt {iberein mit dem Vereinigungs-
korper von K und TL. Ein erzeugendes Element a von M iiber H kann als Linearkom-
bination des erzeugenden Elementes b von K iitber H und eines erzeugenden Elementes
¢ von T iiber Zyy, mit Koeffizienten aus H gewonnen werden. Dies soll im folgenden Satz
nachgewiesen werden.

Satz 4. L sei galoissche Erweiterung endlichen Ranges von H. Dann gibt es einen
maximalen Zwischenkorper M ohne innere Automorphismen iber H, der iber H ein er-
zeugendes Element Dbesitzt:

M =H(a).

Beweis. Auf Grund des vorhergehenden Satzes ist die Behauptung erfiillt, falls H
nur endlich viele Elemente besitzt. Wir setzen daher jetzt voraus, daB H unendlich
viele Elemente enthélt. Den Beweis fithren wir in mehreren Schritten.

1. Vorbemerkung. Zum Transformatorenkoérper T'% gehoren genau die Elemente
te L, die it allen Elementen aus H einzeln vertauschbar sind, fir die also

ht=th fur alle he H

gilt. Ubt man auf diese Gleichung einen Automorphismus Ge®% aus, so folgt, da die
Elemente aus H dabei fest bleiben:

h-1G=tG-h fur alle heH,
20*
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d. h. das Bildelement von ¢ liegt ebenfalls in T%. T% ist also gegeniiber den Automor-
phismen aus @} als Ganzes invariant. Genau so ergibt sich, dal auch das Zentrum Zgg
von T% bei diesen Automorphismen invariant ist. Daraus folgt, dal der Rang eines
Elementes c€ T iiber Zyy gleich dem Rang seiner Bildelemente iiber Zz bei den Auto-
morphismen aus @% ist.

2. Wir betrachten jetzt einen tber Z,:z separablen, maximalen kommutativen
Unterkérper von T%, den wir mit 7% bezeichnen. ¢ sei erzeugendes Element von T
tiber Zgr.

Der Fixkorper M von % ist auf Grund von Satz 1 ein maximaler Zwischenkorper
ohne innere Automorphismen tiber K und, da K iber H nur &ullere Automorphismen
besitzt, auch iiber H.

Wir wollen zeigen, daB das Element ¢ bei den Automorphismen aus &% nur endlich
viele verschiedene Konjugierte besitzt, die wieder in 7% enthalten sind. Auf Grund der
Vorbemerkung ist dann klar, daB jedes dieser Konjugierten den Korper T% iiber Zye,
erzeugt. Da &% nur endlich viele Klassen nach 3% besitzt (G(2)), geniigt es nachzuweisen,
daB ¢ bei den Automorphismen aus einer Klasse GZTL nur endlich viele verschiedene, in
T% enthaltene Bildelemente besitzt.

Wir bezeichnen c¢G =c¢'. Angenommen, es gibt unendlich viele innere Automorphis-
men G,(i=1,2,...), so daB ¢'G, verschiedene Elemente aus 7% sind. Wir wissen auf Grund
der Vorbemerkung:

T3 =Zipy (¢'Gy).

Dann erzeugen aber die Automorphismen G7'G; (j=2,3,...) unendlich viele verschiedene
Automorphismen von T iiber Zzz, denn die Elemente von Zy bleiben beidiesen inneren
Automorphismen selbstverstindlich fest. Da 7% als kommutative Erweiterung end-
lichen Ranges von Z,z nur endlich viele verschiedene Automorphismen tber Z,z be-
sitzt, haben wir damit einen Widerspruch erhalten. Folglich gibt es bei den Automorphis-
men aus &% nur endlich viele verschiedene Konjugierte von ¢, die in T% enthalten sind.
Diese bezeichnen wir mit

3. Wir zeigen schlieflich:
M --H(a) mit a=c—hb,

wobei b erzeugendes Element von K iiber H und % ein geeignetes Element aus H ist.
Ist H=K, so sei h=0, also a=c. Ist HCK, so wihlen wir A folgendermafBen: Sind

bbby, ..., (s=1),

die endlich vielen verschiedenen Konjugierten von b bei den Automorphismen aus G%
(daB nur endlich viele verschiedene Konjugierte existieren, folgt aus G(5) und G(2), und
daBl s> 1ist, aus der Voraussetzung HCK), so sei h ein Element aus H, das von den endlich
vielen Losungen der folgenden Gleichungen verschieden ist:

c;=c+x(b;—b), 1=1,2,....7; j=1,2,...,s.

Da H unendlich viele Elemente enthalt, existiert ein solches Element hcH.

Um die Richtigkeit der Gleichung M =H (a) nachzuweisen, haben wir nurszu zeigen,
daB} die Galoisgruppe von L itber H(a) gleich der Galoisgruppe ¥% von L iber M ist.
DaB die Gruppe der inneren Automorphismen von L iiber H(a) mit T iibereinstimmt,
folgt aus der Tatsache, daf3 die Elemente 4 und b mit allen Elementen aus 7% und ¢ genau
mit denen aus T vertauschbar sind. Fir den Fall H=K ist damit der Beweis gefiihrt,
da es jetzt keine duBeren Automorphismen gibt.
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Angenommen, G ist ein duBerer Automorphismus aus % und aG =a, ausfithrlich
¢G—h-bG=c—h-b.
Da b nur bei den inneren Automorphismen fest bleibt, ist dabei bG =b;. Aus obiger Glei-
chung folgt dann
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA cG=c+h-(b;=b). . . . .

Wegen der Invarianz von T% liegt ¢G in TE. Auf Grund der rechten Seite der Gleichung
ist ¢@ mit allen Elementen aus 7% vertauschbar, mu8 also, da T% maximaler kommu-
tativer Unterkérper von T ist, in T'% liegen; d. h. es ist ¢G =c, nach unserer Bezeichnung.
Dann besteht die Gleichung

c;=c-+h(b;—b),

im Widerspruch zur Wahl von 4. Das Element o bleibt also bei keinem duBleren Auto-
morphismus fest. Damit haben wir das gewiinschte Ergebnis: Die Automorphismen-
gruppe von L iiber H(a) ist gleich ¥ und folglich, wie behauptet, M =H(a). Damit
ist Satz 4 hewiesen.

Zur Vorbereitung fir den néchsten Satz iberlegen wir nun noch, dafl man @ ins-
besondere so wihlen kann, daf3 es nicht in Zj, liegt, falls nur Z,C7T%.

Ist T%" Tk, so ist dies stets der Fall, denn dann ist ¢ nicht mit allen Elementen aus
T% vertauschbar, die Elemente & und b sind mit diesen vertauschbar und folglich liegt
a =c¢—hb nicht in Zj.

Setzen wir jetzt T =T% voraus, so kann das Element ¢ beliebig in 7% gewahlt
werden. Ist H=K, so sei a=c und ¢ ein Element aus Tk, welches nicht in Z, liegt. Ein
solches Element existiert wegen Z;CTh. Ist HCK, so setzen wir ¢=0. Jetzt kann das
Element k==0 beliebig in H gewihlt werden. Ist b nicht in Z; enthalten, so sei a=b,
andernfalls a=5hb (b==0), wobei jetzt A€ H nicht in Z; liegt.

Daf} ein solches Element & existiert, folgt daraus, dafl bei einer galoisschen Erwei-
terung mit nur inneren Automorphismen und kommutativem Transformatorenkérper,
der Transformatorenkoérper im Grundkoérper enthalten sein muf. Es ist also 7% C K,
wo bei nach Voraussetzung Z,CT%h.

Ist Z,CTE, so gibt es also stets ein erzeugendes Element o von M iiber H, welches
nicht im Zentrum von L liegt.

1V. Existenz von zwei konjugierten, erzeugenden Elementen.

Alle bisherigen Uberlegungen dienten zur Vorbereitung des in der Einleitung an-
gegebenen Satzes, den wir jetzt herleiten wollen.

Satz 5. Ist L galoissche Erweiterung endlichen Ranges von H und ist das Zentrum
des Transformatorenkorpers TY separabel iiber dem Zentrum von L, so besitzt L wber H
zwet erzeugende Elemente:

L=H(a,a'),
die bezuiglich eines inneren Automorphismus von L konjugiert sind??2).
Beweis. Aus Satz 3 geht hervor, dafl L in folgenden Féllen bereits durch ein Ele-
ment tber H erzeugt wird:
1. Einer der Korper H oder Z enthélt nur endlich viele Elemente.
2. Es gibt keine inneren Automorphismen von L iiber H, d. h. Z;=T%.
In diesen Fillen ist der Satz mit a=a’ erfillt.

Auf Grund dieser Feststellung kénnen wir im folgenden voraussetzen, dal H und Z,
unendlich viele Elemente enthalten und Z;CTh ist. Wir betrachten jetzt den im vorher-
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gehenden Satz konstruierten Koérper M. Uber M besitzt L nur innere Automorphismen
mit dem kommutativen Transformatorenkorper T%. Da T}y iiber Zgs separabel ist und
da auBerdem nach Voraussetzung auch Zgz separabel iiber Z ist, stellt insgesamt Ty
einen separablen kommutativen Korper endlichen Ranges uber Z, dar. Dieser besitzt
nur endlich viele Zwischenkorper iber Z; und folglich enthalt die Galoisgruppe T
von L iber M nur endlich viele ausgezeichneten Untergruppen. Aus jeder dieser aus-
gezeichneten Untergruppen, einschlieBlich %, selbst, greifen wir einen vom identischen
verschiedenen Automorphismus heraus:

6,Gy...,C,.

Koénnen wir nachweisen, dafl es ein zu a beziglich eines inneren Automorphismus kon-
jugiertes Element a’ gibt, welches bei keinem dieser Automorphismen fest bleibt, so
besteht die Galoisgruppe von L iiber M(a') nur aus dem identischen Automorphismus
und es ist folglich L=M(a’).

Den Nachweis, daf} ein solches Element a’ existiert, filhren wir in drei Hilfssitzen,
die auch an sich von Interesse sind. Bevor wir damit beginnen, stellen wir noch einmal die
Voraussetzungen zusammen, die wir dabei heranziechen diirfen:

1. Zj enthalt unendlich viele Elemente.

2. Z,CT%; im AnschluB an Satz 4 haben wir festgestellt, daB dann das erzeugende
Element a von M iiber H so gewahlt werden kann, daf es nicht in Z enthalten ist.

3. Da L iber M galoissch mit nur inneren Automorphismen ist, gilt Z,CM. Die
vorstehend angegebenen Automorphismen G,,G,,...,G, konnen daker auch als vom
identischen verschiedene Automorphismen von L iiber Z; aufgefalit werden.

Hilfssatz 27). Es seien L ein beliebiger Kiorper und N ein Unterkorper von L, der
nicht ganz im Zentrum von L enthalten ist und bet jedem inneren Awtomorphismus von L
als Ganzes invariant bletbt. Dann ist N = L.

Beweis. Es sei ¢ ein Element aus N, welches nicht im Zentrum von L enthalten
ist. Ferner sei v ein Element aus L, das mit a vertauschbar und u ein solches; das mit a
unvertauschhar ist. Diese Elemente geniigen den folgenden Gleichungen:

ta= av,
ua = a*u,
(utv)a=a'(utv),

wobei die Konjugierten a* und a’ von a wegen der Invarianz von N ebenfalls in N liegen
und a'—a =0 ist. Subtrahiert man die letzte Gleichung von der Summe der beiden ersten
und fal3t entsprechende Glieder zusammen, so erhilt man die Beziehung

(a*—a')u=(a"—a)v.

Setzt man darin v=1, so folgt, dall jedes mit a unvertauschbare Element u aus
L in N enthalten ist. Dann erhalt man aus dieser Gleichung aber aullerdem, dafl auch
jedes mit a vertauschbare Element v aus L in N liegt. Das sind aber alle Elemente aus
L und es ist folglich wie behauptet N=L.

Aus diesem Ergebnis ziehen wir eine Folgerung.

7) Dieser Hilfssatz stellt eine Verallgemeinerung eines Satzes von H. Cartan dar [a. a. 0.2), Theorem 4],
den H. Cartan mit Hilfsmitteln aus der Galoisschen Theorie beweist. Nach Beendigung dieser Arbeit wurde mir
bekannt, dal diese Verallgemeinerung bereits von R. Brauer [On a theorem of H. Cartan, Bull. Amer. Math.
Soc. 556 (1949), 619—620) bemerkt worden ist.
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Hilfssatz 3. Ist a ein Element qus einem Korper L, welches nicht in Z; enthalten ist,
und G ein vom identischen verschiedener Automorphismus von L iber Zz, so gibt es ein
Element te L mit der Eigenschaft

(tat-1)G—tat=1=0.

bei inneren Automorphismen von L ein Erzeugendensystem von L iiber Zj bilden und
G ein vom identischen verschiedener Automorphismus von L ist, muB} ein Element ¢ mit
der angegebenen Eigenschaft existieren.

Dieses Ergebnis soll nun verallgemeinert werden.

Hilfssatz 4. L sei ein beliebiger Korper, dessen Zentrum Z g unendlich viele Elemente
enthdlt und a ein Element aus L, welches nicht in Zy, liegt. Sind G,,G,,... G, beliebige, aber
vom tdentischen verschiedene Automorphismen von L iber Zy, so ¢ibt es ein zu a beziiglich
eines inneren Automorphismus konjugiertes Element o' = tat=1 (t€ L), welches bet keinem der
gegebenen Automorphismen in sich ibergefihrt wird:

(tat-1)G;,—tat-1==0 fir 1=1,2,...,n.

Beweis. Auf Grund des vorhergehenden Hilfssatzes gibt es zu jedem G, ein Element
t,€L mit der Eigenschaft ‘
(t;at7 )G, —tat7 0.

Aus den Elementen ¢; konstruieren wir das gesuchte Element ¢ mit Hilfe der La-
grangeschen Interpolationsformel.

Dazu benutzen wir den Funktionenkérper L(x), wobei ¢ eine mit allen Elementen.
von L vertauschbare Unbestimmte ist. Da Z; unendlich viele Elemente enthalt, kénnen
wir n verschiedene Elemente aus Z; vorgeben: z;, 2,,...,2,. Dann gibt es, wie wir zu Be-
ginn dieser Arbeit festgestellt haben, ein Lagrangesches Interpolationspolynom 7(z),
welches an den Stellen z; die Werte ¢, annimmt.

Wir betrachten nun die folgenden Ungleichungen:

(T(x)aT(x)")G,—T(x)aT(x)"1=4=0 fir 1=1,2,...,n.

Dabei sei G, ==2.
Da fir Polynome aus L(z) der Euklidische Algorithmus durchfithrbar ist, kénnen
wir diese Ungleichungen auf die folgende Gestalt bringen:

1
Z®) § i O
wobei Z,(x) und N,(z) Polynome sind. Auf Grund der Voraussetzung ither 7T'(x) ist dabei

Z,(2,) = (t,at;7 1) G;—tat7 ! F0

1
Ni(z)
ein Element aus L. Daraus folgt, dafl die Polynome Z,(z) und N,(x) nicht identisch
verschwinden. Dann hat aber das Ungleichungssystem

Zy(x)==0, N(2)==0 fir 1==1,2,...,n
eine Losung in Z;, denn jedes dieser Polynome hat nur endlich viele Nullstellen in Zj,.
Da Z;, unendlich viele Elemente enthilt, gibt es ein von diesen Nullstellen verschiedenes
Element z¢Zj;. Dann haben wir offenbar in 7'(z) =t das gesuchte Element.
Mit dem Beweis dieses Hilfssatzes haben wir auch den Beweis von Satz 5 vollendet.

Eingegangen am 28. April 1950.



