Postverlagsort Berlin

lh.u k. ‘

MATHEMATISCHE
ZEITSCHRIFT

Boaacd A S oy s e

UNTER STANDIGER MITWIRKUNG VON

E.KAMKE R. NEVANLINNA E. SCHMIDT

TUBINGEN . HELSINKI BERLIN
F. K. SCHMIDT

HEIDELBERG
HERAUSGEGEBEN VON
H. WIELANDT

TUBINGEN

WISSENSCHAFTLICHER BEIRAT

W.BLASCHKE L.FEJER A.E.INGHAM H.KNESER
W.MAGNUS O.PERRON G.PICKERT

72. BAND, 1. HEFT

(ABGESCHLOSSEN AM 11. SEPTEMBER 1959)

BERLIN . GOTTINGEN . HEIDELBERG

SPRINGER-VERLAG
1959

a4 A



Inhalt des 72. Bandes

ERHARD SCHMIDTt . . . . . . . . . . v v « « v v « « « « v v« . . .VvOr
BaceMiHL, F., Planar sections of spatial sets .

BerGMAYN, S., The number of intersection points of two analytic surfaces in the
space of two complex variables

BRrAUER, R., Zur Darstellungstheorie der Gruppen endlicher Ordnung. IT .
Careirz, L., Congruences (mod 2) for the Coefficients of the Jacobi Elliptic Functions
DemBowskl, P., Freie und offene projektive Ebenen

Fre1scHER, 1., Uber Dualitét in lineartopologischen Moduln .

GEIRINGER, H., On a limit theorem leading to a compound Poisson distribution

GiL.BaRG, D., Some Hydrodynamic Applications of IFunction Theoretic Properties
of Elliptic Equations .

GicLmax, L., and C. W. KonLs, Convex and pseudoprime ideals in rings of continuous
functions

Hrinz, E., Uber die Differentialungleichung 0<o <t —s2 < < o0
HiLLg, E., An Application of Priifer’'s Method to a Singular Boundary Value Problem
Hopges, J. H., Some Determinantal Equations Over a Finite Field

HOLDER, E., Extremale geschlossene Differentialformen. Unterschallstromungen im
Groflen .

Horr, E., Zur Kennzeichnung der Euklidischen Norm
Jarnixk, V., Eine Bemerkung liber diophantische Approximationen .
Karrix, S, and G. SzeG6, On certain differential-integral equations

Kasch, I'., und B. VoLkmaNN, Metrische Sitze iiber transzendente Zahlen in P-
adischen Korpern

Kuratowski, K., Un critere de coupure de I'espace euclidien par un sous-ensemble
arbitraire

1LoEWNER, C., A theorem on the partial order derived from a certain transformation
semigroup .

MALGRANGE, B., Sur une inégalité de I*. Treves

MoRrREY jr., CH. B., Second Order Elliptic Equations in Several Variables and Holder
Continuity

MoOSER, J., The Order of a Singularity in Fuchs’ Theory .
NEHARIL, Z, On a class of nonlinear integral equations .

OsTrROWSKI, A., Uber Produkte Hermitescher Matrizen und Biischel Hermitescher
Formen .

PerroON, O., Uber lineare Differenzengleichungen und eine Anwendung auf lineare
Differentialgleichungen mit Polynomkoeffizienten

165

399
107

23§

76
187
205

184

146
379
175

16



v Inhalt
Seite
RADEMACHER, H., On the Phragmén-Lindeléf theorem and some applications . . . 192

Ruoapeks, B. E., Total Comparison among some totally Regular Hausdorff Methods 463
Sasipussi, G., Graph Multiplication . . . . . . . . . . . . . . . . .. .. .446
SaLig, H., Zum Wertevorrat der Dedekindschen Summen . . . . . . . . . . . . 61

SCHMEIDLER, W., Die Navier-Stokesschen Gleichungen der Hydrodvnamik als System

quadratischer Integralgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . .. .. .279
SPECHT, W., Freie Untergruppen der bindren unimodularen Gruppe . . . . . . . 319
StriNHAUS, H., und K. UrBaNIK, Poissonsche Folgen . . . . . . . . . . . . .127
SYNGE, J. L., A theory of elasticity in general relativity. . . . . . . . . . . . . 82
Traowmpsox, J. G., Normal p-complements for Finite Groups . . . . . . . . . . . 332
TuaowmpsoN, J. G., A Special Class of Non-Solvable Groups. . . . . . . . . . . . 438
WaLrrisz, A., Uber Gitterpunkte in vierdimensionalen Ellipsoiden . . . . . . . . 230

WaLsH, J. L., Note on approximation by bounded analytic functions (Problem o) 47



KascH, F., u. B. VoLkMANN
Math. Zeitschr. 72, 367 —378 (1960)

Metrische Sitze iiber transzendente Zahlen
in P-adischen Korpern

Von
FRIEDRICH KASCH und BODO VOLKMANN

1. Fragestellung. Die auf MAHLER zuriickgehende Klasseneinteilung der
transzendenten Zahlen?) ist von ithm [6] auch auf Zahlen in den P-adischen
Korpern K iibertragen worden. 1936 fithrte dann TURKSTRA [8] eine MaB-
theorie in den Korpern Kp ein, die auch die Ubertragung einiger damals im
Reellen bzw. Komplexen bekannter metrischer Aussagen auf das P-adische
gestattete. Insbesondere ergab sich als Analogon zu einem Satz von MAHLER
die Aussage, daB im Sinne des Turkstraschen MaBes fast alle P-adischen
Zahlen S-Zahlen sind. Dabei bewies TURKSTRA als Gegenstiick zu dem Ergeb-
nis von MAHLER, wonach fast alle reellen Zahlen & S-Zahlen von einem Typ?)

(1) 9§ =4
sind, daf} fiir fast alle P-adischen Zahlen die Ungleichung

(2) V=7
erfillt ist.

Seither ist die Abschitzung (1) mehrfach verbessert worden, und das
kiirzlich von uns erzielte, bisher beste Ergebnis [3] besagt insbesondere, dal3
fast alle reellen & den Ungleichungen

2
n

) 19, =2—

geniigen. Dagegen liegen im P-adischen Ifall, soweit den Verfassern bekannt,
bisher noch keine Resultate vor, die tiber (2) hinausgehen.

In der vorliegenden Arbeit wird fiir eine beliebige Primzahl P folgende
Verschiarfung von (2) bewiesen, die ungefihr die Giite von (3) erreicht:

Satz 1. Iviv fast alle Zahlen &€ K, gilt?)

-
a

(5) 14 n~§19,,(§)§2—~1— (m=2,3,....

1) Siehe z.B. SCHNEIDER [7].

2) Siehe [3], S. 442.

3) Die genauen Definitionen der hier benutzten Begriffe sind im nichsten Abschnitt
cnthalten.
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Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach »# mit dem Induk-
tionsbeginn #=1. Sonst folgen wir methodisch im Wesentlichen unserem
Beweis von (3), dessen Grundgedanke darin besteht, Eigenschaften der
Diskriminante der approximierenden Polynome fiir die Abschitzung des
Malles auszunutzen.

Im Fall n=2hat fiir reelle Zahlen KuBILYUS [4] das bestmdgliche Ergebnis,

amlich
namlic 95(6) =1 fiir fast alle &,

erzielt. Sein Beweis wurde von einem der Verfasser [2] durch einen einfacheren
ersetzt, wobei sich zugleich das bestmogliche Ergebnis fiir die komplexen
Zahlen mit ergab. Durch Ubertragung dieser Methode erhalten wir auch
im P-adischen Fall die bestmégliche Aussage:

Satz 2. Iiir fast alle Zahlen & € K p gilt
(6) #(6) = 3.

2. Voraussetzungen. Es sei P eine (fiir das Folgende feste) Primzahl und
Kp der zugehorige Henselsche Korper. Die Bewertung | |, von K ldBt sich
dann eindeutig auf die algebraisch abgeschlossene Hiille K p von Kp fortsetzen
und soll auch in diesem Sinne mit ||, bezeichnet werden. Alle im folgenden
auftretenden algebraischen Zahlen sind als Elemente von Kp zu betrachten.

Wenn » und H natiirliche Zahlen sind, sei £ (#, H) die Menge der Polynome
g(x) mit ganzrationalen Koeffizienten a; von einem Grad =<# und einer
Héhe (= max |a;|)<H. Dann setzen wir fiir?) jedes £€ K,

7 < R(n, H)
GE
ferner
1
OO [ ——
_— w,(H, .
w, () = lim - wulfL8) owie 9 (&) 21?,{1(‘5,),,
n 10 n
. . H—o0 g n
schlieB3lich

9(&) = sup 9,(§) und w(&) = lim 9, (§).
n=1,2, .. #7—> 00
Eine Zahl é€ K, heiBt (P-adische) S-Zahi, wenn 0-<<9 (&) << oo ist.
Das Turkstrasche Mall wird in Anlehnung an die von FELLER und TORNIER
[1] fiir den Baireschen Nullraum entwickelte Maltheorie folgendermalien
eingefithrt3): Man definiert als P-adisches Intervall n-ter Stufe (bei ganz-
rationalem #) die Menge aller Zahlen £€ K, in deren P-adischer Entwicklung

[e o}

&= 2 a, P’ (0=a,<P; a,ganzrational; a,=0 fir »<»,(£))

alle Koeffizienten a, mit »<n denen einer vorgegebenen Zahl gleich sind.
Es zeigt sich, daf3 jedes P-adische Intervall sowohl offen als auch abgeschlossen
ist, und ferner 1iBt sich beweisen, daB jede offene Menge OCK, als Ver-

4) Vgl. (7] sowie [3].
5) Siehe [&], Kap. V.
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cinigung von P-adischen Intervallen darstellbar ist. Als beschrdnkt wird eine
Menge M CK ) bezeichnet, wenn es eine ganzrationale Zahl? so gibt, daB
MK, (= Menge der £€ Kp mit |£],< P gilt.

Der Aufbau der MaBtheorie wird dann in mehreren Schritten vollzogen:

1. Fiir jedes P-adische Intervall £ von #n-ter Stufe setzt man

T(E) =sup|o —B|p=P""
a,BEE

2. Fiir jede beschrinkte, offen-abgeschlossene Menge A CKp wird, wenn

A= LtJ E' eine Zerlegung in paarweise fremde P-adische Intervalle ist,

T(4) = 3 T(EY)

gesetzt und gezeigt, daBl die linke Seite nicht von der speziellen Wahl der
Zerlegung abhangt.

3. Fiir jede beschrinkte, offene Menge OCK ), wird eine Zerlegung O= U E*
in iaximale P-adische Intervalle (d.h. solche, die in keinem ganz zu O gehoren-
den P-adischen Intervall echt enthalten sind) eingefithrt, die Eindeutigkeit
dieser Zerlegung bewiesen und

T(0) = X T(EY)

gesetzt. Daraus erhilt man Analoga zu den bekannten Sitzen der Inhalts-
theorie fiir lineare, offene Mengen.

4. Fiir jede beliebige, beschrinkte Menge M C K p wird das duBere Turkstra-
sche Mal -
sche a T(M) = inf T(0)

eingefiihrt, wobei O alle offenen, beschrinkten Mengen mit M CO durchliuft.
Es folgt insbesondere, daB fiir beschrinkte, offene Mengen O stets 7(0) = 7'(0)
ist. Sodann lassen sich in bekannter Weise das zugehorige innere Maf} und
der Begriff der Mef3barkeit definicren.

5. Fiir jede belicbige Menge M CKp wird M~ Kb =3M" und
T(M) = lim T(M")

t—>+400
gesetzt. Damit wird auch fiir nichtbeschrinkte Mengen M der Begriff der
MeBbarkeit und des MaBes T(M) erklirt, sofern dieses existiert. Man kann
dann u.a. nachweisen, daB das Turkstrasche Mafl 7(}) monoton und o-
additiv ist.

3. Hilfssédtze. Zu den Beweisen bendtigen wir die folgenden Hilfssétze$):
Hilfssatz 1. Es seten

i
Li(xg, ....x,)=L;(x) =2 v;;%5 (1=0,...,n)
i=0
%) Dabei sind C,, C,, ... positive, reelle Zahlen, die von » und P, nicht aber von H
abhingen diirfen. Alle im folgenden auftretenden Polynome haben ganzrationale Koeffi-
zienten.
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n-+1 Linearformen mit veellen Koeffizienten und einer nichtverschwindenden
Determinante d; ferner sei

L(x) = X yjx;
j=0

eine Linearform mit P-adisch ganzen Koeffizienten. Sind dann f,8,, ..., B,
positive reelle Zahlen mit 0<f <1 und fB, ... p,=|d| P, so gibt es einen Gitter-
punkt x mit | L (2)|p<p und
|L;(x)| =B (i=0,...,n).
Beweis. Folgt aus [§], Satz 1.

Hilfssatz 2. Zu jeder Linearform L(r)=vyo%xo+ ---+v,x, mit P-adisch
ganzen Koeffizienten gibt es fiir jedes hinveichend grofle t>1 wenigstens einen
Gitterpunkt t==(0, ..., 0) mit max(|xy|, ..., |x,|)=H, derart, daff H=<{"" und

P .
|L(x)|p< AT 1st.

Beweis”). In dem Ungleichungssystem

P
Iyo Xy + 1% +ee yu.xnll’ < 41
lxot =
|x1| é ll/n
|x”l é tl/n

ist die Determinante der letzten %1 Ungleichungen offenbar gleich 1. Daher
sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 mit = 71—+~Pl/7 und By=p,=---=t""
erfiillt, und somit folgt die Behauptung.

Hilfssatz 3. Fiir jede transzendente, insbesondere also fiir jede S-Zahl &€ K p ist

9OZ1+ " (=1,2..).

Beweis®). I'lir jede P-adisch ganze Zahl & und jedes hinreichend grof3e ¢
ergibt sich durch Anwendung von Hilfssatz 2 mit y;=¢& und x;,=a; (i=0, ..., n)
die Existenz eines Polynoms ¢ (x)€Q (n, [(*"]) mit |¢(£)|p< P01, Folg-
lich 1st ¢,

ZU,L(H, E)<f17z’+'i' (H=1,2,...),

woraus die Behauptung leicht zu folgern ist.

Hilfssatz 4. Sei q(x)=aga"+a, 2"~ - +a, ein Polynom mit den Null-
stellen oy, oy, ..., &,. Dann gilt, wenn die Indizes 1y, ..., 1, voneinander ver-
schieden sind, die Ungleichung

IaOO(," a,‘k|1)§ 1.

7) Siehe [8], Kap. V, Satz 2*.
8 Vgl. [8], S. 67—68.
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Beweis. Nach dem Beweis von [7], Hilfssatz 17 ist jedes Produkt der
Form a,a;, ... «;, ganzalgebraisch, und daraus folgt die Behauptung.

Hilfssatz 5. Set q(x) ein Polynom vom Grade n=2 mit lauter verschiedenen
Nullstellen oy, ..., o,. Dann gilt, wenn D(q) die Diskriminante bezeichnet,

lq,(avn)ngl/]-D(Q) P (m=1,...,n).
Beweis. Nach [3], Gl. (4) ist
N 17
gy =, e
19" ()| |a3_2. T (e “i)l
INE RS P

Bei der Ausmultiplikation des Produktes im Nenner entsteht eine Summe
von Produkten mit je (71;1) Faktoren aus der Menge der n» —1 Wurzeln

o; mit ¢==m. Da in diesen Produkten jedes «,; héchstens in der (n— 2)-ten
Potenz vorkommt, 148t sich jedes von ihnen in Faktoren der Form aya;, ... ;,
zerlegen. Somit hat nach Hilfssatz 4 jeder Summand des Nenners einen
P-adischen Wert <1, so dal}

I (@—a)| =1

L,iEm; i<y P
und damit die Behauptung folgt.
Hilfssatz 6. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 5 gilt, wenn & eine

beliebige, von oy, ..., o, verschiedene Zahl aus K, mit

|§ — otulp =, min [& —ofp
st 1€ — onlp |€I(§ )|p
VD@l

Beweis. Fiir jedes ¢ f=m ist

l‘xm’—a{h’zl(am;‘s)+(§“'a lP IO( _§|p,
und somit wird
|‘I'(V~m)lp = |“o|l’ 1;1 ot — azll’ = |“oi1>‘[l[ l“i - Slp-
i1:4:¢1n i“;m
Folglich ergibt sich nach Hilfssatz 5

||D |PS|“0|P ll‘a IP
und damit '*’"
5 — &y, = - [a°|P - -I? (e,)l,ﬁ‘ .
| = s 4 HI 1D@le

Hilfssatz 7. Seicn ¢y(%), ¢.(x), ..., q,{(x) Folynumie #iil
=[] ¢:(x), Grad go=n und Hohe g,=H; (i=0,...,n).
i1

Dann gilt Hy = (4n)"" | [ H;.
i=1

Mathematische Zeitschriit. Bd. 72 26
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Beweis. Siehe [7], Hilfssatz 16.

Hilfssatz 8. Fiir jedes Polynom q(x) vom Grad n gilt wenigstens eine der
folgenden Aussagen®):

1. q ist Produkt von n linearen Polynomen,

2. q ist Produkt von zwei Polynomen mindestens zweiten Grades,

3. q hat lauter verschiedene Nullstellen.

Beweis. Im Ring der Polynome mit ganzrationalen Koeffizienten sei

g=aq---qr
die eindeutige Zerlegung von ¢ in Primelementpotenzen; ferner sei Grad ¢;,=#;
(¢=1, ...,7). Wird nun angenommen, es gelte weder 1. noch 3., so gibt es

wenigstens ein #;, etwa n;, mit 1 <#,<<#. Dann kann auch nicht #,=» —1
sein, weil daraus 3. bzw. 1. folgen wiirde. Somit gilt 1 <%, <<% — 1, woraus un-
mittelbar folgt, daB3 _

: & =q(gt g q7)

eine Zerlegung mit der Eigenscha'ft 2. ist.

Hilfssatz 9. Bei vorgegebenen ganzrationalen Zahlen H>1 und x wmit
H? == x hat die Gleichung H?— 4aga, = x
héchstens C, HE'*8 8/ Lisungen in ganzen Zahlen ay, ay mit |ay| < H, |a;| < H.

Beweis!?). Ist (M) die Anzahl der positiven Teiler von M, so betrigt
die Losungsanzahl hochstens

2d (H? — %) < C, HCslloglog H,

Hilfssatz 10. Bei vorgegebenen ganzrationalen Zahlen H>1 und x hat die
Gleichung a—4Ha=x
hochstens Cyr (x, 4H) HO8 6 H [ sungen in ganzen Zahlen ay, a mit |a,| < H,
|a| < H, wobei 7 (u, v) der grofite gemeinsame quadratische Teiler von u und v ist.

Beweis. Siehe [2], Seite 267.

Hilfssatz 11. Sind N und M natiirliche Zahlen, so gilt

M
er(x, N)<MlogN.

Beweis. Sei d2/N; dann gilt 7(x, N)=d genau fiir die x von der Form
x=d?x, mit 7(x;, N)=1. Es gibt also hochstens M/d? Zahlen x mit dieser
Eigenschaft, und daher wird

M
DrmN s> MasMY L <c ,MiogN.
x=1 a*N a/N

4. Beweis von Satz 1. Im Hinblick auf Hilfssatz 3 ist nur noch

(7) K <2 uwd H,H=s2—-1 (r=23..)

2n

9) Dabei ist an die oben getroffene Vereinbarung zu erinnern, wonach nur Polynome
iiber dem Ring der ganzrationalen Zahlen betrachtet werden.
10y Vgl. [2], S. 266.
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fir fast alle §€ K, zu beweisen. Da die Menge der algebraischen Zahlen
aus Kp das MaB3 0 besitzt, kénnen wir uns dabei auf die Menge K der trans-
zendenten P-adischen Zahlen beschrinken.

Sei S, (o) die Menge der £€ K mit 9, (&) >o0. Dann gibt es, wie man der
Definition leicht entnimmt, zu jeder Zahl £ € S, (o) unendlich viele H, zu denen
Polynome q(x) €Q(n, H), ¢(x) §Q.(n, H —1) mit

() lg€)lp<H™

existieren; die Menge aller & € K, fiir die dies zutrifft, bildet also eine Ober-
menge S, (¢) von S, (o). Ist nun fiir alle >0, die Gleichung T'(S} (0))=0
bewiesen, so folgt auch T'(S¥ (0o)) = T(S,(0o))=0; denn Sj(g,) ist als Ver-
einigung der abzdhlbar vielen Mengen S} (ao—{— —;—) (=1, 2, ...) darstellbar.
Wir werden diese Uberlegung im Fall #=1 mit ¢,=2 und im Fall #=2 mit
Oy=2— “2177 anwenden, so daf3 dann (7) folgt.

Unm fiir jedes ¢>0 die Gleichung T (Sf(2+¢)) =0 zu beweisen, bemerken
wir, daBl in diesem Fall fiir jede Losung von (8) wegenl!)

|96 = a0t +arlp =aoly- -+ < H2~
! o P

offenbar
a1 1 __ P
1§ + la |P H2te H2+e
gilt, wenn |ag|p=P~* ist. er iberdecken nun jede rationale Zahl — T‘Z‘—
0
durch das P-adische Intervall i(a,, @,) der Zahlen £ € Kp mit | + 2 ip ﬁ T .
ol P

Dann ist offenbar die Menge S¥(2-¢) fiir jedes H, in der Veremlgung

(o]

U U i(ay, @)

H=H, max(la,|a,|}=H
enthalten. Fiir das Turkstrasche MaB verwenden wir die Zerlegung

T,= T( i(a,, al)) < F( U i(ao,al))—}— T( i(ao,al)),

U
max (|a,l, |a,|)=H |aol S H =|a,) la,| < H=|a,}

und die beiden letzten Summanden nennen wir T;; bzw. Tj7.
Zur Abschitzung von Ty ist zu beriicksichtigen, daB bei den auftreten-

den Intervallen stets 0=x<k= [logﬁ-} ist und jedes solche x hochstens
2H P~* mal vorkommt. Daher wird
px C
TH = Z TTHERE T (k+1) H1+e < ‘I_fffeTz

Fiir 7 erhdlt man entsprechend die Ungleichung

CeH C
TII 6 — 6
H< [H|p H?*® [H|p H*

11) Da keine konstanten Polynome als Losungen auftreten koénnen, haben alle zu
betrachtenden ¢ (x) den genauen Grad 1.
26*



374 FriepricH KascH und Bopo VOLKMANN:

und somit ergibt sich

T(S¥(2+¢) < lim Z (T +T) = hm Z H1+e,2 . G

H.,—»ooH H, <—>ooH —H, ‘,—+oo H=H,

Da der erste Grenzwert verschwindet, bleibt nur der zweite zu betrachten.
Es ist12)

o0 [e =] Pl [e] (o) Pe o 1
Z IHI Hl+e Z Z THitE <Z Z mPl 1+ PS—1 mi+e < oo,
=0 1= =0 m=1 m=1
woraus 0
lim > Tj=0
Hy—o00 H=H,
folgt, und daher gilt T(S¥(2+¢)) =
Es sei nun bereits fir m=1, 2, ..., » — 1 die Gleichung T(S;}‘,(oo)) =0 mit
2 fir m=1,
(9) o= 0o (m) = 21 fir m=2,...,n—1
2m

bewiesen. Dann ist zu zeigen, daB fiir jedes ¢>0, wenn 6=2 — -;1—1 +¢ gesetzt

wird, T(S¥(0)) =0 gilt. Dazu stellen wir die Menge S= S¥(o) als Vereinigung
von vier Teilmengen S°, S, S%, S® dar, die folgendermaBen definiert sind:
Es sei S%0) die Menge der é€ K, fiir die (8) unendlich viele Losungen g(x)
mit Grad ¢q(x)<n besitzt; ferner seien S'(o), S?(o) und S3(c¢) die Menge der
£cK, fir die (8) unendlich viele Losungen g(x) besitzt, die vom Grad n

sind und auBlerdem im Sinne von Hilfssatz 8 die Aussagen 1., 2. bzw. 3. er-
n—1

fiillen. Dann gilt sicher S= S°L St S20 S%. Wir setzen nun V= UIS,ﬁ(cr0 (m))
m=
und zeigen zunichst

(10) T(S0L S'u S < T(V),

woraus 7'(S°u ST S?) =0 folgt, da nach Induktionsvoraussetzung T'(V)=0ist.
Ist £€ 59, so gibt es offenbar ein m < # derart, daB unendlich viele Lésungen
von (8) existieren, die den Grad m haben. Wegen

(11) n(2—-~L+8)>mao(m) (m=1,...,n—1)

folgt dann &€ S¥ (0q(m)). also auch §€V und damit S°CV.

Ist £€ 5, so glbt es nneudlich viele Losungen der Form g=g, ... ¢, mit
linearen Polynomen g; vor: (8. Bezeichnet man deren Héhen mit ; und nimmt
man £¢ S§(2) an, so besitzt die Ungleichung

lg:(8)|p<H®

nur endlich viele Losungen in linearen Polynomen g¢;(x), fiir die wegen &€ K
stets |¢;(£)|p>0 gilt. Es gibt also eine Konstante y=y(£)>0 mit

—2
________ |9:(&)|p>y H;
12y pl K bedeutet, daB P!, nicht aber P!*1 Teiler von H ist.
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fir alle linearen Polynome der Hohe H;. Damit folgt unter Beriicksichtigung
von Hilfssatz 7

19 (&)]p> y”g H7*>C, (&) H™.

Wegen (11) steht dies im Widerspruch zu der Voraussetzung, da3 (8) unendlich
viele Lésungen ¢(x) der angegebenen Art hat. Folglich muB S'CVUS§(2)
gelten, also auch T(SY) < T(V).

Ist £€ S?, so gibt es fiir wenigstens ein s unendlich viele Lésungen g=¢, ¢,
von (8) mit Grad ¢g=#» und 1< Grad ¢;=m<#%. Nimmt man £¢ S} (o, (m)) v
S¥_(og(n— m)) an, so folgt analog zur vorhergehenden Uberlegung

l9(8)

mit g =min(may(m), (n —m) oo(n —m)). Wegen

P > Y1Vs Hl—moo(m) Hz—(n—m)ao(n—m)> CS H—#5% (1)

7 ( 2 — »2% + 8) > oy (w)

steht dies im Widerspruch zur Voraussetzung, daf3 (8) unendlich viele der-
artige Losungen ¢(x) besitzt. Folglich muBl auch T(S?) < T(V) gelten.

Ist £ € S8, so gibt es unendlich viele Polynome ¢ (x) vom ‘Grad » mit lauter
verschiedenen Nullstellen, die (8) geniigen. Wir ordnen jeder Nullstelle o;
eines solchen Polynoms das P-adische Intervall i(e;) der Zahlen &€ Kp mit

1
|§ — O(-Ip oo
O HMY D@l
zu, wobei die linke Seite im Sinne der Bewertung in K p zu verstehen ist.
Dann gilt offenbar fiir alle diese Polynome in der Bezeichnungsweise von

Hilfssatz 6 mit c=2— -2171- + ¢ die Ungleichung

£ > H—lla
16— o], < 1200

Vip@ler ~ VIP@le
d.h., esist € i(a,,). Folglich wird fiir jedes H, die Menge 53 durch die Gesamt-
heit dieser Intervalle mit A = H tiberdeckt, und somit gilt fiir das Turkstrasche
MaB
(12) T(sy<tm S ¥ U

H,— H=H, ‘,/ I,D (q)Ip
wobei in der inneren Summe g (x) alle Polynome vom Grad #, der Héhe A
und mit der (durch den Strich am Summenzeichen ausgedriickten) Neben-
bedingung D (¢) #=0 durchlduft.
Zur Abschitzung von

(13) 2= v",,—'iw—rr—

2 ViDlr
beriicksichtigen wir, daB8 die Anzahl der Summanden <CyH" ist, da jeweils
einer der Koeffizienten, etwa a,, den Betrag H hat. Wenn dann alle iibrigen
Kocffizienten bis auf einen, etwa a; (j=1i), festgehalten werden, ist D(g)
cin Polynom V(a;) von einem Grad g'=1, so daB die Funktion |V(a;)| jeden
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Wert hochstens 2¢’ =g mal annehmen kann. Die Summe X'ist also (bei festem
7 und ) in eine Anzahl < C,,H"~! von Summanden der Form
H
14 Tr= ._1___
(14) 2, T
V()0
zerlegbar. Es soll gezeigt werden, daB fiir jede dieser Summen eine Un-

gleichung der Form

(15) ¥ < Cyy Hnr—1l2
gilt und somit

(16) X< C12H2n—3/2
ist.

Die Werte |V (/)| sind ganze Zahlen x mit 1< x<C3H?* "2, da D(g) ein
homogenes Polynom vom Grad 2# — 2 in den Variablen a,, ..., a, ist. Daher
gilt, wenn die natiirliche Zahl 2 durch die Ungleichung
(17) Pk é C13 H2n—2 < Pk+1

definiert wird, stets |x| p=P7* mit 0=S»x=<#, und zwar wird jedes solche x
fiir héchstens 4, = C,, H2"~% P* Werte x angenommen, da dann P//x sein mu83.
Jede dieser Zahlen x, die auftritt, liefert zur Summe XZ'* den Beitrag P*2,
und so ergibt sich durch Betrachtung des unglinstigsten Falles, wo die Zahlen x
mit den gréBtmdglichen Werten von P*® — und jeder von ihnen gmal —
angenommen werden, die Abschdtzung

IH<g(Ay PH o Ay PPV 4, PO,
wenn % eine natiirliche Zahl mit
(18) Ay + A4, 1+ -+ A4, =2H+1
ist. Daraus folgt weiter

2* < ng H2n——2(P—k/2 + P—(k—l)/2 ‘l‘ _+_ P—(k—u)/2)

H2n-2 pulz__y 12 1 ple. puwie__
=8Cus pur pm—y <gC H*' P PRy

letzteres wegen (17). Folglich ist
(19) Z* < Cy H" PR,
Ferner gilt auf Grund von (18)
2HA NS CHY (P F L Pl L P7Y) =),
also, wieder nach (17),
peti>C

H2 n—-2 1.‘m+1 —1
P Por

15 1.12u 2 >C1:)C13 P

d.h. P*>C,sH, und somit kann man P¥=C;,H setzen, wenn C;;>C,
geeignet gewdhlt wird. Damit ergibt sich aus (19) die Ungleichung (15), so
daB (16) bewiesen ist.

Setzt man (16) in (12) ein, so erhélt man

T(SYZ Cyy lim 3 HE-om=",

H,— o0 H=H,
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und da in dieser Reihe wegen azz—z% +¢& der Exponent << —1 ist, tritt
Konvergenz ein, so daB T(S3) = 7(S3)=0 folgt. Damit ist alles bewiesen.

5. Beweis von Satz 2. Analog zum vorangehenden Beweis haben wir jetzt
fir o= 2 -+ & mit beliebigem ¢>0 die Gleichung T'(S,(0)) =0 nachzuweisen.

Die Darstellung von S=S¥(c) als Vereinigung von Mengen S’ vereinfacht
sich jetzt zu S=S°0S1US3 wobei diese Mengen mit dem jetzigen Wert

von ¢ in (8) definiert sind. Wegen 2(%~ + s)>2 ergibt sich dann wie im Beweis
von Satz 1 die Gleichung

T(S~SY=0
Um die noch fehlende Aussage
(20) T(S%) =0

zu beweisen, kénnen wir zunichst dem Beweisgang von Satz 1 bis zum Auf-
treten der Summe X in (13) folgen. Da jetzt fiir jedes Polynom g (x) =a,x%+
a, x+ a, offenbar D (g) =a} — 4aya, ist und mindestens einer der drei Koeffi-
zienten den Betrag H haben muB, gilt die Ungleichung

H
(21) <2 Y |H*—4aya,|5"P 44 Z |a} — 4H a2

ay,a,=—H aj,a=—H
Wir bezeichnen die beiden Summen auf der rechten Seite mit X; bzw. 2.
Zu ihrer Abschitzung beriicksichtigen wir, daBl die Werte von D(g) ganze
Zahlen x mit 1=<|x|<5H? sind und Gleichungen der Form |x|,=P~* mit
0=x=k geniigen, wenn % wie in (17) (mit C,3=5) definiert wird. Jedes
solche % wird somit hoéchstens 10 H%/ P* Werte von x angenommen, und ferner
gibt Hilfssatz 9 eine obere Schranke fiir die Vielfachheit an, mit der eine
Zahl x in der Summe X auftreten kann. Somit erhilt man

k
X< 4H 4+ Z |H2 — 4ay ay| 3 < 4H + Cy HGoslsH o {2 3 p—+2

g, @y =—H x=0
S C H2 4 C“/loglo[,l-l

Ahnlich folgt auf Grund der Hilfssidtze 10 und 11

. k [5H2P-x]
22 é Cg H(,:./loglogH Z Z r(xl P”, 4H) Px/2
#=0 x=1
k [5H*P—%]

< C, HOMEIRH S Sy (x4 H) P* < Cy HOMO818H (k4 1) § H? log (4 H)
%#=0 x,=1

< Cw H2+Cm/loglogH'
Seizt man dies in (12) ein, so ergibt sich
T(5‘3) > C21 lim Z H- 254-24C, /loglog,H

HO—POO H=H,
woraus die zu beweisende Gl. (20) folgt.
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6. SchluBbemerkung. Im Reellen bzw. im Komplexen kann man bekannt-
lich die Mahlersche Vermutung so aussprechen!?), daB fiir fast alle & die
Gleichungen

_ _ 11 _
P, (&) =1 bzw. 9,¢&) = 5 T (m=1,2,..)
gelten. Ersteres hat sowohl die Aussage
(22) 9(&) = sup 9,(6) =1 fir fast alle reellen &
n=1,2,..
als auch
(23) w (&) = Iim 9, (&) =1 fiir fast alle reellen &

zur Folge. Analog dazu wird man im P-adischen Fall vermuten diirfen, daf3
fast alle £€ K » den Gleichungen

(24) B, &) =1+  (r=1,2..)
geniigen, woraus einerseits

(25) 9(E) =2 fiir fast alle £€ K,
und andererseits

(26) w(f) =1 fir fast alle §€ Kp

folgt. Fir n=1 und n=2 ist (24) durch Satz 1 bzw. Satz 2 bewiesen, wahrend
fur n=3 die entsprechende Frage noch offensteht. Die Richtigkeit der Aus-
sage (25) dagegen ergibt sich als unmittelbare Folge von Satz 1. Jeder weitere
Fortschritt in Richtung auf (26) bzw. (24) durfte — wie im gewohnlichen
Fall — von neuen Einsichten in die Werteverteilung der Diskriminanten D(q)
abhéngig sein.
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