
Sitzungsberichte 
er Heidelberger Akademie der Wissenschaften 

Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse 

= = = = = = = = = Jahrgang 1960/1961, 4. Abhandlung = = = = = = = = = = = 

Projektive Frobenius-Erweiterungen 

Von 

Friedrich Kasch 

(Vorgelegt in der Sitzung vom 10. November 1960) 

Heidelberg 1961 

S p r i n g e r - Ve r 1 a g 
416 030 033 300 11 



Projektive Frobenius-Erweiterungen 
V o n 

Friedrich Kasch, Heidelberg 

Vorgelegt in der Sitzung vom 10. November i 9 6 0 

Einleitung 

Eine Frobenius-Algebra ist bekanntlich eine endlichdimensionale 
Algebra F\A mi t 1-Element, für die ein r-Modulisomorphismus 

H o r n e r , . 4 ) (1) 

existiert. Diese Dual i tä tse igenschaf t hat man von den Gruppen­
ringen endlicher Gruppen übe rnommen . 

Frobenius-Algebren sind in zwei verschiedenen Richtungen ver­
allgemeinert worden. Einerseits zu Frobenius- und Quasi-Frobe-
nius-Ringen, bei denen man die Bezugnahme auf einen Unter­
kö rpe r oder Unterr ing A fallen gelassen hat. Andererseits hat man 
diese Bezugnahme und die Voraussetzung (1) beibehalten, aber die 
sonstigen Voraussetzungen abgeschwächt . 

So betrachten E I L E N B E R G - N A K A Y A M A in [ 3 ] Frobenius-Alge-
bren F über einem Ring A, wobei die Voraussetzung der endlichen 
Dimension im Falle eines Körpers A durch die Forderung, daß F 
als ^1-Modul endlich erzeugt und projektiv sei, ersetzt wi rd . I n [ 3 ] 
werden homologische Eigenschaften derartiger Algebren unter­
sucht. 

Ferner habe ich in [ 9 ] den Begriff der Frobenius-Erweiterung 
eingeführt , der kürzlich von N A K A Y A M A - T S U Z U K U in [11] von 
gewissen E insch ränkungen befreit wurde und sich nach [11] fol­
gende rmaßen darstellt: Es seien F ein Ring mi t 1-Element, A ein 
Unter r ing mi t dem gleichen 1-Element, es sei F als A -Rechtsmodul 
endlich erzeugt und frei, und es gelte (1) als /l-/ 7-Isomorphie. 

A u f der Grundlage von [ 9 ] hat K . H I R A T A [7 ] homologische 
Eigenschaften von Frobenius-Erweiterungen untersucht. Es ist nun 
wünschenswert , diese Resultate und die von E I L E N B E R G - N A K A Y A ­
M A [ 3 ] möglichst einheitlich zu gewinnen. Dazu schwächen wir den 
Begriff der Frobenius-Erweiterung dahingehend ab, d a ß wir bei 
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F R I E D R I C H K A S C H : 

sonst gleichen Voraussetzungen an Stelle von „f re i" nur „pro jek­
t i v " verlangen. Dami t haben wi r die i m T i t e l genannten projektiven 
Frobenius-Erweiterungen erhalten. 

I m ersten Teil der Arbei t zeigen wir, d a ß die Defini t ion der 
projektiven Frobenius-Erweiterungen symmetrisch ist und stellen 
Hilfsmit tel für die weiteren Über legungen bereit. Insbesondere 
zeigen wir, daß es projektive Frobenius-Erweiterungen gibt, die 
nicht frei sind. 

I m zweiten Tei l w i r d untersucht, wie weit sich eine Frobenius-
Erweiterung durch ihren / l -Endomorphismenring Horn , (/',/") 
charakterisieren l äß t . Hier werden wir einen Satz, der nach [9, 
11, 10] für freie Frobenius-Erweiterungen bekannt ist, auf pro­
jektive Frobenius-Erweiterungen verallgemeinern. 

I m dri t ten Teil betrachten wi r dann die homologischen Eigen­
schaften von projektiven Frobenius-Erweiterungen und erhalten 
zunächs t Resultate, die Ergebnisse von E I L E N B E R G - N A K A Y A M A [3] 
und K . H I R A T A [7] enthalten und ergänzen. 

Sodann schränken wi r die Frobenius-Erweiterungen auf ausge­
zeichnete projektive Frobenius-Erweiterungen ein. Dabei heiße 
FjA. ausgezeichnet, wenn r als zweiseitiger /1-Modul einen zu A 
isomorphen direkten Summanden besitzt. Hier ergibt sich als 
Hauptresultat, d a ß die schwache bzw. projektive bzw. injektive 
Dimension eines yl-Moduls A m i t der entsprechenden Dimension 
des T-Moduls A®F und H o r n e r , A) ü b e r e i n s t i m m t . 

Schließlich zeigen wi r für freie Frobenius-Erweiterungen, wo 
eine S p u r b ü d u n g mögl ich ist, d a ß die durch die Spur eines /(-Homo­
morphismus in den Ex t J r > / 1 ) für i>0 induzierte Abbi ldung jeweils 
die Nullabbildung ist. Dieses Resultat, das für Gruppenringe be­
kannt ist, besitzt interessante Folgerungen. 

1. Definition und Kennzeichnung von Frobenius-Erweiterungen 

1.1. Voraussetzungen 

Es seien in dieser Arbei t stets F ein Ring mi t 1-Element und .1 
ein Unterring von F m i t dem gleichen 1-Element. Alle V- und 
/1-Moduln seien un i t ä r . Ist A ein T-Rechts- bzw. / ' -Linksmodul , so 
schreiben wir auch Ar bzw. rA. Die Schreibweise rAA~rEA 

bedeute, daß die F-Links- und /1-Rechtsmoduln A und B /Vl- iso-
morph seien. Bei Rechtsmoduln schreiben wi r Abbildungen links 
von dem abzubildenden Element und bei Linksmoduln rechts; ist 
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Projektive Frobenius-Erwei terungen 5 

z . B . / eine Abbi ldung von Ar bzw. rA, dann sei f(a) bzw. (a)f das 
B i l d eines Elementes a£A bei / . Der Modul Horn , (A , , F,) wi rd 
zu einem F-Linksmodul , wenn (yf)(a) — yj(a) für / £ Horn A (AA, F,), 
y(-~F, a~A gesetzt w i rd . Entsprechend wird Horn , (F, , A ,) zu 
einem F-Rechtsmodul durch die Festsetzung ( / y ) ( | ) = / ( y | ) für 
/ £ H o r n , ( / ; , , A ,) und 7, I G T . 

Sei jetzt 

=®X;A 
1 = 1 

ein freier / l -Rechtsmodul mi t den freien Erzeugenden ( = Basis) xlf 

..., xn. Is t jeweils für i = 1, . . . , n die Abbildung rfy £ Horn., (F t , .F,) 
durch 

j / x fi (O für i =)=/ 
i V y y t ; [1 für z = ; v 

definiert, dann gi l t offenbar 

HomA(FA,r,) = ßTd, (3) 
= 1 

und ebenso 

Ferner folgt 

Horn A (FA tAA) = ®Ad{. 

rUomA(FA)AA) ==HomA(FA,rA] 

Sei nun FA — AA © BA, dann denken wi r uns jede Abbildung 
f z¥LomA(AAf FA) durch die Festsetzung f(b) = 0 für alle b^B zu 
einer Abbi ldung von FA fortgesetzt, so daß Horn A (A , , Fi) als 
Untermodul von H o r n A (FA, FA) betrachtet werden kann; entspre­
chend für BA . Dann gelten die folgenden Gleichungen: 

H o r n , ( F , , FA) = Horn., (AA , FA) © Horn., (BA , FA) 

Horn.! ( F , , AA) = Horn., ( .4,, , / l , ) © Horn., ( B , , .4 1) 

F H o m 4 ( i 4 . , , - Horn,, , FA). 

(4) 

Ferner besitzt H o m ^ ^ , , ^ , ) bzw. YiomA{AA)AA) als F- bzw. 
/1-Linksmodul ein endliches Erzeugendensystem, näml ich die E in ­
sch ränkungen der Abbildungen d{ (i — 1, . . . , n) von F auf A. 

Sei jetzt F als /1-Rechtsmodul endlich erzeugt und projektiv, 
dann ist F direkter Summandeines endlich erzeugten freien /1-Rechts-
moduls F 4 , und für FA treffen die zuvor für AA gemachten Fest­
stellungen zu. Daraus folgt, daß Horn , (F , , A ,) a l s / l -L inksmodul 
ebenfalls endlich erzeugt und projekt iv ist . Auße rdem ist zu be-
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merken, daß Horn A (FA , AA) nicht nur /1-Links- sondern auch noch 
F-Rechtsmodul ist. 

Da FA endlich erzeugt und projekt iv ist, gi l t für jeden Modul AC 
(nach [ 3 ] , S. 2) 

r ® C ~ H o r n , GiHom, (rA, AA),AC) (5) 

als T-Linksmoduln; ebenso gi l t für jeden Modul C, 

C®T~ H o m ^ H o m , { A P , AA)A, CA) (6) 

als T-Rechtsmoduln. Aus (5) folgt speziell für C=A die F-A-Iso-
morphie 

r - H o r n , ( .Horn , (FA, AA)t AA), (7) 

die explizit durch 
r 3 y - . ( H o r n , (FA, AA) 3 / -> / (y) e A) 

gegeben wi rd . 

1.2. Definition der Frobenius-Erweiterungen 

W i r gehen von den folgenden Bedingungen aus: 

( r l ) Arr^AUomA(rA>AA)r 

( r2) rA ist endlich erzeugt und projektiv 

( r 3) rA ist endlich erzeugt und frei 

(11) rrd^rUomA(Al\AA)A 

(12) A r ist endlich erzeugt und projektiv 

(13) Ar ist endlich erzeugt und frei. 

Bemerkung 1 

a) Die Bedingungen ( r l ) ( r2) sind äquivalent zu ( l l ) wwrf (12). 

b) Die Bedingungen ( r l ) und ( r3) sind äquivalent zu ( l l ) und ( I 3 ) . 

Beweis. Seien ( r l ) und ( r 2 ) erfüllt. Wie schon festgestellt, ist 
wegen ( r2) H o m 4 ( j ^ , AA) als .4-Linksmodul endlich erzeugt und 
projekt iv. Wegen ( r l ) folgt dann (12). Gil t ( r 3 ) , so erhält man 
ebenso ( I 3 ) . Wegen ( r l ) und (7) gut schließlich ( l l ) . Die Umkeh­
rung folgt ebenso. 

Definition 

a) Die Ringerweiterung T\A heißt Frobenius-Erweiterung, wenn 
die Bedingungen aus Bemerkung la) erfüllt sind. 
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1 'rojektive l'robeiiius-Krvvcitcrungcn 7 

b) Die Ringerweit erring FjA heißt freie Frobenius-Erweiterung, 
zuenn die Bedingungen aus Bemerkung lb) erfüllt sind. 

Die im Ti te l dieser Arbei t genannten projektiven Frobenius-
Erweiterungen werden also jetzt kurz Frobenius-Erweiterungen 
genannt, und nur die spezielleren freien Frobenius-Erweiterungen 
erhalten das zusätzl iche Adjek t iv . 

W i r bemerken schließlich noch, d a ß es zu je zwei Isomorphis­
men 9?! und cp2 von AFr und ,Hom j (IA)AA)r stets ein invertier­
bares Element £ aus dem Zentralisator von A in F gibt, so d a ß 

<P2{y) = <Pi(Zy) f ü r a l l e y€r g ü t -
Wie bei freien Frobenius-Erweiterungen kann auch jetzt der 

Isomorphismus ( r l ) bzw. ( l l ) , den wi r auch als Frobenius-Isomor-
phismus bezeichnen wollen, durch einen „Frobenius -Homomorphis -
mus" ersetzt werden. Dazu betrachten wir die folgenden Bedin­
gungen : 

( r l ' ) Es gibt einen zweiseitigen /1-Homomorphismus xp von F i n 
A so, daß die Abbildung 

F vy-^xpyi Horn t {F{, AA) 

ein /1-r-Isomorphismus ist. 

( I i ' ) Es gibt einen zweiseitigen /1-Homomorphismus xp von F i n 
A so, daß die Abbildung 

F3y->yxp£ H o m 4 (AF} AA) 

ein ^-^-Isomorphismus ist. 

Bemerkung 2. Dann und nur dann ist FjA eine Frobenius-
erweiterung bzw. eine freie Frobenius-Erweiterung, wenn ( r l ' ) und 
( r 2 ) bzw. ( r l ' ) und ( r 3 ) oder ( l l ' ) und (12) bzw. ( I i ' ) und (I3) erfüllt 
sind. 

Beweis. Es genügt zu zeigen, d a ß ( r l ) und ( r l ' ) äqu iva len t sind. 
Aus ( r l ' ) folgt unmittelbar ( r l ) . Sei nun ( r l ) erfüllt und cp der 
-1-r-Isomorphismus von F und H o r n , [FA, A ,) , dann wollen w i r 
zeigen, daß xp — <p (1) die Bedingung ( r l ' ) erfüllt. Als Element aus 
YiomA(FuAA) ist \p ein /l-Rechtshomomorpbisnuis. Ferner g i l t 
für ZeA, ycF 

xp{Ay) = (p(i){Ay) = (p(l) (y) = Xq>{\){y) - Ay>{y), 

also ist xp ein zweiseitiger /I-Homomorphismus. Die Abbi ldung 

r^y->xpy = (p{\)y = <p(y) £ Horn , (FA)AA) 
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8 F R I K D R I C H K A S C H : 

s t immt mi t cp überein und ist folglich ein /l-/ '-Isomorphisnmiiiuus. 
Dami t ist ( r l ' ) bewiesen. 

W i r stellen noch fest, d a ß bei einer freen Frobenius-Erweiiti tGe­
rung ^ ein Epimorphismus ist. Zu jedem X^A gibt es dann n.äinirrn-
lich (mindestens) ein A £ Horn,, (/J,, AA) und ein y£F m i t h(y) ==/=//; 
sei ipy0 = h, dann folgt \p(y0y) = X. 

Schließlich wollen wir feststellen, daß es Frobenius-Erweiter iuiuin-
gen gibt, die nicht frei sind. Dazu betrachten wi r zu zwei Fr<olb«boe-
nius-Erweiterungen rjA1 und r2/A2 die direkte Summe F = 1~[ © 11F2> 

für die die Mul t ip l ika t ion durch (y x + y2) (y[ + y'2) = yxy[ + y2)y:7-;'2 > 
7i> 7i^i> ?2> 72^2 definiert sei. Dann ist F ein Ring u i n m d 
A =A1@A2 ein Unterr ing von F m i t dem gleichen l -E lemiemmt . 
Man prüft sofort nach, d a ß F\A Frobenius-Erweiterung ist. Außieie?r-
dem ergibt sich, daß F\A dann und nur dann freie F roben ius - lEE£r -
weiterung ist, wenn F1jA1 und F2\A2 freie Frobenius-Erweiterungg(gten 
gleicher Dimension sind. Daraus folgt sofort, daß es Frobeniiu.uis-
Erweiterungen gibt, die nicht frei sind. 

1.3. Freie Frobenius-Erweiterungen 
W i r stellen hier einige (aus [ 9 ] und [11]) bekannte Tatsaclhcieen 

übe r freie Frobenius-Erweiterungen zusammen, die s p ä t e r g ge­
braucht werden. 

Sei F\A eine Ringerweiterung und seien rly ...,rn eine Rechititts-
sowie l1} ln eine Linksbasis von FjA. Diese Basen he ißen d.u.uial 
(zueinander), wenn die durch r l t rn erzeugte Rechtsdarstelhunrng 
von F i n An m i t der durch llf ln erzeugten Linksdarstelhanmg 
übe re ins t immt . Das bedeutet, d a ß für jedes y£F aus 

n 

die Gleichungen 

folgen und umgekehrt. 
Wesentlich ist nun, d a ß freie Frobenius-Erweiterungen durcrcch 

duale Basen charakterisiert werden können . Es g i l t : Dann unmd 
nur dann ist FjA eine freie Frobenius-Erweiterung, wenn endlicicfhc 
duale Basen von FjA existieren. 

Mit Hilfe von dualen Basen kann nun auch sofort ein Frobeniums-
Homomorphismus xp angegeben werden, der gleichzeitig ( r l ' ) u n m d 
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I'rojektive Krobeniiis-Envnterungon 9 

((III I T ) g e n ü g t . Die Elemente yl} y2 F mögen die Basisdarstellungen 
ii Ii 

yi = 1' h> 72= Z ^ / 'M 
i- i , i 

Ibooe-siit.zen, dann wi rd xp für das Produkt y±y2 durch 
ii 

v>(Yiy-i) = - h /•'» 
1=1 

(dleie^fimiert, so d a ß insbesondere 

V I ' , ' ' , ) - - ^ (8) 

g r i l l t . Da man jedes Element y^F als Produkt von zwei Elementen 
s<xiclh reiben kann (z.B. y—\ y und da \p{y1y^j wegen der D u a l i t ä t 
dlele^r Basen nur vom Produkt abhängt , liefert xp einen Homomorphis-
rrrmuvs von F in A, der gleichzeitig ( r l ' ) und ( l l ' ) erfüllt. 

F ü r s p ä t e r merken wir noch die Gleichung 

1 =tf(ri)h (9) 

ainm, die sofort aus (8) folgt. 

2. Kennzeichnung einer Frobenius-Erweiternng 
durch ihren Endomorphismenring 

2.1. I n [9] habe ich den besonders im Hinblick auf die Galois-
ssGche Theorie der Schiefkörper und Ringe interessierenden folgenden 
^SSiatz bewiesen: Unter gewissen Voraussetzungen (die hier nicht 
< a rm gegeben werden sollen) ist eine endlich erzeugte, freie Ring-
(enrweiterung FjA dann und nur dann (freie) Frobenius-Erweiterung, 
\wvv<cnn der A - Endomorphismenring H om, i (FA, FA) Frobenius - Er-
\w\veiterung des Ringes Fl der Linksmultiplikatoren von F ist. Kürz -
lliüich konnten N A K A Y A M A - T S U Z U K U in [11] zeigen, d a ß die dabei 
^vvon mir gemachten Voraussetzungen überflüssig sind. Schließlich 
ikkonnte ich in [10] einen Beweis dieses Satzes für freie Frobenius-
EErweiterungen geben, bei dem nicht von dualen Basen Gebrauch 

fg'gemacht wird . Diese Beweisführung ermöglicht es nun, den Satz 
nnnit einer gewissen E insch ränkung auch für beliebige Frobenius-
EErweiterungen zu beweisen. 

2.2. Z,ur Vorbereitung beweisen wir drei Hilfssätze. 

Hilfssatz 1: Sei F\A eine beliebige Ringerweiter ung. Für jedes 
I f - = Horn i (Ft, A ,) gilt dann Horn , {FA, i"1,) / = F i. 

J 
~~ 95 -

file:///w/veiterung


10 F R I E D R T C H K A S C H : 

Beweis. F ü r jedes £ g r gi l t / ( £ ) £ / l ; daher folgt für beliebiges 
/ / ^ H o n i , ( / ; , , FA) 

hf ( f) = Ä (1 / (£)) = A (1) / ( f) = [h (1) / ) ( | ) . 

Hilfssatz 2: Sei FjA eine Ringerweiterung, und sei rA projektiv. 
Dann gibt es zu jedem h£ H o r n A (FA, F4), h 4=0 ein f£ Horn , (rA, AA) 
mit fh 4= 0. 

Beweis. Es genügt zu zeigen: Zu jedem I g T , £ + 0 gibt es ein 
f£HomA(rA>AA) m i t / ( f )4=o . Nach Voraussetzung gibt es einen 
freien Modul 

i 7,, = ©*,•/! = ^©5.,. 

Zu ££rCFA> £4=0 gibt es dann offenbar ein gf_ Horn., (FA, AA) m i t 
4=0. Dann ist die E i n s c h r ä n k u n g / von g auf F ein Element 

aus KomA(FA,AA) m i t / (f) = g (f) 4= o" 

Hilfssatz 3: 5^' F 4 = © . T - . 4 e-m / m ^ f A-Rechtsmodul mit der 
•2 = 1 

JB^SZS % , ..., xn und seine flt . . . , / „ c Horn< ( i 7 , , / l A ) beliebig ge­
geben, dann gibt es ein h c Horn , (F.,, FA), so daß für die A bbildungen d{ 

aus (2) 

d,h=ft (i = 1 , . . . , « ) 

Beweis. Sei f{ = 2 ^«,-6^1; s e i ferner A,:£ Horn , (F , , i ^ ) die 
7 = 1 n 

Abbildung, die * y auf ^ xt ?,.^ und {k+j) auf 0 abbildet. 
Dann folgt t = 1 

7 = 1 7 = 1 

d.h. A = 2 A;- ist die gesuchte Abbildung. 
7=1 

2.3. I n HomA(rA, FA) ist der Ring T ; der Linksmult ipl ikatoren 
enthalten. Wegen der Ringisomorphie F~Fl kann, falls keine 
Verwechslung möglich ist, der Index / weggelassen werden. 

Satz 1: Ist FjA eine Frobenius-Ervoeiterung bzw. eine freie Fro­
benius-Erweiterung, dann ist auch Horn , (FA, rA)jF} eine Frobenius-
Erweiterung bzw. eine freie Frobenius-Erweiterung. 

Beweis. W i r wollen zeigen: Aus ( r l ) und ( r 2 ) bzw. ( r l ) und ( r3) 
für FjA folgt (11') und (12) bzw. (Ii') und (I3) für Horn , (7^, rA)jF. 
Nach den Feststellungen i n 1.1. folgt aus ( r 2 ) bzw. ( r 3 ) für FjA 
zunächs t (12) bzw. (I3) für Horrig (rA, FA)/F. Es bleibt die Gültigkeit 
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von ( H ' ) für H o r n e r , , FA)jF nachzuweisen. Dazu werden wir den 
nach ( r l ) existierenden „rechtssei t igen" Frobenius-Isomorphismus 

cp: Horn., ( / : , , , ] . , ) - > / ' 

zu einem ( l l ' ) genügenden „linksseit igen" Frohen:us-Homomor-
phismus 

ip: H o r n e r , , /;,) - > / ' 
fortsetzen. 

Nach Voraussetzung gibt es einen freien Modul 

F . l = © ^ | . / l = r l © ß l . 

Dann folgt nach (4), d a ß cp zunächs t zu einem Homomorphismus qA 

von Horn.,, (FA, AA) auf F fortgesetzt werden kann. Dami t ist q:A 

für die Abbildungen di (/'— 1, ...,n) erklärt . Wegen (3) existiert 
dann eine Fortsetzung von <px zu einer Abbildung cp2 von Horn (F, , FA) 
auf r. Die E i n s c h r ä n k u n g xp von cp2 auf Horn, (FA, FA) w i rd dann 
die gewünsch t en Eigenschaften besitzen. Wegen F Hom y 1 (jH,, AA) — 
H o r n A (FA , rA) kann man jedes Element aus Honi^ (FA> rA) als 
endiche Summe 2 ?i fi m ^ 7i£F, \{~ Horn A (F\, A .,) schreiben. 
Nach Defini t ion von xp gi l t für y, yxfF, /<E Horn , (FA, A ,) 

( y i / y ) w = yi-<p{fy) = vi•<?(/) • r = r i • (/) •'/»• y> 

d .h . y ist ein zweiseitiger /'-Homomorphismus. 

Es ist dann zu zeigen, daß 

Horn,! {FA)rA):

:)h^hxp£ H o m r ! r H o m , (FA . /'), rF) (10) 

ein Isomorphismus ist. Ist A=#0, so gibt es nach Kilfssatz 2 ein 
/ £ H o n i , (FA, / 1 J m i t /Ä 4= 0. Dann folgt wegen fh . I dorn^ , AA) 
und da 99 ein Isomorphismus ist 

{fh)l> = <p{fh) 4 0. 

Also ist (10) ein Monomorphismus. 

U m zu zeigen, daß (10) ein Epimorphismus ist, Senutzen wir 
die Gleichung 

H o m / t (FA ,rA)=® F di = Horn , (F] tr,)@ Horn , (H A , FA). (11) 

xp wi rd durch die Festsetzung 

( / ) V = 0 für / Horn , ( / * , . /.', (12) 
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auf Horn , (FA, FA) fortgesetzt. Dann soll gezeigt werden, daß 

Horn* (FA, F , ) 3 h -> hy> 6 H o m r ( r H o i n , (F , , / ; , ) , rF) (13) 

ein Epimorphismus ist. Gibt man für dlt ...,dn beliebige Bilder 
7i> 7n^r vor, dann sei 

/,: = y - i (Yi) £ Horn., (rA, AA) g Horn , (FA, AA) (i=\,...,n). 

Sei nach Hilfssatz 3 h£üomA(FAi FA) so bestimmt, d a ß dih = fl 

(•&' = 1, . . . , w) gi l t , dann folgt 

A) y> = f = cp (A) = (i = 1, . . . , n), 

also ist (13) t a t säch l i ch ein Epimorphismus. 
Ist rA frei, d .h . F = F, dann ist man fertig. I m allgemeinen Fal l 

beachte man, d a ß wegen (12) auch 

H o r n , (FA, FA) 3h->hy>e H o m r ( r H o m 7 l , F J , rF) 

ein Epimorphismus ist. S c h r ä n k t man hip auf H o m ^ ^ , F!,) ein, 
so folgt wegen (11) der behauptete Epimorphismus (10). D a m i t ist 
Satz 1 bewiesen. 

2.4. Es erhebt sich na tü r l i ch die Frage, ob auch die Umkehrung 
von Satz 1 r ich t ig ist. Es dürf te schwierig sein, diese Frage zu ent­
scheiden, doch kann immerhin gezeigt werden 

Satz 2: Ist FjA eine Ringerweiterung und genügt Horn A (rA, rA)/Fl 

der Bedingung ( I i ' ) , dann gibt es einen A-F-Monomorphismus von 
Horn! [FA, AA) in F. Besitzt außerdem F als A-Rechtsmodul einen zu 
A isomorphen direkten Summanden, dann gibt es einen A-F'-Isomor­
phismus von H o r n d (F , , AA) und F, d.h. dann ist für FjA ( r l ) erfüllt. 

Daraus und aus Satz 1 ergibt sich unmittelbar die 
Folgerung: Ist F als A-Rechtsmodul endlich erzeugt und pro­

jektiv und besitzt FA einen zu A isomorphen direkten Summanden, 
so gilt: Dann und nur dann ist FjA Frobenius-Erweiterung, wenn 
Horn 1 (FA, F^jF1 Frobenius-Erweiterung ist. 

Insbesondere sind die Voraussetzungen der Folgerung erfüllt, 
wenn FA endlich erzeugt und frei ist. Dann ergibt sich das anfangs 
e r w ä h n t e Resultat. 

Beweis von Satz 2. Nach Voraussetzung gibt es einen ( l l ' ) 
genügenden Homomorphismus yj von HomA(FA, FA) in F. Die E in ­
s c h r ä n k u n g von yj auf H o r n A (rA, AA) sei cp, wobei für / £ Horn , (F1,, AA) 
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<p(/) = geschrieben wird . Da xp ein zweiseitiger ./"-Homomor­
phismus ist, ist jedenfalls cp ein zl-F-Homomorphismus. Sei nun 
für / ^ H o n i , ( / ; , , J , ) (p(f) = (f)y) = o, dann folgt (rf)tp = 0 und 
wegen Hilfssatz 1 sogar (Horn , (FA, rA) /) xp = 0, also gil t wegen 
( l l ' ) / = 0, d.h. 99 ist ein Monomorphismus. 

Sei nun 
r = x A © AA, * / l , t ^ AA, 

und sei y £ T beliebig gegeben. W i r definieren d£ Horn , (rA, / l v ] ) 
durch die Festsetzung 

= 1, ^ ) - 0, 
dann folgt 

Horn., (.r,, r , ) - Fd © Horn,, (.4A , 77,). 

Sei nun a£ H o m r ( r H o m , (FA, FA), rF) definiert durch 

(d) a = y, (Horn, (,4 A , i ^ ) ) er — 0, 
dann gibt es nach Voraussetzung ein Ä g H o m A ( r A t FA) m i t o = hxp. 
Es folgt 

y = (d)o — (dk) xp — cp(dh). 

Somit ist 99 ein Epimorphismus. 
Es bleibt die Frage, ob man die Voraussetzung, d a ß FA einen zu 

A isomorphen direkten Summanden besitzt, vermeiden kann. 

3, Homologische Eigenschaften von Frobenius-Erweiterungen 

3.1. Allgemeine Eigenschaften 

W i r erinnern zunächs t an einige Begriffe und Resultate aus der 
relativen homologischen Algebra (relativ i n bezug auf ein Ringpaar). 
Sei wie bisher F ein Ring mi t 1-Element und A ein Unterr ing m i t 
dem gleichen 1-Element. Eine Folge von F-Rechtsmoduln und 
1 '-Homomorphismen 

•A,.l'"-!Ar'-Ai , ••• (14) 

heißt (F, A)-exakt, wenn sie / '-exakt ist und für jedes i Ke(aJ und 
Bi(a,-) ^1-direkte Summanden in Ai bzw. At_x sind. Der T-Rechts-
modul B he iß t (F, A)-projektiv bzw. (F, / l ) - in j ek t iv , wenn für jede 
( f , / l ) - exak te Folge (14) auch die Folge 

-* llomAB.Ai+J H o m r (B, Ax) 
Horn (l.a,.) 

> H o m r ( B , A.^) -> • • • 
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bzw. 

> H o m ^ . ! , , , B) Komr(Ai, B) 
Horn , 1 

exakt ist. Es gelten dann folgende Aussagen 1: 

(PI ) I s t C ein beliebiger /1-Rechtsmodul, dann ist C@F ein 
(F, /^-projekt iver F-Rechtsmodul. 

(P2) I s t C ein projektiver /l-Rechtsmodul, dann ist CSF 
ein projektiver /'-Rechtsmodul. 

(P3) F ü r einen F-Rechtsmodul C sind folgende Eigenschaften 
äqu iva l en t : 

(a) C ist (7\ / l ) -p ro jek t iv ; 

(b) Jede (F, /l)-exakte Folge B->C^0 ist (F, F)-exakt; 

(c) C ®Fbesitzt einen zu C isomorphenF-direkten Summanden. 

(11) I s t C ein beliebiger /1-Rechtsmodul, dann ist Horn t ( F , C) 
ein (F, / l ) - injekt iver F-Rechtsmodul. 

(12) I s t C ein injektiver /l-Rechtsmodul, dann ist Hom 1 (7\, C) 
ein injektiver 7^-Rechtsmodul. 

(13) F ü r einen F-Rechtsmodul C sind folgende Eigenschaften 
äqu iva l en t : 

(a) C ist (F, / l ) - in j ek t iv ; 

(b) Jede (F, /l)-exakte Folge 0 ->C->J3 ist (F, F)-exakt; 

(c) Horn,, (F, C) besitzt einen zu C isomorphen 7^-direkten Sum­
manden. 

Daraus ergeben sich für eine Frobenius-Erweiterung FjA sofort 
eine Reihe von Folgerungen. 

(I) Ist A rechtsseitig selbstinjektiv, dann auch F. Speziell: Eine 
Frobenius-Erweiterung eines Quasi-Frobenius-Rings ist ein Quasi-
Frobenüis-Ring2. 

Beweis: Die erste Behauptung folgt aus ( r l ) und (12). Die 
Quasi-Frobenius-Ringe sind genau die rechtsseitig selbstinjektiven 

1 Siehe [8] oder [ 2 ] ; {.P, A.)-projektive bzw. (F, /L)-injektive Moduln 
werden in [ 2 ] «^-projektiv bzw. gp-injektiv genannt. I n [ 9 ] , wo diese Begriffe 
zum erstenmal in der L i t e r a t u r für beliebige Ringerweiterungen FjA auf­
treten, werden sie im A n s c h l u ß an [ 4 ] als M0- bzw. Af„-Moduln bezeichnet. 

2 Spez ia l fä l l e s. [ 9 ] , Satz 10; [ 3 ] , Corol lary 9, Corol lary 2 0 ; [ 7 ] , Corol-
lary 4, Theorem 6. 
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Ringe m i t Minimalbedingung für Rechtsideale [ 3 ] . Daraus folgt 
die zweite Behauptung. 

( I I ) Für einen beliebigen A-Rechtsmodul C gilt 

C ® r « H o r n e r , C). 

Beweis: Folgt aus (6) und (H) . 

( I I I ) Ein F-Rechts-(oder Linksmodul) ist dann und nur dann 
(F} A)-projektiv, wenn er (F, A)-injektiv ist. 

Beweis: Folgt aus (P3), (I3) und ( I I ) . 

W i r bezeichnen die projektive bzw. injektive bzw. schwache 
Dimension des T-Moduls C m i t p-dim r (C) bzw. i -d im r (C) bzw. 
s-dim r (C). Die entsprechenden (F} A) -Dimensionen von C werden 
m i t p - d i m ( r j y l ) ( C ) bzw. i -d im ( r > A ) (C) bzw. s -d im ( r ^ ( Q bezeichnet. 
F ü r die globale Dimension des Ringes F bzw. der Ringerweiterung 
FjA schreiben wir g-dim (F) bzw. g-dim {F}A). 

( IV) Für einen beliebigen F-Rechtsmodul C gilt3 

p - d i m ( r ^ } (C) = i - d i m ( r f (C) = 

Beweis: Wegen ( I I I ) sowie (P3) und (I3) kann man j<ede endliche 
{r,A)-projektive bzw. (Ft A)-injektive Auflösung zu einer der 
Länge 0 verkürzen . Wegen ( I I I ) folgt die Behauptung.. 

(V) Jeder F-Rechtsmodul besitzt eine (F, A)-vollsiändige Auf­
lösung. 

Beweis: K la r wegen ( I I I ) . 

(VI) Für einen beliebigen F-Rechtsmodul A und A-Rechtsmodul C 
gilt* 

E x t | r > Ä ) ( A t C f r ) ^ E x t f o A ) (KomA(FtC)tA)^Q, * > 0. 

Beweis: Wegfih ( I I ) , ( P I ) und ( I i ) ist C&F (F,/l)-injektiv und 
A 

Horn^ (r, C) (r,A)-projektiv, woraus die Behauptung folgt. 

( V I I ) Für beliebige Moduln AA, rC bzw. Ar> AC gilt 

Torf (A, C) s*Torf (Horn,, (7\ A), C)) 
bzw. \ (*'=0,,1,...). 

Torf (A, C) s Torf [A, KomA (r, Q) J 
3 Vgl. [5], Prep. 1 - 3 . 
1 Spezialfall in [7], Prop. 7. 
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Für beliebige Moduln AA, Cr bzw. Ar> CA gilt* 

Ext; , (-1, C) ~ E x t > ( H o n i , {F, A), C) ] 
bzw. \ (i = 0, 1, . . . ) . 

Ext; , {A, C) ~ Ext>(,4, C ® F). J 

Beweis: Folgt wegen (r2), (12) und ( I I ) aus [2] , S. 116—118, 
case 1—4. 

Aus ( V I I ) folgt unmit te lbar 

( V I I I ) Für einen beliebigen A-Rechtsmodid A gilt: 

s -d im r (Horn,! (F, .4)) ^ s-dirn, (.4). 

p - d i m r (Horn,, (F, /!)) ^ p - d i m 4 (,4). 

i - d i m r (A <g)F) ^ i - d i m 4 ( 4 ) . 

F ü r die n ä c h s t e n Folgerungen brauchen wir einen Hilfssatz, bei 
dem nicht vorausgesetzt w i rd , d a ß FjA Frobenius-Erweiterung ist. 

Hilfssatz 4: Sei F ein Ring mit 1 -Element und A ein Unterring 
mit dem gleichen \-Element. 

a) Ist F , projektiver A-Modul, dann ist jeder F -projektive M odttl A r 

auch als A-Modul projektiv. 

b) Ist AF projektiver A-Modul, dann ist jeder F-injektive Modul Ar 

auch as A-Modul injektiv. 

Beweis 6: a) Die Behauptung folgt aus der Tatsache, daß ein pro­
jektiver Modul direkter Summand eines freien Moduls ist und d a ß 
direkte Summen und direkte Summanden von projektiven Moduln 
wieder projekt iv sind. 

b) Als F-injektiver Modul ist Ar (bis auf Isomorphie) direkter 
Summand eines in jekt iven Moduls der Form H o m 2 ( F , F) , wobei F 
eine teilbare Abelsche Gruppe und Z der Ring der ganzen Zahlen 
ist. Da AF projekt iv ist, gibt es einen freien /[-Modul ,F mit 

AF = ,F ® AB = ®Axh ^iXi^yl. 
i 

Dann folgt 
H o m z ( F , F) ~ H o m z ( F , T) ® H o m z ( F , T) 

5 S p e z i a l f ä l l e in [ 3 ] , Prop . 7; [ 7 ] ; Prop. 2. 
6 Der Beweis von a) ist wohlbekannt . Z u b) siehe [ 2 ] , S. 3 1 ; der Beweis 

wird dort aber nicht a u s g e f ü h r t ; außerdem, fehlt dort Angabe der Seite, 
für die F als /1-Modul pro jekt iv sein m u ß . Vg l . auch [ 2 ] , S. 123, E x . 10. 
W i r führen den Beweis dual zu dem bekannten Beweis von a), den wir kurz 
angeben. 
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als /t-Rechtsmocluln. Andererseits gi l t 

H o m z ( F , T) = H o m z ( 0 / l .v,, T)~ / / H o n i z ( . l ; v i ; T), 

und somit ist H o m z ( F , F) als direktes Produkt der injektiven 
. 1-Rechtsmoduln H o m z (A %i, T) ~~ H o m z (. 1, T) wieder injekt iv 
und dann auch A als direkter Summand. 

Sei jetzt wieder FjA eine Frobenius-Erweiterung. 

( I X ) Für einen T-Rechtsmodul A endlicher schwacher bzw. 
projektiver bzw. injektiver Dimension gilt7: 

s-dim r(,-l) ^ s-dim , (.1) 
bzw. 

p - d i m r ( / l ) = p-dim , (.1) 
bzw. 

i-dim r (^4) = i - d i m ^ ( . I ) . 

Beweis: W i r beweisen nur die dr i t te Behauptung und schreiben 
C s tatt A. Sei i -d im r (C) = ;z<oo und sei Ar mit Extn

r(A, C) 4=0. 
Die Folge der F-Rechtsmoduln 

0->A-> H o i r ^ (F, A) -> B -> 0 

m i t £ = Horn.,(F, . 4 ) /Hom r (F , A) ist exakt. Dann gil t wegen 
ExtJ + 1 ( J5 ,C) = 0, d a ß 

ExtJ(Horrig (F, .4), C) -> E x t ^ l , C) 

ein Epimorphismus ist. Wegen ( V I I ) gil t folglich Ext", (A, C) 4=0, 
also i -d im r (C) ^ i -dim ,(C). Die Umkehrung ist klar, da nach dem 
Hilfssatz jede injektive Auflösung von Cr auch eine solche von 
Cy ist. 

W i r brauchen nun einen weiteren Hilfssatz, bei dem wir nicht 
voraussetzen, daß FjA. Frobenius-Erweiterung ist. 

Hilfssatz 5 8 : Sei F ein Ring mit \-Elemcnl und A ein Unierring 
mit dem gleichen \-Element. Dann gilt 

a) Ist Ar (F, A)-projektiv und ist AF A-projeklir, dann gilt für 
beliebigen Moduln Cr: 

Ext* r ( /1, C) ist zu einem direkten Summanden van ]iy:tl

A(A, C) iso­
morph. 

b) Ist Cr (F, A)-injektiv und ist F , A-projcktiv, dann gilt für 
beliebigen Modul Ar: 

7 V g l . [ 3 ] , Theorem 10; 7j , T h e o r e m 5. 
8 Vg l . [ 8 ] , Prop. 1. 
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"Extl

r(A, C) ist zu einem direkten Summanden von Ext ' , ( / l , C) iso­
morph. 

c) Ist Ar (F', A)-projektiv und AF A-projekliv, dann gilt für 
beliebigen Modul rC: 

Tor- (A, C) ist zu einem direkten Summanden von Tor-1 (.4, C) iso­
morph. 

d) Ist rC (F,A)-projektiv und FA A-projektiv, dann gilt für 
beliebigen Modul Ar: 

T o r f (.4, C) ist zu einem direkten Summanden von Tor / (.4, C) iso­
morph. 

Beweis: W i r beweisen nur a), da die anderen Behauptun­
gen analog zu zeigen sind. Da A (JT, A)-projektiv ist, ist A zu 
einem /"-direkten Summanden von A®F isomorph. Wegen 

H o m r (A, C) zu einem direkten Summanden von Horn,, (A, C) iso­
morph. Da jP / l -p ro j ek t iv ist, ist nach Hilfssatz 4 jede JH-injektive 
x \uflösung von C auch eine yl-injektive Auflösung von C. Daraus 
erhä l t man die Behauptung. 

F ü r eine Frobenius-Erweiterung F\A ergibt sich aus diesem 
Hilfssatz unmittelbar: 

(X) Ist einer der Moduln Ar, Cr (Z1, A)-projektiv (={F} /!)-
injektiv), dann ist E x t ^ (A, C) zu einem direkten Summanden von 
Ext*j (A, C) isomorph*. Ist einer der Moduln Ar, rC (F, A)-projektiv 
(— (r, A)-injektiv), dann ist T o r f (A, C) zu einem direkten Summanden 
von Torf(^4, C) isomorph. 

Aus den Hilfssätzen 4 und 5 folgt schließlich 

( X I ) Ist A {F, A)-projektiv, dann gilt 

3.2. Ausgezeichnete Frobenius-Erweiterungen 

W i r wollen eine Ringerweiterung F\A ausgezeichnet nennen, 
wenn F als zweiseitiger yl-Modul einen zu A isomorphen direkten 
Summanden besitzt. 

9 Spezialfall F = Gruppenr ing mi t Koeffizienten aus komimitat ivem 
R i n g A siehe [ 3 ] , Prop. 14; vgl . auch [ 5 ] , Prop. 4. 

A 

[2] , S. 118) ist dann 

s -d im r ( / l ) <^ s-dirn, ,^) 

p-clim r(^4) = p - d i m , ^ ) 

i-dinip(A) — i - d i m d (A). 
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Beispiele für ausgezeichnete Frobenius-Erweiterungen kann man 
sofort angeben. Sei & eine beliebige Gruppe, $ eine Untergruppe 
von endlichem Index i n ©, und sei R ein Ring mit 1-Element, dann 
ist der Gruppenring R [@J] ausgezeichnete (freie) Frobenius-Er­
weiterung von /?[&)*]. 

Eine ausgezeichnete Frobenius-Erweiterung hat man auch in 
dem Falle, daß F ', l eine freie Frobenius-Erweiterung und A im 
Zentrum von F enthalten ist. Sind nämlich rlf . . . , rn und l l t ...,ln 

duale Basen und ist xp der Frobenius-Homomorphismus mi t 
•ip (/. r}) = dij, dann hat man die Zerlegung r — l±r±A © Ke (xp) in 
zweiseitige /1-Moduln, wobei lxrxA als zweiseitiger . (-Modul zu A 
isomorph ist. 

Diese Beispiele zeigen die Bedeutung der ausgezeichneten Fro­
benius-Erweiterungen . 

Hilfssatz 6: a) Ist FjA eine ausgezeichnete Ringerweiterung, 
sind Ar und rA projektive A-Moduln und sind A, C beliebige 
A-Rechtsmoduln, dann ist Ext ' , (.4, C) isomorph zu einem direkten 
Summanden von Ex tU.4 ® F, C ® F), Ex?r(A®r, H o m , ( Z , C)), 

X A A 1 A 

E x t ^ ( H o r n 4 ( / \ A),C ® F) und Ext>(Hom , {I\ A), Horn , ( / \ C)). 

b) Voraussetzungen über FjA wie in a). Sind A ein A-Rechts- und 
C ein A-Linksmodul, dann ist Tor"* (^4, C) isomorph zu einem direkten 
Summanden von T o r f ( 4 ® F C ® T ) , T o r f ( / l ® / \ H o r n e r , C)), 

Tor f (Horn,, {F, A), C ® r) und T o r f (Horn,,, (F, A), Horn A (F, C)). 

Beweis 1 0: Da die Beweisführung in allen Fäl len analog verläuft , 
können wir uns darauf beschränken zu zeigen, daß Ext; , ( .4,C) 
zu einem direkten Summanden von Ext^(.4 ® F, M ® r) iso­
morph ist. Sei F = A' ®A" die nach Voraussetzung existierende 
Zerlegung von F in zweiseitige /L-Moduln mit A' ^A, Dann folgt 

E x t ; , ( A , M 0 F ) ~ E x f , ( A , M 0 A f ) ® Ext; ,(A , M® A") 

^ Ext;, (.4, M) © Ext;, (.4, M ® . j " ) . 

Da Ar projektiv ist, folgt (nach [2] , S. 118) 

E x t ' , ( A , M & F ) ~ ExtUA ®F, M ® F\. 

womit der Beweis geführt ist. 

1 0 V g l . [5], Beweis von Prop. 6. 



20 F R I E D R I C H K A S C H : 

Aus diesem Hüfssa tz entnimmt man unmittelbar die 
Folgerung: Sei FjA ausgezeichnet, seien AF und F , projektiv, und 

sei A ein beliebiger A-Rechtsmodul, dann gilt11 

p - d i m 4 ( , 4 ) g p - d i m r U <g)F), 

p-dim y l (y4) <L p - d i m r ( H o m / 1 ( F , / ! ) ) , 

i -d i rn , (A) S. i - d i m r ( 4 <g> F), 

i - d i m , (A) ^ i -d impfHom,(F, .4 ) ) , 

s-dirn,, (A) ^ s - d i r n ^ ® F), 

s-dim^ (.4) ^ s -d im r (Hom / 1 (F, A)), 

g-dim(yl) ^ g - d i m ( F ) . 

Wendet man diese A b s c h ä t z u n g auf eine ausgezeichnete Frobenius-
Erweiterung an, so e rhä l t man unter Beachtung von ( V I I I ) den 

Satz 3 1 2 : Ist FjA eine atisgezeichnete Frobenius-Erweiterung, dann 
gilt für jeden A-Rechtsmodul A: 

s-dim r (A ® F) = s-c l im r (Horn 4 (F, ,4)) = s-dini 4 (A), 

p-dim r ( i4 ® F ) = p - d i m r ( H o m y l (F, A)) = p-dim^ {A), 

i - d i m r ( 4 ® r ) = i - d i m r ( H o n i 4 (F, 4)) = i - d i n i , ( 4 ) . 

W i r weisen schließlich darauf hin, d a ß man die zuvor angegebene 
Folgerung auch m i t ( I X ) und ( X I ) zu neuen Dimensionsgleichungen 
ve rknüpfen kann. 

3.3 Eigenschaften der Spur 

W i r wollen uns jetzt auf freie Frobenius-Erweiterungen beschrän­
ken. Dann gibt es, wie i n 1.4. ausgeführ t , eine Rechtsbasis rlf ..., ru 

und eine Linksbasis llf ...t ln von F\A, die zueinander dual sind. 
Seien M und N beliebige F-Rechtsmoduln und sei g£ Ho rn A (M, iY) , 
dann betrachtet man die aus der Kohomologie der Gruppen be­
kannte Abbi ldung 

n 
Spur(g) = ^ g r ' i t 

wobei r\ bzw. If der durch r{ bzw. lt erzeugte Rechtsmultiplikator 
von M bzw. N ist. 

1 1 D i e globale D i m e n s i o n s a b s c h ä t z u n g e n t h ä l t [ 5 ] , Prop. 6. 
1 2 E n t h ä l t [ 3 ] , Coro l lary 8 ' ; [ 5 ] , Prop. 7. 
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Die Spur besitzt die beiden folgenden Eigenschaften, von denen 
wir allein Gebrauch machen. 

1 . Aus ge H o r n 4 (M, N) folgt Spur (g) £ H o m r ( M , N). 
2. Sind L und Q weitere F-Rechtsmoduln und gil t 

g^HomA(M, N), ti^omr(NtQ)t /2£Hornel, M ) , 

dann folgt Spur (/ 2 g / 2 ) = / x Spur (g) / 2 . 

Die erste Eigenschaft folgt aus der Dua l i t ä t der Basen; die zweite 
ist unmittelbar klar. 

Sei jetzt / £ H o m r ( M , N), sei A ein F-Rechtsmodul und be­
zeichnet \ A die identische Abbi ldung von A, dann induziert / i n 
bekannter Weise einen Homomorphismus E x t | r ,1} ( 1 A , /) von 
E x t ( / ; A ) (A, M ) in E x t j r / 1 ) ( , 4 , iV). Die entsprechende Bemerkung gil t 
auch für das erste Argument, wobei nur die Kontravarianz zu 
beachten ist. 

Satz 4 1 3 : 

a) Seien A,M,N beliebige r-Rechtsmoduln and sei g £ H o m 4 (M, N), 
dann gilt 

E x t | r t / 1 ) ( l ^ S p u r ( g ) ) = 0, i= 1,2,... . 

b) Seien At B, N beliebige F-Rechtsmodidn und sei g £ Horn,, (B, A), 
rf#?m g iß 

Ext j , . A ) (Spur (g), 1 M ) = 0, * = 1,2 

Bemerkung: Die analoge Aussage gi l t auch für Tor^ r , / , ) . 

Beweis: W i r beweisen nur a). Sei 

--•^Ai%>A1-Z>A0-+A-+0 

eine (F, / l)-projektive Auflösung von ,4. Dann gibt es 

Horn (/!,-, 4 J + 1 ) 
mit 

Ist / £ H o m r ( ^ 4 1 - , M ) und / e K e ( H o m ( a ( > 1 , d.h. / a i + 1 = 0, 
dann folgt 

Daraus erhäl t man 

Spur(g) / = Spur(g/) - Spur (gfh^ a,-) = S p u r ^ / A ^ . ) * i t 

1 3 Dieser Satz stellt eine Veral lgemeinerung von Salz 1 i aus [1] dar, wo 
.Te in Gruppenring ist. D e r Beweis k a n n aus [1] ü b e r n o m m e n werden, doch 
wollen wir ihn der V o l l s t ä n d i g k e i t halber angeben. 
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also 

Spur ( g ) / G B i (Horn ( a i , 1 A 0 ) 

und somit gilt wie behauptet 

E x t ^ ^ f l ^ Spurfe)) = 0 . 

Bezeichne Zr(A) den Zentralisator von A i n Z, dann ist für jeden 
Z-Rechtsmodul die Mul t ip l ika t ion einem r£Zr(A) ein ^4-Endo-

n 

morphismus und Spur{Zr(Afj = ^1riZr(A)li ist ein Ideal des 

Zentrums von Z7. Aus dem Satz folgt, d a ß dieses Ideal jeden Modul 
Ext\rtA)(A, M) ( i = 1 , 2, . . . ) annulliert. E n t h ä l t dieses Ideal das 
1-Element, d.h. s t immt es mi t dem Zentrum überein, dann müssen 
offenbar alle E x t [ r / 1 ) ( ; 4 , M ) , ( i = 1 , 2, . . . ) gleich N u l l sein und folg­
lich ist jeder T-Modul (Z, A)-projektiv [und (Z, y l ) - in jekt iv) 1 4 . 

Man erhäl t hieraus bei Beachtung von ( X I ) die 
Folgerung: Gibt es ein Element r£Zr(A) mit Spur(r) = i r , dann 

gilt 
g-dim (Z) g-dim (A). 

Ist © eine Gruppe, <p eine Untergruppe vom Index n i n © und R 
ein Ring mi t 1-Element, dann ist r = R [©] freie Frobenius-Erwei­
terung von A = R[$i)]. Es folgt, d a ß n = S p u r ( l ) jeden Modul 
ExVirA)(A} M) annulliert und d a ß i m Falle nR = R j ederT-Modul 
(Z, A)-projektiv ist. St immt !Q m i t dem neutralen Element von © 
überein, dann sind dies bekannte Resultate. I m Falle, d a ß R~Z 
der Ring der ganzen Zahlen ist, e rhä l t man aus unsern Über legungen 
Ergebnisse aus der Kohomologie der Gruppen. Das ist klar, wenn 
man beachtet, daß für einen Normalteiler !Q von © g i l t : 

E x V ( z m z m (Z, A) = Ext< [ ( 5 / s , (Z, A*) = (* = <U,.. .)• 

Schließlich beweisen wir noch den folgenden bekannten Satz, dessen 
eine Hälf te sofort aus Satz 4 folgt. 

Satz 5 1 5 : Für einen F-Rechtsmodul A sind die folgenden Eigen­
schaften äquivalent: 

(a) A ist (Z, A)-projektiv. 
1 4 Siehe dazu auch [12]. 
1 5 Dies ist Satz 12 aus [9]; s p ä t e r wurde dieser Satz noch e inmal von 

D . G . FI i G M A N in [6] mitgeteilt. E r geht auf [4], Satz 1 zurück , den er als 
Spezialfall e n t h ä l t . I m Spezialfall eines Gruppenrings J 1 siehe z . B . auch [2], 
S. 233, Prop. l . l . D e r folgende Beweis weicht zum T e i l von der Beweis­
f ü h r u n g in der L i t e r a t u r ab. 
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(b) A ist (F ,A)-injektiv. 
(c) Es gibt ein g g Horrig (A,A) mit Spur (g) — \ A . 

Beweis: Wie schon festgestellt, sind (a) und (b) äqu iva len t . Ist 
(c) erfüllt, dann folgen (a) und (b) nach Satz 4. Es bleibt zu zeigen, 
d a ß (c) aus (a) folgt. F ü r ^ 4 ® F betrachten wir die Abbildung 

A 

iA®ip, wobei ip der nach 2.3 existierende Frobenius-Homomorphis-
mus von F in A ist. Dann folgt wegen der Dua l i t ä t der Basen und 
(9) Spur [\A (&ip) — iA<^r- Da unter Voraussetzung von (a) A (bis 

A 
auf Isomorphie) F-direkter Summand von A®T ist, hat die Ein-

A 

s c h r ä n k u n g g von \A§§ip auf A die gewünschte Eigenschaft. 
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