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Projektive Frobenius=Erweiterungen
Von
Friedrich Kasch, Heidelberg

Vorgelegt in der Sitzung vom 10. November 1960

Einleitung

Eine Frobenius-Algebra ist bekanntlich eine endlichdimensionale
Algebra ['/A mit 1-Element, fiir die ein I'-Modulisomorphismus

I'=>Hom,(I',A) (1)

existiert. Diese Dualitdtseigenschaft hat man von den Gruppen-
ringen endlicher Gruppen iibernommen.

Frobenius-Algebren sind in zwei verschiedenen Richtungen ver-
allgemeinert worden. Einerseits zu Frobenius- und Quasi-Frobe-
nius-Ringen, bei denen man die Bezugnahme auf einen Unter-
korper oder Unterring A fallen gelassen hat. Andererseits hat man
diese Bezugnahme und die Voraussetzung (1) beibehalten, aber die
sonstigen Voraussetzungen abgeschwicht.

So betrachten EILENBERG-NAKAYAMA in [3] Frobenius-Alge-
bren I" iiber einem Ring /1, wobei die Voraussetzung der endlichen
Dimension im Falle eines Koérpers A durch die Forderung, da3 I
als A-Modul endlich erzeugt und projektiv sei, ersetzt wird. In 3]
werden homologische Eigenschaften derartiger Algebren unter-
sucht.

Ferner habe ich in [9] den Begriff der Frobenius-Erweiterung
eingefiihrt, der kirzlich von NaAkavama-Tsuzuku in [11] von
gewissen Einschriankungen befreit wurde und sich nach [11] fol-
gendermaBen darstellt: Es seien I' ein Ring mit 1-Element, 4 ein
Unterring mit dem gleichen 1-Element, es sei /" als 4-Rechtsmodul
endlich erzeugt und frei, und es gelte (1) als A-I"-Isomorphie.

Auf der Grundlage von [9] hat K. HiraTa [7] homologische
Eigenschaften von Frobenius-Erweiterungen untersucht. Esist nun
wiinschenswert, diese Resultate und die von EILENBERG-NAKAYA-
Ma [3] moglichst einheitlich zu gewinnen. Dazu schwichen wir den
Begriff der Frobenius-Erweiterung dahingehend ab, dal} wir bei
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4 FRrRIEDRICH KascH:

sonst gleichen Voraussetzungen an Stelle von , frei’’ nur ,,projek-
tiv'“ verlangen. Damit haben wir die im Titel genannten projektiven
Frobenius-Erweiterungen erhalten.

Im ersten Teil der Arbeit zeigen wir, dall die Definition der
projektiven Frobenius-Erweiterungen symmetrisch ist und stellen
Hilfsmittel fiir die weiteren Uberlegungen bereit. Insbesondere
zeigen wir, dal es projektive Frobenius-Erweiterungen gibt, die
nicht frei sind.

Im zweiten Teil wird untersucht, wie weit sich eine Frobenius-
Erweiterung durch ihren A-Endomorphismenring Hom (/.1
charakterisieren 143t. Hier werden wir einen Satz, der nach [9,
11, 10] fir freie Frobenius-Erweiterungen bekannt ist, auf pro-
jektive Frobenius-Erweiterungen verallgemeinern.

Im dritten Teil betrachten wir dann die homologischen Eigen-
schaften von projektiven Frobenius-Erweiterungen und erhalten
zunichst Resultate, die Ergebnisse von EILENBERG-NAKAYAMA [3]
und K. HiraTa [7] enthalten und ergédnzen.

Sodann schrinken wir die Frobenius-Erweiterungen auf ausge-
zeichnete projektive Frobenius-Erweiterungen ein. Dabei heille
I'/A ausgezeichnet, wenn I' als zweiseitiger /-Modul einen zu 1
isomorphen direkten Summanden besitzt. Hier ergibt sich als
Hauptresultat, da3 die schwache bzw. projektive bzw. injektive
Dimension eines A-Moduls A mit der entsprechenden Dimension
des I'-Moduls AQIZ)I’ und Hom (I', 4) dbereinstimmt.

Schlieflich zeigen wir fiir freie Frobenius-Erweiterungen, wo
eine Spurbildung moglich ist, daf3 die durch die Spur eines /1-Homo-
morphismus in den Extj, , fiir #>0 induzierte Abbildung jeweils
die Nullabbildung ist. Dieses Resultat, das fiir Gruppenringe be-
kannt ist, besitzt interessante Folgerungen.

1. Definition und Kennzeichnung von Frobenius-Erweiterungen
1.1. Voraussetzungen

Es seien in dieser Arbeit stets I” ein Ring mit 1-Element und .1
ein Unterring von /' mit dem gleichen 1-Element. Alle /- und
/1-Moduln seien unitir. Ist 4 ein /-Rechts- bzw. [’-Linksmodul, o
schreiben wir auch A, bzw. 4. Die Schreibweise ,d ,~, L,
bedeute, daBl die I’-Links- und A-Rechtsmoduln A und B [’-A-iso-
morph seien. Bei Rechtsmoduln schreiben wir Abbildungen links
von dem abzubildenden Element und bei Linksmoduln rechts; ist
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Projektive Frobenius-Erweiterungen B)
z.B. f eine Abbildung von 4, bzw. ;4, dann sei f(a) bzw. (a)f das
Bild eines Elementes a¢A bei . Der Modul Hom (4 ,, I',) wird
zu einem ['-Linksmodul, wenn (yf) (@) = y/ (a) fur /¢ Hom (4 ,, I")),
yel', acAd gesetzt wird. Entsprechend wird Hom (I}, 4,) zu
einem /-Rechtsmodul durch die Festsetzung (fy) (&) =f(y&) fir
f¢Hom (I',, 4 ,) und y, &cT.

Sei jetzt
F,= é %/
1=]1

ein freier /I-Rechtsmodul mit den freien Erzeugenden (= Basis) x4,

.., %,. Ist jeweils fiir =1, ..., »n die Abbildung 4,2 Hom , (F,, I},
durch

s _ |O fir 7=y
40D =00 =1y fur ¢ )
definiert, dann gilt offenbar
Hom, (F,, I) = @ I'd, 6)

und ebenso

Hom, (F,,4,) = ® A d..
i1
Ferner folgt
I'Hom, (F,,A,) = Hom,(F,,I)).

Sei nun F,=A4 ,® B, dann denken wir uns jede Abbildung
f<Hom,(A4,, I') durch die Festsetzung f(b) =0 fiir alle b€ B zu
einer Abbildung von F, fortgesetzt, so dal Hom,(4,,I7,) als
Untermodul von Hom,(F,, I;) betrachtet werden kann; entspre-
chend fiir B,. Dann gelten die folgenden Gleichungen:

Hom, (F,, I;) = Hom, (4 ,, I') ® Hom (B, I))

Hom (,,4,) = Hom (4 ,,4,) @ Hom (B,,1,) 4)
I"Hom (4 ,,4,) = Hom,(4,,1}).

Ferner besitzt Hom,(4,, I;) bzw. Hom (4 ,,4,) als I'- bzw.
/A-Linksmodul ein endliches Erzeugendensystem, nimlich die Ein-
schrinkungen der Abbildungen 4, (=1, ..., %) von I auf 4.

Sei jetzt I' als A-Rechtsmodul endlich erzeugt und projektiv,
dannist/"direkter Summand eines endlich erzeugten freien /1-Rechts-
moduls F,, und fir I, treffen die zuvor fiir 4, gemachten Fest-
stellungen zu. Daraus folgt, da8 Hom,, (77, 4 ) als A-Linksmodnl
ebenfalls endlich erzeugt und projektiv ist. Auflerdem ist zu be-
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6 FriepricH Kascu:

merken, dal Hom, (/7 21 ;) nicht nur /-Links- sondern auch noch
I'-Rechtsmodul ist.

Da I, endlich erzeugt und projektiv ist, gilt fiir jeden Modul ,C
(nach (3], S.2)

r (81) C ~Hom, (,Hom, (I, 1), ,C) (5)
als I-Linksmoduln; ebenso gilt fiir jeden Modul C,
C @ I =~ Hom,(Hom, (,I", ;1) 4, C,) (6)

als I'-Rechtsmoduln. Aus (5) folgt speziell fiir C =4 die /-A-Iso-
morphie \
I'=Hom, (AHom./l (Ly, A4), 44), (7)
die explizit durch
F 9 7/ —_>(H0m./1 (El :AA) 5 / - f(‘})) E‘/‘I‘)
gegeben wird.
1.2. Definition der Frobenius-Erweiterungen

Wir gehen von den folgenden Bedingungen aus:
(r1)  ufr=,Hom, (I}, 4,)r

(r2) I, ist endlich erzeugt und projektiv

(r3) I, ist endlich erzeugt und frei

(1) pLy=ryHom, (I, 44),

(12) I ist endlich erzeugt und projektiv

(13) I ist endlich erzeugt und frei.

Bemerkung 1

a) Die Bedingungen (r1) und (r2) sind dquivalent zu (11) und (12).

b) Die Bedingungen (r1) und (r3) sind dguivalent zu (11) und (13).

Beweis. Seien (r1) und (r2) erfillt. Wie schon festgestellt, ist
wegen (r2) Hom, ([}, 4,) als A-Linksmodul endlich erzeugt und
projektiv. Wegen (r1) folgt dann (12). Gilt (r3), so erhilt man
ebenso (13). Wegen (r1) und (7) gilt schlieBlich (11). Die Umkeh-
rung folgt ebenso.

Definition
a) Die Ringerweiterung I'[A heifit Frobenius-Evweiterung, wenn
die Bedingungen aus Bemerkung 1a) ertiilit sind.
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Projektive Frobenius-Erweiterungen 7

b) Die Ringerweiterung I'j:L heifit freie Frobenius-Erweitevung,
wenn die Bedingungen aus Bemerkung 1b) erfiillt sind.

Die im Titel dieser Arbeit genannten projcktiven Irobenius-
Erweiterungen werden also jetzt kurz Frobenius-Erweiterungen
genannt, und nur die spezielleren freien Frobenius-Erweiterungen
crhalten das zusitzliche Adjektiv.

Wir bemerken schlieBlich noch, daBl es zu je zwei Isomorphis-
men ¢; und ¢, von [ und Hom, (I, ), stets ein invertier-
bares Element { aus dem Zentralisator von .1 in I' gibt, so dal
#2(y) =@ (Cy) fur alle yeI' gilt.

Wie bei freien Irobenius-Erweiterungen kann auch jetzt der
Isomorphismus (r1) bzw. (11), den wir auch als Frobenius-Isomor-
phismus bezeichnen wollen, durch einen ,,Frobenius-Homomorphis-
mus'’ ersetzt werden. Dazu betrachten wir die folgenden Bedin-
gungen:

(r1’) Es gibt einen zweiseitigen /1-Homomorphismus y von /" in
<l so, dall die Abbildung

I'Sy—vyycHom,(I},-1,)
ein /-I'-Isomorphismus ist.
(11') Es gibt einen zweiseitigen <1-Homomorphismus ¢ von I' in
<l so, da} die Abbildung
I'zy—yycHom, ([, 1)
ein I'-A-Isomorphismus ist.

Bemerkung 2. Dann und nur dann ist I'.l cine Frobenius-
crweiterung bzw. eine preie Frobenius-Evweiterung, wenn (r1') und
(r2) bzw. (r1') und (r3) oder (11') und (12) bzw. (11') und (13) erfiillt
sind.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafB3 (r1) und (r1’) dquivalent sind.
Aus (r1’) folgt unmittelbar (r1). Sei nun (r1) erfiillt und ¢ der
-I-Isomorphismus von I und Hom (I}, !,), dann wollen wir
zeigen, dal3 y=¢ (1) die Bedingung (r1’) erfiillt. Als Element aus
Hom, (I}, A4,) ist y ein A-Rechtshomomorphismus. Ferner gilt
fir 2¢A, yerl

p(Ay) =) (4y) = @A) (y) = 29 (1) () = 29 (¥),
also ist p ein zweiseitiger /l-Homomorphismus. Die Abbildung -

I'sy—yy=9¢(1)y=9¢(y) < Hom (I, 4,)
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8 IriepricH KascH:

stimmt mit ¢ tberein und ist folglich ein A-/-Isomorphismuuus.
Damit ist (r1’) bewiesen.

Wir stellen noch fest, daB bei einer freen Frobenius-Erweiititce-
rung y ein Epimorphismus ist. Zu jedem A€/ gibt es dann nédinimm-
lich (mindestens) ein A€ Hom, (I}, 4,) und ein y €I’ mit A(y) == ~.2:
sei wyo=~h, dann folgt v (y,y) = 4.

SchlieBlich wollen wir feststellen, dal es Frobenius-Erweitertumin-
gen gibt, die nicht frei sind. Dazu betrachten wir zu zwei Froltbboe-
nius-Erweiterungen I7/4; und I3/4, die direkte Summe [I'=1; @ 1 1];,
fir die die Multiplikation durch (y;+ y,) (¥s & ¥s) = Y171~ V2i V.75,
vi, MEDNY, vy, yo€ly definiert sei. Dann ist I' ein Ring wmnmd
A=4,®4, ein Unterring von I' mit dem gleichen 1-Eleme:nmt.
Man priift sofort nach, da3 I'/4 Frobenius-Erweiterung ist. Aullelezr-
dem ergibt sich, daBl I'/4 dann und nur dann freie Frobenius-IEE:ir-
weiterung ist, wenn I7/4; und I3/4, freie Frobenius-Erweiterunggeeen
gleicher Dimension sind. Daraus folgt sofort, da es Frobenitwuis-
Erweiterungen gibt, die nicht frei sind.

1.3. Freie Frobenius-Erweiterungen

Wir stellen hier einige (aus [9] und [11]) bekannte Tatsaclhcicen
iiber freie Frobenius-Erweiterungen zusammen, die spiter .ggge-
braucht werden.

Sei I'/A eine Ringerweiterung und seien 7y, ..., 7, eine Rechititts-
sowie /,, ..., [, eine Linksbasis von I'/4. Diese Basen heilen d:uuial
(zueinander), wenn die durch 7y, ..., 7, crzeugte Rechtsdarstellturimg
von I in 4, mit der durch /, ..., [, erzeugten Linksdarstellurimg
iibereinstimmt. Das bedeutet, daB fiir jedes y€1I" aus

y?’iZZ?iZ”, 1176/1 (j=1,...,n)
i=1

die Gleichungen
Liy=22;l; (t=1,...,n)

P! i7"
folgen und umgekehrt.

Wesentlich ist nun, daB freie Frobenius-Erweiterungen duracch
duale Basen charakterisiert werden konnen. Es gilt: Dann etrind
nur dann ist I'|/A eine freie Frobenius-Evweiterung, wenn endlicicthe
duale Basen von I'|A existieren.

Mit Hilfe von dualen Basen kann nun auch sofort ein Frobeniuuis-
Homomorphismus ¢ angegeben werden, der gleichzeitig (r1’) unnmd
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Projektive Trobenius-Erweiterungen 9

(11 117) geniigt. Die Elemente y,, v, 1" migen dic Basisdarstellungen
n n

n=2>2 4l Vo= DT /
i1 {1

e
Iboetessiitzen, dann wird ¢ fiir das Produkt y, v, durch

N

Yy =2 2w

i=1

dletexfiniert, so dal3 insbesondere
p(lir) =0y (8)

gilillt. Da man jedes Element y /" als Produkt von zwei Elementen
sicicthreiben kann (z.B. y =1y und da p(y, y,) wegen der Dualitit
dlelerr Basen nur vom Produkt abhingt, liefert » einen Homomorphis-
mmus von I' in A, der gleichzeitig (r1’) und (11°) erfillt.

Fir spiater merken wir noch die Gleichung

amnm, die sofort aus (8) folgt.

2. Kennzeichnung einer Frobenius-Erweiternng
durch ihren Endomorphismenring

2.1. In [9] habe ich den besonders im Hinblick auf die Galois-

sseche Theorie der Schiefkérper und Ringe interessierenden folgenden
‘S>atz bewiesen: Unter gewissen Voraussetzungen (die hier nicht
anngegeben werden sollen) ist eine endlich erzeugte, freie Ring-
cerrweiterung /'//1 dann und nur dann (freie) Frobenius-Erweiterung,
wwenn  der /1-Endomorphismenring Hom,, (/', /) Frobenius-Er-
waweiterung des Ringes 1% der Linksmultiplikatoren von /7 ist. Kiirz-
Jlilich konnten NaravaMa-Tstzuku in [11] zeigen, dafl die dabei
wvvon mir gemachten Voraussetzungen iberfliissig sind.  SchlieBlich
ikkonnte ich in [10] einen Beweis dieses Satzes fiir freie Frobenius-
EErweiterungen geben, bei dem nicht von dualen Basen Gebrauch
(ggemacht wird. Diese Beweisfithrung erméglicht ¢s nun, den Satz
nmiit einer gewissen Einschrinkung auch fiir belicbige Frobenius-
IErweiterungen zu beweisen.

2.2. Zur Vorbereitung beweisen wir drei Hilfssiitze.
Hilfssatz 1: Sec I'/A eine belicbige Ringerweiterung. Fiir jedes
{1-2Hom (I, A,) gilt dann Hom (I, ") f=17].
A
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J
Beweis. Ifir jedes &</ gilt /(&) cA4; daher folgt fiir beliebiges
]lEHOInAl([;’l! 1)

RIE) = R(1 (&)= h(1) F(&) =R (1) F)(8).

Hilfssatz 2: Sei I'JA eine Ringerweiterung, und ser I’y projektio.
Dann gibt es z2u jedem h<c Hom (I, I1,), =0 ein j<Hom (I}, 1)
mat fh==0.

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Zu jedem é€1°, £ =0 gibt es ein
f€Hom (I, A,) mit /(&) ==0. Nach Voraussetzung gibt es einen
freien Modul

Fi=0x4=1I,®B,.

Zu écI'CF,, &0 gibt es dann offenbar ein g& Hom,, (I7;, 4 ;) mit

g(&) +=0. Dann ist die Einschrinkung f von g auf /" ein Element
aus Hom,, (I, 4,) mit /(&) =g(&) 0.

Hilfssatz 3: Se: F,= éxi/] ein [reier A-Rechtsmodul mit der
i=1
Basis xy, ..., x, und seine f[,,...,[,cHom (I, A,) beliebig ge-
geben, dann gibt es ein hc Hom ((F |, F,), sodap fiiv die Abbildungen d,
aus (2)
d;h = f; (t=1,...,n)
gilt.
Beweis. Sei f;= > 1;d;, 1,;CA; sei ferner &, Hom(F,, ;) die
j=1 n '
Abbildung, die x; auf } x;2,; und x, (k=7) auf O abbildet.
Dann folgt =1

a; ZI h = i Aijdi = f;,
j=1 j=1
d.h. h = 2 h; ist die gesuchte Abbildung.
i=1

2.3. In Hom, (I}, I},) ist der Ring I" der Linksmultiplikatoren
enthalten. Wegen der Ringisomorphie I'~1I" kann, falls keine
Verwechslung moglich ist, der Index ! weggelassen werden.

Satz 1: Ist I'|/A eine Frobenius-Evweiterung bzw. cine freie I'vo-
benius-Erweiterung, dann ist auch Hom (I, I})/[" eine Frobenius-
Erweiterung bzw. eine freie Frobenius-Evweilerung.

Beweis. Wir wollen zeigen: Aus (r1) und (r2) bzw. (r1) und (r3)
fiir I'/A folgt (11’) und (12) bzw. (11') und (13) fiir Hom,, (I},, I})/I".
Nach den Feststellungen in 1.1. folgt aus (r2) bzw. (r3) fiir 7'/
zunichst (12) bzw. (13) fiir Hom (I, I3;)/I". Es bleibt die Giiltigkeit
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Projektive Irobenius-Erweiterungen 11

von (11) fir Hom (17, I))/l" nachzuweisen. Dazu werden wir den
nach (r1) existierenden ,,rechtsseitigen’ Frobenius-Isomorphismus

@ Hom,l (F[ ) 1']‘1) =1

zu einem (11') geniigenden ,linksseitigen’ IFrobenius-Homomor-
phismus

y: Hom, (I, I) =1
fortsetzen.

Nach Voraussetzung gibt es einen freien Modul
n
Fi=0xA=108,.
i-=1

Dann folgt nach (4), daBl ¢ zunichst zu einem Homomorphismus ¢,
von Hom,(F,, A,) auf I’ fortgesetzt werden kann. Damit ist ¢,
fir die Abbildungen 4; (i=1, ..., n) erklart. Wegen (3) existiert
dann eine Fortsetzung von ¢, zu einer Abbildung ¢, von Hom (F,, ')
auf I'. Die Einschrankung v von ¢, auf Hom (/7,, /) wird dann
die gewiinschten Eigenschaften besitzen. Wegen I"Hom, (I],, A ,) =
Hom ,(I';, I}) kann man jedes Element aus Hom, ([}, I7,) als
endiche Summe 3 y,f; mit y, [, f;¢Hom,(I,.!,) schreiben.
Nach Definition von y gilt fir y, y,£0°, feHom (/7,4 )

i v=n-e(r)=yn-el)l-v=n-p-vy,
d.h. y ist ein zweiseitiger I"-Homomorphismus.
Es ist dann zu zeigen, daB
Hom,, (I, I'}) > & — hy € Hom(.Hom (I';. 1), ;I') (10)

ein Isomorphismus ist. Ist 2==0, so gibt es nach Ililfssatz 2 ein
feHom, (I, A,) mit fA=+0. Dann folgt wegen /. Iom (I}, 4,)
und da ¢ ein Isomorphismus ist

(thyy=o@(fh) +0.
Also ist (10) ein Monomorphismus.

Um zu zeigen, daB3 (10) ein Epimorphismus ist, »enutzen wir
die Gleichung

Hom, (F,, IL) = @' d, = Hom, (I}, I') © Hom (1 ,, I3). (1)
p wird durch die Festsetzung
(NNw=0 fir j<Hom (B, I (12)
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12 FriepricH KascH:
auf Hom,, (F,, I')) fortgesetzt. Dann soll gezeigt werden, dal3
Hom, (F, F,) > h — hy ¢ Hom,. (I‘Hom.'l (Ey, L), Ff) (13)

ein Epimorphismus ist. Gibt man fir 4,, ..., d, beliebige Bilder
V1 <o Yo €L vor, dann sei

fi=¢7(y;) € Hom,(I};,A,) CHom (F,, 4,) (f=1,...,m).

Sei nach Hilfssatz 3 2 Hom,(F,, F,) so bestimmt, dal d;h=/,
(z=1, ..., n) gilt, dann folgt

dihy= (ll)y=9(l) = (t=1,...,n),
also ist (13) tatsdchlich ein Epimorphismus.

Ist I, frei, d.h. F =T, dann ist man fertig. Im allgemeinen FFall
beachte man, dal3 wegen (12) auch

Hom, (I, F;) 5 h — hy ¢ Hom,. (rHomA (s, 1), l‘r)

ein Epimorphismus ist. Schrinkt man %y auf Hom, (I}, I})) ein,

so folgt wegen (11) der behauptete Epimorphismus (10). Damit ist
Satz 1 bewiesen.

2.4. Es erhebt sich natiirlich die Frage, ob auch die Umkehrung
von Satz 1 richtig ist. Es durfte schwierig sein, diese Frage zu ent-
scheiden, doch kann immerhin gezeigt werden

Satz 2: Ist I'|/A eine Ringerweiterung und geniigt Hom , (I, I')/I"
der Bedingung (11'), dann gibt es einen A-I'-Monomorphismus von
Hom (I}, A,) wn I'. Besitzt auflerdem I' als A-Rechtsmodul einen zu
A isomorphen divekten Summanden, dann gibt es einen A-I'-Isomor-
phismus von Hom,(I'y, A,) und I', d.h. dann ist fiir I'|A (v1) erfiilll.

Daraus und aus Satz 1 ergibt sich unmittelbar die

Folgerung: Ist [' als A-Rechismodul endlich erzeugt und pro-
Jektiv und besitzt I'y einen zu A isomorphen divekien Summanden,
so gilt: Dann und nur dann ist I'|A Frobenius-Erweiterung, wenn
Hom (I, I)/I" Frobenius-Erweiterung ist.

Insbesondere sind die Voraussetzungen der Folgerung erfiillt,
wenn [, endlich erzeugt und frei ist. Dann ergibt sich das anfangs
erwihnte Resultat.

Beweis von Satz 2. Nach Voraussetzung gibt es einen (117)
geniigenden Homomorphismus g von Hom,, (Iy, I'}) in I". Die Ein-
schrankung von y auf Hom, (I}, A ,) sei, wobei fiir f ¢ Hom , (I7;, 1))
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¢ (/)= (/) w geschricben wird. Da » ein zweiseitiger /’-Homomor-
phismus ist, ist jedenfalls ¢ ein /-I-Homomorphismus. Sei nun
fir f<Hom (I}, 1)) ¢(f)=()p=0, dann folgt (I'f)p =0 und
wegen Hilfssatz 1 sogar (Hon1_,,,(lj,,]7[) /)y)=0, also gilt wegen
(1) /=0, d.h. ¢ ist ein Monomorphismus.
Sei nun
F'=x4®4,, x A, =4,

und sei y€I' beliebig gegeben. Wir definieren d¢ Hom (7, <1,)
durch die Festsetzung

dann folgt
Hom,,(Iy, I';) = I'd © Hom,, (4 ,, I'}) .

Sei nun ¢<Hom,. (;Hom,(I;, I'}), ;') definiert durch
@d o=, (_Hom‘l (A4, F:)) g=0,

dann gibt es nach Voraussetzung ein 2<¢ Hom (I, I')) mit o = hy.
Es folgt

y= o= @dh)y=g(dh).
Somit ist ¢ ein Epimorphismus.

Es bleibt die Frage, ob man die Voraussetzung, dafl I”; einen zu
.1 isomorphen direkten Summanden besitzt, vermeiden kann.

3. Homologische Eigenschaften von Frobenius-Erweiterungen
3.1. Allgemeine Eigenschaften

Wir erinnern zunéchst an einige Begriffe und Resultate aus der
relativen homologischen Algebra (relativ in bezug auf ein Ringpaar).
Sei wie bisher /" ein Ring mit 1-Element und 4 ein Unterring mit
dem gleichen 1-Element. Eine Folge von [-Rechtsmoduln und
I’-Homomorphismen

i1 %

A A e (14)

oy

heilit (17, 4)-exakt, wenn sie /™-exakt ist und fiir jedes 7 Ke («;) und
Bi(e;) «I-direkte Summanden in A; bzw. 4,_; sind. Der I'-Rechts-
modul B hei3t (I, A)-projektiv bzw. (I', A)-injektiv, wenn fiir jede
(I, A)-exakte Folge (14) auch die Folge

, Hom (1, 1'.“)

<o Hom, (B, 4;.,) ——— Hom,. (B, 4,)

Hom (1, o)
S Homp (B, A,_) =«
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bzw.
Hom ( (%, 1)

> Hom,.(d4;, B)
Homben | Hom,.(4; ,, B) —---

. — Homr(A i—1> B)

exakt ist. Es gelten dann folgende Aussagen!:

(P1) Ist C ein beliebiger /-Rechtsmodul, dann ist CC] ein
(1", A)-projektiver I'-Rechtsmodul.

(P2) Ist C ein projektiver A-Rechtsmodul, dann ist Cg I
ein projektiver I'-Rechtsmodul.

(P3) Fir einen I'-Rechtsmodul C sind folgende Eigenschaften
dquivalent:

(a) C ist (I', 4)-projektiv;

(b) Jede (I', A)-exakte Folge B—C —0 ist (I, I')-exakt;

() C ®I’ besitzt einen zu C isomorphen ['-direkten Summanden.

(

Ist C ein beliebiger A-Rechtsmodul, dann ist Hom (I, C)
ein (1’, A)-injektiver I'-Rechtsmodul.

(I2) Ist C ein injektiver A-Rechtsmodul, dann ist Hom (/", C)
ein injektiver I"-Rechtsmodul.

(I3) Fir einen ['-Rechtsmodul C sind folgende Eigenschaften
dquivalent:

(a) C ist (I', A)-injektiv;

(b) Jede (', A)-exakte Folge 0 —C — B ist ([, [')-exakt;

() Hom,(I', C) besitzt einen zu C isomorphen I'-direkten Sum-
manden.

Daraus ergeben sich fiir eine Frobenius-Erweiterung I'/A sofort
eine Reihe von Folgerungen.

(I)  Ist A rechisseitig selbstinjektiv, dann auch I'. Speziell: Eine
Frobenius-Evweiterung eines Quasi-Frobenius-Rings ist ein Quasi-
Frobenius-Ring?.

Beweis: Die erste Behauptung folgt aus (r1) und (I2). Die
Quasi-Frobenius-Ringe sind genau die rechtsseitig selbstinjektiven

1 Siehe (8] oder [2]; (I, A)-projektive bzw. (I, A)-injektive Moduln
werden in {2} g-projektiv bzw. g-injektiv genannt. In 79}, wo diese Begriffc
zum erstenmal in der Literatur fiir beliebige Ringerweiterungen I7A4 auf-
treten, werden sie im Anschlul an [4] als AM,- bzw. M,-Moduln bezeichnet.

2 Spezialfdlle s. [9], Satz 10; [3], Corollary 9, Corollary 20; [7], Corol-
lary 4, Theorem 6.
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Ringe mit Minimalbedingung fiir Rechtsideale [3]. Daraus folgt
die zweite Behauptung.

(II) Fiir esnen belicbigen A-Rechismodul C gilt
C@PzHomd(I’, C).

Beweis: Folgt aus (6) und (14).

(IIT) Edn I-Rechis-(oder Linksmodul) ist dann umd nur dann
(I, A)-projektiv, wenn er (I, A)-injektiv ust.

Beweis: Folgt aus (P3), (I3) und (II).

Wir bezeichnen die projektive bzw. injektive bzw. schwache
Dimension des I'-Moduls C mit p-dim,(C) bzw. i-dim,(C) bzw.
s-dim(C). Die entsprechenden (I, 4)-Dimensionen von C werden
mit p-dim, 4, (C) bzw. i-dim 4 (C) bzw. s-dim, 4, (C) bezeichnet.
Fiir die globale Dimension des Ringes I' bzw. der Ringerweiterung
I'/A schreiben wir g-dim (I') bzw. g-dim (I, 4).

(IV)  Fiir esnen beliebigen I-Rechtsmodul C gilt?

0

(e} ’

p-dim, 4 (C) = i-dimr, 4 (C) = {

Beweis: Wegen (I1I) sowie (P3) und (I3) kann man jede endliche
(I', A)-projektive bzw. (I, A)-injektive Auflésung za einer der
Lange 0 verkiirzen. Wegen (III) folgt die Behauptung.

(V) Jeder I'-Rechtsmodul besitzt eime (I', A)-vollsidndige Auf—
losung.

Beweis: Klar wegen (III).

(VI) Fiir einen beliebigen I'-Rechismodul A und A-Rechtsmodul C
giltt :

Extir, 4 (4, C®T) = Ext{y, » (Hom, (I, C), d) =0, >0
Beweis: Wegén (II), (P1) und (I1) ist C ?l‘ (I', A)-injektiv und
Hom,, (I, C) (I", A)-projektiv, woraus die Behauptung folgt.
(VII) Fiir beliebige Moduin A4, rC baw. A, C gilt
Tor/ (A, C) = Tor! (Hom,, (I, 4), C) ]
Torf (4, C) = Tor! (4, Hom, (T, C)) |

3 Vgl. [5], Prop. 1—3.
4 Spezialfall in {7], Prop. 7.

bzw. 1=0,1,...).
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Fiir belicbige Moduln A, Cp bzw. 4,., C, gilt?
Ext!,(d, C) = Extj.(Hom, (I, 4), C)
Ext! (4, C) =~ Ext}(A, C @(I)

o
N
IS

(=0,1,...).

Beweis: IFolgt wegen (r2), (12) und (II) aus (2], S.116—118.
case 1—4.

Aus (VII) folgt unmittelbar
(VIIL) Fiir einen beliebigen A-Rechtsmodul A gilt:

s-dim,, (Hom, (I, 4)) < s-dim,, ().
p-dim,. (Hom,, (I, 4)) < p-dim,, ().
indimn, (A @) < i-dim, (4) .

Fir die nachsten Folgerungen brauchen wir einen Hilfssatz, bei
dem nicht vorausgesetzt wird, daB3 I'/4 Frobenius-Erweiterung ist.

Hilfssatz 4: Sei ' esn Ring mit 1-Element und A ein Unlerring
mit dem gleichen 1-Element.

a) Ist1I' projektiver A-Modul, dann istjeder I'-projektive Modul - ;.
auch als A-Modul projektiv.

b) Ist I projektiver A-Modul, dann ist jeder I'-injektive Modul 4 .
auch as A-Modul injektiv.

Beweis®: a) Die Behauptung folgt aus der Tatsache, daB ein pro-
jektiver Modul direkter Summand eines freien Moduls ist und daB
direkte Summen und direkte Summanden von projektiven Moduln
wieder projektiv sind.

b) Als ['-injektiver Modul ist A4, (bis auf Isomorphie) direkter
Summand eines injektiven Moduls der Form Hom, (!, 7)), wobei T°
eine teilbare Abelsche Gruppe und Z der Ring der ganzen Zahlen
ist. Da [" projektiv ist, gibt es einen freien A-Modul I mit

A= I'® B=®Ax,, A~ A,

Dann folgt
Hom, (F, T) == Hom, (I, T) @ Hom, (B, T)

5 Spezialfalle in 737, Prop. 7; 7]; Prop. 2.

§ Der Beweis von a) ist wohlbekannt. Zu b) siehe [2], S. 31; der Beweils
wird dort aber nicht ausgefithrt; auBerdem fehlt dort Angabe der Seite,
fiir die 1" als A-Modul projektiv sein muB. Vgl. auch [2], S. 123, Ex. 10.
Wir fithren den Beweis dual zu dem bekannten Beweis von a), den wir kurz
angeben.
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als A-Rechtsmoduln. Andererseits gilt
Hom, (I, T) = Hom (@ .1y, T)~ [ | Hom,(.lx;, T),

und somit ist Hom, (I, 7) als direktes Produkt der injektiven
.1-Rechtsmoduln  Hom, (Ax;, T) >~ Hom, (.1, 7) wieder injektiv
und dann auch 4 als direkter Summand.

Sei jetzt wieder I'/A eine Frobenius-Erweiterung.

(IX) Fiir einen I'-Rechismodul A endlicher  schwacher  bzw.
projektiver bzw. injektiver Dimension gill":

s-dim,.(4) < s-dim ; (1)

p-dim,.(4) = p-dim , (1)
bzw.
i-dim,.(A4) = i-dim (4).

Beweis: Wir beweisen nur die dritte Behauptung und schreiben
C statt A. Sei i-dim (C) = n<<oo und sei .1, mit Ext}.(4, C) ==0.
Die Folge der I'-Rechtsmoduln

0—>A--Hom, (I',4) =B —0

mit B=Hom,(/', 4)/Hom,(/', A) ist exakt. Dann gilt wegen
Ext;™(B,C) =0, daB

Exty.(Hom (I, A), C) = Extj (4, €)

cin Epimorphismus ist. Wegen (VII) gilt folglich Lxt’ (4, C) =0,
also i-dim,(C) < i-dim ,(C). Die Umkehrung ist klar, da nach dem
Hilfssatz jede injektive Auflésung von C,. auch eine solche von
C,.ist.

Wir brauchen nun ecinen weiteren Hilfssatz, bei dem wir nicht
voraussetzen, daB I'/4 Frobenius-Erweiterung ist.

Hilfssatz 58: Sei I" ein Ring mit 1-Elcemenl und .1 cin Unterring
mit dem gleichen 1-Element. Dann gilt

a) Ist A, (I, A)-projektiv und ist [" A-projektic, dann gilt fiir
beliebigen Moduin C,.

Exti(4, C) ist zu einem divekten Summanden von Fxct' (4, C) iso-
morph.

b) Ist Cp(I', A)-injektiv und ist I', A-projekli=. dann gilt [iir
beliebigen Modul A,.:

“Vgl. 3], Theorem 10; "7], Theorem 3.
8 Vgl. [8], Prop. 1.
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Exti(A, C) ist zu einem divekten Summanden von Ext’ (4, C) iso-
morph.

¢) Ist A, (', A)-projektiv und 1" A-projektiv, dann gilt fiir
beliebigen Modul C:

Tor! (A, C) ist zu einem divekten Summanden von Tor;' (A4, C) iso-
morph.

d) Ist C(I',A)-projektiv und Iy A-projektiv, dann gilt fiir
beliebigen Modul A .

Tor! (A4, C) ist zu einem divekten Summanden von Tor; (4, C) iso-
morph.

Beweis: Wir beweisen nur a), da die anderen Behauptun-
gen analog zu zeigen sind. Da A (I', A)-projektiv ist, ist A zu
einem [/'-direkten Summanden von A ®F isomorph. Wegen
Hom,.(4 ST, C) ~ Hom, (A4, C) (siehe [2] S. 118) ist dann
Hom/ (4, C) zu einem direkten Summanden von Hom,, (4, C) iso-
morph. Da ,I" A-projektiv ist, ist nach Hilfssatz 4 jede I-injektive
Auflosung von C auch eine A-injektive Auflésung von C. Daraus
erhdlt man die Behauptung.

Fir eine Frobenius-Erweiterung [I'/A4 ergibt sich aus diesem
Hilfssatz unmittelbar:

(X) Ist einer der Moduln Ay, C,. (I, A)-projektiv (= (I', A)-
injektiv), dann ist Exti.(4, C) zu einem direkten Summanden von
Ext' (4, C) isomorph®. Ist einer dev Moduln A,., .C (I', A)-projektiv
(= (I, A)-injektiv), dann ist Tor] (4, C) zu einem direkten Summanden
von Tor (4, C) isomorph.

Aus den Hilfssdtzen 4 und 5 folgt schlieBlich

(XI) Ist A (I', A)-projektiv, dann gilt

s-dim,.(4) < s-dim, (4)
p-dim,(4) = p-dim, (4)
1-dim,(4) = i-dim,, (4).

3.2, Ausgezeichnete Frobenius-Erweiterungen

Wir wollen eine Ringerweiterung I'/4 ausgezeichnet nennen,
wenn [’ als zweiseitiger /1-Modul einen zu / isomorphen direkten
Summanden besitzt.

o Spczmlhll I’ = Gruppenring mit Koeffizienten aus kommutativem
Ring A siehe [3], Prop. 14; vgl. auch [5], Prop. 4.
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Beispiele fiir ausgezeichnete Frobenius-Erweiterungen kann man
sofort angeben. Sei (& eine beliebige Gruppe, $ cine Untergruppe
von endlichem Index in &, und sei R ein Ring mit 1-Element, dann
ist der Gruppenring R[®] ausgezeichnete (freie) Irobenius-Er-
weiterung von R[9H].

Eine ausgezeichnete Frobenius-Erweiterung hat man auch in
dem Falle, daBB I'.1 eine freie Frobenius-Erweiterung und /4 im
Zentrum von [” enthalten ist. Sind ndmlich »,, ..., »,und 4, ...,J,
duale Basen und ist y der Frobenius-Homomorphismus mit
y(l;7;)=0;;, dann hat man die Zerlegung I'=1/;7,.1 ® Ke(yp) in
zweiseitige ~/1-Moduln, wobei [, 7,4 als zweiseitiger .1-Modul zu A
isomorph ist.

Diese Beispiele zeigen die Bedeutung der ausgezeichneten Fro-
benius-Erweiterungen.

Hilfssatz 6: a) Ist I'/A eine ausgezeichnete Ringerweiterung,
sind ' und I, projektive A-Moduln und sind A, C beliebige
A-Rechtsmoduln, dann ist Ext, (4, C) isomorph zu einem direkien
Summanden von Exti.(4 Q? r,c Q?F), Ext (A Qll I', Hom, (I, C)),

Exty.(Hom, (', 4), C &I und Ext}.(Hom, (I, ), Hom, (1", C)).
.1 :

b) Voraussetzungen tiber I'|lA wie in a). Sind A ein.A-Rechts- und

C ein A-Linksmodul, dann ist Tor’;(A, C) isomorph zu einem divekten

Summanden von Tor{ (AR T, CRT), Tor](4 é?[’, Hom (I, C)),
1 A .

Tor{ (Hom, (I, 4), CQT) wnd ’1‘01‘;’7(Hom‘/l (I', 4), Hom ,(I", C)).
|

Beweis!?: Da die Beweisfithrung in allen Féllen analog verlduft,
kénnen wir uns darauf beschrinken zu zeigen, dall Ext! (4, C)
zu einem direkten Summanden von Extp(d &/, M &T) iso-

A N :

morph ist. Sei I'=A"@ A" die nach Voraussetzung existierende
Zerlegung von I' in zweiseitige A-Moduln mit A’ ~.1. Dann folgt

Exti(d, MOT)~ Ext)(4, M & 4) @ Exti (4, ) ©.4")
~ Exti (4, M) ® Ext} (4,117 1),
Da ,I" projektiv ist, folgt (nach [2], S. 118)
Ext)(d, M @T)~Extp(A ST, M1,
womit der Beweis gefiihrt ist.
19 Vgl [5], Beweis von Prop. 6.

— 105 —



20 FrizpricH KascH:

Aus diesem Hilfssatz entnimmt man unmittelbar die
Folgerung: Sei I'/A ausgezeichnet, seien I und I', projektiv, und
sei A ein beliebiger A-Rechtsmodul, dann gilt't
p-dim,, (4) < p-dim.(4 Q?]’ ),
p-dim,(4) < p-dim,(Hom, (", 4)),
i-dim,; (4) < i-dim(4 &1,
i-dim,(Hom 4, (I’, 4)),
s-dim(4 @F)
s-dim(Hom,, (I, 4)),
g-dim (I').

/AN

IA

)
i-dim, (A4)
s-dim,, (A4)
s-dim , (4)

)

IA

/!

g-dim (A4

A IA

Wendet man diese Abschatzung auf eine ausgezeichnete Frobenius-
Erweiterung an, so erhdlt man unter Beachtung von (VIII) den

Satz 312: Ist I'JA eine ausgezeichnete Frobenius-Erweiterung, dann
gult fiir jeden A-Rechtsmodul A :

s-dim (4 6191’) = s-dim,(Hom,, (I', 4)) = s-dim, (4),
p-dim,.(4 Q?Z’) = p-dim,(Hom, (I, 4)) = p-dim ,(4),
i-dim (4 (;&F) = i-dim, (Hom, (I", 4)) = i-dim,, (4).

Wir weisen schlieBlich darauf hin, daBl man die zuvor angegebene

Folgerung auch mit (IX) und (XI) zu neuen Dimensionsgleichungen
verkniipfen kann.

3.3 Eigenschaften der Spur

Wir wollen uns jetzt auf freie Frobenius-Erweiterungen beschran-
ken. Dann gibt es, wie in 1.4. ausgefiihrt, eine Rechtsbasis 7, ..., 7,
und eine Linksbasis /;, ..., 7, von I'/4, die zueinander dual sind.
Seien M und N beliebige I'-Rechtsmoduln und sei g€ Hom,, (M, N),

dann betrachtet man die aus der Kohomologie der Gruppen be-
kannte Abbildung

Spur(g) = >\ I} g7;,

wobei 7; bzw. I} der durch 7; bzw. [, erzeugte Rechtsmultiplikator
von M bzw. N ist.

11 Die globale Dimensionsabschitzung enthilt [5], Prop. 6.
12 Enthalt [3], Corollary §'; [5], Prop. 7.
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Die Spur besitzt die beiden folgenden Eigenschaften, von denen
wir allein Gebrauch machen.

1. Aus g€ Hom, (M, N) folgt Spur(g) £ Hom,.(M, N).
2. Sind L und Q weitere I'-Rechtsmoduln und gilt

gcHom, (M, N), f,€Hom,(N, Q), j,<Hom,(L, M),

dann folgt Spur (f; £/5) = f, Spur (g) /-

Die erste Eigenschaft folgt aus der Dualitit der Basen; die zweite
ist unmittelbar klar.

Sei jetzt f¢ Hom (M, N), sei A ein I'-Rechtsmodul und be-
zeichnet 1, die identische Abbildung von A, dann induziert f in
bekannter Weise einen Homomorphismus Ext{. ,(1,,f) von
Ext{;, 4 (4, M) in Ext{,, 4 (4, N). Die entsprechende Bemerkung gilt
auch fiir das erste Argument, wobei nur die Kontravarianz zu
beachten ist.

Satz 4 13:
a) Seien A, M, N beliebige I-Rechtsmoduln und ser g ¢ Hom, (M, N),
dann gilt
Ext{. 4 (14, Spur(g))=0, i=1,2,....
b) Seien A, B, N beliebige I'-Rechtsmoduln und sei g Hom (B, 4),
dann gilt
Ext{ 4 (Spur(g), 1,) =0, 1=1,2,....
Bemerkung: Die analoge Aussage gilt auch fiir Tor{".

Beweis: Wir beweisen nur a). Sei
A, B A B Ay A0
eine (I', A)-projektive Auflésung von 4. Dann gibt es

h,c Hom (A4;, 4;.1)

mit
Ty, =hiyoy + 2 by
Ist /c¢Hom,(4;, M) und jéKe(Hom (x4, 1y)), d.h. fo; =0,
dann folgt
f=f1a=1h %
Daraus erhilt man
Spur(g) f = Spur (g /) = Spur(g/A;_y o) = Spur (g/h;_,) %,
13 Dieser Satz stellt cine Verallgemeincrung von Satz 11 aus [1] dar, wo

I' ein Gruppenring ist. Der Beweis kann aus [1] iibernommen werden, doch
wollen wir ihn der Vollstindigkeit halber angeben.

— 107 —



22 FrigpricH KascH:

also
Spur (g) 1 € Bi (Hom («;, 1))

und somit gilt wie behauptet
Extip, A) (1A , Spur (g)) = 0.

Bezeichne Z.(A4) den Zentralisator von 4 in I', dann ist fiir jeden
I'-Rechtsmodul die Multiplikation einem t€Z,(4) ein A-Endo-

morphismus und Spur(ZA/l)):Zr,—Z,w(A)li ist ein Ideal des
i=1

Zentrums von I'. Aus dem Satz folgt, daB3 dieses Ideal jeden Modul
Ext{p (4, M) (¢=1,2, ...) annulliert. Enthalt dieses Ideal das
1-Element, d.h. stimmt es mit dem Zentrum iiberein, dann miissen
offenbar alle Ext{., , (4, M), (=1, 2, ...) gleich Null sein und folg-
lich ist jeder I'-Modul (I", A)-projektiv [und (I', A)-injektiv)™.

Man erhilt hieraus bei Beachtung von (XI) die

Folgerung: Gibt es exn Element v € Z(A) mit Spur (t) =1p, dann
gult

g-dim (I') < g-dim (A4).

Ist & eine Gruppe, 9 eine Untergruppe vom Index #» in & und R
ein Ring mit 1-Element, dann ist I'= R [$] freie Frobenius-Erwei-
terung von A=R[$H]. Es folgt, daB n=Spur(1) jeden Modul
Ext{, 4 (4, M) annulliert und daB im Falle R = R jeder I'-Modul
(I, A)-projektiv ist. Stimmt $ mit dem neutralen Element von &
iberein, dann sind dies bekannte Resultate. Im Falle, daB R=Z7
der Ring der ganzen Zahlen ist, erhilt man aus unsern Uberlegungen
Ergebnisse aus der Kohomologie der Gruppen. Das ist klar, wenn
man beachtet, daB fiir einen Normalteiler  von @ gilt:

Ethz (6], Z($]) (Z,4)= EXtiZ{(ﬁ/s:)) (Z,A%) =H'(@/9,4%), (=0,1,.. )

SchlieBlich beweisen wir noch den folgenden bekannten Satz, dessen
eine Halfte sofort aus Satz 4 folgt.

Satz 51%: Fiir einen I'-Rechtsmodul A sind die folgenden Eigen-
schaften dquivalent:

(@) A st (I, A)-projektiv.

14 Siehe dazu auch [12].

15 Dies ist Satz 12 aus [9]; spater wurde dieser Satz noch einmal von
D.G. HicmaN in [6] mitgeteilt. Er geht auf [4], Satz 1 zuriick, den er als
Spezialfall enthdlt. Im Spezialfall eines Gruppenrings I siehe z. B. auch [2],
S. 233, Prop. 1.1. Der folgende Beweis weicht zum Teil von der Beweis-
fihrung in der Literatur ab.

— 108 —



Projektive Frobenius-Erweiterungen 23

(b) A st (I, A)-ingektiv.
(c) Es gibt etn g€ Hom (A, A) mit Spur(g) =1,.
Beweis: Wie schon festgestellt, sind (a) und (b) dquivalent. Ist

(c) erfiillt, dann folgen (a) und (b) nach Satz 4. Es bleibt zu zeigen,
daB (c) aus (a) folgt. Fir A@I1 betrachten wir die Abbildung

1,8, wobel v der nach 2.3 existierende Frobenius-Homomorphis-

mus von " in 4 ist. Dann folgt wegen der Dualitit der Basen und

(9) Spur(1,®y)=1,gr. Da unter Voraussetzung von (a) 4 (bis
A

auf Isomorphie) I'-direkter Summand von A® I ist, hat die Ein-
A
schrinkung g von 1,8y auf 4 die gewiinschte Eigenschaft.
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