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Ein metrischer Beitrag iiber Mahlersche S-Zahlen. 11

Von Friedrich Kasch in Heidelberg

1. In der vorhergehenden Arbeit mit dem gleichen Titel[4]!) hat B. Volkmann unte
Verwendung der in [2] gemeinsam entwickelten SchluBweise das folgende Resultat
erhalten:

Fiir fast alle komplexen Zahlen & gilt

11
() 5

— — 1
Dariiber hinaus wurde in [1] und [3] gezeigt

gt :
Fiir fast alle komplexen Zahlen & gilt
(2)

Hier soll die rechte Seite von (1) zu
. . 1

verschiirft werden. Aullerdem wird bewiesen

 =2,3,...)
, dafd
(4)

= Q
fitr fast alle komplexen Zahlen & gilt

Y

. Zum Beweis von (3

) schlieBen wir zuniéichst wie in (I) bis zur Ungleichung?)
L=V = a0 ({2

Daraus ergibt sich

| & —oy | < C -

Vaol | )
Daraus folgt jetzt analog zur SchluBweise in (I)
B) u(b (o,u, 1)) = C y

]1)1, —1—2no
1m >

Hy = =1l POt | ao |2 V‘D I‘

1) Im folgenden zitiert mit (I); aus (I) iibernehmen wir alle Definitionen und Bezeichnungen
g J zel

E ’1 /' v 1<) .
) Hier wie im folgenden bezeichne €' eine positive reelle Zahl, die nicht von || p || abhingt. Wir lassen
zu, dall " an verschiedenen Stellen, wo es auftritt, verschiedene Werte besitzt



158 Kasch, Ein melrischer Beilrag @ber Mahlersche S-Zahlen. I1.

Hieraus ergibt sich nach dem Vorbild von (I) die Behauptung (3), wenn die zweite rechts
stehende Summe durch C H*"~?~*"% nach oben abgeschitzt werden kann. Dazu zerlegen
wir die Summe in n 4+ 1 Teilsummen mit der zusitzlichen Nebenbedingung | a,| = H
bzw. |a,| =H,..., |a,| = H, und es ist dann jede dieser Summen einzeln durch
CH?"~372" abzuschitzen. Fiir die Summe mit | a,| = H ist das unmittelbar klar. Fiir
die restlichen folgt die Behauptung sofort, wenn

: 1
@ En VD)
|ag| = H, a; fest (i > 0)

gezeigt werden kann. Dazu wird die Schluflweise aus [2] benutzt. Diese 146t sich aller-
dings nur anwenden, wenn feststeht, dal D(p) in einem von a, und a; verschiedenen
Koeffizienten a; ein Polynom mindestens 2. Grades ist. Dazu tiberlegen wir in Ergénzung
von Hilfssatz 7 aus [2]:

Hilfssatz. D(p) ist als Polynom in a, vom Grad n—1 und der Koeffizient von
' ist bis auf das Vorzeichen gleich n™a} ~'. D(p) ist als Polynom in a, _, vom Grad n und

n--
n

a

der Koeffizient von a® _, ist bis auf das Vorzeichen gleich (n — 1)~ 'a} ~*.
Beweis: Bekanntlich gilt (Resultantendarstellung)
aO a‘l . . . a, -1 Ap
a, a; - : o Qp-1 Qg 0
0
RG] _ @y @ o Quoy @y |<(n—1)-te
(=D aD(p) = na, (n—1"1a, - - - an_, Zeile
nay, (n—"Na - - @y, 0
0
nay (n—1a, + + * Ay,

Daraus liest man die erste Behauptung unmittelbar ab. Um die zweite einzusehen,
subtrahiere man von der (n —1 + i)-ten Zeile die i-te Zeile firi =1,...,n—1. Danach
tritt a,_, nur noch in den n-—1 ersten und in der letzten Zeile auf. Der Wert der
Determinante hat sich dabei nicht gedndert, und man liest nun unmittelbar die zweite
Behauptung ab.

Wir kénnen nun den Beweis zu Ende fithren. Zunéchst kann n = 4 angenommen
werden, da fiir n = 2 und n = 3 die besseren Abschitzungen (2) gelten. Ferner folgt
aus p(z) € R,(u, v), daB a, = 0 ist. Dann 146t sich nach dem Hilfssatz stets ein a; mit
] =0, j & iso wihlen, daB D(p) als Polynom in a; einen Grad > 2 besitzt. Seien nun
in D(p) alle a; bis auf a; fest gewidhlt. Summation iiber a; liefert dann nach [2], Hilfs-
satz 6%) die Abschéitzung

o /1D

D(p) %0
Da die von ay, a;, a; verschiedenen n— 2 Koeffizienten im Intervall [— [, H] frei
gewihlt werden koénnen, folgt (6).

3} H.-E. Richert verdanken wir einen sehr kurzen und einfachen Beweis von Hilfssatz 6, der auf der Holder-
schen Ungleichung beruht.
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3. Zum Beweis von (4) unterscheiden wir zwei Fille, wobei wir auch jetzt die
Bezeichnungen aus (I) zugrunde legen.

1. Fall. Nur eine Nullstelle « von p(z) € B,(u, v) liegt in Q*(u, v). Dann gilt fir
£ €Q(u,v) und die von o verschiedenen Nullstellen Ry, Oz, 0y VO D(X)

%<!§—ail.
Damit folgt
v\3 g
e—al(3) <R <y,
also
(7) [§—a| <Cllpl™*.

2. Fall. Zwei Nullstellen « = «; und «, von p(z) € B,(u, v) liegen in Q*(u, v).
Daun liefert die SchluBweise aus (I) (fiir & = 2, wobei keine f8; auftreten) die Abschétzung
VID(p)| < Claol® | Dig) |-
Daraus folgt

2 — 4o
) tma|<claflle] ol ’
| D(p) [* | D(p) |*
Man gelangt nun zu einer zu (5) analogen Abschatzung
,u(S ou,0)=C lim X > R(p),

Hy-—>o0 I =H, p(x)€ V()
llpll =1

wobei nach (7) und (8)

H—3 im 4. Fall
. 1 —3a

R(p) = }L--— im 2. Fall
VID(p)]|

zu setzen ist. Dann folgt unter Berticksichtigung von (6)

1 - 3o
S Rps X H Y+ il —_- <CH'« Y 4 CH* " < CH' ™.
PR P e P € l/i D(p

Daraus ergibt sich die Behauptung (4) analog zum allgemeinen Fall.
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