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Ein Satz über Frobeniuserweiterungen 

Von 

FRIEDRICH KASCH 

1. I n einer früheren Arbe i t [ I ] habe i ch den Begrif f der FrobeniuserWeiterung ein­
geführt u n d u . a. den besonders i m H i n b l i c k auf die Galoissche Theorie der Ringe 
interessierenden folgenden Satz bewiesen: Unter gewissen Voraussetzungen über den 
R i n g 8 ist eine freie Ringerweiterung B/8 dann u n d nur dann Frobeniuser Weiterung, 
wenn der R i n g aller Endomorphismen v o n R als 8- Rechtsmodul Frobeniuser Weite­
r u n g des Ringes Rl der L i n k s m u l t i p l i k a t o r e n von R ist . Kürzlich konnten T . N A K A -
Y A M A u n d T . TSTJZTJKU [2] beweisen, daß die dabei v o n m i r über 8 gemachten Voraus­
setzungen überflüssig sind. I n dieser Note möchte ich zeigen, daß m a n einen besonders 
übersichtlichen u n d kurzen Beweis dieses Satzes i n der i n [2] angegebenen allgemeinen 
Fassung führen k a n n , wenn m a n sich von meinem ursprünglichen Beweis i n [1] völlig 
frei macht u n d n icht , wie das auch noch i n [2] geschieht, duale Basen benutzt . 

2. W i r stellen i m Anschluß an [2] einige Voraussetzungen zusammen. Es sei R ein 
R i n g m i t 1-Element u n d 8 ein U n t e r r i n g m i t dem gleichen 1-Element. Betrachtet 
m a n R als 8-Rechtsmodul, dann ist Hr — Horns (Rs, Rs) ein R ing , der den R i n g Rl 

der L inksmul t ip l ika to ren von R als U n t e r r i n g enthält. Wegen Rl ^ R wol len w i r für 
Rl wieder R schreiben, was hier n icht zu Irrtümern führen k a n n . I n Hr i st der M o d u l 
Fr = Horns (Es, 8s) enthalten. Schreibt m a n die Anwendung v o n he Hr au f x e E 
als h(x), dann ist Hr ein üJ-iü-Modul u n d Fr ein #-jß-Modul. Analog seien Hi = 
= Horns (sR, sR), Fi = Horns (sR, s&) erklärt. Die Anwendung von heHi auf x e R 
schreiben w i r i n der F o r m (x)h; dann ist Fi ein jß-#-Modul. 

Die beiden folgenden Bedingungen ($>r) u n d (fei) sind äquivalent u n d definieren Ej8 
als Frobeniuserweiterung: 

(Qr) a) R besitzt eine endliche Rechtsbasis ( = freies Erzeugendensystem) über 8; 
b) es g ib t einen Isomorphismus (p der $-iü-Moduln Fr u n d R. 

(§ / ) a) R besitzt eine endliche Linksbasis über 8; 
b) es g ib t einen ^-/^-Homomorphismus yj von R i n 8 m i t den folgenden Eigen­

schaften : 
1) Z u jedem f e Fi g ib t es ein r e R m i t / = ryj, d. h . Fi — Rip (bei dieser 

Schreibweise w i r d yj als Element aus Fi betrachtet ) ; 
2) aus (Rr)xp = 0 folgt r = 0 für r G R. 

D a m i t äquivalent sind auch zu (^ r) u n d (fei) analoge Bedingungen (3>j) u n d (§ r)> die 
wir hier jedoch nicht brauchen. 
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D e n Isomorphismus cp i n (3r) nennen w i r einen rechtsseitigen Frobeniusisomorphis-
mus u n d den Homomorphismus ip i n (!gi) einen linksseitigen Frobeniushomomorphis-
mus. 

3. Sei j e t z t w\, ... , wneme Rechtsbasis von R/S, dann stellen die durch 

f 1 für i =j 
(o für i + i 0 " = 1 . - . « ) 

definierten Abbi ldungen d\, . . . , d w e Hr eine Linksbasis von # r über R u n d ebenso 
eine Linksbasis von Fr über # dar. Z u r Vorbere i tung des Satzes beweisen w i r die 
folgenden Eigenschaften von Hr u n d Fr: 
(1) Für jedes f e Fr gilt: Hrf=Rf. 

(2) Zu beliebigen Elementen fi,... , fn e Fr gibt es ein h e Hr mit dih — fi (i = 1 , . . . , n). 

B e w e i s . 
(1) : Wegen / e Fr g i l t f(x)eS für jedes x e R; daraus folgt für beliebiges heHr: 

hf(x) — h(lf(x)) = h(l)f(x), also hf = h{l)f. 
(2) : Das Element r% e R habe die Basisdarstellung r< = 2 w3stt> dann folgt aus der 

Def in i t i on der dt unmi t te lbar ? = 1 

n n 

2r* ̂  = 2 5^ ; 

da m a n die e # beliebig vorgeben k a n n , fo lgt die Behauptung. 
N u n sind w i r i n der Lage, den fraglichen Satz sehr einfach zu beweisen. 

Satz. Ist R ein Ring mit 1-Element, S ein Unterring mit dem gleichen 1 -Element und 
besitzt R/S eine endliche Rechtsbasis, so gilt: Dann und nur dann ist RjS Frobenius-
erioeiterung, wenn Horns (Rs, Rs)jR FrobeniuserWeiterung ist. 

Z u m B e w e i s des ersten Teils zeigen w i r , daß m a n den rechtsseitigen Frobenius-
isomorphismus cp v o n Fr u n d R zu einem linksseitigen Frobeniushomomorphismus ip 
v o n Hr auf R fortsetzen k a n n . Definiert man ip durch 

In \ n n 
\^ndi\xp = ^ri(p(di) für ^ndteHr, 

dann ist ip offenbar ein zweiseitiger ^ H o m o m o r p h i s m u s v o n Hr auf R. Dafür haben 
w i r die i n ($r>i) angegebenen Eigenschaften zu beweisen, wobei j e tz t Hr bzw. R an 
Stelle von R bzw. 8 zu t re ten hat . E i n J?-Linkshomomorphismus von Hr i n R ist ein­
deutig durch die Bi lder der Linksbasis d\, ... ,dn best immt. Wegen (2) g ibt es zu vor­
gegebenen fi, ... , fne Fr ein h e Hr m i t dfh = fi. Daher g i l t (dih) ip = {fi) ip — cp (fi); 
da cp ein Isomorphismus v o n Fr u n d R ist , folgt die erste Eigenschaft eines Frobenius­
homomorphismus. Sei j e tz t h e Hr, h + 0, dann g ibt es ein x e R m i t h(x) =1= 0, u n d 
folgl ich existiert ein dt m i t dih = 0. Wegen dih e Fr u n d da cp ein Isomorphismus ist , 
fo lgt (dih)ip — cp(dih) =j= 0, w o m i t auch die zweite Eigenschaft eines Frobeniushomo­
morphismus bewiesen ist . 

Z u m Beweis des zweiten Teils des Satzes zeigen w i r umgekehrt , daß der nach Vor­
aussetzung vorhandene linksseitige Frobeniushomomorphismus ip v o n Hr auf R ein-
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geschränkt auf F r einen rechtsseitigen Frobeniusisomorphismus von F r u n d R l ie fert . 
Für diese Einschränkung schreiben w i r cp, so daß also cp (/) = (/) tp für / e F r g i l t . D a xp 
ein zweiseitiger ^ -Homomorphismus ist , ist zunächst <p e in # - ^ H o m o m o r p h i s m u s 
von Fr i n R. 

Behauptung : cp i s t ein Monomorphismus. Für / e F r fo lgt aus <p(f) = (f)ip .= 0 zu­
nächst (Rf)ip — 0 u n d wegen (1) sogar (Hrf)ip = 0, also nach Voraussetzung / = 0. 

Behauptung : cp ist ein Epimorphismus. Für beliebiges r e R w i r d durch 

(di)o — r} (di)a = 0 für i > 1 

ein R-Linkshomomorphismus a v o n Hr i n R def iniert . Dazu g ibt es nach Voraus­
setzung ein h e Hr m i t a = hip. D a n n fo lgt cp(dih) = (d±h)y) = r, d. h . (p ist ein E p i ­
morphismus. D a m i t i s t der Beweis beendet. 

W i r weisen noch darauf h i n , daß w i r beim zweiten Te i l v o n der Voraussetzung, daß 
eine Rechtsbasis von R / S exist iert , n u r i n der F o r m Gebrauch gemacht haben, daß 
eines der Basiselemente v o n Hr über R bereits i n F r l iegt . Für den Nachweis, daß die 
Einschränkung v o n ip ein Monomorphismus ist , haben w i r sie n icht benutzt. Es erhebt 
sich die Frage, ob diese Voraussetzung überhaupt zu vermeiden ist . 
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