MATHEMATISCHE
ZEITSCHRIFT

UNTER STANDIGER MITWIRKUNG VON

E.KAMKE?} R. NEVANLINNA

TUBINGEN HELSINKI

HERAUSGEGEBEN VON
H. WIELANDT

TUBINGEN

WISSENSCHAFTLICHER BEIRAT

W.BLASCHKE A.E.INGHAM H.KNESER
W.MAGNUS O.PERRON G.PICKERT

77. BAND

SPRINGER-VERLAG
BERLIN - GOTTINGEN . HEIDELBERG
1961



S————

sty 2T
Universiidts-
Bibliothek

Inhalt des 77. Bandes

ATivaH, M. F., und F. HirzeBrUucH, Cohomologie-Operationen und charakteristi-
sche Klassen .

Bakr, R., Einfache Partitionen nicht-einfacher Gruppen
BEHRENS, E.-A., Einreihige Ringe

BERGER, R., und E. Ku~z, Uber die Struktur der Differentialmoduln von diskreten
Bewertungsringen

BREUER, M., Zum Pfaffschen Problem

IENDLER, O., Uber multiplikative Strukturen und eudoxische Hiillen von archimedi-
schen totalgeordneten Gruppen

GROBNER, W., Uber das Umkehrproblem der Abelschen Integrale .
HaseTHA, KL., Uber die Werteverteilung in Winkelrdumen .

Havuprt, O., Ordnungsgeometrische Limessiatze in kompakten Raumen. I. Mitteilung:
Komponentenordnungswerte .

HErRrRMaANN, O., Geoditische Untermannigfaltigkeiten der Dodekaederrdume .
Hrawka, E., Uber die Diskrepanz mehrdimensionaler Folgen mod. 1

Hornxke, H.-J., Uber die Erzeugung von monomialen Gruppendarstellungen durch
Brandtsche Gruppoide

JurnNe, W, Zur Verscharfung des F. K. Schmidtschen Linheitensatzes .

JorcuNs, K., Das Anfangswertproblem im GroBen fiir eine Klasse nichtlinearer
Wellengleichungen

Kasch, 17, Dualititseigenschaften von Frobenius-Erweiterungen .

Kx~EsER, M., Darstellungsmafe indefiniter quadratischer Formen .
Kowarsky, H.-J., Kategorien topologischer Raume

KruLr, W, Ordnungsfunktionen und Bewertungen von Kérpern .
LaMmerecHT, E., Zykiische Erweiterungen arithmetischer iffunktionenkorper .

MEeisTER, E., Ein Eindeutigkeitsbeweis fiir ein gemischtes Randwertproblem der
Schwingungsgleichung

MULLER, D., Verbandsgruppen und Durchschnitte endlich vieler Bewertungsringe .



v Inhalt

Seite
MULLER, G. H., Nicht-Standardmodelle der Zahlentheorie . . . . . . . . . . . . 414
Nastorp, H.-J., Zur Cohomologietheorie in der algebraischen Geometrie. I. . . . 359
NEUBAUER, G., Einige Bemerkungen zur Theorie der maximalen Ideale . . . . . 283
PickEerT, G., Zur Einbettung von Halbgruppen in Gruppen . . . . . . . . . . . 241
RiBexBomM, P., Fonctions modulo un antifiltre . . . . . . . . . . . . . . . . 193
RogueTTE, P., Uber den Singularititsgrad von Teilringen in Funktionenkérpern . . 228
Scumipt, H., Eine Anwendung der Siegelschen Transzendenzsitze fiir Bessel-
Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... .. ..30
SEIFERT, H., Zum Satz von O. Bonnet tiber den Durchmesser einer Eifliche . . . 125

TiLLmanNN, H. G., Darstellung der Schwartzschen Distributionen durch analytische
Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . L . 000w e e e s o100

WAGNER, R., Interne Kennzeichnung projektiver Abbildungen auf Quadriken . . 04



KascH, F.
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Dualititseigenschaften von Frobenius-Erweiterungen

Herrn FrRIEDRICH KARL SCHMIDT zum 60. Geburtstag am 22. 9. 1961 gewidmet

Von
FRIEDRICH KASCH

1. Einleitung

Fir die Kohomologietheorie der endlichen Gruppen ist bekanntlich die
Tatsache von Bedeutung, daB eine Isomorphie zwischen der %-ten Homologie-
und der — (k4 1)-ten Kohomologiegruppe der gegebenen Gruppe G mit Koef-
fizienten in einem beliebigen G-Modul C besteht:

(1) H,(G,O)=H™*YG,C) (k=0,+1, £2,...).

Dieser Zusammenhang soll hier fiir eine beliebige Frobenius-Erweiterung I'/A
an Stelle des Gruppenrings untersucht werden.

Ein Ansatz in dieser Richtung liegt bereits durch T. Nakavama [3, 4] vor,
doch erfolgt dort (anderen Zielsetzungen entsprechend) eine Beschrinkung auf
die Homologie- und Kohomologiegruppen einer Frobenius-Algebra I'/K; d.h.
es wird I'/K zentral vorausgesetzt und der aufzulésende Modul ist I” selbst
als zweiseitiger I-Modul.

Diese Beschridnkungen werden hier fallen gelassen. Wir gehen von einer
beliebigen Frobenius-Erweiterung I'/A aus und zeigen zunichst, daB} auch
jetzt — wie bei einer Frobenius-Algebra — ein Nakayama-Automorphismus
existiert; allerdings ist dies jetzt ein Automorphismus des Zentralisators P
von A in I'. Sei nun I'/A eine freie Frobenius-Erweiterung, so daB eine Spur-
bildung (in der Kohomologie der Gruppen Norm genannt) existiert?), und sei
4 ein I-Linksmodul. Fiir f€ Hom (44, ,4) ist dann Spur j€ Hom (p4, pI)
und fiir p€P gilt

() Spur (/o) (x) = Spurf(x) o',  x€4,
wobei ¢’ das Bild von g bei dem Nakayama-Automorphismus ist. Seien C

ein [-Linksmodul und C° ein daraus mittels des Nakayama-Automorphismus
gebildeter P-Linksmodul, dann folgt aus (2), daB die Abbildung

Hom (44, 4 A) @ C'3f&@c® — (43 x — Spur f(x) c€ C) € Hom (4, rC)
P

einen Homomorphismus liefert. Dieser Homomorphismus fithrt zu Aussagen,
die als Spezialfall wieder (1) enthalten.

!) Siehe Zusatz bei der Korrektur am Ende der Arbeit.
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2. Der Nakayama-Automorphismus einer Frobenius-Erweiterung

Wir wollen zuerst einige Bezeichnungen festsetzen. Sind I" und A Ringe,
soseipAd ein I-/1-Modul. Hat man ferner einen Modul B 4, dannseiHom (4 4, B )
der Modul der A-Homomorphismen von 4 in B (der sonst meist mit Hom 4 (4, B)
bezeichnet wird). Gilt auBerdem ,B,, dann wird Hom(4,, B,) durch die
Festsetzung

(1) () =A{(y2),  (2€A, [€Hom(A,, By), yCI, x€ 4)

zu einem A-I"-Modul, d.h. esist ;,Hom (44, B,);. Hat man Modulen 44, 4B,
dann wird Hom (44, 4B) durch die Festsetzung

1) (x) =F(xy) 2

zu einem I-A-Modul, d.h. es ist ;Hom (44, ,B),. Sind die Modulen ;A4 ,
und rC, [-A-isomorph, dann wird ;4 ,=C, geschrieben. Analog sei dic
Bezeichnungsweise in anderen Fillen.

Wir kommen nun zur Definition einer Frobenius-Erweiterung I'/A. Dies
ist (nach [5] und [6]2)) eine unitdre Ringerweiterung mit folgenden Eigen-
schaften:

(r1) A= Hom (I}, A)r;
(r2) I, ist endlich erzeugt und projektiv.

Ist auBerdem I, frei, dann heit I'/A eine freie Frobenius-Erweiterung.

Diese rechtsseitigen Bedingungen sind d4quivalent mit analogen linksseitigen
Bedingungen:

(11) rly= rHom (4", 4A4) 4;
(12) 4L ist endlich erzeugt und projektiv.

Ferner ist eine rechtsseitig freie Frobenius-Erweiterung auch linksseitig frei
und umgekehrt.

Sei jetzt A das Bild von 1€ bei dem Isomorphismus (r 1); wir nennen /
einen Frobenius-Homomorphismus. Damit erhdlt man (r 1) explizit in der
Form

(3) I'sy >hychl=Hom(l},4,).

Da (r 1) insbesondere A-linkszulissig ist, folgt 2 € Hom ([}, 44,). Esist ferner

klar, daB  durch (r 1) nur bis auf Multiplikation von rechts mit einem invertier-

baren Element aus dem Zentralisator P von A in I" eindeutig bestimmt ist.
Wir wollen nun feststellen, daf3 dieses %2 auch als Bild von 11" bei dem

Isomorphismus (1 1) auftritt, so daB (11) mit dem gleichen / durch

(4) I'sy -y h€lh=Hom ([, 44)

2) Diese Arbeiten stimmen in wesentlichen Teilen nahezu iiberein. Bei Veroffent-
lichung meiner Arbeit [6] war mir die kurz zuvor erschienene Arbeit [3] leider nicht
bekannt. Der Begriff der Frobenius-Erweiterung ist in [5] etwas allgemeiner als in [6
gefaf3t. Hier wird die Definition aus [6] zugrunde gelegt, doch lassen sich die folgenden
Uberlegungen auch fiir die allgemeinere Definition durchfiithren.



Dualitéitseigenschaften von Frobenius-Erweiterungen 221

gegeben wird. Diese Behauptung wird bei dem Aquivalenzbeweis von (r 1),
(r2) und (11), (12) folgendermafBen mitgeliefert: Wegen (r 2) besteht die
Isomorphie

(5) rl;= rHom (./1H0m (L, La), 4) 4,

die explizit durch

ISy - (Hom (I, A1) 3f —f(y) €4) €Hom (Hom ([}, A.4), 44)

gegeben wird. Setzt man (r 1) auf der rechten Seite von (3) ein, so folgt (11).
Beriicksichtigt man dabei (3), so ergibt sich insbesondere fiir 1€1:

31 (Hom (I, A, 3] — /(1) £4)
=(hI'>hy —h(y)€A)

—(I'3y > h(y)cA) =hcHom (I, 44).
Damit ist (4) bewiesen.
Um den Nakayama-Automorphismuszu definieren, haben wir Hom (40}, 44,4)
zu betrachten. Wegen (3) und (4) gilt offenbar

(6) hP= Ph = Hom (/IEI)AAA); h PP; PP, PP h;pP.

Tolglich gibt es zu jedem p £ P bzw. o’€ P ein eindeutig bestimmtes o' bzw. g
so, daBl hpo=p'h gilt. Man stellt nun sofort fest, dal} die Zuordnung

PSo-—>p€P

cin Automorphismus von P ist, der, wie bisher in der Literatur bei Frobenius-
Algebren, wo P=1"ist, als Nakayama-Automorphismus bezeichnet werden
soll. Da % bis auf Multiplikation mit invertierbaren Elementen aus P ein-
deutig bestimmt ist, ist der Nakayama-Automorphismus von P durch I7/A4
bis auf innere Automorphismen von P eindeutig bestimmt.

Ist der Nalayama-Automorphismus von P bereits selbst ecin innerer Auto-
morphismus, dann soll die Frobenius-Erweiterung ['/s symmetrisch heiB3en.
In diesem Falle kann man % so wihlen, dal der Nakayama-Automorphismus
zum identischen Automorphismus wird.

Sel jetzt I'jA eine freie Frobenius-Erweiterung. Dinn gibt cs zu dem
Frobenius-Homomorphismus £ duale Basen von [/, d.h. ¢s existieren eine
Linksbasis /,, ..., /, und eine Rechtsbasis 7, ..., 7, von ['[A mit h(l;7;)=0;;.
Das bedeutet, daB fiir jedes y € I" aus

3

n
(7) II'V::Z)%;‘ZW‘, 2{,‘6/1, t=1,...,n
j=1 !
dic Gleichungen
n
(8) V=20 s Aieda, I=1,...,n
=

folgen und umgckehrt.

Sei nun g€ P und o’ das Bild von g bei dem zu / gchorenden Nakayama-
Automorphismus. Dann ergibt sich aus

hiolir) =h(li7;0),

Yy
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daB aus

(9) 0 =‘ili,-l,-, Ai€A, i=1,...,n
die Gleichungen o

(10) 7,0 =iilrilii, Aied,  =1,...n

folgen und umgekehrt. Diese Tatsache soll nun benutzt werden, um eine
Aussage iiber die Spur eines A-Homomorphismus zu machen.

3. Eigenschaften der Spur
Fiir einen Modul 4 sei € Hom (44, 4A4); die durch

AdSx =2t x)ED
i=1
gegebene Abbildung wird Spur f genannt. Wegen (7) und (8) gilt

(11) Spur f€ Hom (p4, oI).

Ist A=rA,und f¢Hom (44,4, 44,4), dann folgt Spur € Hom (-4 4, rI;). Aus
(9) und (10) ergibt sich fiir beliebiges o € P:

Spur (fo) (x Zr/gu =S ()
(12) =1

= 37,10;3) ¢ = Spur () o'
HiLrssatz 1. Die Abbildung
Hom (41, 44.4) =/ P > ko — Spur (ko) € Hom (1}, 1))

ist ein Isomorphismus.
Beweis. Wegen % (l;7;) =0;; gilt

Spur & (r Z rih(l
woraus
(13) Spur 2 =1, (= identische Abbildung von I’)

folgt. Aus (12) und (13) ergibt sich dann

Spur (ko) (x) = x ¢',
d.h. Spur (k) ist die Rechtsmultiplikation von I" mit ¢’ € P. Da die Rechts-
multiplikationen mit Elementen aus P genau alle Elemente aus Hom (I}, -1}
liefern, ist Hilfssatz 1 bewiesen.
Gegeben sei jetzt ein Modul ;4 4 mit

m

(14) A=@TIx;, rlx,=pl, ix;=x1 (Acd;j=1,...,m).

j=1 7
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Wir schreiben zur Abkiirzung A*=Hom (44,4, 41,) und bezeichnen mit 4;
die durch

(15) hi (igl‘}’/ x,’) =h(y,) (F=1,...,m)

definierte Abbildung aus A*.
HivLrssaTz 2. Es gilt

(10) A¥*=®h P,  hPp=Pp
j=1

und die Zuordnung

(17) A*3f— Spurf€Hom (r4,, rI})

st esn Isomorphismus.
BeEweis. Folgt wegen (14) sofort aus (6) und Hilfssatz 1.

4. Dualitdtseigenschaften

Zu dem beliebigen Modul pC definieren wir mit Hilfe des Nakayama-
Automorphismus P3¢ —o'€P einen neuen Modul C° Sei C° eine zu C iso-
morphe additive Gruppe mit dem Isomorphismus

C'3c® —>ceC.
Die Multiplikation o mit Elementen aus P wird nun durch

goc®=(g"¢)’
festgesetzt, wodurch C° zu einem P-Linksmodul wird.

Seien nun beliebige Modulen A4 und C gegeben. Dann ist Hom (44, 441)
ein P-Rechtsmodul und wegen (11) und (12) wird durch

(18) Hom (44, 1)@ C'3 /@0 (43 x > Spur  (x) ¢< C) € Hom (¢4, rC)

ein Homomorphismus ¢ geliefert3). Dieser Homomorphismus soll weiterhin
untersucht werden. Dazu setzen wir jetzt einen Modul 44 voraus und be-
schrinken uns auf der linken Seite von (18) auf den Untermodul A* =
Hom (44 4, 4A4,4) von Hom (44, 44).

Ist I'/A eine zentrale Frobenius-Erweiterung, dann fallen diese Modulen
zusammen. Im allgemeinen aber ist es gerade wesentlich, daf3 wir den Modul A* -
zugrunde legen, da dieser die gewiinschten Dualitdtsaussagen erméglicht.

Wir bemerken zuerst, da3 ¢ in p4,4 und rC funktoricl] ist. Fiir C ist das
unmittelbar klar. Seien nun B, und ein Homomorphismus f: rA,4—rB4
gegeben, dann ist das Diagramm

B*& Co Hom (8, 1,1) ®1¢o A* 00
P P
(19) |

r
v

}‘P
v
Hom (8, 1¢)

Hom (rB, rC) — Hom (4, ,-C)

%) Im Spezialfall der Kohomologie der Gruppen vgl. [1], S. 240, (5).
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wegen Spur (ff) = Spurf - f kommutativ, wie man unmittelbar nachpriift. Also
ist @ auch in 4 funktoriell.

Die grundlegende Eigenschaft von ¢ formulieren wir in folgendem

SATz 1. Gegeben seien ein Modul pd,, der (14) geniigt, und ein belicbiger
Modul C. Dann st

(20) @: A*Qé) C°3/@¢c® — (A3 x — Spur f(x) c€C) € Hom (p4, 1C)

etn in A und C funktorieller Isomorphismus.

BEMERKUNGEN. 1. Der Satz gilt auch fir jeden I-A-direkten Summanden
von A.

2. Der Isomorphismus (20) kann wegen (17) folgendermaBen zerlegt werden:
A*@ €O Spur A*@ € = Hom (rA 4, [} @ € —Hom (14, 1C).
3 P P
Zum Beweis des Satzes benutzen wir die durch (106) gegebene eindeutige

Darstellung der Elemente aus A*®C® in der Form ) 5,®c. Wegen (15)
P i=1
und (13) folgt fiir die Elemente x; aus (14)

(21) Spur 4; (x;) ¢; = Spur (1) ¢; = c;, (f=1,...,m).

1

m
1=

Folglich ist ¢ ein Monomorphismus. Sei nun f&€ Hom(r4, ;C), dann gilt
nach (21)

@: ,Zlhf@)f(xf) -1,
j=
d.h. @ ist auch ein Epimorphismus. Damit ist der Satz bewiesen.

5. Anwendung in der homologischen Algebra
Eine vollstandige projektive Auflosung eines Moduls 4, bzw. 4 ist ecinc
exakte Folge von projektiven Moduln 4;, bzw. y4;:

Wi o> Ayt A S A I AL A,

mit
Bild (oty) == Kern (o_;) = 4.
Mit einem beliebigen Modul ,C bilde man dann im Falle 4, den Komplex
AR C und im Falle ;4 den Komplex Hom (%, ,C). Die Faktoren des ersten
r

Komplexes bezeichnen wir mit Hj (4, C) die des zweiten mit H% (4, C)
(=0, 41, 42, ...). Dann gilt offenbar

HI(4,C) = Tork (4, C)

fir k=1,23....
H’}(A,C)—_-Ext’}(A,C)} o )

Mit dieser Bezeichnung gilt
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Satz 2. Is set I'[A eine freie Frobenius-Evweiterung, und es besitze der
Modul ;A 4 als ['-Modul eine vollstandige projektive Auflosung duvch Modulen A,
die alle (14) geniigen und wobei die Kerne jeweils als A-A-Modulen divekte
Summanden sind. Danwn gilt fiiv jeden Modul C:

HY (A%, COY=H*Y4,C), (k=0, 11, =2,...).

Beweils. Sei U die gegebene vollstindige Auflésung von A, dann ist die
TFolge

Ak: o> A%, > AF S AF > AT > AF

wieder exakt und die Moduln der Folge sind nach (16) freie P-Rechtsmoduln.
Folglich ist dies eine vollstandige projektive Auflgsung des P-Rechtsmoduls A4 *.
Nach Satz 1 folgt dann die Behauptung.

Es erhebt sich nun die Frage, wann die Voraussetzungen dieses Satzes
erfiillt sind. Dazu beschrinken wir uns auf zentrale Frobenius-Erweiterungen,
da eine entsprechende Aussage dann einfach zu formulieren ist und die er-
wihnten Beispiele bereits durch diesen Fall erfaBt werden. Ist I'/A eine
zentrale Frobenius-Erweiterung, dann ist P=I" und jeder Modul 4 ist
zufolge der Festsetzung aAl=2a auch ein A-Rechtsmodul; z.B. ist dann
A*=Hom (44, 44,) =Hom (44, 44), d.h. A* ist der im iiblichen Sinne duale
Modul.

Satz 3. Es seien I' ein Noetherscher Ring und I'|A eine unitire zentrale,
endlich erzeugte, freie Ringerweiterung. Ist der Modul rA als A-Linksmodul
endlich erzeugt und projektiv, dann existiert eine (I', A)-exakie®) vollstindige
Auflosung von A aus endlich evzeugten freien I'-Moduln.

Bewels. Der Beweis ergibt sich nach bekannten Schliissen, doch soll-er
der Vollstindigkeit halber angegeben werden. Zu A gibt es einen endlich
crzeugten freien /-Modul 4, so, da3 Ao—ai;A >0 exakt ist. Da 4 projektiv
ist, ist Kern (o) A-direkter Summand in 4,. Da pA, I'-frei und ,I" A-frei
sind, ist A4, A-projektiv; dann ist auch Kern(xy) als direkter Summand
A-projektiv.  Als Untermodul des Moduls A, mit Maximalbedingung ist
Kern (o) ein endlich erzeugter /A-Modul. Nun folgt durch Induktion, daf3
eine (I', A)-exakte Auflosung von A4 durch endlich erzeugte freie /=Moduln
existiert. Das gleiche gilt fiir AF. Wegen ;A**=,4 crhiilt man die gesuchte
vollstandige Auflésung von A, indem man an die angegcebene Auflésung von
4 die durch Dualisieren der entsprechenden Auflgsung von A* entstehende
FFolge anhdngt?®). Damit ist Satz 3 bewiesen.

Nach Satz 2 gilt dann also unter den Voraussetzungen von Satz 3

HE(A*, COY= Hi* " (4,C),  (k=0,+1, 5 2,...).

=>

Da unter den Voraussetzungen von Satz 3 pA**= ;4 giit und A* die gleichen
Voraussetzungen fiir die rechte Seite wie A fir die linke Seite erfiillt, folgt

1) Im Sinne der relativen homologischen Algebra; s. dazu 72,
%) Siehe dazu auch die SchluBbemerkung iiber vollstindige Muflosungen.
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fiir Ar unter den entsprechenden Voraussetzungen
HE(A4,CO)=Hp*1(4*,C), (k=0, +£1, +2,..).

Im Falle der Kohomologie einer endlichen Gruppe G ist A=Z (= Ring
der ganzen Zahlen), I'=Z[G] und A =Z als trivialer G-Modul. Da Z[G]/Z
symmetrisch ist, folgt C=C® und wegen ;Z=;Z* ergibt sich schlieBlich
wieder (1).

Aber auch der Fall der Kohomologie von Frobenius-Algebren ist in unseren
Uberlegungen enthalten. Sei I'/K eine Frobenius-Algebra (d.h. eine zentrale
Frobenius-Erweiterung) iiber einem Kérper K, dann ist auch F‘:F(%I", wobei

I'" die zu I' invers-isomorphe Algebra ist, eine Frobenius-Algebra iiber K.
Dann wird I" als I'*-Linksmodul betrachtet, und dafiir sind die Voraussetzungen
von Satz 3 erfiillt.

6. Vollstindige projektive Auflésungen bei Frobenius-Erweiterungen

Wir wollen mit einer Bemerkung iiber vollstindige projektive Auflésungen
schlieBen. Eine solche Auflssung eines Moduls etwa tiber einer Algebra gewinnt
man iiblicher Weise so, wie das im Beweis von Satz 3 durchgefiihrt worden
ist. Fiir die projektiven Auflésungen, von denen man ausgeht, nimmt man
meist die Standardauflésungen. Bei einer Frobenius-Erweiterung bietet sich
jedoch noch eine andere Méglichkeit, die jetzt angegeben werden soll.

Sei I'/A zunichst eine beliebige unitire Ringerweiterung, dann erhilt man
zu einem Modul r4 die (I, A)-projektive Standardauflésung in der Form

e 4,34, 34,3450
mit

A4, =TRIQ - QTRA, (k=0,1,2,...);
A A A A

(R + 1)-mal

schreibt man fiir ein beliebiges Element aus 4,

V1@V ® - Q¥ vy,

wobei also o€ A4 und 9y, ..., 44, €1, dann ist der Homomorphismus «, durch
k
% (Vi1 & - & yo) =,§)("‘ 1)k_1)’k+1® QY17 Q- Qe

gegeben. In dualer Weise erhilt man eine (I, /A)-injektive Auflésung von A
in der Form

(22) 04305 0% 425 ...
mit
A*=Hom (,I", ;Hom ([, ..., sHom (1", 44) ...))
(kB + 1)-mal
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wobei die Abbildungen «* in dualer Weise zu den «, definiert werden. Ist
nun I'/A eine Frobenius-Erweiterung, dann gilt ;4;=,4% Ist I'/A auBer-
dem frei mit den dualen Basen /;, ..., /, und 7, ..., 7,, so ergibt sich aus (22)

04245454,

’

wobei f, durch
k " X
B @ - Ryy) =i§0 ig.'l(— 9 ® Q91 Q7 QLy, Q- Ry,

gegeben wird. Eine vollstiandige (I, A)-projektive (und (I, A)-injektive) Auf-
16sung von A erhilt man dann durch

e A, 2 A3 4,54, A5 4,
aN B
A5
0 0

Ist 44 endlich erzeugt und A-projektiv bzw. A-frei, dann ist jeder der Moduln
rA4; endlich erzeugt und I-projektiv bzw. I-frei. Letzteres ist in Kohomo-
logie der Gruppen und der Frobenius-Algebren der Fall.

Zusaiz bet dev Korrektur am 7. September 1961. Nach einer brieflichen Mitteilung von
K. GRUENBERG, London, existiert auch bei einer projektiven Frobenius-Erweiterung eine
Spur mit den gleichen Eigenschaften wie bei einer freien Frobenius-Erweiterung. Daher
gelten die hier gewonnenen Resultate z.T. auch fiir projektive Frobenius-Erweiterungen. —
Die Spur erhilt man folgendermaflen: Sei T der zu (3) inverse Isomorphismus, dann be-

n
zeichne ) 7;®1; das Bild von T bei dem Isomorphismus
j=1
Hom (4Hom (I, A4), AF)—»I‘?F;
die Elemente /;, ..., /, und #,, ..., #, treten dann zur Spurbildung an die Stelle der dualen

Basen bei einer freien Frobenius-Erweiterung.
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