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Das Zentrum von Ringen mit Kettenbedingungen

Von Friedrich Kasch und Ulrich Oberst in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Karl Stein am 23. Oktober 1970

1. Einleitung

Es ist eine naheliegende Frage, ob sich Eigenschaften eines
Ringes auf dessen Zentrum ubertragen. Bekanntlich ist z. B. das
Zentrum eines halbeinfachen bzw. reguldren bzw. lokalen Ringes
wieder ein Ring vom gleichen Typ. Wie steht es in dieser Hinsicht
mit der Eigenschaft Artinsch oder Noethersch ?

Wir geben im folgenden einen beidseitig Artinschen (und daher
auch Noetherschen) Ring an, dessen Zentrum nicht Noethersch
(und daher auch nicht Artinsch) ist.

Andererseits zeigen wir, dafl gewisse Minimalbedingungen
beim Ubergang zum Zentrum erhalten bleiben. Sei R ein Ring
mit Einselelement und sei Z = Z(R) das Zentrum von R. Wir
nennen R einen (*)-Ring, wenn er der folgenden Bedingung ge-
nugt:

(*) Fur jedes z € Z(R) wird die Folge
2R2 2R 2 2R 2 ...
stationir, d. h. es gibt ein %2 € N mit
R =FRfiri > n

Es folgt dann, daB semi-primire Ringe und z-reguldre Ringe
(*)-Ringe sind.

Dabei heiBt ein Ring R n-reguldr (im Sinne von N. H. McCoy
[9]), wenn zu jedem » € Reinz & Nund ein»’ € R mit

existieren.
Fir einen kommutativen Ring sind die Begriffe ,,(*)-Ring*
und ,,7-regulidrer Ring' dquivalent.

11 Minchen Ak. Sb. 1970



162 Friedrich Kasch und Ulrich Oberst

Unser erstes wesentliches Resultat besagt dann, da83 ein Ring R
genau dann (*)-Ring ist, wenn sein Zentrum (*)-Ring, d. h. n-
reguldr ist. Daraus folgt unter anderem, da3 das Radikal Ra(Z)
des Zentrums Z eines (*)-Ringes R ein Nilideal ist und jedes
Ideal %= O aus Z/Ra(Z) ein Idempotent == o enthilt.

Um Halbeinfachheit von Z/Ra(Z) zu erhalten, braucht man
zusitzlich Kettenbedingungen fiir direkte Summanden.

Unser Hauptresultat hierzu besagt, daB3 ein Ring R genau dann
ein (*)-Ring ist und der Minimalbedingung fiir zweiseitige di-
rekte Summanden von R geniigt, wenn sein Zentrum semi-pri-
mdr ist.*

Speziell ergibt sich, daBl das Zentrum eines semi-priméiren
bzw. perfekten Ringes wieder semiprimir bzw. perfekt ist. Ins-
besondere ist das Zentrum eines Artinschen Ringes perfekt und
besitzt ein nilpotentes Radikal.

Ferner betrachten wir die Inklusion Ra(Z) € Ra(R) und zei-
gen, daB sie bei Noetherschen Ringen nicht notwendig erfiillt
sein muf}. Fir ihre Giltigkeit wird eine hinreichende Bedingung
angegeben.

SchlieBlich untersuchen wir das Zentrum von linear kompakten
Ringen. Hier wird gezeigt, da3 das Zentrum eines reguldren, F-
linear kompakten Ringes wieder ein solcher Ring ist. Mit anderen
Worten: Ist R reguldr und Ry injektiv, dann ist Z, injektiv.

2. Das Zentrum von (*)-Ringen

Wir stellen zunichst einige allgemeine Eigenschaften von
(*-Ringen und n-reguldren Ringen zusammen.

2.1. Lemma: Ist R auf einer Seite perfekt, dann ist R (*)-Ring.

Beweis: Ist R auf einer Seite perfekt, dann gentigt R der Mini-
malbedingung fiir Hauptideale auf der anderen Seite ([1]). Die
Bedingung (*) ist wegen z & Z(R) von der Seite unabhingig.

2.2. Lemma: Ist U zweiseitiges Nilideal aus R und ist R[U (*)-
Ring, dann ist R (*)-Ring.

* Ein Ring R heiBt semi-primir, falls sein Radikal Rz(R) ein Nilideal
und R/Ra(R) halbeinfach sind.
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Beweis: Sei z & Z(R), dann folgt z: = 2 + U &€ Z(R|U),
also existiert ein 2 & N mit

R =7 R fur i > »,

wobei £: = R/U. Insbesondere (fiir i = » + 1) folgt,daB» € R
und # & U mit

="y tu
existieren. Da U Nilideal ist, gibt es ein 2 € N mit z* = 0, also
g
(" —z" Tt =o.
Die Binomialformel liefert
(zn___zn+lr)k — znk_znk+lr' =0
mit 7' € R, also
2" R = 2R fir i > nk.

Bekanntlich hei3t ein Ring R semi-primir, wenn sein Radikal ein
Nilideal und R/Ra(R) halbeinfach sind.

2.3. Folgerung: Jeder semi-primire Ring ist (*)-Ring.

2.4. Lemma:

a) Jeder m-reguldre Ring ist (*)-Ring.

b) Fir einen kommutativen Ring R sind die Begriffe ,,(¥)-
Ring‘ und ,,7-reguldr’ dquivalent.

Beweis:

a) Fur z € Z(R) gibtes » & Nund 2’ € R mit

=" = 2P,

woraus (*) folgt.
b) Sei R kommutativ und (*)-Ring. Aus 2" R = 22" R folgt die
Existenz von 2’ & R mit

= 22" = 2 ",

also ist R m-regulir.

2.5. Satz: Ein Ring R ist genau dann ein (*)-Ring, wenn sein
Zentrum Z(R) ein (*)-Ring, d. h. z-regulir ist.

1*
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Beweis: (Vergl. [9], Theorem 1). DaBl die Bedingung hinrei-
chend ist, ist klar. Sei nun 2z € Z(R) und 2 € N mit

"R = R fir: > n.
Insbesondere ist

2"y =" € Z(R)
fiir ein » € R. Fur alle £ & N ist dann
2 e Z(R).
Sei nimlich x € R. Dann ist

22" ) = x2(P" AT = (P2 T = (AT =
= 7("7* N x = (*"H)x
durch Induktion nach £, also 22"7* € Z(R). Daraus folgt:
Zn<22nr3)zn — 2’4”7’27’ — (2'2"7’)27’ — (zn)27, — 22"7’ = "
mit 22"#® = Z(R) nach obiger Herleitung, also ist Z(R) n-regulir,
d. h. (*)-Ring.
Um aus diesem Satz Folgerungen zu ziehen, haben wir einige

Eigenschaften von z-reguldren Ringen zu benutzen ([7], [9]). Da
die Beweise ganz kurz sind, geben wir sie hier an.

2.6. Lemma: Fiir einen n-reguliren Ring 7 gelten:

a) Jedes Rechts- oder Linksideal, das nicht Nilideal ist, ent-
hilt ein Idempotent == o.

b) Ra(T) ist Nilideal.

c) Jedes Rechts- oder Linksideal = o von 7/Ra(T) enthilt ein
Idempotent = o.

Beweis: Sei # & 7 nicht nilpotent und sei #*#'#* = ¢*. Dann
sind #”#' und #'#" von Null verschiedene Idempotente in ¢# 7 bzw.
T'¢, also gilt a). Da Ra(T) kein Idempotent == O, aber alle Nil-
ideale enthilt, folgen b) und c).

2.7. Folgerung: Ist R ein (*)-Ring, so gelten a)-c) von
Lemma 2.6. fir Z = Z(KR).
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2.8. Satz: Sei R (*)-Ring mit Zentrum Z. Dann ist
Ra(Z) € Ra(R)

Beweis: Nach 2.7 sind Re(Z) und damit RRae(Z) Nilideale,
also gilt
Ra(Z) € RRa(Z) S Ra(R)

2.9. Folgerung: Sei R ein (*)-Ring mit Zentrum Z. Dann gelten:

a) Ra(Z) =Z ~ Ra(R).

b) Ist Ra(R) rechts oder links #nilpotent (im Sinne von
H. Bass [1]) bzw. nilpotent, dann ist auch Ra(Z) #-nilpotent bzw.
nilpotent.

¢) Die Injektion Z — R induziert die Injektion

Z|Ra(Z) — Z(R|Ra(R)) S R|Ra(R)

Beweis: a) folgt aus 2.8 und der Relation Ra(R) ~ Z € Ra(2),
welche bekanntlich fiir jeden Ring gilt. Die Behauptungen b)
und c) folgen unmittelbar aus a).

2.10. Bemerkung: Die fur unsere Betrachtungen wesentlichste
Eigenschaft von (*)-Ringen ist die Bezichung Ra(Z) & Ra(R).
Sie gilt z. B. auch fiir beliebige lokale Ringe, dagegen nicht fiir
beliebige Noethersche Ringe (siche 5.1). Gibt es weitere natiirliche
Bedingungen fiir einen Ring R, welche ebenfalls die Inklusion
Ra(Z) € Ra(R) nach sich ziehen?

3. Halbeinfachheit von Z/Ra(Z)

Wir geben eine Bedingung an, die bei einem (*)-Ring dazu
dquivalent ist, dal Z/Ra(Z) halbeinfach ist. Fir die hier vor-
gesehene Bedingung gibt es zwei dquivalente Formulierungen,
die zunichst angegeben werden sollen.

3.1. Lemma:
a) Fur einen Ring S sind iquivalent:

(1) S erfillt die Minimalbedingung fiir Rechts- oder Links-
ideale, die direkte Summanden (von S bzw. ¢S) sind.
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(2) Es gibt keine unendliche Menge von orthogonalen Idem-
potenten aus S.

b) Fiir einen Ring § sind dquivalent:

(1) S erfillt die Minimalbedingung fur zweiseitige Ideale, die
direkte Summanden (von ¢Sj) sind.

(2) Es gibt keine unendliche Menge von orthogonalen Idem-
potenten aus dem Zentrum von S.

Beweis:

a) (1) = (2): Sei {e4, ¢, €3, . ..} eine unendliche Menge von
orthogonalen Idempotenten, dann folgt

(1—e)R2(1—e;—e) R (1 —ey—ey—eg) R2 ...
(2) = (1) nach [7]): Ist
eyR2 e R2 3R ...
mit Idempotenten ey, ¢,, ¢g, . . ., dann ist
{(0 —ep)ey, (1 —eg)eney, (1 —egegesey, ...}

eine unendliche Menge orthogonaler Idempotente.

b) Wie a) mit Idempotenten aus dem Zentrum von R.
Aus diesem Lemma gibt sich insbesondere, daB3 jeder Unterring
(mit Einselement) eines Ringes mit Minimalbedingung fiir ein-
seitige direkte Summanden wieder ein Ring mit dieser Eigen-
schaft ist.

Fir Restklassenringe ergibt sich

3.2. Lemma: Sei U ein zweiseitiges Nilideal des Ringes S, dann
gilt: Die Bedingungen von 3.1. a) sind genau dann fur S erfillt,
wenn sie fur S/U erfiillt sind.

Beweis: Nach [6], III. 8, Prop. 5 und Remark, entsprechen sich
eineindeutig die Folgen von orthogonalen Idempotenten von S

und S/U.
3.3. Lemma: [7]: Sei 7 ein Ring mit folgenden Eigenschaften:
1) Jedes Rechtsideal = o von 7 enthalte ein Idempotent == o;
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2) T erfiille die Bedingungsn von 3.1. a). Dann ist 7 halbein-
fach.

Beweis: (Etwas abweichend von dem Beweis in [7]). Induktiv
wird bewiesen:

T=e7T@... ReT ®e;T

wobeiey, . . ., ¢, e orthogonale Idempotente sind und ¢,7, 7 = 1,
..., B einfach ist. Ist in der vorstehenden Zerlegung ¢} 7 einfach,
dann ist man fertig. Sonst sei ¢, , ; 7 minimal in der Menge der in
e3 T enthaltenen direkten Summanden == 0 von Rj; dabei sei
¢; 1 ein Idempotent. Dann ist auch ¢, . ,: = ¢, ,¢f ein Idem-
potent == o und es gilt wegen der Minimalitit ¢; , ;7 =¢;,, T
Man prift sofort nach, daf3

* P *_
S TN N PN P ) €r+1

eine Menge orthogonaler Idempotente ist. Da ¢, , ;7 minimal ist
und da jedes Rechtsideal & o ein Idempotent == o enthdlt, ist
e, 417 einfach.

Wegen

R2efR2 ey R s R ...
muf das Verfahren abbrechen.

3.4. Folgerung: Seien 7 ein m-reguldrer Ring, Ra(7) = o und
T erfille die Bedingungen von 3.1.a). Dann ist 7 halbeinfach.

Wir benétigen die Folgerung nur fir den Spezialfall 7 =
Z|Ra(Z).

3.5. 8atz: Fir einen Ring R mit Zentrum Z: = Z(R) sind
folgende Aussagen gleichwertig:

a) R ist ein (*)-Ring und gentigt der Minimalbedingung fiir
zweiseitige direkte Summanden.

b) Z ist ein (*)-Ring und genuigt der Minimalbedingung fir
direkte Summanden.

c) Z ist semi-primir.

Beweis: a) < b): Nach 2.5. ist R genau dann (*)-Ring, wenn
Z (*)-Ring ist. Da die zentralen Idempotente von R genau die
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Idempotente von Z sind, folgt die Aquivalenz von a) und b) aus
Lemma 3.1. b).

b) = ¢): Nach 2.7. ist Ra(Z) Nilideal. Da Z kommutativer
Ring ist, ist nach 2.4. Z m-reguldr und folglich auch Z/Ra(2).
Nach 3.2. und 3.4. ist daher Z/Ra(Z) halbeinfach.

c) = b): Folgt aus 2.3. und 3.2.

3.6. Folgerung:

a) Ist R semi-primir, dann ist Z semiprimir.

b) Ist R auf einer Seite perfekt, dann ist Z perfekt.

c) Ist R auf einer Seite Artinsch, dann istZ perfekt und Ra(2)
ist nilpotent.

Beweis:

a) Wegen 2.3. und 3.2. erfiillt ein semi-primirer Ring die Be-
dingungen von 3.5.3a).

b) Ist R auf einer Seite perfekt, dann ist R semi-primir ([1]).
Die Behauptung folgt dann aus a) und 2.8.

¢) Folgt aus a) und 2.8.

4. Ein Beispiel

Wir konstruieren einen lokalen, beidseitig Artinschen Ring R,
dessen Zentrum Z = Z(R) nicht Artinsch ist. Da Z nach 3.6.¢)
perfekt ist, ist Letzteres damit gleichbedeutend, dal Z nicht
Noethersch ist. Die Konstruktion verlduft in mehreren Schritten.

Seien X ein Kérper, d : K — K eine Derivation von X und K:
= {x € K; dx = o} der Konstantenkdrper von 4. Wir setzen
[K: K, = co voraus. Z.B. seien K = A (X) der Korper der
rationalen Funktionen iiber € und &: d(X) — € (X) die ge-
wohnliche Ableitung. In diesem Fall sind Xy = @ und offenbar
[@(X):d] = cc.

Sei dann

L:=K[X]|(X®) =K KX, X =X mod(X?,
der Ring der dualen Zahlen uber K. Die K-Algebra L ist zwei-

dimensional und lokal. Thr Radikal ist Ra(L) = KX und erfiillt
Ra(L)? = o.
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Sei s: L — L definiert durch
s(a+bX)=a+ (da +b6)X,a,6E K.

Wie man leicht nachpriift, ist s ein Ringautomorphismus von L.
Sei M der Fixring von s, also

M:=Fix(s)={& L;s())=1}.
Eine leichte Rechnung zeigt
M=K,pKX.

Also ist M ein lokaler Unterring von L mit Ra(M) = Ra(L) =
K X.Im Gegensatz zu L ist M aber nicht Noethersch; denn die
Ideale von M in Ra(M) = K X sind genau die K-Unterriume
von K X und nach Voraussetzung ist

[KX: Ky =[K:K, = oo.
Mit Hilfe von Z und s definieren wir den Ring R &hnlich wie das
bekannte Beispiel eines links, aber nicht rechts Artinschen Rin-

ges. Sei
R:=L XL

mit komponentenweiser Addition und der Multiplikation
&) &, y) = (xx', 2" + ys(x)).
4. 1. Lemma: Der obige Ring R ist beidseitig Artinisch.
Beweis: Die Injektion
Inj: L — R mit x — (x, 0)

ist offenbar ein Ringhomomorphismus. Damit wird & ein Z-Bi-
modul. Die Folge
Inj Proj
o—>L—-R—~L—-o
ist eine exakte Folge von Z-Linksmoduln, wobei Proj die Pro-
jektion
Proj: R — L mit (x,y) —y

ist. Da L Artinsch ist, sind auch ;R und damit xR Artinsch. Der
Ring R ist also links Artinsch.
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Andererseits sei L, der Z-Rechtsmodul, dessen unterliegende
Gruppe L ist und dessen Skalarmultiplikation durch

L X L—L,:(x,5) — z5(3)

gegeben ist. Dann ist s: L — L_ein Isomorphismus von Z-Mo-
duln, also ist auch Z, Artinsch. Die Folge

Inj Proj
o—-L—-R—~L,—o0

ist dann eine exakte Folge von Z-Rechtsmoduln. Wie oben folgt,
daB R auch rechts Artinsch ist.
Ist (x, ¥) € R, so ist (x, ¥) genau dann eine Einheit in R, wenn
x Einheit in Z ist. Da L ein lokaler Ring ist, impliziert dies, da R
ebenfalls lokal ist und sein Radikal die Gestalt
Ra(R) = Ra(L) X L
hat. Wegen Ra(L)? = ound (o X L)? = o folgt daraus Ra(R)*=o.
Eine letzte leichte Rechnung zeigt
Z(R) = M X Ra(M).
Dabei benutzt man, dal wegen K == X die Bezichung

Ra(L) = Ra(M) = KX =
={x & L;Furalley € Listx(s(y) —y) = o}
gilt. Da M nach obigen Betrachtungen nicht Noethersch ist,
existiert eine echt aufsteigende Folge
N SN, EN, €. ..
von Idealen von M. Dann ist

N, X Ra(L)S N, X Ra(L)S Ny x Ra(L)S ...

eine echt aufsteigende Folge von Idealen von Z(R), also ist auch
Z(R) nicht Noethersch.

Fassen wir die obigen Betrachtungen zusammen, so erhalten
wir das

4.2. Beispiel: Der oben konstruierte Ring R ist lokal und
auf beiden Seiten Artinsch. Sein Radikal erfullt Ra(R)* = o. Das
Zentrum von R ist nicht Noethersch.
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4.3. Folgerung: Das Zentrum eines ein- oder beidseitig ko-
hirenten Ringes ist nicht notwendig kohirent.

Beweis: Der obige Ring R ist beidseitig Artinsch, also beid-
seitig Noethersch und damit kohirent. Das Zentrum Z(R) von R
ist perfekt nach 3.6. Wire Z(R) kohirent, so wire Z(R) ein kom-
mutativer, perfekter und kohirenter Ring, also Artinsch nach [4].

4.4. Bemerkung: In [5] zeigt D. Eisenbud, daBl das Zentrum
Z(R) eines Noetherschen bzw. Artinschen Ringes wieder Noe-
thersch bzw. Artinsch ist, falls R als Z(R)-Modul endlich erzeugt
ist. Das Beispiel eines Schiefkérpers von unendlichem Rang
uber seinem Zentrum (z. B. [6], Kap. 7; 14, 1) zeigt dagegen, dal3
die Umkehrung dieses Satzes nicht gilt.

5. Uber die Inklusion Ra(Z(R)) < Ra(R)

Eine leichte Verallgemeinerung des in der Bemerkung 4.4. er-
wihnten Beispiels von N. Jacobson zeigt, daB fir Noethersche
Ringe R die Beziehung Ra(Z(R)) & Ra(R) im allgemeinen nicht
gilt.

5.1. Beispiel: Es existiert ein beidseitig Noetherscher Inte-
grititsbereich R mit Ra(R) = o, dessen Zentrum Z(R) ein dis-
kreter Bewertungsring ist, also insbesondere Noethersch ist und
ein von Null verschiedenes Radikal besitzt.

Konstruktion: Seien X, ein diskreter Bewertungsring der
Charakteristik 0, K : = K [X] und s der K-Automorphismus
von K, definiert durch

51 K [X] — Ko[X] mit X —> X + 1.

Wegen Char(K,) = o ist Fix (s) = K, (vergl. [6], Kap. 7;
14, 1). Sei dann R der mit Hilfe von s definierte nicht-kommuta-
tive -K-Polynomring, d. h. sei

R=@’120KY"

als additive Gruppe mit der Multiplikation
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Ya=s@Y, aE K.

Der verallgemeinerte Hilbertsche Basissatz zeigt, da3 R beidsei-
tig Noethersch ist. Offenbar ist &R ein Integritdtsbereich. SchlieB3-
lich ist Ra(R) = o0. Wire nimlich o = » € Ra(R), so wire
1 4+ »Y in R invertierbar, was fiir ein Polynom vom Grad groB8er
als o offenbar nicht moglich ist.

Wie in [6], loc. cit., sieht man, daB

Z(R) = Fix (s) = X,

gilt. Damit ist das Beispiel mit den angefiihrten Eigenschaften
konstruiert.

Die Relation Ra(Z) S Ra(R) gilt dagegen wieder, falls R als
Z-Modul endlich erzeugt ist. Allgemein gilt

5.2. Satz: Seien R ein links Noetherscher Ring und Z ein zen-
traler Unterring von R derart, daB R als Z-Modul endlich erzeugt
ist. Dann gilt Ra(2) S Ra(R).

Beweis:

a) Nach [5] ist Z wieder Noethersch. Auf ;R koénnen wir also
die Theorie der endlich erzeugten Moduln iiber kommutativen
Noetherschen Ringen (siehe z. B. N. Bourbaki ([3])) anwenden.
Sei z € Ra(Z). DaBl 2z in Ra(R) liegt, bedeutet, daB} z links
quasi-reguldr ist, d. h. daB fiir alle » & R das Element 1 — 72
ein Linksinverses besitzt. Wir haben also zu zeigen, daB3 fiir alle
7 € R die Abbildung

f(R,72): R > Rmitx - x(1 — 72)

surjektiv ist.

b) Sei zunichst Z lokal und vollstindig bzgl. der m-adischen
Topologie, wobei m: = Ra(Z). Dann ist jeder endlich erzeugte
Z-Modul, insbesondere R, vollstindig bzgl. der m-adischen
Topologie. Wegen

(ro)f = € R+ S Rm, £ > o,
konvergiert die Reihe X' (»2)* in R, und zwar gilt

(1—ra)t=3,_o (r2)
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Fir alle » € R ist also 1 — 72 invertierbar, insbesondere ist
J (R, r2) surjektiv.

¢) Sei Z lokal mit m: = Ra(Z) und sei Z die Vervollstindigung
von Z bzgl. der m-adischen Topologie. Dann gelten

Z < Zund m S i = Ra(2).
Wegen z € m S 1t und nach b) ist die Abbilung
ZRFR re)=Ff(R, r2): R:=2® ,R—~R

surjektiv. Da Z eine treu-flache Z-Algebra ist, ist auch f(R, 72)
surjektiv.

d) Sei schlieBlich Z ein beliebiger Noetherscher Ring (nicht
notwendig lokal). Fiir ein maximales Ideal m von Z bedeute Z,,
die Lokalisierung nach m. Bekanntlich ist dann f(R, »2) genau
dann surjektiv, wenn fiir alle maximalen Ideale m von Z die Ab-
bildung

Zu® (R, 75) = f(Ruy = 2): Ryt = Zy @ R — Ry

surjektiv ist. Dieses ist aber nach c) der Fall, da 2 € Ra(Z) S m
und damit —f— € my, = Ra(Z,,) gelten.

6. Das Zentrum von linear kompakten Ringen

6.1. Definition [11]: Ein Ring R heilt links /-linear kompakt,
falls fur jede nach unten gefilterte Familie (4;; 7 € /) von endlich
erzeugten Linksidealen von R der Durchschnitt ~ ,A4; wieder
endlich erzeugt und die kanonische Abbildung

R — lim ,R|4,

surjektiv sind.

Insbesondere ist jeder rechts perfekte Ring links F-linear kom-
pakt, da er nach [2] die Minimalbedingung fiir endlich erzeugte
Linksideale erfiillt.

Ein reguldrer Ring R ist genau dann links F-linear kompakt,
wenn R als R-Rechtsmodul injektiv ist ([11], 8.7.). Fir diese
Ringe beweisen wir
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6.2. Satz: Das Zentrum Z(K) eines reguldren und links /-
linear kompakten Ringes R ist wieder ein solcher Ring.

Zum Beweis des Satzes benétigen wir das folgende Lemma von
v. Neumann, dessen Beweis wir der Vollstindigkeit halber an-
geben.

6.3. Lemma ([10], Lemma 18): Seien R ein regulirer Ring und
A ein zweiseitiges Ideal von &, das als Linksideal endlich erzeugt

ist. Dann existiert genau ein zentrales Idempotent ¢ von & mit 4
= Re.

Beweis: Da A als Linksideal endlich erzeugt ist, existiert ein
Idempotent ¢ mit 4 = Re. Wir zeigen zunichst 4 = ¢ R. Offen-
bar ist

eRE A= Re,

da A zweiseitiges Ideal ist. Sei nun ¢ & A4 beliebig. Dann ist
e¢R + aR endlich erzeugt, also von der Gestalt

¢R +aR=fR
mit einem Idempotent f. Insbesondere ist
eR C fR,d. h.e = fe.
Andererseits ist
fR S A = Re, also f = fe.
Zusammen folgt ¢ = f. Damit ist

aE fR=¢R, also A S ¢eR
und
A= Re=¢R.
Das Idempotent ¢ ist zentral. Fir alle » &€ R ist ndmlich
er € eR = Re, also er = ¢re,
und ebenso
7re & Re, also re = ere,

also 7e = er.

Die Eindeutigkeit von e ist klar.
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Beweis des Satzes: Das Zentrum eines regulidren Ringes ist
bekanntlich wieder reguldr. Es ist daher nur zu zeigen, dal3
Z: = Z(R) wieder F-linear kompakt ist. Sei also (4;; i & 7)
eine nach unten gefilterte Familie von endlich erzeugten Idealen
von Z. Da Z regulir ist, gilt A, = Ze; mit Idempotenten ¢; & Z.
Die Ideale

B;:=RA;= Re,
sind zweiseitig und endlich erzeugt. Der Durchschnitt
B:= ~B;

ist wieder zweiseitig und als Linksideal endlich erzeugt, da R
F-linear kompakt ist. Nach dem vorigen Lemma gilt also B = Re
mit einem zentralen Idempotent e. Fiir zentrale Idempotente f in
einem beliebigen Ring gilt aber

Zf=Z ~Rf.
Also ist

Ze=Z "Re=2Z ~(~nRe;))= N ;(Z nRe;) =
= nniZe;= 4,

Der Durchschnitt 4 : = ~ 4, ist also wieder endlich erzeugt.
Wir zeigen schlieBlich, daB die kanonische Abbildung

Z —lim ,Z|A,;

surjektiv ist. Da R F-linear kompakt ist, ist die kanonische Ab-
bildung

R|B — lim ,R|B,

ein Ringisomorphismus. Unter Verwendung der expliziten Ge-
stalt des inversen Limes folgt daraus ein Ringisomorphismus

Z(R|B) — lim ;Z(R|B)).
Da die kanonische Abbildung
R — Re X R(1—e¢)
ein Ringisomorphismus ist, ist auch

Z(R) — Z(Re) X Z(R(1 —¢))
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ein Ringisomorphismus und daher
Z(R) = Z(R|B) =Z(R|Re) 2 Z(R(1 —¢))

surjektiv. Wegen A4; = Z ~ B, erhilt man andererseits Injek-
tionen

Z|A,—~ Z(R|B).

Insgesamt erhalten wir das kommutative Diagramm

z J lim Z| A,

e, e

Z(R|B) —— lmZ(R|B)),

in dem alle Abbildungen die natiirlichen sind. Nach obigen Be-
trachtungen sind £ und 4 und damit auch g surjektiv. Als Limes
von Injektionen ist ¢ auch injektiv, also bijektiv. Damit ist auch f
surjektiv, was zu zeigen war.

6.4. Folgerung: Ist R reguldr und ist R auf einer Seite selbst-
injektiv, dann ist Z selbstinjektiv.

Der Beweis folgt unmittelbar aus 6.3. und [11], loc. cit.

In diesem Zusammenhang ist auch das folgende Resultat von
Interesse.

6.5. Satz: Seien R ein Ring (mit Einselement) und Z ein regu-
larer Unterring (mit dem gleichen Einselement) von R. Dann ist
jeder R-injektive R-Modul auch Z-injektiv.

Beweis: Sei £ ein injektiver R-Modul (z. B. ein R-Rechts-
modul ohne Einschrinkung der Allgemeinheit). Wir haben zu
zeigen, daf} fur alle Rechtsideale 4 & Z die Restriktion

f:Hom, (Z, E) — Hom, (4, E)

surjektiv ist.
Wir zeigen zuerst, daB fiir alle diese 4 die kanonische Restrik-
tion

Res: Homg (A R, E) — Hom, (4, E)
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bijektiv ist. Sei 4 zunichst endlich erzeugt. Dann ist 4 =¢Z mit
einem Idempotent ¢ € Z, also A R = ¢R. In diesem Fall gilt
aber

Homy (eR, E) =~ Ee¢ =~ Hom, (eZ, E),

also ist Res fiir endlich erzeugtes 4 ein Isomorphismus. Sei nun
A ein beliebiges Rechtsideal von Z. Dann ist

A =J A" = colim A4’,
wobei 4’ die endlich erzeugten Z-Rechtsideale in 4 durchliuft.

Ebenso gilt
AR =) A'R = colim 4'R.

Es folgt die Kette der Isomorphismen

Homy, (4 R, E) = Hom, (colim A’ R, E) = limHom (4’ R, E) =~
& lim Hom, (4’, E) & Hom, (colim 4’, E) = Hom; (4, E),

d. h.
Res:Homg (A R, E) — Hom, (4, E)

ist fur jedes Rechtsideal 4 ein Isomorphismus.
Fiir beliebiges A erhalten wir dann das kommutative Diagramm

Homg (R, E) > Hompg (AR, E)
Res Res
Hom, (Z, E) 1» Hom, (4, E),

wobei alle Abbildungen die kanonischen Restriktionen sind. Die
vertikalen Restriktionen sind nach obiger Herleitung bijektiv;
g ist surjektiv, da £ injektiv ist. Also ist auch f surjektiv.

6.6. Folgerung: Ist ein reguldrer Ring auf einer Seite selbst-
injektiv, so ist er auch injektiv als Modul {iber seinem Zentrum:.

Die Ergebnisse 3.6.b) und 6.2. legen die Vermutung nahe, daf
fur jeden F-linear kompakten Ring R das Zentrum wieder ein
Ring vom gleichen Typ ist oder daB3 wenigstens die Inklusion

12 Minchen Ak. Sb. 1970
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Ra(Z) & Ra(R) (Z: = Z(R))

gilt. Letzteres ist richtig, falls R zusidtzlich kohdrent und als
Z-Modul endlich erzeugt ist.

Fir linear kompakte Ringe im Sinne von H. Leptin ([8]) trifft
die obige Vermutung dagegen wie im Spezialfall der Artinschen
Ringe nicht zu. Unser Beispiel in Abschnitt 4 liefert auch die

6.7. Folgerung: Das Zentrum eines linear kompakten Ringes
(bzgl. der diskreten Topologie) ist nicht notwendig wieder linear
kompakt.

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnungen und Objekte von
Beispiel 4.2. Der beidseitig Artinsche Ring ist auch beidseitig
linear kompakt.

Wire sein Zentrum

Z(R) = M X Ra(M)

linear kompakt, so folgte das Gleiche fiir M/ und Ra(M) = KX.
Die M-Untermoduln von KX sind aber genau die K,-Unter-
rdume von KX, olso wire der Ky-Vektorraum X linear kompakt
in der diskreten Topologie. Daraus folgte nach [7], Satz 4,
[K: Ky] < oo im Widerspruch zur Annahme [K: K] = oo.
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