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▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡s ❛♥❞ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥tr❛❝ts∗

▼❛tt❤✐❛s ❋❛❤♥†

▼❛r❝❤ ✷✸✱ ✷✵✶✹

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❜s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡s✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ s❡❝t♦r ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❤♦✇ ✇❡❧❧ ❛ ❥♦❜ ✐s ❞♦♥❡✱ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❡s

♠✉st ❜❡ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ s❡r✲

✈✐❝❡ q✉❛❧✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦

♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛rt✐❝❧❡ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡✛♦rt✱ ✐✳❡✳✱ r❡❛❧✐③❡❞ s❡r✈✐❝❡ q✉❛❧✐t②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ q✉❛❧✐t② ✇❡♥t ✉♣

❛❢t❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇r✐t✐s❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ♠✐❣❤t ❛❝t✉✲

❛❧❧② ❤❛✈❡ ❝❛✉s❡❞ ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✭❤✐❣❤❡r✮ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ■t ♠✐❣❤t r❡❞✉❝❡ t✉r♥♦✈❡r ♦❢

❡♠♣❧♦②❡❡s✱ ❤❛✈❡ s♣✐❧❧♦✈❡r ❡✛❡❝ts ♦♥ ❤✐❣❤❡r ✇❛❣❡s✱ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡s✱ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥tr❛❝ts✳

❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❈✼✸✱ ❉✷✶✱ ❏✷✹✱ ❏✸✶✳

∗■ t❤❛♥❦ ❋❧♦r✐❛♥ ❊♥❣❧♠❛✐❡r✱ ❏✐♥ ▲✐✱ ◆✐❦♦ ▼❛t♦✉s❝❤❡❦ ❛♥❞ ❏❡r♦❡♥ ❙✇✐♥❦❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t s❡♠✐♥❛rs
❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❑♦♥st❛♥③✱ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✉♥✐❝❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ✷✵✶✶ ❊❆▲❊ ♠❡❡t✐♥❣ ✐♥ ❈②♣r✉s ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧
❝♦♠♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✇❛s ♣❛rt❧② ✇r✐tt❡♥ ❞✉r✐♥❣ ♠② ✈✐s✐t ♦❢ t❤❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✫ ❙tr❛t❡❣② ❉❡♣❛rt♠❡♥t ❛t
❑❡❧❧♦❣❣ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✇❤♦♠ ■ t❤❛♥❦ ❢♦r t❤❡✐r ❤♦s♣✐t❛❧✐t②✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❜② t❤❡ ❉❆❆❉ ✭●❡r♠❛♥
❆❝❛❞❡♠✐❝ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❙❡r✈✐❝❡✮ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳ ❆❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦rs ❛r❡ ♠✐♥❡✳

†❆✣❧✐❛t✐♦♥✿ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✉♥✐❝❤✳ ❆❞❞r❡ss✿ ▲▼❯ ▼✉♥✐❝❤✱ ❈❤❛✐r ♦❢ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❑❛✉❧❜❛❝❤✲
str✳ ✹✺✱ ✽✵✺✸✾ ▼ü♥❝❤❡♥✱ ●❡r♠❛♥②✳ ❊✲♠❛✐❧✿ ♠❛tt❤✐❛s✳❢❛❤♥❅❡❝♦♥✳❧♠✉✳❞❡

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❧❛✇s ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧❧②

❞❡❜❛t❡❞ ✐ss✉❡s ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✳ ❲❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧②

❧✐♠✐t❡❞ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛✐❞ t♦ ❤♦✇ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❤❛s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛ ✜r♠➫s ♦♣t✐♠❛❧

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦♥ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳ ■❢ ✜r♠s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♣❛② ❛ ❤✐❣❤❡r

✇❛❣❡ t❤❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥t❡♥❞❡❞✱ t❤❡② ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ t❤❡✐r ❡♠♣❧♦②❡❡s t♦ ❞♦ ❛ ❜❡tt❡r ❥♦❜ ✐♥ r❡t✉r♥✳

■♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ✈❡r✐✜❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧❛❜♦r t✉r♥♦✈❡r ✐s ❤✐❣❤✱ ❛♥ ❛♣♣r♦✲

♣r✐❛t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ ❛♥

❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳

▼✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡s ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡r❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❛t

♠❛tt❡rs ✐s ❤♦✇ ✇❡❧❧ ✲ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② t❤❛t ✲ ❛ ❥♦❜ ✐s ❞♦♥❡✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s❡r✈✐❝❡ q✉❛❧✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞

❜② ❡♠♣❧♦②❡❡s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❝✉st♦♠❡r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛ ✜r♠✬s

♣r♦✜ts✳ ❚❛❦❡ ❡♠♣❧♦②❡❡s ♦❢ ❛ ❢❛st ❢♦♦❞ r❡st❛✉r❛♥t✱ ✇❤♦ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❢r✐❡♥❞❧② t♦ ❝✉st♦♠❡rs

❛♥❞ ❝❛r❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ♣r❡♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❢♦♦❞✳ ❆ ❝❧❡❛♥❡r ❝❛♥ ❞♦ ❛ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❥♦❜ ♦r ❝❧❡❛♥ ❡✈❡r②t❤✐♥❣

t❤♦r♦✉❣❤❧②✱ ❛♥❞ ❛ ♥✐❣❤t✇❛t❝❤♠❛♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❛tt❡♥t✐✈❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦

✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ✇♦r❦❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ❤♦✇ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❆s ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts

♦❢ s❡r✈✐❝❡ q✉❛❧✐t② ❛r❡ ❤✐❣❤❧② s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ♠❡❛s✉r❡❞✱ ✐t ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡

❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t✱ ✐✳❡✳✱ ❝♦✉rt ❡♥❢♦r❝❡❛❜❧❡✱ ❝♦♥tr❛❝t✳

❍❡♥❝❡✱ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❛♥❞ ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s

♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♣✉♥✐s❤❡❞ ❜② ❛ ❝♦✉rt✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❡tt✐♥❣s

✇❤❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❡s ♥❡❡❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞❡s✐r❡❞ t❛s❦ ❜✉t ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♦r ❛t

❧❡❛st ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✈❡r✐❢② ❡✛♦rt ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥

♠✉st ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡

s✉st❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛rt✐❝❧❡ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ♠❛♥② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

✜r♠s ✭❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧s✮ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❡s ✭♦r ❛❣❡♥ts✮ ❡①✐sts✱ ✇✐t❤ ❡①❝❡ss s✉♣♣❧② ♦❢ ❧❛❜♦r✳

❆❣❡♥ts ✇♦r❦ ✐❢ t❤❡② ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ♦♥❧② r❡✇❛r❞ ❛❣❡♥ts

❢♦r t❤❡✐r ❡✛♦rt ✐❢ r❡♥❡❣✐♥❣ tr✐❣❣❡rs s✉✣❝✐❡♥t ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦st❧❡ss❧②

r❡♣❧❛❝❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t ✐♥ ❛ s❡♥s❡ t❤❛t ✐❢ t✉r♥♦✈❡r ♦❝❝✉rs✱ ✐t ✐s ♥♦t

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ r❡❛s♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ✜r❡❞ ♦r ❧❡❛✈❡s ✈♦❧✉♥t❛r✐❧②✳ ❚❤✉s✱ ❛

✜r♠ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✲ ♦r ♠❛r❦❡t ✲ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❤♦♥♦r✐♥❣ ✐ts ♣r♦♠✐s❡s ❛♥❞ ❢❛❝❡s ❛

❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦♠✐s❡❞ ♣❛②♠❡♥ts ❛s ❛ r❡✇❛r❞ ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s ❡✛♦rt✱

✜r♠s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ r❡♥♦✉♥❝❡ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ ❡♠♣❧♦②❡❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❣❡♥ts ❦♥♦✇ t❤❛t

t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ❡✛♦rt ✉♥❧❡ss r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦st❧②✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛♦rt ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ✐❢ ✭❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✮ t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts

✷



❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡s❡ ❝♦sts ✭❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ s✉r♣❧✉s ❞❡str✉❝t✐♦♥✮ ✐s ❛

s♦❝✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♥❡✇ ❛❣❡♥ts r❡❝❡✐✈❡ ❛ r❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t ❧❡❛st ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡ ♣❛②♠❡♥t

♣r♦♠✐s❡❞ t♦ ❛❣❡♥ts ❛s ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✛♦rt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✜r♠s ❛r❡ ❛❧s♦ ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡s❡

t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡✐r ❡♠♣❧♦②❡❡s ❧❡❛✈❡ ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛s♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❤❛✈❡

❛❧❧ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ✜r♠s ❛r❡ t❤✉s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ ❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡② ❢❛❝❡ ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❣✐✈✐♥❣ ❤✐❣❤ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✭✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❤✐❣❤

✇❛❣❡s✮ ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts ✭✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❛❣❡s✮✿ ❊✈❡♥ ✐❢

♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❛❜❧❡✱ ❡♠♣❧♦②❡rs ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ ✭❛♥❞ ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦✛s❡t✮ t❤✐s ✐♥❡✣❝❡♥❝②✳

❆ss✉♠❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❜✐♥❞s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❛②♠❡♥t ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t

t❤❡ ✭✐♥✐t✐❛❧✮ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡♥✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡♥ts ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ❡♠♣❧♦②❡❞

❛❣❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡s❡ r❡♥ts ❜② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r

❡✛♦rt ✲ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ r❡❧❛①❡s ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②

❝♦♥str❛✐♥t✳ ❙✐♥❝❡ ❡✛♦rt ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ✐❢ ✜r♠s ❛r❡ ❢r❡❡ ✐♥ s❡tt✐♥❣ ✇❛❣❡s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡

✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳

❚❤❡r❡ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜②

❤✐❣❤❡r ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s✳ ●❛❧✐♥❞❛✲❘✉❡❞❛ ❛♥❞ P❡r❡✐r❛ ✭✷✵✵✹✮ ❛♥❞ ❘✐③♦✈ ❛♥❞ ❈r♦✉❝❤❡r

✭✷✵✶✶✮ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡ ✐♥ ❇r✐t❛✐♥ ✐♥ ✶✾✾✾ ❛✛❡❝t❡❞

❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❇♦t❤ ✜♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ✲ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡

s❡❝t♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ s✉r✈❡②s ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ s✉r✈❡②s ✜♥❞ t❤❛t

❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜r♠s r❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❡✛♦rt ♦❢

✇♦r❦❡rs ♦r ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r s❡r✈✐❝❡ q✉❛❧✐t② ✭▲♦✇ P❛② ❈♦♠♠✐ss✐♦♥✱ ✷✵✵✶✱ ♦r ❍❡②❡s ❛♥❞ ●r❛②✱

✷✵✵✸✮✳

■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✱ ■ t❡st t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✲ t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s

❡✛♦rt ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ✲ ✐♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❡tt✐♥❣s✳ ■♥ ♦♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ■ r❡❧❛① t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛

♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❛♥ ❢✉❧❧② ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t✬s ❡✛♦rt✳ ■♥st❡❛❞✱ s❤❡ ❝❛♥ ❥✉st ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

♦✉t♣✉t ❛s ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t s✐❣♥❛❧✳ ■❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ ✐t ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❝❛✉s❡ ❤✐❣❤❡r

❡✛♦rt ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❧❡✈❡❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✐t ♦♣t✐♠❛❧ t♦

✉s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✐❢ ♦♥❧② ❝♦♥t✐♥❣❡♥t

♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ❛ ❣♦♦❞ ♦✉t❝♦♠❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇

♦✉t❝♦♠❡✳ ❆s t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❣❡ ♠✉st ♥♦t ✉♥❞❡r❝✉t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡✱ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣

t❤❡ ❣♦♦❞ ♦✉t❝♦♠❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❚❤❡♥✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛♥

❛❣❡♥t ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❛②✐♥❣ ❤✐♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢r♦♠ r❡♥❡❣✐♥❣✮ ❜✉t

✐♥❞✉❝❡s str♦♥❣❡r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t✉r♥♦✈❡r ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡

✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✇✐❧❧ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥❞✉❝❡ ❧❡ss

t✉r♥♦✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✇❛❣❡ ✢♦♦r ♦♥ ❡✛♦rt✿ ❲❤❡♥ ❛❣❡♥ts

✸



✇♦r❦ ❤❛r❞❡r✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❜❡✐♥❣ ❧♦✇ ✲ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛

t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✲ ❣♦❡s ❞♦✇♥✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ■♥❞✉str✐❡s ❢❛❝✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡

❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤✐❣❤ t✉r♥♦✈❡r ❧❡✈❡❧s✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛♥

❡①♦❣❡♥✉♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ ♣r♦♣❡rt② ❜✉t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ✜r♠✬s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

♦♣t✐♠❛❧❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ♦♥ t✉r♥♦✈❡r

❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❜② P♦rt✉❣❛❧ ❛♥❞ ❈❛r❞♦s♦ ✭✷✵✵✻✮✱ ❉✉❜❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ❉✉❜❡ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✶✮✳

❘❡❧❛t❡❞ ▲✐t❡r❛t✉r❡

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠

✇❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❡①t❜♦♦❦ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ✲ t❤❛t

❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❧❡❛❞s t♦ ❥♦❜ ❧♦ss❡s ✲ ✐s ♥♦✇ s❡r✐♦✉s❧② q✉❡st✐♦♥❡❞✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s

❧✐❦❡ ❈❛r❞ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r ✭✶✾✾✹✮✱ ❑❛t③ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r ✭✶✾✾✷✮✱ ▼❛❝❤✐♥ ❛♥❞ ▼❛♥♥✐♥❣ ✭✶✾✾✹✮ ❛♥❞

♠♦st r❡❝❡♥t❧② ❉✉❜❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s

♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❡✈❡♥ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖t❤❡r ❛rt✐❝❧❡s ✭❢♦r ♦✈❡r✈✐❡✇s s❡❡

❇r♦✇♥✱ ✶✾✽✷✱ ♦r ◆❡✉♠❛r❦ ❛♥❞ ❲❛s❝❤❡r✱ ✷✵✵✼✮ st✐❧❧ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❞❡str♦②s ❥♦❜s✳

❙❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❛tt❡r♥s✳ ❇❤❛s❤❦❛r

❛♥❞ ❚♦ ✭✶✾✾✾✮ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦♥♦♣s♦♥✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ r❛✐s❡s

❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣❡r ✜r♠ ❜✉t ❝❛✉s❡s ✜r♠s t♦ ❡①✐t t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✭▼✐❧❧❡r✱ ✶✾✽✹✱ ♦r ❋❧✐♥♥✱ ✶✾✽✻✮✳ ●❡♥❡r❛❧❧② r❡♥t✲

❝r❡❛t✐♥❣ s❡❛r❝❤ ❢r✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❡♠✐♥❣❧② ❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡

t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡str♦② ❥♦❜s ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ❇✉r❞❡tt ❛♥❞ ▼♦rt❡♥s❡♥✱

✶✾✾✽✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❈❛r❞ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r✱ ✶✾✾✺✱ ❋❧✐♥♥✱ ✷✵✵✻✱ ♦r ❉✉❜❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛rt✐❝❧❡s ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛❧♠♦st ♥♦ ❛tt❡♥t✐♦♥

✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❊①❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ❑❛❞❛♥ ❛♥❞ ❙✇✐♥❦❡❧s ✭✷✵✵✾✱ ✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❘❡❜✐t③❡r ❛♥❞

❚❛②❧♦r ✭✶✾✾✺✮✳ ❑❛❞❛♥ ❛♥❞ ❙✇✐♥❦❡❧s ✭✷✵✵✾✱ ✷✵✶✵✮ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ✇❛❣❡ ✢♦♦r ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞

♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥

✐♥❞✉❝❡❞ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♠② s❡tt✐♥❣✱ t❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❣❡♥ts ❛r❡ r✐s❦ ❛✈❡rs❡✱

❡✛♦rt ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ✇❛❣❡ ✢♦♦r

✭✐✳❡✳ ♣❛②♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ♦✉t♣✉t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✮ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡

♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❡✛♦rt✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t♦t❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❣✐✈❡♥ t♦ ❡♠♣❧♦②❡❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

♥♦♥✲✈❡r✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ r❡♥❞❡r ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥tr❛❝ts ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②

✐♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ s❡❝t♦r ✇❤❡r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❧❛✇s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❘❡❜✐t③❡r ❛♥❞

❚❛②❧♦r ✭✶✾✾✺✮ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s✐❡r ❢♦r

✜r♠s t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❢r♦♠ s❤✐r❦✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥

♣♦s✐t✐✈❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛ ✇♦r❦❡r✬s

✹



♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❲❤✐❧❡ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡❞✱

q✉❛♥t✐t② ❛s♣❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❙tr♦❜❧ ❛♥❞ ❲❛❧s❤ ✭✷✵✶✶✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✉s❡ ❛

❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r

❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❤♦✉rs ✇♦r❦❡❞ ❜② ❛♥ ❡♠♣❧♦②❡❡✳ ■ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤♦✉rs ✇♦r❦❡❞ ✲

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r✐✜❛❜❧❡ ✲ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✉s✉❛❧❧② ♥♦♥✲✈❡r✐✜❛❜❧❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ s❡r✈✐❝❡ q✉❛❧✐t②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts✳ ▼❛❝▲❡♦❞ ❛♥❞ ▼❛❧✲

❝♦♠s♦♥ ✭✶✾✽✾✮ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥ ✭✷✵✵✸✮ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ r❡❧❛t✐♦♥❛❧

❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❥✉st ♦♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛❣❡♥t✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥✲

tr❛❝ts ❝❛♥ t❛❦❡ ❛ r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✳ ❲✐t❤✐♥ ❛ ♠❛r❦❡t s❡tt✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ❛❣❡♥ts ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❛❜❧❡✱

▼❛❝▲❡♦❞ ❛♥❞ ▼❛❧❝♦♠s♦♥ ✭✶✾✾✽✮ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts ❛s ❛ ❢❡❛t✉r❡

♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ❨❛♥❣ ✭✷✵✶✶✮ s❤♦✇s t❤❛t ❡①♦❣❡♥♦✉s t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts ❝❛♥

✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✱ ✇❤✐❧❡ ❇♦❛r❞ ❛♥❞ ▼❡②❡r✲t❡r✲❱❡❤♥ ✭✷✵✶✸✮ ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐③❡ ❛ ♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ ♦♥✲t❤❡✲❥♦❜✲s❡❛r❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❨❛♥❣ ✭✷✵✶✸✮ s❤♦✇s

t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❜❛❝❦❧♦❛❞ ✇❛❣❡s ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❜❡

r❡♣❧❛❝❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♦r ❛♥ ✉♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡✳

✷ ▼♦❞❡❧ ❙❡t✉♣

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♠❛ss 1 ♦❢ s♠❛❧❧✱ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✜r♠s ✭✏♣r✐♥❝✐♣❛❧✑✱ ✏s❤❡✑✮ ❛♥❞ ❛ ♠❛ss ♦❢

N > 1 ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❡♠♣❧♦②❡❡s ✭✏❛❣❡♥t✑✱ ✏❤❡✑✮✳ Pr✐♥❝✐♣❛❧s ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ❛r❡ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧✳ ❚❤❡ t✐♠❡

❤♦r✐③♦♥ ✐s ✐♥✜♥✐t❡✱ t✐♠❡ ✐s ❞✐s❝r❡t❡ ✭♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ t = 1, 2, ...✮✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs s❤❛r❡ ❛

❝♦♠♠♦♥ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r δ✳ ❆❧❧ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♣❛rt ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤ ♦r ♥♦t✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ t✱ ❡✈❡r② ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❛♥ ♦✛❡r ❛ ❝♦♥tr❛❝t t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞

❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s ♦✛❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧❡❣❛❧❧② ❡♥❢♦r❝❡❛❜❧❡ ✇❛❣❡ ♣❛②♠❡♥t wt ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♠✐s❡ t♦ ♣❛② ❛

❞✐s❝r❡t✐♦♥❛r② ❜♦♥✉s bt ≥ 0✳ ❆ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✇❤♦ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥ ♦✛❡r ♦r ❣❡ts r❡❥❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡s

❤✐s ♦✉ts✐❞❡ ✉t✐❧✐t② π ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤❡r❡ ■ ♠❛❦❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ π = 0✳

■❢ ❛♥ ❛❣❡♥t r❡❝❡✐✈❡s ♥♦ ♦✛❡r ❢r♦♠ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦r r❡❥❡❝ts ❛♥ ♦✛❡r✱ ❤❡ ❝♦♥s✉♠❡s ❤✐s ❡①♦❣❡♥✉♦✉s

♦✉ts✐❞❡ ✉t✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦ ✭♥♦t❡ t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♦✉ts✐❞❡ ✉t✐❧✐t② ✲ ✇❤✐❝❤

r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❥♦❜ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡♥t ❛♥❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❧♦✇ ✲ ❝❛♥

❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮✳ ❆❧❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥ts t❤❡♥ ❝♦♥s✉♠❡ wt ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ❡✛♦rt et ∈ [0, 1]✳ ❚❤✐s

❣❡♥❡r❛t❡s ♦✉t♣✉t yt = θ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜❛❜✐❧✐t② et✱ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t yt = 0 ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1 − et)✳

❲❤✐❧❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ❢❛❝❡s ❡✛♦rt ❝♦sts c(et)✱ ✇✐t❤

c′, c′′ > 0✱ ❛♥❞ ❧✐♠
e→1

c(e) = ∞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❤❛s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ♣❛② bt✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥

❡①♦❣❡♥♦✉s s❤♦❝❦ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s s♦♠❡ ❛❣❡♥ts ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛rt♥❡r

❢♦✉♥❞ ❛ ❥♦❜ s♦♠❡✇❤❡r❡ ❡❧s❡✮✳ ❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1 − γ)✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✲ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❡t❤❡r

❡♠♣❧♦②❡❞ ♦r ♥♦t ✲ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② γ✳ ❆s

❧♦✇✲✇❛❣❡ ✐♥❞✉str✐❡s t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ t✉r♥♦✈❡r r❛t❡s ✭❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✱ ✶✾✽✷✮✱ ❡①♦❣❡♥♦✉s t✉r♥♦✈❡r

✺



✐s ❛ ♣r♦♠✐♥❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡tt✐♥❣✳✶

■❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ❡①✐ts t❤❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛s♦♥s✱ ❤❡ ❧❡❛✈❡s ❢♦r ❣♦♦❞ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♣❛②♦✛

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ③❡r♦ ❢r♦♠ t❤❡♥ ♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❡✈❡♥

✇❤❡♥ ❛♥ ❛❣❡♥t ❡①♣❡❝ts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s r❡♠❛✐♥s ✜①❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❤❡♥❝❡ (1 − γ)N ♥❡✇ ❛❣❡♥ts ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ ❡✈❡r②

♣❡r✐♦❞✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ t✱ ❛♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤❛s ♥♦t ❧❡❢t t❤❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s

r❡❛s♦♥s ❝❛♥ ❣❡t ❛ ❝♦♥tr❛❝t ♦✛❡r ❜② ❤✐s ❝✉rr❡♥t ❡♠♣❧♦②❡r✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❛❣❡ wt+1 ❛♥❞ ❜♦♥✉s

bt+1 ✳ ■❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛❝❝❡♣ts ✐t✱ t❤❡ ♠❛t❝❤ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳

✐❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥ ♦✛❡r ♦r t❤❡ ❛❣❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡♣t✱ ❜♦t❤ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞✳

❚❤❡ t✐♠✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ t ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r❛♣❤✿

▼❛t❝❤✐♥❣ ♦❢

✉♥♠❛t❝❤❡❞ P

✇✐t❤ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ❆

❊♠♣❧♦②❡❞ ❆

❣❡ts wt

❊♠♣❧♦②❡❞ ❆

s✉♣♣❧✐❡s et

P ❝❛♥ ♣❛②

❜♦♥✉s

❆ ❧❡❛✈❡s

✇✐t❤ ♣r♦❜✳ γ

❙❡♣❛r❛t✐♦♥

❞❡❝✐s✐♦♥s

γ◆ ♥❡✇

❛❣❡♥ts

❡♥t❡r

❯s✐♥❣ dPt ∈ {0, 1} t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐s ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t ❛♥❞✱ t❤❡

♣❛②♦✛ str❡❛♠ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞ t ❡q✉❛❧s

Πt = ❊

[

∞
∑

τ=t

δτ−tdPτ (eτθ − wτ − bτ )

]

.

❯s✐♥❣ dAt ∈ {0, 1} t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✭❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t dAt = 0 ♦♥❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ❧❡❢t t❤❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛s♦♥s✮✱ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❛❣❡♥t

r❡❝❡✐✈❡s

Ut = ❊

[

∞
∑

τ=t

δτ−tdAτ (wτ + bτ − c(eτ ))

]

.

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❈♦♥❝❡♣t

■ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❲✐t❤✐♥ ❛ ♠❛t❝❤✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡✛♦rt ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❡✐t❤❡r ❡✛♦rt ♥♦r

♦✉t♣✉t ❛r❡ ✈❡r✐✜❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥tr❛❝t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✳

❆❧❧ ♣❧❛②❡rs ♦✉ts✐❞❡ ❛ ♠❛t❝❤ ✭✏t❤❡ ♠❛r❦❡t✑✮ ❝❛♥♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❛♥②t❤✐♥❣ t❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤✐♥ ❛

✶❚❤❡r❡❜②✱ ■ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ▼❛❝▲❡♦❞ ❛♥❞ ▼❛❧❝♦♠s♦♥ ✭✶✾✾✽✮✱ ✇❤♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✜r♠s ♠❛② ❧❡❛✈❡ ♦r ❡♥t❡r t❤❡
♠❛r❦❡t ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ③❡r♦✲♣r♦✜t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ ♠② s❡tt✐♥❣ ✜r♠s ❝❛♥ ♠❛❦❡ ♣r♦✜ts✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣♦✇❡r ♦♥ ♣r♦❞✉❝t ♠❛r❦❡ts✳

✻



♠❛t❝❤✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♥♦t ❛♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t✬s ❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡✳✷ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ♥♦t tr❛♥s♣❛r❡♥t

❛♥❞ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜② ♦♥❡ ♣❧❛②❡r ✐s ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ♣❛rt✐❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ■♥

r❡❛❧✐t②✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ♣❛st t♦ ❝✉rr❡♥t ❡♠♣❧♦②❡❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡✲

r✐❡♥❝❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜r♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❤❛r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛❣❡♥ts ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✱

t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ✲ ❛ ✇♦r❦❡r ✇❤♦ ♠✐s❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②

❣♦t ✜r❡❞ ✇♦✉❧❞ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t r❡♣♦rt ❤✐s ♦✇♥ ♠✐st❛❦❡s ❜✉t r❛t❤❡r ❜❧❛♠❡ t❤❡ ✜r♠✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢

♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ♥❡✇ ❡♠♣❧♦②❡rs ❤❛❞ ❛❝❝❡ss t♦ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳✸

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❛t❝❤ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡❛❧s

✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ✐♠♣❡r❢❡❝t ♣✉❜❧✐❝ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳ ❆♥② ❡♠♣❧♦②❡❡ ❤❛s ♥♦

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♣❛st r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜✉t ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤❡

r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥ ♦✛❡r ✭✐✳❡✳✱ t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ❡✐t❤❡r ❧❡❢t t❤❡ ✜r♠ ♦r ❣♦t ✜r❡❞✮ ❛s ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t s✐❣♥❛❧✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t ♣✉❜❧✐❝ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t

♦❢ ❛ ♣✉r❡✲str❛t❡❣② ♣✉❜❧✐❝ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭PP❊✮ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✿ ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r✬s ❛❝t✐♦♥s ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❤✐st♦r② t❤❡② s❤❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❛rt♥❡r✳ P✉t ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦✛❡r ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠❛❦❡s t♦ ❛ ♥❡✇ ❛❣❡♥t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇♦r❦❡r ❤❛s ❧❡❢t ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛s♦♥s ♦r ♥♦t❀ t❤❡ s❛♠❡

✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦r r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝❡✐✈❡❞ ♦✛❡r✱ ❛♥❞

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✜rst✲♣❡r✐♦❞ ❡✛♦rt✳ ❲❤❡♥ ❛ ♠❛t❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r ❛ ✇❤✐❧❡✱ ♣❧❛②❡rs✬ ❛❝t✐♦♥s ✐♥

❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳✹

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♣❧❛②❡r✬s str❛t❡❣② ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♠❛r❦❡t ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ♥♦t tr❛♥s♣❛r❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ❛ s♦❝✐❛❧

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ●❤♦s❤ ❛♥❞ ❘❛② ✭✶✾✾✻✮✱ ❑r❛♥t♦♥ ✭✶✾✾✻✮✱ ♦r ▼❛❝▲❡♦❞

❛♥❞ ▼❛❧❝♦♠s♦♥ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♦✉t❝♦♠❡✱ ❛s

❧♦♥❣ ❛s ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❣❛♠❡✳

❚❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r✱ ❡❛❝❤ ✜r♠ ❞❡❝✐❞❡s ❛❜♦✉t ✐ts ✇❛❣❡ ♦✛❡r ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛♥ ❡♠✲

♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s Πt ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ t✱ ❣✐✈❡♥ ♣✉❜❧✐❝❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

♣❛st ❡✈❡♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✜r♠s ♦♥ ❛♥❞ ♦✛ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❊❛❝❤

❛❣❡♥t ❞❡❝✐❞❡s ❛❜♦✉t ✇❤❡t❤❡r t♦ ❛❝❝❡♣t ❛ ✇❛❣❡ ♦✛❡r ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❝❤♦♦s❡s ❤✐s ❡✛♦rt ✐♥ ❛

✇❛② t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s Ut ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱ ❣✐✈❡♥ ♣❛st ❡✈❡♥ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❤❡rs❡❧❢ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐✲

♣❛❧ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♣❛st ✇❛❣❡ ♦✛❡rs✮✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ♦♥✲ ❛♥❞ ♦✛✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ✜r♠s ❛♥❞ ❛❧❧

♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❤❛✈❡ ♥♦

✷❲❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ✈❡r✐✜❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✲ t❤❡ ✇❛❣❡ ♣❛②♠❡♥t ✲ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ♥♦t
r❡❧❡✈❛♥t✳

✸▼❛❝▲❡♦❞ ❛♥❞ ▼❛❧❝♦♠s♦♥ ✭✶✾✾✽✱ ♣✳ ✸✾✸✮ st❛t❡ t❤❛t ✑✳✳✳ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡r❡ ❜❡✐♥❣
r❡❧✐❛❜❧❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇❤② ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr❡❞ ✲ t❤❡ ✇♦r❞ ♦❢ ♠♦✉t❤ ♦❢ ♣❛rt✐❡s t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤
✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧❡ s✐♥❝❡✱ ✐❢ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡✱ ♥❡✐t❤❡r ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❛❞♠✐t t♦ ❝❤❡❛t✐♥❣✳ ▼❛♥②
❡♠♣❧♦②❡rs ❛r❡ ✉♥✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❢♦r♠❡r ❡♠♣❧♦②❡❡s✳✳✳ ❖♥❧② ✐♥ ♠❛r❦❡ts ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛s♦♥s
❢♦r s❡❡❦✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♠❛t❝❤ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛r❡ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts r❡❛❧❧② ❡✛❡❝t✐✈❡✳✑

✹❇❡❧♦✇✱ ■ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❛♥♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s
❡✛♦rt ❝❤♦✐❝❡❀ t❤❡♥✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♣t r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ❛❝t✐♦♥s
♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs✳

✼



♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ ❛❣❡♥ts✳

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✱ ■ ❢✉rt❤❡r r❡str✐❝t str❛t❡❣✐❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥tr❛❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥

t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❇♦❛r❞ ❛♥❞ ▼❡②❡r✲t❡r✲❱❡❤♥ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ❛♥❞

✇♦r❦❡rs ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❡r✱ ❝❛❧❡♥❞❛r t✐♠❡✱ ♦r ❤✐st♦r② ♦✉ts✐❞❡ t❤❡

❝✉rr❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❢♦r ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s ❡①❝❡♣t t❤❡

✜rst ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣❛♠❡✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❜❡❧♦✇✱ ■ r❡❧❛① t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ♠②

r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✇❤❡♥ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥tr❛❝t✲s♣❡❝✐✜❝✳

✸ Pr♦✜t✲▼❛①✐♠✐③✐♥❣ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛ ❲✐t❤♦✉t ❛ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ s♦❧✈❡ ❢♦r ❛ s♦❝✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ♣❛②♦✛ ✲ t❛❦✐♥❣

t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❛s ❣✐✈❡♥ ✭✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❜❡❧♦✇✱ ■ t❛❦❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ❥♦✐♥t ♣r♦✜ts✮✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡

❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✜r♠s ❤❛✈✐♥❣ ❛❧❧ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ❛ ✈❛❝❛♥t ❡♠♣❧♦②♠❡♥t

♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛ t❛❦❡✲✐t✲♦r✲❧❡❛✈❡✲✐t ♦✛❡r t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❛❣❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ▼❛♥♥✐♥❣

✭✷✵✵✸✮ ♣r❡s❡♥ts ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❡♠♣❧♦②❡rs ❛❝t✉❛❧❧② s❡t ✇❛❣❡s ✐♥ ♠❛r❦❡ts ✇❤❡r❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡

✐s r❡❧❡✈❛♥t✳ ❍❡ st❛t❡s t❤❛t ✏❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇♦r❦❡r ✐♥ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐♦♥ s❡tt✐♥❣✱ t❤✐s ❞♦❡s s❡❡♠ t♦

❜❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✑ ✭♣✳ ✹✮✳

✸✳✶ P❛②♦✛s ❛♥❞ ❈♦♥str❛✐♥ts

❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝♦♥tr❛❝t✲s♣❡❝✐✜❝ str❛t❡❣✐❡s ♠❛❦❡s ❝❛❧❡♥❞❛r t✐♠❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦♠✐t

t❤❡ t✲s✉❜s❝r✐♣t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♠✐❣❤t ♠❛tt❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ✐♥ ❛♥ ❡❛r❧② ♦r ❛ ❧❛t❡r st❛❣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ■ ✉s❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t τ = 1, 2, ... t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡

♣❡r✐♦❞ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ✐♥✳

●✐✈❡♥ t❤❛t ❛❣❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❣❡t ✜r❡❞ ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ❛❝❝❡♣t ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦✛❡rs ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥

❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t✬s ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣❛②♦✛ str❡❛♠ ✐♥ t❤❡ τ ✬s ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Uτ ❛♥❞

❡q✉❛❧s

Uτ = wτ − c(eτ ) + bτ + δγUτ+1, ✭✶✮

✇❤❡r❡ e∗τ ✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt ✐♥ ❡♠♣♦②♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ τ ✳ ❋✉t✉r❡ ♣❛②♦✛s δUτ+1 ♦♥❧② ❡♥t❡r ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② γ✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠✐❣❤t ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛s♦♥s ✭✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

(1− γ)✮✱ t❤❡♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ♣❛②♦✛ ♦❢ ③❡r♦✳

❆♥ ❛❣❡♥t ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞ r❡❝❡✐✈❡s

❛ ❥♦❜ ♦✛❡r ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µ ≡ (1−γ)
N−γ

✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❛❣❡♥t❵s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t② U ✭✐♥

❝♦♥tr❛st t♦ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ❡①♦❣❡♥♦✉s ♦✉ts✐❞❡ ✉t✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✮ ❡q✉❛❧s

U = µU1 + δ(1− µ)γU.
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❆s str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝❛❧❡♥❞❛r t✐♠❡ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠❛r❦❡t ✐♥tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✱ U

✐s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛②❡r ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ U ✱ ❛♥❞ ✐t ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s

✐s ♣r❡❝❧✉❞❡❞✱ ❛♥ ✐ss✉❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳

■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛♥② ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛

♠❛t❝❤✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ♠✉st ♣r❡❢❡r t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♥♦t✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

t❤❡ ✉t✐❧✐t✐❡s Uτ ♠✉st ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐t② U ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛♥

❛❣❡♥t✬s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✭■❘❆✮ ❝♦♥str❛✐♥ts✱

Uτ ≥ U ∀τ . ✭■❘❆✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ Uτ ❛♥❞ U ✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❛♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t t♦ ❛❝t✉❛❧❧②

❝❤♦♦s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt e∗τ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ τ ✱ ✐✳❡✳ ❤✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✭■❈✮ ❝♦♥str❛✐♥t ♠✉st

❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❍❡r❡✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❡rt e∗τ ✐s ✜r❡❞✱✺ ✲ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❡✛♦rt

✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❤❡❛t✐♥❣ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡✈❡r ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✲ ❛♥❞ r❡✲❡♥t❡rs t❤❡ ❥♦❜

♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❡r✐♦❞✳ ■❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ❞❡✈✐❛t❡s ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥t

❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt✱ ❤❡ ✇✐❧❧ ♦❜✈✐♦✉s❧② s❡t e = 0 ✭♦r ♣✉t ❞✐✛❡r❡♥t❧②✿ ✐❢ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r eτ = 0✱

✭■❈✮ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧✮✳ ❚❤✉s✱ ✭■❈✮ ❡q✉❛❧s

c(e∗τ ) ≤ bτ + δγ
(

Uτ+1 − U
)

. ✭■❈✮

❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r ❤✐s ❡✛♦rt ❡✐t❤❡r ❜② ❛ ❜♦♥✉s ♣❛✐❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢

♣❡r✐♦❞ τ ♦r ❜② ❢✉t✉r❡ ♣❛②♦✛ str❡❛♠s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✜①❡❞ ✇❛❣❡ ♣❛②♠❡♥ts ✐♥ ❢✉t✉r❡

♣❡r✐♦❞s✳

❆ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ♣❛②♦✛ ✐♥ t❤❡ τ ✬s ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Πτ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s

Πτ = e∗τθ − wτ − bτ + δ [γΠτ+1 + (1− γ)Π1] ∀τ .

❆s t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ♦♥❧② ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 − γ✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ st❛rt✲

✐♥❣ ❛ ♥❡✇ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ Π1✱ ❡♥t❡rs ❢✉t✉r❡ ♣❛②♦✛s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② γ✳ ❊❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢❛❝❡s t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ st❛rt✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♦r ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛✲

t✐♦♥s❤✐♣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❤✉tt✐♥❣ ❞♦✇♥✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✭■❘P✮ ❝♦♥str❛✐♥t

Πτ ≥ 0 ∀τ. ✭■❘P✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❤♦♥♦r ❤✐s ♣r♦♠✐s❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡

❛♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❜♦♥✉s ♣❛✐❞ ❛t

✺❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❆❜r❡✉ ✭✶✾✾✽✮✱ t❤❡ ♠♦st s❡✈❡r❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❢t❡r ❝❤❡❛t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛♥② ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠✳

✾



t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦r ❢✉t✉r❡ ✇❛❣❡ ♣❛②♠❡♥ts✱ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱

✐❢ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r❡♥❡❣❡s ❛♥❞ r❡❢✉s❡s t♦ ❡✐t❤❡r ♣❛② t❤❡ ♣r♦♠✐s❡❞ ❜♦♥✉s ♦r ♦✛❡r ❛ ♥❡✇ ❝♦♥tr❛❝t

✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❛❣❡✱ ■ ♠❛❦❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ tr✉st ✐s ❧♦st ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ✜r♠❵s ♣r♦♠✐s❡s ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ ✐s ♥♦t

✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❡①❡rt ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛♦rt ❢r♦♠ t❤❡♥ ♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ♣❛st ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉t✉r❡ ❡♠♣❧♦②❡❡s✳

❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❧❛t❡r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts ✭▲❡✈✐♥ ✷✵✵✷✮✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❛♥♥♦t

❜❡ ♣✉♥✐s❤❡❞ ❢♦r ♠✐s❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❜② ❛❣❡♥ts ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜❛❝❦ t❤❡♥✳ ❆❢t❡r ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱

❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❤❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ✜r❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ st❛rt ❛ ♥❡✇ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✭s❤✉tt✐♥❣ ❞♦✇♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡

♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❤♦♦s❡s t♦ r✉♥ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✭■❘P✮✮✳

❆ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✭❉❊✮ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛❦❡s s✉r❡ t❤❛t ♣❛②✐♥❣ t❤❡ ❜♦♥✉s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢

♣❡r✐♦❞ τ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✲ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡♥❡❣✐♥❣ ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❡♠♣♦②♠❡♥t

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ τ + 1✳ ❍❡♥❝❡✱

−bτ + δ [γΠτ+1 + (1− γ)Π1] ≥ δΠ1, ✭❉❊✮

✇❤❡r❡ ■ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ st❛rt

❛ ♥❡✇ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❛❢t❡r ♣❛②✐♥❣ t❤❡ ❜♦♥✉s ✲ ♥❛♠❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❧❡❛✈❡s t❤❡

♠❛r❦❡t ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛s♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❡①❝❡ss s✉♣♣❧② ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ✜r♠s ❝❛♥

✜❧❧ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱ ❜♦♥✉s❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❢✲❡♥❢♦r❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛r❦❡t ✲ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ st❛rt✐♥❣

❛ ♥❡✇ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ Π1✱ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛r❡

s✉♣♣♦s❡❞ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ♦✛❡r ❜② t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ❡♠♣❧♦②❡r ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲

r❡♥❡❣✐♥❣ ✭◆❘✮ ❝♦♥str❛✐♥t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❛❦❡ t❤✐s

♦✛❡r✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✜r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡♠♣❧♦②❡❡✱ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛r❦❡t ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t

♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ st❛rt ❛ ♥❡✇ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳

❍❡♥❝❡✱ ✭◆❘✮ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡

Πτ ≥ Π1 ∀τ. ✭◆❘✮

●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❥✉st ❞❡r✐✈❡❞✱ ♠② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ♠❛①✲

✐♠✐③❡s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ♣r♦✜t✱ Π1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞✳ ❋✐rst

♦❢ ❛❧❧✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦♥❧② ✉s❡ ✇❛❣❡ ♣❛②♠❡♥ts t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❛❣❡♥ts ❢♦r t❤❡✐r ❡✛♦rt✱ ❛♥❞ s❡t

bτ = 0 ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s✳

▲❡♠♠❛ ✶✿ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡t bτ = 0 ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s τ ≥ 1✳

Pr♦♦❢ ✿ ❆ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ Π1 ≥ 0 ✭t❤❡♥✱ ✭◆❘✮ ✐♠♣❧✐❡s

✶✵



Πτ ≥ 0 ∀τ ❛s ✇❡❧❧✮ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣❡r✐♦❞ τ ′ ✇✐t❤ bτ ′ > 0✳ ◆♦✇✱ ❞❡❝r❡❛s❡ bτ ′ ❜② ❛♥ ε s✉✣❝✐❡♥t❧②

s♠❛❧❧ ❢♦r bτ ′ t♦ r❡♠❛✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ wτ ′+1 ❜② ε
δγ
✳ ❚❤✐s ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ Π1 ✭s✐♥❝❡

t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ bτ ′ ❛♥❞ wτ ′+1 ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t✮✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡s Uτ ′+1 ❜② ε
δγ

❛♥❞ r❡❞✉❝❡s Πτ ′+1 ❜② ε
δγ

✭♣❛②♦✛s ✐♥ ♦t❤❡r ♣❡r✐♦❞s st❛② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛s ✇❡❧❧✮✳

❚❤✉s✱ ✭■❈✮ ❛♥❞ ✭❉❊✮ ❛r❡ ✉♥❛✛❡❝t❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ✭■❘❆✮ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ τ ′+1 ✐s r❡❧❛①❡❞✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣

✭◆❘✮ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ τ ′+1✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✭❉❊✮ ❢♦r ♣❡r✐♦❞ τ ′ ✐s bτ ′ ≤ δγ (Πτ ′+1 −Π1)✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

bτ ′ ✐♠♣❧✐❡s Πτ ′+1 > Π1✱ ❛♥❞ ✭◆❘✮ r❡♠❛✐♥s s❛t✐s✜❡❞✳ ◗✳❊✳❉✳✳

❇♦♥✉s ♣❛②♠❡♥ts ❛♥❞ ✜①❡❞ ✇❛❣❡s ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s✱ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♦♥❡ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛s ♥♦

✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ♣r♦✜ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ tr✉❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✇❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ♣r✐♥❝✐♣❛❧s t♦ r❡✇❛r❞ ❛❣❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ❜♦♥✉s ♣❛✐❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s❤♦❝❦ t❤❛t s♦♠❡ ❛❣❡♥ts ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✉s✐♥❣ ✇❛❣❡ ♣❛②♠❡♥ts

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜♦♥✉s❡s ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❛✛❡❝ts t♦t❛❧ ✇❛❣❡

♣❛②♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✭◆❘✮ ❝♦♥str❛✐♥t ♠✐❣❤t ♠❛❦❡ ✐t ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ ♣❛② ❛ ✜①❡❞ ✇❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❧② ❜♦♥✉s ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞

❧❛t❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ●✐✈❡♥ ✭◆❘✮ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✭❉❊✮ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♥♦t

♥❡❡❞❡❞ ❛♥②♠♦r❡✱ ❛♥❞ ❛♥ ✭■❘P✮ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♦♥❧② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♣❡r✐♦❞ ✶✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✭■❘❆✮

❝❛♥ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s τ ≥ 2 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ❜♦♥✉s ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♠♣❧✐❡s

✲ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭■❈✮ ❝♦♥str❛✐♥ts ✲ t❤❛t Uτ − U > 0 ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s τ ≥ 2✳

■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t st❛t✐♦♥❛r② ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s τ ≥ 2✱ ✐✳❡✳ t❤❛t

❡✛♦rt ❛♥❞ ✇❛❣❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s τ s❛t✐s✜❡s e∗τ ≤ eFB✱ ✇❤❡r❡ eFB ✐s t❤❡ s✉r♣❧✉s✲

♠❛①✐♠✐③✐♥❣✱ ✜rst✲❜❡st ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ eFB ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② θ = c′✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s st❛t✐♦♥❛r② ✐♥ ❛ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐✲

♠❛❧ t♦ ❤❛✈❡ wτ = wτ ′ ❛♥❞ eτ = eτ ′ ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s τ, τ ′ ≥ 2✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ t♦ ▲❡♠♠❛ ✷ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s r❡s✉❧t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ■❢ ❡✛♦rt ✐♥ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥

❛♥♦t❤❡r✱ ✐t ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡✛♦rt ❛t ♥♦ ❝♦st ❢♦r t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❜❡s✐❞❡s ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥t ❢♦r ❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s

♣r♦✜ts ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❡✛♦rt ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✐ts ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✇❛❣❡s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ❢♦r ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤❡t❤❡r ❤❡ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r ❤✐s ❡✛♦rt

✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✭✐✳❡✳✱ ❜② t❤❡ ✇❛❣❡ ♣❛✐❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❡r✐♦❞✮ ♦r ❜② ❛ ✭❝r❡❞✐❜❧❡✮ ♣r♦♠✐s❡ ♦❢

❢✉t✉r❡ ♣❛②♠❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❝♦♥tr❛❝t ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♦♥❡✱

♥❛♠❡❧② ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✉t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣r♦♠✐s❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣❛②♦✛s✳

✶✶



❲❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛ ♥❡✇ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❛s ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s

t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts t❤❛t ❦❡❡♣ ✜r♠s ❢r♦♠ r❡♥❡❣✐♥❣✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✿ ❚✉r♥♦✈❡r ♠✉st ❜❡ ❝♦st❧② ❢♦r t❤❡ ✜r♠✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡✐t❤❡r w1 > 0 ♦r

e1 < e∗✱ ✇❤❡r❡ e∗ ✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞sτ ≥ 2✳

Pr♦♦❢ ✿ ❯s✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ❡✛♦rt ❛♥❞ ✇❛❣❡s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s

τ ≥ 2✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❛❣❡s w∗✱ t❤❡ ✭◆❘✮ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞s ❜❡❝♦♠❡s

(e∗θ − w∗) ≥ e1θ − w1. ✭◆❘✮

◗✳❊✳❉✳

❚✉r♥♦✈❡r ❝♦sts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ ✐t

✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ✜r♠s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♠❛r❦❡t r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♠✐s❡s✳ ❲✐t❤♦✉t

t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts✱ ✜r♠s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡✐r ♣r♦♠✐s❡s✱ ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇✐t❤

♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛♦rt ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡①✐st✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❞✐❞ ♥♦t ❢❛❝❡ t❤❡s❡ ❝♦sts

❛♥❞ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①tr❛❝t t❤❡ s✉r♣❧✉s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ✇❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ w1✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦ ✭❛♥❞

e1 = e∗✮✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❛❣❡s ♣❛✐❞ ✐♥ ❧❛t❡r ♣❡r✐♦❞s ❤❛❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❛❣❡♥ts

❢♦r ♣❛st ❡✛♦rt✳ ❍❡♥❝❡✱ ✜r♠s ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s r❡♥♦✉♥❝❡✱ ✜r❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦✛❡r✐♥❣ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✱ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦② ❛ ♥❡✇ ❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s t✉r♥♦✈❡r ❝❛♥ ❡✐t❤❡r

♠❛♥✐❢❡st ✐♥ ❛ r❡♥t ❣♦✐♥❣ t♦ ♥❡✇ ❛❣❡♥ts ✲ w1 > 0 ✲ ♦r ❛ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉r♣❧✉s ✭e1 < e∗✮✳ ❖❢

❝♦✉rs❡✱ ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✭◆❘✮ ❝♦♥str❛✐♥t (e∗θ − w∗) ≥ e1θ − w1 ❛❧s♦ ✇♦r❦s✱ ❛s

✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡r ✭♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮ ♠❡❛♥s ♦❢ ♠♦♥❡② ❜✉r♥✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭s❡❡ ▼❛❝▲❡♦❞✱

✷✵✵✸✱ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥s t♦ ❝♦♥❞✉❝t ♠♦♥❡② ❜✉r♥✐♥❣✮✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝✉rr❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❝❛♥ ♦♥❧②

❜❡ s✉st❛✐♥❡❞ ✐❢ st❛rt✐♥❣ ❛♥② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✐s ❝♦st❧② ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✲

❛❧t❤♦✉❣❤ ♥❡✐t❤❡r ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ♥♦r ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥②t❤✐♥❣ t❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡

♠❛t❝❤❡s t❤❡② ❛r❡ ♣❛rt ♦❢✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ♥♦r♠ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s

❤♦✇ ❛♥② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ st❛rts✳ ■❢ t❤✐s ♥♦r♠ ❞✐❞ ♥♦t ❡①✐st✱ t❤❡ st❛t✐❝ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ♥♦

❡✛♦rt ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳

❚❤❡r❡✱ ▲❡♠♠❛ ✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡✐t❤❡r s✉r♣❧✉s ♠✉st ❜❡ ❞❡str♦②❡❞ ❜② ❛ ✈♦❧✉♥t❛r② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢

✜rst✲♣❡r✐♦❞ ❡✛♦rt✱ ♦r ❛ r❡♥t ♠✉st ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ♥❡✇❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳✻ ■ ❢♦❧❧♦✇ ▼❛❝▲❡♦❞ ❛♥❞ ▼❛❧❝♦♠s♦♥ ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ♦♥❧② ✉s❡ t❤❡

✻❑r❛♥t♦♥ ✭✶✾✾✻✮✱ ●❤♦s❤ ❛♥❞ ❘❛② ✭✶✾✾✻✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲s✐❞❡❞ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤
♠❛♥② ♣❧❛②❡rs ✇❤♦ ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r t②♣❡s ✲ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇✐❧❧✐♥❣✴❛❜❧❡ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ♦r ♥♦t✳

✶✷



✜rst✲♣❡r✐♦❞ ✇❛❣❡ w1 t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts ✭❤❡♥❝❡✱ e1 = e∗✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ❛r❡

t✇♦❢♦❧❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡str♦② ❛♥② s✉r♣❧✉s ❜✉t ♦♥❧② r❡✢❡❝ts ❛

r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s t♦ ❛❣❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠

✇❛❣❡ ✲ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❜❡❧♦✇ ✲ ❢♦r❝❡s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s t♦ ♣❛② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ❛❧r❡❛❞② ✐♥

t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥② ♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts ❛s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✸ ❜❡❧♦✇✮ ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳

◆♦✇✱ t❤❡ ✭◆❘✮ ❝♦♥str❛✐♥t ❡q✉❛❧s w1 ≥ w✱ ❛♥❞ ♥❡✇❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥ts r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ✉♣❢r♦♥t

♣❛②♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛t ❧❡❛st ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡ ✇❛❣❡ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r t❡♥✉r❡ ❣❡t ❛s ❛ ❝♦♠✲

♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛st ❡✛♦rt✳ ❚❤❡s❡ ❝♦sts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥st❡❛❞✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s

✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡♠ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ❧❡❛✈❡s ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛s♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②

❤❛s t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞✳ ❆s t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ ✜r♠s ❢❛❝❡

❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❣✐✈✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s t❤❡♠

t♦ ✈♦❧✉♥t❛r✐❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ s✉r♣❧✉s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✿ ●✐✈❡♥ Π1 > 0✱ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣❡r ♣❡r✐♦❞ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ e∗ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜②

c′ = δγθ. ✭✷✮

Pr♦♦❢✿ ❚❤❡ ✭◆❘✮ ❝♦♥str❛✐♥t w1 ≥ w ✇✐❧❧ ❜✐♥❞✳ ■❢ ✐t ❞✐❞ ♥♦t ❜✐♥❞✱ t❤❡ ✉♣❢r♦♥t ♣❛②♠❡♥ts

❝♦✉❧❞ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❆s ✭■❈✮ ❜✐♥❞s ❛s ✇❡❧❧ ✭s❡❡ t❤❡

♣r♦♦❢ t♦ ▲❡♠♠❛ ✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ w1 = w = c(e∗)
δγ

+ (1− δγ)U ✳ P❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥t♦ ♣r♦✜ts ✲

Π1 = Π = e∗θ−w
1−δ

=
e∗θ−

c(e∗)
δγ

−(1−δγ)U

1−δ
✲ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s

♠❛①
e

Π1 =
eθ − c(e)

δγ
− (1− δγ)U

1− δ
✭✸✮

s✳t✳

❙♦❝✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❡r❡ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♣r♦❜❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ❡✛♦rt ✐♥ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ ❧❡❛r♥
❛❜♦✉t ❛ ♣❛rt♥❡r✬s t②♣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❲❛ts♦♥ ✭✶✾✾✾✮ s❤♦✇s t❤❛t ✏st❛rt✐♥❣ s♠❛❧❧✑ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦✲s✐❞❡❞
✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼❛❝▲❡♦❞ ❛♥❞ ▼❛❧❝♦♠s♦♥ ✭✶✾✾✽✮ ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛
s♦❝✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡s ✇❤❡r❡ ♥❡✇❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥ts r❡❝❡✐✈❡ ❛ r❡♥t✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ✜①❡❞ ✇❛❣❡ ♣❛✐❞
✐♥ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞ ❤❛s t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ❛ ❢❛✐r ✇❛❣❡ ✐♥ t❤✐s ♠❛r❦❡t ✲ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ♦✛❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡♠♣❧♦②❡r ✐s ♥♦t r❡❣❛r❞❡❞ tr✉st✇♦rt❤②✳

✶✸



c(e∗)

δγ
≥ 0 ✭■❘❆✮

e∗θ −
c(e∗)

δγ
− (1− δγ)U ≥ 0. ✭■❘P✮

✭■❘❆✮ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞✳ ✭■❘P✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥

t♦ ❛✈♦✐❞ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆s U ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s

❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ ❛ ✜r♠ ❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✐❢ ❡✛♦rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② θ − c′

δγ
= 0✳ ◗✳❊✳❉✳

❇❡❝❛✉s❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡✛♦rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② c′ = θ✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✳ ❚❤✐s

✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♥♦t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉t✉r❡ s✉r♣❧✉s ❜❡✐♥❣ t♦♦ ❧♦✇ ✭✇❤✐❝❤ ■ ❛ss✉♠❡ ✐t ✐s ♥♦t✮ ❜✉t

❜② t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ r❡♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts

♠❛❦❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❢❛❝❡ ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ s✉r♣❧✉s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r♥♦✈❡r

❝♦sts✿ ❲❤❡♥ ❣✐✈✐♥❣ str♦♥❣❡r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✉r♣❧✉s✱ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❛❧s♦ r❛✐s❡s t❤❡ r❡♥t s❤❡ ❤❛s t♦ ❣✐✈❡ t♦ ❛❣❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉t✐❧✐t② ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡✱

✉♥❧✐❦❡ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛❣❡♥t✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ▲❡✈✐♥

✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ s✉r♣❧✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t

✐s t❤✉s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s✳ ■♥ ♠② s❡tt✐♥❣✱ s♦❝✐❛❧

❡q✉✐❧✐❜r✐❛ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ ♣r♦✜ts ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠② ❢♦❝✉s ❜❡❝❛✉s❡ ✜r♠s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❤♦rt s✐❞❡ ♦❢

t❤❡ ♠❛r❦❡t✮ ②✐❡❧❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t❝♦♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡✛♦rt ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② t❤❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇✐t❤

♦t❤❡r ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳✼

✹ ❚❤❡ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡ ♦♥ ❊✛♦rt ❛♥❞ ❙✉r♣❧✉s

■❢ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✈♦❧✉♥t❛r② t✉r♥♦✈❡r✱ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲

✈❡r✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❡①❡❝✉t❡ t❤❡✐r t❛s❦s✱ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡

❝❛♥ ❝♦✉♥t❡r❛❝t ❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦ss❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡♠♣❧♦②❡r✬s ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧

r❡♣✉t❛t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✿ ❆ss✉♠❡ t♦t❛❧ ✇❛❣❡ ♣❛②♠❡♥ts ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠

✇❛❣❡ w✳ ■❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❜✐♥❞s ❛♥❞ ♣r♦✜ts ❛r❡ st✐❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡✛♦rt ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛

s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ w✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ w ❛s ❧♦♥❣ ❛s w ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ r❡❞✉❝❡s

✜r♠s✬ ♣r♦✜ts✱ ✇❤❡r❡❛s ❛❣❡♥ts ❜❡♥❡✜t✳

Pr♦♦❢ ✿ ❲❤❡♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ w ✐s ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t w ≥ w ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✲

✼❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡✣❝✐❡♥t ❡✛♦rt ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡♥t✳

✶✹



✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ♦♥❧② ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ✐❢ ✐t ❜✐♥❞s✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ✐t ✐s

❤✐❣❤❡r t❤❛♥ c(ẽ)
δγ

+ (1− δγ)U ✱ ✇❤❡r❡ ẽ ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② c′ = δγθ✱

❛♥❞ U ✐s ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✳ ■❢ w ✐s ❧♦✇❡r✱ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡

❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ❡✛♦rt ❛♥❞ s✉r♣❧✉s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t w ≥ c(ẽ)
δγ

+ (1− δγ)U ✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✭■❈✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✭◆❘✮ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡♠❛✐♥ ❜✐♥❞✐♥❣✿ ■❢ ✭■❈✮ ❞✐❞ ♥♦t ❜✐♥❞✱ ✜r♠s

❝♦✉❧❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠♦r❡ ❡✛♦rt ❛t ♥♦ ❝♦st✳ ■❢ ✭◆❘✮ ❞✐❞ ♥♦t ❜✐♥❞✱ ✜r♠s ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ w1 ✇✐t❤♦✉t

✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❡r❡❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦✜ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❛❣❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ♥♦t ❤✐❣❤❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣

♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② w = c(e∗)
δγ

+ (1−

δγ)U ✱ ✇✐t❤ U = µU1 + δ(1− µ)γU ❛♥❞ U1 = w + δγU ✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t

❛❣❡♥ts ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡✳

◆♦✇✱ w(1−µ)δγ = c(e∗)✱ ✇❤❡r❡ µ = (1−γ)
N−γ

✱ ❛♥❞ de∗

dw
= δγ(1−µ)

c′
> 0✱ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❛t ❡✛♦rt

✐s ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ t❤❛♥ ✇✐t❤♦✉t✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ w✳

❚❤❡ ♣❡r ♣❡r✐♦❞ s✉r♣❧✉s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t ❡q✉❛❧s s ≡ e∗θ − c(e∗)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
ds
dw

= de∗

dw
(θ − c′) ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s θ ≥ c′✳

❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣r♦✜ts ❢♦r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ st❛rt✐♥❣ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② dΠ1
dw

= 1
1−δ

de∗

dw
(θ − c′

γ
1

1−µ
) < 0✳

◗✳❊✳❉✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ✭■❈✮ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■❢ ✜r♠s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♣❛② ❛ ❤✐❣❤❡r

✇❛❣❡ t❤❛♥ ✐♥t❡♥❞❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡t s♦♠❡t❤✐♥❣ ❜❛❝❦ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ t❤♦s❡ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ✇❛♥t

t♦ ❦❡❡♣ t❤❡✐r ❥♦❜s t♦ ✇♦r❦ ❤❛r❞❡r✳ ❆s ✜r♠s ❡♥❢♦r❝❡❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❡✛♦rt ❜❡❢♦r❡✱ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣

♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ ❡❛❝❤ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ■❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

✇❛❣❡ ✐s t♦♦ ❤✐❣❤✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ ❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❣♦❡s ❞♦✇♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡✛♦rt ✉♥❛♠❜✐❣♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ w✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✜r♠s ✐♥❞✉❝❡ ❤✐❣❤❡r ❡✛♦rt ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❣❡t s♦♠❡t❤✐♥❣ ❜❛❝❦✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛

♥❡t ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡✱ ❜✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡♥ts ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s

✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ❜② ❍♦❧③❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮ ♦r ❉r❛❝❛ ❡t✳ ❛❧ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆❧❧ ♦❢

♠② r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s✬ ✭■❘✮ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞♦ ♥♦t ❜✐♥❞✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤

✜r♠ ♠❛❦❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜ts✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣♦✇❡r ♦♥ ♣r♦❞✉❝t

♠❛r❦❡ts✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡❝❛♠❡ ❜✐♥❞✐♥❣✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ s♦♠❡ ✜r♠s t♦ ❧❡❛✈❡

t❤❡ ♠❛r❦❡t✳

❚❤❡r❡ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ✜r♠s ✐♥❞❡❡❞ ❣♦❡s ✉♣ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛

♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❣❛✐♥s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ✜r♠s ✐♥ t❤❡

s❡r✈✐❝❡ ✐♥❞✉str②✳ ●❛❧✐♥❞♦✲❘✉❡❞❛ ❛♥❞ P❡r❡✐r❛ ✭✷✵✵✹✮ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ ❇r✐t✐s❤ ✜r♠s r❡s♣♦♥❞❡❞ t♦

t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡ ✐♥ ✶✾✾✾✳ ❚❤❡② ✜♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡✲♦✛ ❡✛❡❝t ♦♥

❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❣r♦ss ♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s

♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ s❡❝t♦r ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳

✶✺



❘✐③♦✈ ❛♥❞ ❈r♦✉❝❤❡r ✭✷✵✶✶✮ ❝♦♥❞✉❝t ❛ ❢✉rt❤❡r st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❇r✐t✐s❤ ◆❛t✐♦♥❛❧

▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡✳ ❚❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❞✐s❛❣✲

❣r❡❣❛t❡ ✹✲❞✐❣✐t ✐♥❞✉str✐❡s✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛✛❡❝t ✜r♠s✳ ❍❡♥❝❡✱

❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛✛❡❝ts ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡②

✜♥❞ t❤❛t ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✇❡♥t ✉♣ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✲ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s

✲ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡✱ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ✐♠♣❛❝t ✐♥ s❡r✈✐❝❡ ✐♥❞✉str✐❡s t❤❛♥ ✐♥

♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ st✉❞✐❡s ❝❛♥ ♦♥❧② s♣❡❝✉❧❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❞✉❝✲

t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♠✐❣❤t ❣♦ ✉♣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦r

✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ✭✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r ✇❛s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ st✉❞✐❡s✮✱ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ♣r✐❝❡s✱ ♦r

✐ss✉❡s ❧✐❦❡ tr❛✐♥✐♥❣✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✜r♠s✱ ♦r ✲ ❛s ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s

♣❛♣❡r ✲ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ❡✛♦rt ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r s❡r✈✐❝❡ q✉❛❧✐t②✳

❙❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ❛tt❡♠♣t t♦ ✜❧❧ t❤✐s ❣❛♣✱ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❡①t❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥❛❣❡rs

✇❡r❡ ❛s❦❡❞ ❤♦✇ t❤❡② r❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇r✐t✐s❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡✳

▼❛♥♥✐♥❣ ❡t✳ ❛❧ ✭✷✵✵✸✮ ❢♦❝✉s ♦♥ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❛r❡ ❤♦♠❡s ✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ♦♥ ✇♦r❦❡r ❡✛♦rt ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t

❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❇r✐t✐s❤ ▲♦✇ P❛② ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✭▲♦✇ P❛② ❈♦♠♠✐ss✐♦♥✱ ✷✵✵✶✮ ✲ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞

t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❇r✐t✐s❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡ ❛♥❞ ♠❛❦❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡s ✲ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝ts t♦ st✉❞② t❤❡ ❡①❛❝t ✐♠♣❛❝t ♦❢

t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡✳ ❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t ✸✵ ✪ ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ s✉r✈❡②s r❡s♣♦♥❞❡❞ ❜②

✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣r♦✈✐❞❡❞ s❡r✈✐❝❡s✳ ■♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♣r♦❥❡❝ts✱ ❍❡②❡s ❛♥❞ ●r❛②

✭✷✵✵✸✮ ❝♦♥❞✉❝t ❛ s✉r✈❡② ♦❢ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ❡♥t❡r♣r✐s❡s ✐♥ t❤❡ ❨♦r❦s❤✐r❡ ❛♥❞ ❍✉♠❜❡rs✐❞❡ r❡❣✐♦♥✱

✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦❝✉s ♦♥ s❡r✈✐❝❡ ✐♥❞✉str✐❡s ✭♠♦t♦r s❡r✈✐❝❡s✱ r❡t❛✐❧✱ ❝❛r❡ ❤♦♠❡s✱ ❤❛✐r❞r❡ss✐♥❣

❛♥❞ ❤♦s♣✐t❛❧✐t②✮✳ ❚❤❡r❡✱ ✻✶ ✪ ♦❢ t❤❡ ✜r♠s st❛t❡ t❤❛t ✏■♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇♦r❦❡rs✬ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡✛♦rt✑

✇❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦r ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ✏■♠♣r♦✈✐♥❣

q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞✴♦r s❡r✈✐❝❡s✑ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ♦r ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❜② ✻✸✪ ♦❢ t❤❡

r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳

✺ ❘♦❜✉st♥❡ss

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ r❡❧❛① s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❝♦♥t✐♥✉❡ ❤♦❧❞✳

✺✳✶ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ ♠❛♥② ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r s✐♠♣❧② t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❢♦r ✜r♠s t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②

♠♦♥✐t♦r ❛♥ ❡♠♣❧♦②❡❡✬s ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ✜r♠s ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ❡✛♦rt ❜✉t

♦♥❧② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦✉t♣✉t yt✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ✜r♠s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧

r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧②

✶✻



❤✐❣❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❡✛♦rt ❛♥❞ s✉r♣❧✉s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✉♥❞❡r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ✜r❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇

♦✉t❝♦♠❡ ✐❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s ❜✐♥❞✐♥❣✳ ❲✐t❤♦✉t ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ t❤r❡❛t✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ s♦❧❡❧②

❣✐✈❡♥ ❜② t✇♦ ✇❛❣❡ ❧❡✈❡❧s ✲ ❛ ❤✐❣❤ ✇❛❣❡ ❞❡♥♦t❡❞ w+ ❛❢t❡r y = θ✱ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ✇❛❣❡ w− ❛❢t❡r

y = 0✳ ❙✐♥❝❡ w− ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜❡❧♦✇ w✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✲ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ✲ ❛❧s♦

tr✐❣❣❡rs ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ w+✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♣❛② t❤❡ ❤✐❣❤ ✇❛❣❡ t♦ ❛♥② ♥❡✇

❛❣❡♥t ✲ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s r❡♥❡❣❡ ❛❢t❡r ❛ ❣♦♦❞ ♦✉t❝♦♠❡✳

❋✐r✐♥❣ ❛♥ ❛❣❡♥t ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇ ♦✉t❝♦♠❡ ✭❛♥❞ ♦♥❧② r❡✇❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛❢t❡r ❛ ❤✐❣❤ ♦✉t❝♦♠❡✮

❣❡♥❡r❛t❡s t✇♦ ❡✛❡❝ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❡①♣❡❝t❡❞ t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛❣❡✱

❛s ❛❣❡♥ts ❞♦ ♥♦t ♦♥❧② ❧❡❛✈❡ t❤❡ ✜r♠ ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛s♦♥s ❛♥②♠♦r❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡

❛❣❡♥t✬s ♣❛②♦✛ ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛✲

t✐♦♥s❤✐♣ ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇ ♦✉t♣✉t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ♥♦t ❧❡❛✈✐♥❣ ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s

r❡❛s♦♥s✮ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ α✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t α ∈ {0, 1}✱ ❤❡♥❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ❡✐t❤❡r ❛❧✇❛②s

✜r❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇ ♦✉t❝♦♠❡✱ ♦r ♥❡✈❡r✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞♦♥❡ ❢♦r ❝♦♥❝r❡t❡♥❡ss✱ ❛s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts✳✽

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ ❛ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❚❤❡r❡✱ ■ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❝♦♥tr❛❝t✲s♣❡❝✐✜❝ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t

♠❛①✐♠✐③❡s ❡❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ♣r♦✜ts ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳✾

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✿ ❆ss✉♠❡ ❡✛♦rt ✐s ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♦✉t♣✉t ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

t♦ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡✛♦rt ✐♥ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇

✐❢ ♥♦ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ■❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s

♣r♦✜ts ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ w# s✉❝❤ t❤❛t α = 1 ❢♦r w ≤ w# ❛♥❞ α = 0 ❢♦r

w > w#✳

❊✛♦rt ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

❼ ■❢ w ≤ w# ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❜✐♥❞s✱ ✐✳❡✳ ❞❡t❡r♠✐♥❡s w−✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❤r❡s❤♦❧❞

w′ s✉❝❤ t❤❛t de∗

dw
< 0 ❢♦r w ≤ w′ ❛♥❞ de∗

dw
= 0 ❢♦r w > w′✳

❼ ■❢ w > w# ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❜✐♥❞s✱ t❤❡♥ de∗

dw
> 0

✽■♥ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♠✐❣❤t ♦r ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ❛♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ α ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❛❞♦♣t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ✐❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ❡①✐st❡❞✳
❏✉st ✉s✐♥❣ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s✉st❛✐♥❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ♥❡✇ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ r❡❝❡✐✈❡ w+✳ ❍❡♥❝❡✱
❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❦❡❡♣ ❛♥ ❛❣❡♥t ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ♣❛② w

−✳
✾◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ st❛t✐♦♥❛r② ❝♦♥tr❛❝ts ✐s ♥♦t ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❤❡r❡✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t❡r♠✐♥❛t✲

✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ αt ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♦♥ t❤❡
✇❤♦❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦✉t♣✉t ❤✐st♦r②✳ ❋♦♥❣ ❛♥❞ ▲✐ ✭✷✵✶✵✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❧❛t✐♦♥❛❧
❝♦♥tr❛❝ts ✐♥ ♥♦♥✲♠❛r❦❡t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ❥✉st ♦♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛❣❡♥t✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ❢❛❝❡s ❛
❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❡✛♦rt ✐s ❜✐♥❛r②✳

✶✼



❚❤❡ ♣r♦♦❢ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

■♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❡✛♦rt ✐s st✐❧❧ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧

r❡♣✉t❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ♥❡✇ ❛❣❡♥ts ♠✉st r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ r❡♥t✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❜❡❢♦r❡✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡

t❤❛t ❜✐♥❞s ✲ ❜✉t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❢♦r α = 1 t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✲ ❤❛s ♥♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❡✛♦rt✳

❋✐rst✱ ❡✛♦rt ✐s s❧✐❣❤t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♠❛✐♥s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ w✳ ■❢ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ✜r✐♥❣ ❛♥ ❛❣❡♥t ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇ ♦✉t❝♦♠❡ ❜❡❝♦♠❡s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤✐s

✐♥❝r❡❛s❡s ❤✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❡①❡rt ❡✛♦rt✱ s✐♥❝❡ st❛②✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s str✐❝t❧②

❜❡tt❡r t❤❛♥ ❣❡tt✐♥❣ ✜r❡❞ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣ U ✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s

❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❤✐❣❤❡r t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts✳ ❲❤❡♥ α = 0 ✐s ♦♣t✐♠❛❧✱ ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

w ✐♥❝r❡❛s❡s ❡✛♦rt ❛♥❞ ✲ ✉♣ t♦ s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✲ ❛❧s♦ t❤❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ ❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ♥♦t ♦♥❧② ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s✱ ❜✉t

❛❧s♦ ♦♥ t✉r♥♦✈❡r ❛♥❞ ✇❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉str②✳ ■❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❡①✐sts✱ t✉r♥♦✈❡r

s❤♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱

❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐❧❧ tr✐❣❣❡r ❧❡ss t✉r♥♦✈❡r✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡✬s

♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❡✛♦rt✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ♦✉t♣✉t ✲ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❧❛②♦✛ ✲ ❧❡ss

❧✐❦❡❧②✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞

♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐♥❞✉str✐❡s ✇❤❡r❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s

r❡❧❡✈❛♥t ✲ ❧✐❦❡ t❤❡ ❢❛st ❢♦♦❞ ✐♥❞✉str② ✲ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤✐❣❤ t✉r♥♦✈❡r ❧❡✈❡❧s ✭s❡❡ ❇r♦✇♥ ❡t

❛❧✳✱ ✶✾✽✷✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❧♦✇ ✇❛❣❡ ✐♥❞✉str✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❢❛❝❡ ❤✐❣❤ t✉r♥♦✈❡r✱ s♦♠❡ ♦❢

t❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ✜r♠✬s ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♠♣❛❝t

♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦♥ t✉r♥♦✈❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✳ P♦rt✉❣❛❧ ❛♥❞

❈❛r❞♦s♦ ✭✷✵✵✻✮ ✜♥❞ t❤❛t s❡♣❛r❛t✐♦♥s ♦❢ t❡❡♥❛❣❡ ✇♦r❦❡rs ✐♥ P♦rt✉❣❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛❢t❡r ❛ ♠✐♥✐♠✉♠

✇❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ ❉✉❜❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛✈❡r❛❣❡ t❡♥✉r❡ r♦s❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✐♥

r❡st❛✉r❛♥ts ✐♥ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❉✉❜❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ ✇❤♦ ❛❧s♦

✜♥❞ str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t✉r♥♦✈❡r r❛t❡s ❢♦r t❡❡♥❛❣❡rs ❛♥❞ r❡st❛✉r❛♥t ✇♦r❦❡rs ❢❛❧❧ ❛❢t❡r ❛

♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐♥❞✉❝❡s ✇❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡

✐s s♦ ❧♦✇ t❤❛t ❛❣❡♥ts r❡♠❛✐♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇ ♦✉t♣✉t✱ ✇❛❣❡s ♣❛✐❞ ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇ ❛♥❞ t❤♦s❡

❛❢t❡r ❛ ❤✐❣❤ ♦✉t♣✉t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❛♥❞

❛❣❡♥ts ❣❡t ✜r❡❞ ✇❤❡♥ y = 0✱ ❛❧❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥ts r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛❣❡ ✐♥ ❡✈❡r② ♣❡r✐♦❞✳ ❆♥

❡❛r❧② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ✇❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ●r♦ss♠❛♥ ✭✶✾✽✸✮✱ ❧❛t❡r ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②

❑❛t③ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r ✭✶✾✾✽✮✱ ✇❤♦ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❤❛s ✐♥❞✉❝❡❞ ✇❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❚❡①❛s ❢❛st ❢♦♦❞ ✐♥❞✉str②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ▲❡❡ ✭✶✾✾✾✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧

❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❯❙ ✇❛s ♠❛✐♥❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛ s❤❛r♣ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡

✇❛❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❡✐❣❤t✐❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s♣✐❧❧♦✈❡r ❡✛❡❝ts ❡①✐st✱ ✐✳❡✳ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❤✐❣❤❡r ✇❛❣❡s✳

✶✽



❆s ❧♦♥❣ ❛s α = 1✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❤✐❣❤ ✇❛❣❡ w+✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞

✉♣✇❛r❞s t♦ ❦❡❡♣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ s♣✐❧❧♦✈❡r ❡✛❡❝ts s❡❡ ❈❛r❞ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r

✭✶✾✾✺✮✱ ♦r ◆❡✉♠❛r❦ ❛♥❞ ❲❛s❝❤❡r ✭✷✵✵✽✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

t❤❛t ✜r♠s s✉❜st✐t✉t❡ ❧♦✇ ✇❛❣❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✇❛❣❡ ✇♦r❦❡rs ♦r t❤❛t ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ✇❛❣❡s ✐s

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs ✭●r♦ss♠❛♥✱ ✶✾✽✸✮✳ ■♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡tt✐♥❣ s❡tt✐♥❣✱ s♣✐❧❧♦✈❡r ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉r ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ✇♦r❦❡rs✱ ❛♥❞ ■ ♥❡✐t❤❡r

♥❡❡❞ ❢❛✐r♥❡ss ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ✭❋❛❧❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ♥♦r ❛ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✭❉✐ttr✐❝❤

❛♥❞ ❑♥❛❜❡✱ ✷✵✶✵✮ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤✐s r❡s✉❧t✳

✺✳✷ ❋✐rst P❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ●❛♠❡

❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♥tr❛❝t✲s♣❡❝✐✜❝ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ s❡tt✐♥❣ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✇✐t❤♦✉t

❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♦♥ ❝❛❧❡♥❞❛r t✐♠❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛ ✜r♠✬s ♣r♦✜ts✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❢✉t✉r❡ t✉r♥♦✈❡r ❝♦sts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡rs✉❛❞❡ ❛❣❡♥ts t♦❞❛② t❤❛t ♣r♦♠✐s❡s

❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❤♦♥♦r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣❛♠❡✱ t❤♦✉❣❤✱ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❤❛s ♥♦t

❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ r❡♥❡❣❡ ②❡t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ✜rst ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t ❛ r❡♥t✱ ❛♥❞

❝♦sts ♦♥❧② ❛❝❝r✉❡ ❛❢t❡r t❤✐s ✜rst ❛❣❡♥t ❤❛s ❧❡❢t ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛s♦♥s✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t✲s♣❡❝✐✜❝ str❛t❡❣✐❡s

❛♥❞ ❧❡tt✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ t = 1 ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❧❛t❡r ♦♥❡s ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡✛♦rt

❧❡✈❡❧s ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♥♦ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①♦❣❡♥♦✉s t✉r♥♦✈❡r ✇✐❧❧ st✐❧❧ ♠❛❦❡ ✐t

♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ♣r✐♥❝✐♣❛❧s t♦ ✐♥❞✉❝❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❡✛♦rt✳

▲❡♠♠❛ ✸✿ ❆ss✉♠❡ str❛t❡❣✐❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥tr❛❝t✲s♣❡❝✐✜❝✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ♥♦ ✭❜✐♥❞✐♥❣✮

♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

c′ = γθ.

Pr♦♦❢ ✿ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✇✐t❤ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❤❡r❡ ■ ✉s❡❞ t✐♠❡ s✉❜s❝r✐♣ts t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❡♥✉r❡

♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ■ ✉s❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ✵ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ◆♦

s✉❜s❝r✐♣ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❧❛t❡r ♣❡r✐♦❞s✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ st❛t✐♦♥❛r✐t② r❡♠❛✐♥

✈❛❧✐❞✳

❚❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s Π0 = e0θ−w0+δΠ = e0θ−w0+

δ e∗θ−w
1−δ

✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t r❡❝❡✐✈❡s U0 = w0 − c(e0) + δγU = w0 − c(e0) + δγ
w−c(e∗)
1−δγ

✳

❙✐♥❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ✭■❈✮ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧❡❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❢✉t✉r❡ ♣❛②♠❡♥ts✱ ❡✛♦rt ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞

♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❧❛t❡r✱ ✐✳❡✳✱ e0 = e∗✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❡q✉❛❧s U0 = δγU ✳

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✭■❈✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✭◆❘✮ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✐♥❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ t❤❛t ♥♦

✭◆❘✮ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ P❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥t♦

✶✾



t❤❡ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ✭■❘❆✮ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♦♥❧② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞

♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✭✐♥ ❛❧❧ ❧❛t❡r ♣❡r✐♦❞s✱ ✐t ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ❣✐✈❡♥ ✭■❈✮✮✱ ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

❝♦♥str❛✐♥ts

w0 ≥ 0 ✭■❘❆ ✵✮

e∗θ −
c(e∗)

δγ
− (1− δγ)U ≥ 0. ✭■❘P✮

✭■❘❆ ✵✮ ❤❛s t♦ ❜✐♥❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛s ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ Π0 ✇✐t❤♦✉t

✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ w0 = 0✱ ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ t❤❛t ♠❛①✲

✐♠✐③❡s Π0 =
e∗θ−

c(e∗)
γ

−δ(1−δγ)U

1−δ
✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ♥♦ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ❡✛♦rt ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥

❜② γθ − c′ = 0✳ ◗✳❊✳❉✳

■❢ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❧❛t❡r ♦♥❡s✱ ❡✛♦rt ✐s ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡ ✭t❤❡r❡✱ δγθ − c′ = 0✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✛♦rt ✐s st✐❧❧ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢

t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ✲ ✐❢ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ ✐t tr✐❣❣❡rs ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡✛♦rt

❛♥❞ s✉r♣❧✉s ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳

✺✳✸ ❈♦❧❧✉s✐♦♥

❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡r✐✈❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♠❛①✐♠✐③❡s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ♣r♦✜ts✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❧❧

♦t❤❡r ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❛s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✜r♠s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s

♦♥ ❛❣❡♥ts✬ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥ r❡♥ts ♦t❤❡r ✜r♠s ❤❛✈❡ t♦ ♣❛②✳ ■❢ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ ✜r♠s✬ ❥♦✐♥t ✉t✐❧✐t✐❡s ✭s✉❜❥❡❝t t♦ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✮✱

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡✛♦rt ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡✳

▲❡♠♠❛ ✹✿ ■♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❥♦✐♥t ♣r♦✜ts✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt ✐s ❣✐✈❡♥

❜②

c′ = θδγ(1− µ).

Pr♦♦❢ ✿ ■❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✜r♠s✬ ❥♦✐♥t ✉t✐❧✐t✐❡s✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜✲

❧❡♠ r❡♠❛✐♥ ✉♥❛✛❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt ♠❛①✐♠✐③❡s Π =
eθ−

c(e)
δγ

−(1−δγ)U

1−δ
=

eθ−
c(e)

δγ(1−µ)

1−δ
✱

❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ◗✳❊✳❉✳

❯♥❞❡r ❝♦❧❧✉s✐♦♥✱ ❡✛♦rt ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡ ✭✇❤❡r❡ ❡✛♦rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② c′ = δγθ✮✳ ❚❤❡

r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❧♦✇❡r ❡✛♦rt ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❧♦✇❡r ✇❛❣❡s ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✳

✷✵



■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡✳

❙✉❝❤ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ❛♠♦♥❣st ✜r♠s✱ ♦r ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧

♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ♦✇♥❡❞ ❜② ♦♥❡ ♣❧❛②❡r✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐s

♥♦t s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜r♠s✱ t❤❡ ♦✇♥❡r ✇♦✉❧❞ ♦♣t✐♠❛❧❧② s❡t ✇❛❣❡s t❤❛t t❛❦❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥

❛♥ ❛❣❡♥t✬s ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠❛r❦❡t ♠✐❣❤t ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❢❛st ❢♦♦❞ ✐♥❞✉str②

✲ ❛ ♠❛r❦❡t ✇❤❡r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t ✲ ✇❤❡r❡ ♠❛♥② r❡st❛✉r❛♥ts ❛r❡ r✉♥

❜② ❢r❛♥❝❤✐s❡❡s ✇❤♦ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡✐r ♦✉t❧❡ts✳ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦♥

❧♦✇❡r ✇❛❣❡s t❤❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❚❤❡♥✱

❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❤❛s ❛♥ ❡✈❡♥ ❜✐❣❣❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥❝❡♥t✐✈❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡✳ ❍♦✇

✇❡❧❧ ❛ ❥♦❜ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ s❡❝t♦r ✲ ✇❤❡r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❧❛✇s

❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✲ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ■❢

r❡❧❡✈❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ❢r✐❡♥❞❧✐♥❡ss t♦✇❛r❞s ❝✉st♦♠❡rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞✱

r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❆s ✜r♠s ❢❛❝❡ ❛ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥

t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥tr❛♥s♣❛r❡♥t ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts✱ t❤❡② ❡♥❢♦r❝❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ s❡r✈✐❝❡ q✉❛❧✐t②✳ ■❢ ❢♦r❝❡❞

t♦ ♣❛② ❛ ❤✐❣❤❡r ✇❛❣❡ t❤❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥t❡♥❞❡❞✱ t❤❡② ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡✛♦rt✳ ❚❤✉s✱

❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ s❡r✈✐❝❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♠❛♥② ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥❞❡❡❞ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ♠♦r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ♥❡❡❞❡❞✳

✷✶



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❖♠✐tt❡❞ Pr♦♦❢s

▲❡♠♠❛ ✷✿ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s τ s❛t✐s✜❡s e∗τ ≤ eFB✱ ✇❤❡r❡ eFB ✐s t❤❡ s✉r♣❧✉s✲

♠❛①✐♠✐③✐♥❣✱ ✜rst✲❜❡st ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ eFB ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② θ = c′✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s st❛t✐♦♥❛r② ✐♥ ❛ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐✲

♠❛❧ t♦ ❤❛✈❡ wτ = wτ ′ ❛♥❞ eτ = eτ ′ ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s τ, τ ′ ≥ 2✳

Pr♦♦❢ ✿ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ eFB ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✲♣❡r✐♦❞ s✉r♣❧✉s eθ −

c(e)✳

❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶ ❛♥❞ r❡✇r✐t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

❝♦♥str❛✐♥ts✳

✭■❈✮c(e∗τ ) ≤ δγ

(

∞
∑

k=τ+1

(δγ)k−(τ+1) (wk − c(e∗k))− U

)

, ∀τ

✭■❘❆✮
∞
∑

k=τ

(δγ)k−τ (wk − c(e∗k)) ≥ U, ∀τ

✭◆❘✮
∞
∑

k=τ

(δγ)k−τ (e∗kθ − wk) ≥ e∗1θ − w1 +

∞
∑

ν=2

(δγ)ν−1 (e∗νθ − wν) , ∀τ

✭■❘P✮
∞
∑

ν=1

(δγ)ν−1 (e∗νθ − wν) ≥ 0

❚♦ s❡❡ t❤❛t e∗τ ≤ eFB✱ ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡r✐♦❞ τ ′ ✇✐t❤ e∗τ ′ > eFB✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ e∗τ ′ ❜② ε✱

❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ wτ ′ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ❦❡❡♣ wτ ′ − c(e∗τ ′) ❝♦♥st❛♥t ❞♦❡s ♥♦t ✈✐♦❧❛t❡ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t ❜✉t

✐♥❝r❡❛s❡s Π1✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s Π1 ❛♥❞ Πτ ✱ ❤♦✇❡✈❡r Πτ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ Π1✱ ❤❡♥❝❡ r❡❧❛①❡s ✭◆❘✮

❛♥❞ ✭■❘P✮✳ ❙✐♥❝❡ Π1 ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❛s ♥♦t ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣✳

◆♦✇✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ✭■❈✮ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✐♥❞ ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s τ ≥ 1✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦✜t✲

♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥t❛✐♥ts ❛ ♣❡r✐♦❞ τ ′ ✇❤❡r❡ ✭■❈✮ ❞♦❡s ♥♦t ❜✐♥❞✳ ❚❤❡♥ ✭■❘❆✮ ♠✐❣❤t ♦r

♠✐❣❤t ♥♦t ❜✐♥❞✳ ■❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❜✐♥❞✱ r❡❞✉❝❡ wτ ′+1 ❜② ❛ s♠❛❧❧ ε > 0 s✉❝❤ t❤❛t ✭■❈✮ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ τ ′

❛♥❞ ✭■❘❆✮ ❛r❡ st✐❧❧ s❛t✐s✜❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✭■❘❆✮✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s Π1 ❛♥❞ Πτ ✱ ❤♦✇❡✈❡r Πτ ❜② ♠♦r❡

t❤❛♥ Π1✱ ❤❡♥❝❡ r❡❧❛①❡s ✭◆❘✮ ❛♥❞ ✭■❘P✮✳ ❙✐♥❝❡ Π1 ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❛s ♥♦t

♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣✳

■❢ ✭■❘❆✮ ❜✐♥❞s✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ wτ+1 ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ w1 s✉❝❤ t❤❛t

✭■❘❆✮ ❥✉st r❡♠❛✐♥s ❜✐♥❞✐♥❣✳

✷✷



❯s✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ❛♥❞ ♣❧✉❣❣✐♥❣ c(eτ ) = δγ

(

∞
∑

k=τ+1

(δγ)k−(τ+1) (wk − c(e∗k))− U

)

✐♥t♦ ♣❛②✲

♦✛s ❣✐✈❡s

Uτ = wτ + δγU ❛♥❞

Πτ = −
c(e∗τ−1)

δγ
− U +

∞
∑

k=τ

(δγ)k−τ (e∗kθ − c(e∗k)) + Π1
δ(1−γ)
1−δγ

= − c(e∗τ )
δγ

−U+
∞
∑

k=τ+1

(δγ)k−(τ+1) (e∗kθ − c(e∗k))+
δ(1−γ)
1−δ

[

−w1 +
∞
∑

τ=1
(δγ)τ−1 (e∗τθ − c(e∗τ ))− U

]

❢♦r ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s τ ≥ 2✱ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts

✭■❘❆✮wτ + δγU ≥ U, ∀τ

✭◆❘✮−
c(e∗τ−1)

δγ
+

∞
∑

k=τ

(δγ)k−τ
(

1− (δγ)τ−1
)

(e∗kθ − c(e∗k))

≥ −w1 +

τ−1
∑

ν=1

(δγ)ν−1 (e∗νθ − c(e∗ν)) , ∀τ ≥ 2

✭■❘P✮− w1 +
∞
∑

τ=1

(δγ)τ−1 (e∗τθ − c(e∗τ ))− U ≥ 0.

■♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❡✛♦rt ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s τ ≥ 2✳ ❆ss✉♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②

t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡

♦t❤❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ❞❡✜♥✐♥❣ emax = ♠❛①{e∗2, e
∗
3, ....}✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤ ❡✛♦rt str✐❝t❧②

❧♦✇❡r t❤❛♥ emax✳

◆♦✇✱ t❛❦❡ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt ✐s emax ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ τ(≥ 2)✳

❚❤❡♥✱ ❡✐t❤❡r ✭❆✮ ❡✛♦rt ✐♥ ❛❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❡r✐♦❞s ✐s emax ❛s ✇❡❧❧✱ ♦r ✭❇✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡

♣❡r✐♦❞ τ ′ > τ ✱ ✇✐t❤ e∗τ ′ < emax✳

■♥ ❝❛s❡ ✭❆✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Πτ = −
c(e∗τ−1)

δγ
− U + (emaxθ−c(emax))

1−δγ
+Π1

δ(1−γ)
1−δγ

✱ ❛♥❞

Πτ+k = − c(emax)
δγ

− U + (emaxθ−c(emax))
1−δγ

+Π1
δ(1−γ)
1−δγ

✱ ❛❧❧ k ≥ 1✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ emax ❛♥❞ s✐♥❝❡ ♥♦t ❛❧❧ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ♣❡r✐♦❞s

τ ≥ 2✱ e∗τ−1 < emax✳ ❍❡♥❝❡✱ Πτ > Πτ+k✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✭◆❘✮ ❝♦♥str❛✐♥t ❞♦❡s ♥♦t ❜✐♥❞ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ τ ✳

◆♦✇✱ ✐♥❝r❡❛s❡ ❡✛♦rt ✐♥ ♣❡r✐♦❞ τ − 1 ❜② ❛♥ ε > 0✱ t❤❡r❡❜② ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ Π1 ✭s✐♥❝❡ e∗τ−1 ≤

eFB✮✳ ■❢ ✭◆❘✮ ✇❛s ♥♦t ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥ ♣❡r✐♦❞s τ + k✱ k ≥ 1✱ ❤✐❣❤❡r ❡✛♦rt ✐♥ ♣❡r✐♦❞ τ − 1 ✐♥❝r❡❛s❡s

Π1 ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢♦r ♣r✐♥❝✐♣❛❧s✳ ■❢ ✭◆❘✮

✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥ ♣❡r✐♦❞s τ + k✱ k ≥ 1✱ w1 ❝❛♥ ❜❡ r❛✐s❡❞ t♦ ❛ ❧❡✈❡❧ ❦❡❡♣✐♥❣ Π1 ❝♦♥st❛♥t✳

■♥ ❝❛s❡ ✭❇✮✱ ♥♦t❡ t❤❛t

Πτ+1 = − c(emax)
δγ

− U +
∞
∑

k=τ+1

(δγ)k−(τ+1) (e∗kθ − c(e∗k)) + Π1
δ(1−γ)
1−δγ

≤ − c(emax)
δγ

− U + (emaxθ−c(emax))
1−δγ

+Π1
δ(1−γ)
1−δγ

✱ ✇❤❡r❡ Π1 ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ r❡♠❛✐♥s ❛t

✷✸



✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧❡✈❡❧✳

■♥❝r❡❛s❡ ❡✛♦rt ✐♥ ❛♥② ♣❡r✐♦❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ τ + 1 ✇❤❡r❡ e∗ < emax ❜② ❛♥ ε > 0✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦

✐♥❝r❡❛s❡s Π1✳ ■❢ ✭◆❘✮ ✇❛s ♥♦t ❜✐♥❞✐♥❣ t❤❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤✐s ❛❞❥✉st♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡✲

♠❡♥t ❢♦r ♣r✐♥❝✐♣❛❧s✳ ■❢ ✐t ✇❛s ❜✐♥❞✐♥❣✱ w1 ❝❛♥ ❜❡ r❛✐s❡❞ t♦ ❦❡❡♣ Π1 ❝♦♥st❛♥t✳

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t ✇❛❣❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s τ ≥ 2✱ ❥✉st t❛❦❡ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ✭■❈✮ ❝♦♥str❛✐♥t✱

c(e) = δγ

(

∞
∑

k=τ+1

(δγ)k−(τ+1) (wk − c(e∗))− U

)

✱ ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ✇❛❣❡s ❜❡s✐❞❡s w1 ♥❡✐t❤❡r

❡♥t❡r Π1 ♥♦r ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❛❦❡ ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛♦rt e ❛♥❞ ❛♥② ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✇❛❣❡ s❝❤❡♠❡ (w2, w3, ...)✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜② ❛♥♦t❤❡r ✇❛❣❡ s❝❤❡♠❡

✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts✱ (w,w, ...)✱ ✇❤❡r❡ w = c(e∗)
δγ

+ (1− δγ)U ✳ ◗✳❊✳❉✳

✷✹



❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✲ ❚❤❡ ❖♣t✐♠❛❧ ❙t❛t✐♦♥❛r② ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥tr❛❝t ❯♥✲

❞❡r ❆s②♠♠❡tr✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ t✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ yt ❜✉t ♥♦t et ✭st✐❧❧✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t r❡♠❛✐♥s ♥♦♥✲

✈❡r✐✜❛❜❧❡✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛st ♦✉t♣✉t ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡

✇❛❣❡ ❛♥ ❛❣❡♥t r❡❝❡✐✈❡s ❛❢t❡r ❛ s✉❝❝❡ss ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ w+
t ✱ ✇❤✐❧❡ w−

t ❡q✉❛❧s

t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❛❢t❡r yt−1 = 0✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳ ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ♦✉t❝♦♠❡✱ t❤❡

♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ❛♥❞ ✜r❡s t❤❡ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− αt✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✐♠✐♥❣✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥② ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ❛❣❡♥t r❡❝❡✐✈❡s ❤✐s

✇❛❣❡✳ ❚❤❡♥✱ ❡✛♦rt ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t r❡❛❧✐③❡❞✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❧❡❛✈❡s ❢♦r

❡①♦❣❡♥♦✉s r❡❛s♦♥s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1− γ)✳ ■❢ yt = θ✱ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡♥ts r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ♦✛❡r ✇❤❡r❡

♥❡①t✲♣❡r✐♦❞✬s ✇❛❣❡ ✐s w+
t ✳ ■❢ yt = 0✱ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❡✐t❤❡r ❣❡t ✜r❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1 − αt)✮ ♦r r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ♦✛❡r ✇❤❡r❡ ♥❡①t✲♣❡r✐♦❞✬s ✇❛❣❡ ✐s w−
t ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t

■ r❡str✐❝t α t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✵ ❛♥❞ ✶ ✭❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

t❤✐s ♣❛♣❡r✮✳ ❚❤✐s ✐s s♦❧❡❧② ❞♦♥❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ ❛ ♣✉❜❧✐❝ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡✳ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ α ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ ♠✐①❡❞

str❛t❡❣②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❦❡❡♣ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇ ♦✉t♣✉t ✲ ❛s ♥❡✇ ❛❣❡♥ts

❤❛✈❡ t♦ r❡❝❡✐✈❡ w+✱ ❛♥❞ w+ > w−✳✶✵

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✿ ■t ♠❛② ♥❡✈❡r ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ❤✐♠ ❛❢t❡r ❛ ❤✐❣❤ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✇❛❣❡ ❛ ♥❡✇ ❛❣❡♥t r❡❝❡✐✈❡s✱ w1✱

❤❛s t♦ ❜❡ ❛t ❧❡❛st ❛s ❤✐❣❤ ❛s w+ ✭♦❜✈✐♦✉s❧②✱ w+ ≥ w−✮✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ✭◆❘✮ ❝♦♥str❛✐♥t

w1 ≥ w+. ✭◆❘✮

❆❢t❡r ❛ s✉❝❝❡ss ♦r ✇❤❡♥ st❛rt✐♥❣ ❛ ♥❡✇ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❛❣❡ w+ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❛✐❞✱

t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ♣❛②♦✛ ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❤❡r ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✱ ❣✐✈✐♥❣

Π+ ≥ 0, ✭■❘P✮

✇❤❡r❡ Π+ = e∗θ − w+ + δ [γ (eΠ+ + (1− e)Π−) + (1− γ)Π1] ✐s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ♣❛②♦✛ str❡❛♠ ✐❢

♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞ ✇❛s ❤✐❣❤✳

❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ■ ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t✬s ♣❛②♦✛ str❡❛♠ ❛❢t❡r ❛ ❤✐❣❤

♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞ U+ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇ ♦✉t♣✉t U−✳ ◆♦t❡ t❤❛t

U+ = w+ − c(e) + δγ
[

eU+ + (1− e)
(

αU− + (1− α)U
)]

❛♥❞

U− = w− +−c(e) + δγ
[

eU+ + (1− e)
(

αU− + (1− α)U
)]

.

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ✉t✐❧✐t② ❛❢t❡r ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ✭❛❣❛✐♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t w− ≤ w+✮ ♠✉st

♥♦t ❜❡ ❜❡❧♦✇ ❤✐s ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✱ ✐♠♣❧②✐♥❣

✶✵◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ st❛t✐♦♥❛r② str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✲ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✲
✐s ♥♦t ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✷✺



U− ≥ U. ✭■❘❆✮

❆♥ ❛❣❡♥t✬s ❡✛♦rt ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❤✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✭■❈✮ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇✐t❤

e∗ ∈ ❛r❣♠❛①− c(e) + δγ
[

eU+ + (1− e)
(

αU− + (1− α)U
)]

. ✭■❈✮

❋✐♥❛❧❧②✱ α ∈ {0, 1}✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❣❡s ♣❛✐❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠✉st ❡①❝❡❡❞ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠

✇❛❣❡✳

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ■ s❡t U = 0 ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✜r♠ ♣r❡s❡♥t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❤❛s ♥♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♠② r❡s✉❧ts✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ st❛rt✐♥❣ ❛ ♥❡✇ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ✐✳❡✳✱

♠❛①
e,α,w+,w−

Π1 = eθ − w1 + δ
[

γ
(

eΠ+ + (1− e)Π−
)

+ (1− γ)Π1

]

,

s✉❜❥❡❝t t♦ ✭◆❘✮✱ ✭■❘P✮✱ ✭■❘❆✮ ❛♥❞ ✭■❈✮✳

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✭◆❘✮ ✇✐❧❧ ❜✐♥❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ♦✉t♣✉t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ❡✛♦rt ♠❛❦❡s

✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡✛♦rt✳ ❙✐♥❝❡

U− =
w−−c(e∗)+δγe∗(w+−w−)

1−δγ(e∗+(1−e∗)α) ❛♥❞ U+ =
w+−c(e∗)−δγ(1−e∗)α(w+−w−)

1−δγ(e∗+(1−e∗)α) ✱ ❡✛♦rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜②

−c′ (1− δγ (e∗ + α(1− e∗))) + δγ
(

w+ − αw− − αδγ
(

w+ − w−
)

− (1− α) c(e∗)
)

= 0

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ■ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧s ❢♦r α = 0 ❛♥❞ ❢♦r α = 1 s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞

t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ ♣r♦✜ts✳

✭❆✮ α = 1

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ Π+ = e∗θ−w++δγ(1−e)(w+−w−)
1−δ

✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ❡✛♦rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② −c′ +

δγ (w+ − w−) = 0✳

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♠❡ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ w+ = c′

δγ
+ w− ✐♥t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡

▲❛❣r❛♥❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t w+ > w− ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ w+ > w✮

L =
e∗θ− c′

δγ
+(1−e∗)c′−w−

1−δ
+ λIRPΠ

+ + λIRA
w−−c(e∗)+e∗c′

1−δγ
+ λMW (w− − w)

❋✐rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

∂L

∂e
=

θ − c′′

δγ
+ (1− e∗)c′′ − c′

1− δ
+ λIRP

∂Π+

∂e
+ λIRA

ec′′

1− δγ
= 0 ✭✹✮

❛♥❞

✷✻



∂L

∂w−
=

−1

1− δ
+ λIRP

∂Π+

∂w−
+ λIRA

1

1− δγ
+ λMW = 0. ✭✺✮

❆ss✉♠✐♥❣ λIRP = 0✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✮ ❣✐✈❡s t❤❛t ❡✐t❤❡r ✭■❘❆✮ ♦r ✭▼❲✮ ♠✉st ❜✐♥❞✳ ❋✐rst✱

❛ss✉♠❡ t❤❛t w ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t❤❛t ✭▼❲✮ ✐s s❧❛❝❦✳ ❚❤❡♥✱ λIRA = 1−δγ
1−δ

❛♥❞

θ − c′ − c′′
1− δγ

δγ
= 0. ✭✻✮

◆♦✇✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✭▼❲✮ ❜✐♥❞s✳ ■❢ ✭■❘❆✮ ❞♦❡s ♥♦t ❜✐♥❞✱ ✭✹✮ ❣✐✈❡s t❤❛t ❡✛♦rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜②

θ − c′ − c′′
(

1− δγ(1− e∗)

δγ

)

= 0. ✭✼✮

❙✐♥❝❡ ❡✛♦rt ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ w✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤✱ ✭▼❲✮ ❛♥❞ ✭■❘❆✮

❜✐♥❞✱ ❛♥❞ ❡✛♦rt ✐s ❛t ❧❡✈❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✼✮✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❜❡❝♦♠❡s ❜✐♥❞✐♥❣✱ ❡✛♦rt ✜rst ❞❡❝r❡❛s❡s ✭s✐♥❝❡ w = c(e∗)−

e∗c′ ✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳

❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❜✐♥❞✱ dΠ1
dw

= 0

■❢ ✐t ❜✐♥❞s dΠ1
dw

=

de∗

dw

(

θ−c′′−c′
(1−δγ(1−e∗))

δγ

)

−1

1−δ
✳

■♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ de∗

dw
< 0✱ θ − c′ − c′′

(

1−δγ(1−e∗)
δγ

)

< 0✱ ❤❡♥❝❡ dΠ1
dw

> − 1
1−δ

✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❢♦r de
dw

= 0✱ dΠ1
dw

= − 1
1−δ

✳

✭❇✮ α = 0

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ Π+ = e∗θ−w+

1−δ
✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ❡✛♦rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

−c′ (1− δγe∗) + δγ (w+ − c(e∗)) = 0✳

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♠❡ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ w+ = c′

δγ
(1− δγe∗)+c(e∗) ✐♥t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤

❣✐✈❡s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ✭■❘❆✮ ❝❛♥♥♦t ❜✐♥❞ ✲ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ❛❧✇❛②s

✜r❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❧♦✇ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❜✉t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡❝❡✐✈❡s ❛ r❡♥t ✇❤❡♥ ♦✉t♣✉t ✇❛s ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

✇❤❡♥ ♥❡✇❧② ❤✐r❡❞✮

L =
eθ− c′

δγ
(1−δγe)−c(e)

1−δ
+ λIRPΠ

+ + λMW

(

c′

δγ
(1− δγe) + c(e)− w

)

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡q✉❛❧s

∂L

∂e
=

θ − c′′

δγ
(1− δγe∗)

1− δ
+ λIRP

∂Π+

∂e
+ λMW

c′′

δγ
(1− δγe∗) = 0 ✭✽✮

❆❣❛✐♥✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t λIRP = 0✳

❲❤❡♥ λMW = 0✱ ❡✛♦rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

θ −
c′′

δγ
(1− δγe∗) = 0. ✭✾✮

✷✼



■❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s s✉✛❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❢♦r λMW > 0✱ ❡✛♦rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

w =
c′

δγ
(1− δγe∗) + c(e∗). ✭✶✵✮

❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❜✐♥❞✱ de∗

dw
= dΠ1

dw
= 0✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❜✐♥❞s✱ de∗

dw
= 1

c′′
(1−δγe∗)

δγ

> 0 ❛♥❞ dΠ1
dw

=
de∗

dw
θ−1

1−δ
> − 1

1−δ
✳

❚❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ♠❡ t♦ ♣r♦✈❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✿ ❆ss✉♠❡ ❡✛♦rt ✐s ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♦✉t♣✉t ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

t♦ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡✛♦rt ✐♥ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇

✐❢ ♥♦ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ■❢ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s

♣r♦✜ts ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ w# s✉❝❤ t❤❛t α = 1 ❢♦r w ≤ w# ❛♥❞ α = 0 ❢♦r

w > w#✳ ❊✛♦rt ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳

❼ ■❢ w ≤ w# ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❜✐♥❞s✱ ✐✳❡✳ ❞❡t❡r♠✐♥❡s w−✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❤r❡s❤♦❧❞

w′ s✉❝❤ t❤❛t de∗

dw
< 0 ❢♦r w ≤ w′ ❛♥❞ de∗

dw
= 0 ❢♦r w > w′✳

❼ ■❢ w > w# ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❜✐♥❞s✱ t❤❡♥ de∗

dw
> 0

Pr♦♦❢ ✿ ■❢ ♥♦ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐s ♣r❡s❡♥t Π1(α = 0) =
e∗θ− c′

δγ
(1−δγ)−c(e∗)−c′(1−e∗)

1−δ
❛♥❞ Π1(α =

1) =
e∗θ− c′

δγ
(1−δγ)−c(e∗)

1−δ
❀ t❤✉s✱ Π1(α = 1) > Π1(α = 0) ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ α = 1

✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡✛♦rt ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✮ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✐ts ❡✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t Π1(α = 1) =
e∗θ− c′

δγ
(1−δγ)−c(e∗)

1−δ
✐s st✐❧❧ t❤❡ tr✉❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡

t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❜✐♥❞s✱ ❜✉t λIRA > 0 ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t α = 0 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧

❛s ❧♦♥❣ ❛s ✭■❘❆✮ ❜✐♥❞s✳

❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ w#✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❜✐♥❞s ❜✉t ✭■❘❆✮ ✐s s❧❛❝❦✱
dΠ1(α=1)

dw
= − 1

1−δ
✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ dΠ1

dw
≥ − 1

1−δ
✱ ✇✐t❤ ❛ str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r w s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳

❙✐♥❝❡ α = 1 ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r w s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

❡①✐sts✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❝❛s❡s ✭❆✮ ❛♥❞ ✭❇✮ ❛❜♦✈❡✳

✷✽
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▼✐♠❡♦✱ ❯❈▲❆✱ ✷✵✶✸✳
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❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐t❡r❛t✉r❡✱ ❱♦❧✳ ✷✵ ✭✶✾✽✷✮✱ ♣♣✳ ✹✽✼✲✺✷✽✳
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❊❧s❡✈✐❡r✱ ✶✾✾✾✳

❬✼❪ ❇✉❧❧✱ ❈✳ ✏❚❤❡ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❙❡❧❢✲❊♥❢♦r❝✐♥❣ ■♠♣❧✐❝✐t ❈♦♥tr❛❝ts✳✑ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✶✵✷ ✭✶✾✽✼✮✱ ♣♣✳ ✶✹✼✲✶✺✾✳
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❬✾❪ ❈❛r❞✱ ❉✳✱ ❑r✉❡❣❡r✱ ❆✳❇✳ ✏▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡s ❛♥❞ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t✿ ❆ ❈❛s❡ ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❋❛st✲
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♠✉♠ ❲❛❣❡✳ Pr✐♥❝❡t♦♥✿ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✺✳
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❲❛❣❡s✳✑ ❈❊❙✐❢♦ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ◆♦✳ ✸✶✹✾✱ ▼✉❡♥❝❤❡♥✳✱ ✷✵✶✵✳
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t✐♠❛t❡s ❯s✐♥❣ ❈♦♥t✐❣✉♦✉s ❈♦✉♥t✐❡s✳✑ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✾✷

✭✷✵✶✮✱ ♣♣✳ ✾✹✺✲✾✻✹✳
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■♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ▲❛❜♦r ❘❡❧❛t✐♦♥s ❘❡✈✐❡✇✱ ❱♦❧✳ ✻✵ ✭✷✵✵✼✮✱ ♣♣✳ ✺✷✷✲✺✹✸✳

❬✶✻❪ ❋❛❧❦✱ ❆✳✱ ❋❡❤r✱ ❊✳✱ ❩❡❤♥❞❡r✱ ❈✳ ✏❋❛r✐♥❡ss P❡r❝❡♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❘❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❲❛❣❡s ✲ ❚❤❡ ❇❡❤❛✈✲

✐♦r❛❧ ❊✛❡❝ts ♦❢ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡ ▲❛✇s✳✑ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✶✷✶ ✭✷✵✵✻✮✱

♣♣✳ ✶✸✹✼✲✶✸✽✶✳

❬✶✼❪ ❋❧✐♥♥✱ ❈✳ ✏❲❛❣❡ ❛♥❞ ❏♦❜ ▼♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❨♦✉♥❣ ❲♦r❦❡rs✳✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ❱♦❧✳

✾✹ ✭✶✾✽✻✮✱ ♣♣✳ ✽✽✲✶✶✵✳

❬✶✽❪ ❋❧✐♥♥✱ ❈✳ ✏▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡ ❊✛❡❝ts ♦♥ ▲❛❜♦r ▼❛r❦❡t ❖✉t❝♦♠❡s ✉♥❞❡r ❙❡❛r❝❤✱ ▼❛t❝❤✐♥❣✱

❛♥❞ ❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❈♦♥t❛❝t ❘❛t❡s✳✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ❱♦❧✳ ✼✹ ✭✷✵✵✻✮✱ ♣♣✳ ✶✵✶✸✲✶✵✻✷✳

❬✶✾❪ ❋r❡❡♠❛♥✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❇✳ ✏❚❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡ ❛s ❛ ❘❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❚♦♦❧✳✑ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱

❱♦❧✳ ✹✸✻ ✭✶✾✾✻✮✱ ♣♣✳ ✻✸✾✲✻✹✾✳

❬✷✵❪ ❋♦♥❣✱ ❨✳✱ ▲✐✱ ❏✳ ✏❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥tr❛❝ts✱ ❊✣❝✐❡♥❝② ❲❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t ❉②♥❛♠✐❝s✳✑

▼✐♠❡♦✱ ◆♦rt❤✇❡st❡r♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✶✵✳

❬✷✶❪ ●❛❧✐♥❞♦✲❘✉❡❞❛✱ ❋✳✱ P❡r❡✐r❛✱ ❙✳ ✏❚❤❡ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡ ♦♥ ❇r✐t✐s❤

❋✐r♠s✳✑ ❋✐♥❛❧ ❘❡♣♦rt t♦ t❤❡ ▲♦✇ P❛② ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡

❆♥♥✉❛❧ ❘❡s♣♦♥❞❡♥ts ❉❛t❛❜❛s❡ ✭✷✵✵✹✮✳

❬✷✷❪ ●❤♦s❤✱ P✳✱ ❘❛②✱ ❉✳ ✏❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦♠♠✉♥✐t② ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❋❧♦✇✑✱

❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ❱♦❧✳ ✻✸ ✭✶✾✾✻✮✱ ♣♣✳ ✹✾✶✲✺✶✾✳

❬✷✸❪ ●r♦ss❜❡r❣✱ ❆✳❏✳✱ ❙✐❝✐❧✐❛♥✱ P✳ ✏❉♦ ▲❡❣❛❧ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡s ❈r❡❛t❡ ❘❡♥ts❄ ❆ ❘❡✲❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❊✈✐❞❡♥❝❡✳✑ ❙♦✉t❤❡r♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ✻✾ ✭✶✾✾✸✮✱ ♣♣✳ ✷✵✶✲✷✵✾✳

❬✷✹❪ ●r♦ss♠❛♥✱ ❏✳❇✳ ✏❚❤❡ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡ ♦♥ ❖t❤❡r ❲❛❣❡s✳✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍✉♠❛♥

❘❡s♦✉r❝❡s✱ ❱♦❧✳ ✶✽ ✭✶✾✽✸✮✱ ♣♣✳ ✸✺✾✲✸✼✽✳

❬✷✺❪ ❍❡②❡s✱ ❏✳✱ ●r❛②✱ ❆✳ ✏❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❛t✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ✐♥ s♠❛❧❧

✜r♠s✳✑ ❍✉♠❛♥ ❘❡s♦✉r❝❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❏♦✉r♥❛❧✱ ❱♦❧✳ ✶✸ ✭✷✵✵✸✮✱ ♣♣✳ ✼✻✲✽✻✳

❬✷✻❪ ❍♦❧③❡r✱ ❍✳❏✳✱ ❑❛t③✱ ▲✳❑✳✱ ❑r✉❡❣❡r✱ ❆✳❇✳ ✏❏♦❜ ◗✉❡✉❡s ❛♥❞ ❲❛❣❡s✳✑ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✶✵✻ ✭✶✾✾✶✮✱ ♣♣✳ ✼✸✾✲✼✻✽✳

❬✷✼❪ ❑❛❞❛♥✱ ❖✳✱ ❙✇✐♥❦❡❧s✱ ❏✳ ▼✳ ✏▼✐♥✐♠✉♠ P❛②♠❡♥ts ❛♥❞ ■♥❞✉❝❡❞ ❊✛♦rt ✐♥ ▼♦r❛❧ ❍❛③❛r❞

Pr♦❜❧❡♠s✳✑ ▼✐♠❡♦✱ ◆♦rt❤✇❡st❡r♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✵✾✳

✸✵



❬✷✽❪ ❑❛❞❛♥✱ ❖✳✱ ❙✇✐♥❦❡❧s✱ ❏✳ ▼✳ ✏▼✐♥✐♠✉♠ P❛②♠❡♥ts✱ ■♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❛♥❞ ▼❛r❦❡ts✳✑ ▼✐♠❡♦✱

◆♦rt❤✇❡st❡r♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✶✵✳

❬✷✾❪ ❑❛t③✱ ▲✳✱ ❑r✉❡❣❡r✱ ❆✳❇✳ ✏❚❤❡ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❋❛st ❋♦♦❞ ■♥❞✉str②✳✑

■♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ▲❛❜♦r ❘❡❧❛t✐♦♥s ❘❡✈✐❡✇✱ ❱♦❧✳ ✹✻ ✭✶✾✾✽✮✱ ♣♣✳ ✻✲✷✶✳

❬✸✵❪ ❑r❛♥t♦♥✱ ❘✳ ✏❚❤❡ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲❛✇✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

❛♥❞ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ❱♦❧✳ ✶✷ ✭✶✾✾✻✮✱ ♣♣✳ ✷✶✹✲✷✸✸✳

❬✸✶❪ ▲❡❡✱ ❉✳❙✳ ✏❲❛❣❡ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✾✽✵s✿ ❘✐s✐♥❣ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ♦r

❋❛❧❧✐♥❣ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡❄✑ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✶✶✹ ✭✶✾✾✾✮✱ ♣♣✳ ✾✼✼✲✶✵✷✸✳

❬✸✷❪ ▲❡✈✐♥✱ ❏✳ ✏▼✉❧t✐❧❛t❡r❛❧ ❈♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳✑ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✶✶✼ ✭✷✵✵✷✮✱ ♣♣✳ ✶✵✼✺✲✶✶✵✸✳

❬✸✸❪ ▲❡✈✐♥✱ ❏✳ ✏❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ■♥❝❡♥t✐✈❡ ❈♦♥tr❛❝ts✳✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ❱♦❧✳ ✾✸ ✭✷✵✵✸✮✱

♣♣✳ ✽✸✺✲✽✺✼✳

❬✸✹❪ ▲♦✇ P❛② ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✏❚❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▼✐♥✐♠✉♠❲❛❣❡ ✲ ▼❛❦✐♥❣ ❛ ❉✐✛❡r❡♥❝❡✳✑ ❚❤✐r❞ ❘❡♣♦rt

♦❢ t❤❡ ▲♦✇ P❛② ❈♦♠♠✐ss✐♦♥✱ ❱♦❧✳ ✶ ✭✷✵✵✶✮✳

❬✸✺❪ ▼❛❝❤✐♥✱ ❙✳✱ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ❆✳ ✏❚❤❡ ❊✛❡❝ts ♦❢ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡s ♦♥ ❲❛❣❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❊♠✲

♣❧♦②♠❡♥t✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❯✳❑✳ ❲❛❣❡ ❈♦✉♥❝✐❧s✳✑ ■♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ▲❛❜♦r ❘❡❧❛t✐♦♥s ❘❡✲

✈✐❡✇✱ ❱♦❧✳ ✹✼ ✭✶✾✾✹✮✱ ♣♣✳ ✸✶✾✲✸✷✾✳

❬✸✻❪ ▼❛❝❤✐♥✱ ❙✳✱ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ❆✳✱ ❘❛❤♠❛♥✱ ▲✳ ✏❲❤❡r❡ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡ ❇✐t❡s ❍❛r❞✿ ■♥tr♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡s t♦ ❛ ▲♦✇ ❲❛❣❡ ❙❡❝t♦r✳✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❱♦❧✳ ✶ ✭✷✵✵✸✮✱ ♣♣✳ ✶✺✹✲✶✽✵✳

❬✸✼❪ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ❆✳✱ ❡❞✳▼♦♥♦♣s♦♥② ✐♥ ▼♦t✐♦♥✿ ■♠♣❡r❢❡❝t ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ ▲❛❜♦r ▼❛r❦❡ts✳ Pr✐♥❝❡✲

t♦♥✿ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✸✳

❬✸✽❪ ▼❛❝▲❡♦❞✱ ❲✳❇✳✱ ✏❖♣t✐♠❛❧ ❈♦♥tr❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❙✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✳✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ❱♦❧✳ ✾✸ ✭✷✵✵✸✮✱ ♣♣✳ ✷✶✻✲✷✹✵✳

❬✸✾❪ ▼❛❝▲❡♦❞✱ ❲✳❇✳✱ ▼❛❧❝♦♠s♦♥✱ ❏✳▼✳ ✏■♠♣❧✐❝✐t ❈♦♥tr❛❝ts✱ ■♥❝❡♥t✐✈❡ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ■♥✲

✈♦❧✉♥t❛r② ❯♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ❱♦❧✳ ✺✼ ✭✶✾✽✾✮✱ ♣♣✳ ✹✹✼✲✹✽✵✳

❬✹✵❪ ▼❛❝▲❡♦❞✱ ❲✳❇✳✱ ▼❛❧❝♦♠s♦♥✱ ❏✳▼✳ ✏▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛r❦❡ts✳✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✲

✈✐❡✇✱ ❱♦❧✳ ✽✽ ✭✶✾✾✽✮✱ ♣♣✳ ✸✽✽✲✹✶✶✳

❬✹✶❪ ▼✐❧❧❡r✱ ❘✳ ✏❏♦❜ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ❈❤♦✐❝❡✳✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ❱♦❧✳

✾✷ ✭✶✾✽✹✮✱ ♣♣✳ ✶✵✽✻✲✶✶✷✵✳

✸✶



❬✹✷❪ ◆❡✉♠❛r❦✱ ❉✳✱ ❲❛s❝❤❡r✱ ❲✳▲✳ ✏▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡s ❛♥❞ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t✳✑ ■❩❆ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡r

✷✺✼✵✱ ✷✵✵✼✳

❬✹✸❪ ◆❡✉♠❛r❦✱ ❉✳✱ ❲❛s❝❤❡r✱ ❲✳▲✳✱ ❡❞s✳ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✿ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✷✵✵✽✳

❬✹✹❪ P♦rt✉❣❛❧✱ P✳✱ ❈❛r❞♦s♦✱ ❆✳❘✳ ✏❉✐s❡♥t❛♥❣❧✐♥❣ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡ P✉③③❧❡✿ ❆♥ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢

❲♦r❦❡r ❆❝❝❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s✳✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ❱♦❧✳

✹ ✭✷✵✵✻✮✱ ♣♣✳ ✾✽✽✲✶✵✶✸✳

❬✹✺❪ ❘❛❞♥❡r✱ ❘✳ ✏▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❆❣r❡❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❘❡♣❡❛t❡❞ Pr✐♥❝✐♣❛❧✲❆❣❡♥t ❘❡❧❛✲

t✐♦♥s❤✐♣✳✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ❱♦❧✳ ✹✾ ✭✶✾✽✶✮✱ ♣♣✳ ✶✶✷✼✲✶✶✹✽✳

❬✹✻❪ ❘❡❜✐t③❡r✱ ❏✳❇✳✱ ❚❛②❧♦r✱ ▲✳❏✳ ✏❚❤❡ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ▼✐♥✐♠✉♠ ❲❛❣❡ ▲❛✇s ✲ ❙♦♠❡ ◆❡✇

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ■❞❡❛s✳✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✺✻ ✭✶✾✾✺✮✱ ♣♣✳ ✷✹✺✲✷✺✺✳

❬✹✼❪ ❘✐③♦✈✱ ▼✳✱ ❈r♦✉❝❤❡r✱ ❘✳ ✏❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❯❑ ♥❛t✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②

❜② ❧♦✇✲♣❛②✐♥❣ s❡❝t♦rs ❛♥❞ ✜r♠✲s✐③❡ ❣r♦✉♣s✳✑ ❘❡♣♦rt t♦ t❤❡ ▲♦✇ P❛② ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ✭✷✵✶✶✮✳

❬✹✽❪ ❙tr♦❜❧✱ ❊✳✱ ❲❛❧s❤✱ ❋✳ ✏❚❤❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡s ♦♥ ❤♦✉rs✳✑ ▲❛❜♦✉r ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝s✱ ❱♦❧✳ ✶✽ ✭✷✵✶✶✮✱ ♣♣✳ ✷✶✽✲✷✷✽✳

❬✹✾❪ ❲❛ts♦♥✱ ❏✳ ✏❙t❛rt✐♥❣ ❙♠❛❧❧ ❛♥❞ ❘❡♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ❱♦❧✳ ✽✺

✭✶✾✾✾✮✱ ♣♣✳ ✺✷✲✾✵✳

❬✺✵❪ ❨❛♥❣✱ ❍✳ ✏❊✣❝✐❡♥❝② ❲❛❣❡s ❛♥❞ ❙✉❜❥❡❝t✐✈❡ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ P❛②✳✑ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥q✉✐r②✱ ❱♦❧✳ ✹✻

✭✷✵✵✽✮✱ ♣♣✳ ✶✼✾✲✶✾✻✳

❬✺✶❪ ❨❛♥❣✱ ❍✳ ✏◆♦♥st❛t✐♦♥❛r② ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥tr❛❝ts ✇✐t❤ ❆❞✈❡rs❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✳✑ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ❱♦❧✳ ✺✹ ✭✷✵✶✸✮✱ ♣♣✳ ✺✷✺✲✺✹✼✳

✸✷


