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Zur Erzeugung separabler Algebren.
Von

Friedrich Kasch in Gottingen.

Durch den bekannten Satz vom primitiven Element wird
die Frage nach einer einfachen Erzeugung separabler Korper-
erweiterungen beantwortet. A. A. Albert stellte die gleiche Frage
fir separable Algebren und zeigte [1], dass eine separable Alge-
bra A/F ein oder zwei erzeugende Elemente iiber F besitzt, je
nach dem, ob sie kommutativ ist oder nicht. Dabei versteht
man unter einer separablen Algebra A/F eine halbeinfache Al-
gebra endlichen Ranges iiber einem Korper F' mit unendlich
vielen Elementen, bei der das Zentrum eines jeden ihrer ein-
fachen Summanden separabel iiber F ist.

Andererseits gilt der Satz [2], dass ein Schiefkorper K end-
lichen Ranges iiber seinem Zentrum Z zwei beziiglich eines
inneren Automorphismus konjugierte erzeugende Elemente iiber
7 besitzt: K = Z (a, tat=!). Aus dem Beweis dieses Satzes ent-
nimmt man ferner, dass man fiir ¢ ein erzeugendes Element eines
beliebigen maximalen kommutativen, iiber Z separablen Unter-
korpers von K wahlen kann.

Kombiniert man diese Tatsache mit der Schlussweise von
A. A. Albert, so erhalt man den folgenden Satz, der die beiden
angefithrten Ergébnisse umfasst:

Jede separable Algebra A/F hezitzt zwel beziiglich eines in-
neren Automorphismus kenjugierte erzeugende KElemente iiber
F:A=F (¢, tar). ‘

Zum Beweis betrachten wir zunichst den Fall, dass 4 eine
einfache separable Algebra ist. Dann ist A4 isomorph zum
direkten Produkt eines vollen Matrizenringes M wund eines
Schiefkorpers K iiber dem Zentrum Z von K : A = K x M. Nach
Voraussetzung ist Z separabel iiber F. K enthilt bekanntlich
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einen iiber Z separablen, maximalen kommutativen Unterkorper 4,
der dann ein erzeugendes Element iiber F besitzt: H = F (a).

Bezeichnet man mit d;; (i,j = 1, ..., m) die Matrixeinheiten
von M, so erzeugen die Elemente d; (i =1, ..., m) eine Alge-
bra Q iiber Z, Q =Z (dy, ..., dnn), und wir bezeichnen das
direkte Produkt von @ und H iiber Z mit R = @ x H.

Im folgenden geben wir zwei innere Automorphismen von
A an, erzeugt durch die Elemente ¢’ und <", derart, dass
(Rr'-1, ’'R"-1!) = A ist. Dann ist auch (R,7Rr!) = A mit
v = 7/~17". Bezeichnet e das Einselement von A4, so sei

v =t(e—fdpmi) (€ —dn1ms) (6 —dpnsms) ... (6—dz)
= (et dp_1m) e+ dpypa)... (6 +dy)-

Dabei sei fe F so gewahlt, dass f(1 + f)=+0 ist, und ¢ ein
solches Element aus K, dass K = F (a, tat~) gilt. Dann enthalt
(’Rc'-1,7"Ry"-1) = V offenbar den Schiefkérper K. Um V = A4
nachzuweisen, bleibt zu zeigen, dass V alle Matrixeinheiten
enthélt.

Ubt man die durch 7z’ und 7" erzeugten inneren Automor-
phismen auf die Elemente d;; (+ = 1, ..., m) aus, so folgt, wenn
man noch fiir ¢ < 1d; = 0 definiert:

vdt' ' =d; iy +di— (dir1i1 +diry ) +— - ..
F (— 1) (dp g o1 FAmr o) + (— 1) f (D i—1 d ) Tl 2 <m
T'dmmT,_l = dmm + fdm m—1>
Td;t"  =d; i+ i — iy o+1 +diitr) +— -
F+(— 1) (dimyp + i) fir 2 =1, ...,m.

Dies sieht man unmittelbar ein, wenn man nacheinander
die durch die Faktoren e—d; von 7’ bzw. e - d,; von 7" er-
zeugten inneren Automorphismen ausiibt und beriicksichtigt,
dass (e —d;)'=e +d,; fur i 7 ist.

Wegen v'd,,,v 7' dpmt"t = (1 +f)dpm mit 1 4 f3=0 liegt
dpmm in V. Wegen f30 ist dann auch f-1 (v'd ' —d ) = 1
in V enthalten. Ferner gilt fir ¢ <m

('—' l)m—if—l dmmt,diir’—l & dm i—1 + dmi .

Wegen d,, ,,—¢V liegen daher alle d,,(:=1,...,m) in V
und entsprechend sieht man ein, dass auch die Elemente
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d;n (1 =1,...,m) in V enthalten sind. Folglich gilt d,;cV{¢,j= 1, . .,m)
und es ist wie behauptet V = A.

Sei nun A eine beliebige separable Algebra mit der direkten
Summendarstellung

1=1

A= X4

so kennzeichnen wir die den bisherigen Uberlegungen entsprech-
enden Grossen eines jeden einfachen Summanden A4; durch des-
sen Index. Wie Albert [1] zeigt, besitzt die Algebra

R = i R;
n=1
ein erzeugendes Element iiber F, R = F (a), wobei offenbar gilt
eR=R;,=F (¢;a) = F (a,).
Wir betrachten nun die Algebra A’ = F (a, rar!), wobei

n
— al 5 - [_1 "
r= Yo=Y
i—1 i=1

ist. Wegen eeA’ ist auch e¢;4’¢A’. Nun ist aber
e A" =F (¢, 1;0;7,71) = (R, ;. RxY) = A,
also 4’ = A und der Beweis gefiihrt.
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