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15. Ekkehart Schlicht
Eine neoklassische Theorie der Vermogensverteilung (1975)

Stiglitz’ Theorie (Studientext 14) wird hier modifiziert, indem statt einer
konstanten eine zunehmende marginale Sparquote angenommen wird. Es
wird gezeigt, dafl das Modell stabile Zweiklassenverteilungen erkliren
kann, wie sie in den Abbildungen 2 und 3 (S. 275 f.) dargestellt sind.

1. Einleitung

In seinem bahnbrechenden Artikel {iber wirtschaftliches Wachstum be-
merkte Solow: «Jede Theorie stiitzt sich auf Annahmen, die nicht ganz wahr
sind. Das gerade macht sie zur Theorie. Die Kunst der erfolgreichen Theo-
riebildung besteht darin, die unvermeidlichen vereinfachenden Annahmen
so zu wihlen, daf3 die Endergebnisse nicht zu stark von den Vereinfachun-
gen beeinfluflt werden. Entscheidend ist eine Annahme dann, wenn die
Ergebnisse von ihr stark abhidngen; es ist deshalb wichtig, dal8 derartig
entscheidende Annahmen moglichst realistisch sind» (Solow, S. 58). Erstes
Ziel dieses Aufsatzes ist der Nachweis, daf8 in dem von Stiglitz vorge-
schlagenen Modell der Vermégensverteilung die Annahme einer linearen
Sparfunktion im obigen Sinne entscheidend ist. Wenn man sie durch die
Annahme einer konvexen Sparfunktion ersetzt, also eine steigende mar-
ginale Sparquote annimmt, kommt man zu qualitativ anderen Ergebnissen.
Da sich die Analyse betrachtlich vereinfachen laf3t, wenn man Duesenberrys
Relative-Einkommens-Hypothese verwendet (was zusitzlich die einfache
Beriicksichtigung von Harrod-neutralem technischen Fortschritt ermoglicht),
soll dieser Weg hier gewihlt werden.

Zweites Ziel des Aufsatzes ist eine mdglichst schliissige und vollstindige
Analyse des vorgestellten Modells. Erhofft ist damit eine Verbesserung
gegeniiber Stiglitz’ etwas heuristischer Diskussion seines Modells. Drittes
Ziel ist die Aufstellung der These, dal das Modell stabile Zweiklassen-
verteilungen erzeugt, wenn allen Individuen identische Verhaltensglei-
chungen (d. h. identische Sparfunktionen) zugesprochen werden. Unsere
Theorie erklart deshalb Pasinetti-Sparverhalten endogen. Satz 4 und Folge-
satz 2 liefen sich in der Aussage zusammenfassen, dafl das Gleichgewicht
mit der hdchsten Kapitalintensitdt stabil ist, vorausgesetzt, die Gesellschaft
ist in ausreichend kleine Gruppen aufgeteilt. Wenn folglich eine Zweiklas-
senverteilung eine hohere Kapitalintensitit aufweist als alle anderen Ver-
teilungen und wenn die Gruppen geniigend klein sind, ist diese Verteilung
stabil, und anderweitig gleiche Individuen besitzen in diesem stabilen
Gleichgewicht unterschiedlich hohe Vermégen.! (Der letzte Abschnitt be.
schiftigt sich mit einer dhnlichen Eigenschaft nichtstationdrer Losungen.)

1 Es laBt sich mit denselben Methoden nachweisen, da sich dieses Ergebnis auch

255


Ekkehart
Typewritten Text
Deutsche Fassung des Artikels "A Neoclassical Theory of Wealth Distribution", Jahrbücher für Nationalökonomie und Statistik 1975, 189(1/2), 78-96, übersetzt von Lucas Zeise, entnommen dem Buch Einführung in die Verteilungstheorie von Ekkehart Schlicht, Rowohlt 1976, veröffentlicht mit freundlicher Genehmigung des Übersetzers. 

Ekkehart
Typewritten Text

Ekkehart
Typewritten Text

Ekkehart
Typewritten Text

Ekkehart
Typewritten Text

Ekkehart
Typewritten Text

Ekkehart
Typewritten Text


2. Das Modell
2.1 Produktion und Faktorvergiitung

Was die Produktion anlangt, folgen wir Stiglitz und verwenden das tibliche
neoklassische Einsektorenmodell. Die Pro-Kopf-Produktion y ist eine zwei-
fach kontinuierlich differenzierbare Funktion y: R,— R, der Kapital
intensitiat k, die die iiblichen Bedingungen erfiillt:2

(1) y=y(k), y>0, y"<<0, y(0) =0, y'(0) =00, y'(o°) =0.

Unsere Theorie der Faktorentlohnung ist eine etwas verallgemeinerte Ver-
sion der Grenzproduktivititstheorie® Wir nehmen an, der Lohnsatz w
sei eine streng monoton steigende, stetig differenzierbare Funktion w:
R.— R, der Kapitalintensitit k, aber nicht grofer als das Grenzprodukt
der Arbeit. Auf diese Weise kénnen einige Aspekte monopolistischer
Preisbildung mitberiicksichtigt werden.

(2) w=wk), w>0 0<w<y—ky, wenn k>0, w(0) =0.

Dementsprechend ist der Zinssatz r eine abnehmende Funktion von k und
nicht kleiner als die Grenzproduktivitat des Kapitals. Das ergibt sich aus
der Buchfiihrungsgleichheit

(3) wtrk=y
und (2), d. h.

r(k): = %{y(k) —w(k)} =y’

(4) 1
r = T{(y' ~7) —w'} <0.

2.2, Vermdogens-Einkommensgruppen

Die Gesamtbevolkerung ist in 7 Gruppen aufgeteilt. a; bezeichnet den An-

t‘i’il der iten Gruppe (i = 1, 2,...,n) an der Gesamtbevolkerung. Wir haben
also

auf den Fall einer konvexen Ersparnisfunktion iibertragen ldft, wie er von
Stiglitz im Abschnitt «Nonlinear Savings Functionss diskutiert wird. (Stiglitz’
Behandlung ist demnach unkorrekt.)
2 R bezeichnet die Menge der reellen Zahlen, R, die Menge der nichtnegativen
reellen Zahlen. Der Kiirze halber schreiben wir f(oo) statt lim f(k) usw.

k— o0

3 Vgl. Stiglitz, S. 383, Fn. 4.
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(5) a; >0 fiir alle i, Za; = 1.

Alle Mitglieder derselben Gruppe besitzen das gleiche Vermégen. Es sei c;
das Pro-Kopf-Vermdgen in der Gruppe i. Es wird angenommen, dafl diese
Vermogen in der Form von Anspriichen an den gesamten Kapitalstock der
Wirtschaft gehalten werden. Die Kapitalintensitdt k ist deshalb identisch
mit dem durchschnittlichen Vermégen pro Kopf:

(6) Saici = k

Dariiber hinaus sollen alle Individuen das gleiche Arbeitseinkommen w
beziehen. Das Einkommen y; eines jeden Individuums der Gruppe i ist des-

halb:
(7) yi———w-{-rci:y-l-(c.;—k)r.

Aus 3, 5, 6 und 7 erhalten wir die Bestdtigung, dafd y das durchschnittliche
Einkommen ist:

(8] 2ay; =Y.

2.3. Das Sparverhalten

Der Hauptunterschied zur Analyse von Stiglitz besteht darin, daf3 sein:
Annahme einer konstanten marginalen Sparquote durch die Annahm:
einer steigenden marginalen Sparquote ersetzt wird. Es wird spéter deutlic-
werden, daf das zu einigen anderen Ergebnissen als bei Stiglitz fiihrt.
Wir betrachten ein Mitglied der Gruppe i, das das Einkommen y; bezieh .
Es sei s¢ der entsprechende Ersparnisbetrag. Wir nehmen an, s' sei ein:
wachsende Funktion von y; mit einer steigenden marginalen Sparquote, di:
sich bei wachsendem Einkommen an Eins annihert. Das Postulat einer
steigenden marginalen Sparquote ist die iibliche Lehrbuchannahme, die
sich durch den Gedanken begriinden ldfit, daf ein steigendes Einkommen
die Bedeutung «direkter» Konsumbediirfnisse gegeniiber den «indirekten»
Bediirfnissen — der Gewinnung wirtschaftlicher Unabhingigkeit und hoher
sozialer Stellung durch Vermdgensakkumulation — zurilicktreten lifit.
Gemifl der Relativen-Einkommens-Hypothese soll s* nicht nur von indi-
viduellen Einkommen y;, sondern auch vom allgemeinen Lebensstandard,
der sich als Durchschnittseinkommen y darstellt, beeinfluBlt sein. (Vgl.
Duesenberry, Kap. 3 und 4, sowie Friedman, Kap.6.) Wenn sowoh! y;
als auch y um einen gleichen Faktor ansteigen, wichst s' proportional mit,
d. h. die durchschnittliche Sparneigung des Individuums si/y; ist durch die
relative Einkommensposition des Individuums (dargestellt als y;/y) voll-
stindig bestimmt und vom absoluten Einkommensniveau unabhingig.
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Der Einfachheit halber definieren wir die Ersparnisfunktion nur fiir nicht-

negative Argumente und setzen voraus, daf3 die entsprechenden Ersparnis-
betrige nichtnegativ sind.*

Alle Individuen sollen sich gleich verhalten, d. h., sie haben alle die gleiche
Ersparnisfunktion s. Somit ist s’ eine zweifach stetig differenzierbare,
linear homogene Funktion s: R?,— R, von y; und y mit den folgenden
Eigenschaften (die Subskripte bezeichnen partielle Ableitungen):

(9) s'=s(yi, y) =0, 0=51<<1, 51(°°, y) =1, s1>0, 5(0,y) =0.
Die Lineathomogenitdt und Stetigkeit implizieren zusammen mit 9
(10) se(yi y) = slyily, 1) — s1(yi/y, 1)yi/y <0, s(ys 0) = yi

d. h. ein Ansteigen des Durchschnittseinkommens y bei einem konstanten
Individualeinkommen y; verringert die Ersparnisse, wahrend bei einem
Absinken die durchschnittliche Sparneigung gegen Eins strebt.

2.4. Die Akkumulationsgleichungen

In jeder Gruppe wichst die Bevilkerung mit der gleichen Rate > 0. Da-
her bleiben die a; iiber die Zeit hinweg konstant. Schliefilich nehmen wir an,
daR Kinder das Vermédgen ihrer Eltern zu gleichen Teilen erben. Die Ver-
inderung des Pro-Kopf-Vermdgens in der Zeit ist jetzt gegeben durch

(11) ¢ = s — nc;,

d‘. h., das Pro-Kopf-Vermégen erhdht sich durch die Ersparnisse und ver-
ringert sich durch #c; als Folge des Bevolkerungswachstums.
Mit Hilfe von 1, 4, 6, 7 und 9 kann 11 umgeschrieben werden als

(12) ¢i = s{y(k) + (ci — k)r(k), y(k)} — nci, k= Zajcj,

ilj__—I, 2,---,".

4 Wire die Erspamisfunktion auch fiir negative Argumente definiert, so wiirde
eine nicht abnehmende marginale Sparquote bei ausreichend negativem Individual-
einkommen negativen Konsum implizieren. Die Nichtnegativitiat des Sparens (bei
positiven Einkommen) wird postuliert, um die Nichtegativititsbedingungen fir
Einkommen bei der Behandlung des Modells nicht zu verletzen. Vom dkonomischen
Standpunkt ausememdrenenegative Ersparnisse langfristig nicht sehr viel Sinn,
und unser Modell sollte als langfristiges Modell verstanden werden.

Diese Schwierigkeiten liegen allerdings in Stiglitz’ Analyse auch vor. Er schligt
vor, k < 0 als Ergebnis einer Verschuldung gegeniiber dem Ausland aufzufassen
— ein nicht problemloser Vorschlag, da k <0 weder in der Produktionsfunktion
nodi als Determinante fiir Lohne und Zins einen Sinn ergibt (Stiglitz, S. 384,

Fn. 7).
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Mit Hilfe der Hilfsfunktion v, die als | u( L)
(13) w(c, k): =s{y(k) + (c — k)r(k)} — nc
definiert ist, kann das System 12 kiirzer wie folgt dargestellt werden:
(14) ¢ = ylci, Bajcs) i,j=1,2,...,n.

Dieses System von Differentialgleichungen ist definiert fiir alle Vermdgens-
verteilungen ¢ = (c1,¢e, ..., ¢x), die nichtnegative Einkommen zur Folge
haben, und daher auch fiir alle nichtnegativen Vermdgensverteilungen |
ceR” .. Es beschreibt die Entwicklung der Vermégensverteilung in der Zeit.
Unsere Aufgabe ist es nun, einige Eigenschaften méglicher Entwicklungen
zu untersuchen.®

3. Die Analyse
3.1. Vorbemerkungen

Beschaftigen wir uns zundchst mit einigen formalen Vorbemerkungen
anserer Analyse: Erledigen wir die Probleme der Existenz, Eindeutigkeit,
Nichtnegativitit und Beschranktheit der Losungen von 14. Der Einfachheit
halber beschrinken wir uns auf nichtnegative Vermdgensverteilungen
ceR”, , mit einer positiven Kapitalintensitat,

Hilfssatz 1

Fiir jede anfingliche nichtnegative Vermdgensverteilung ¢, = (¢1(0), c2(0),
., ca(0)) mit einer damit verbundenen positiven Kapitalintensitat
k, = 2aici(0) hat das System (14) eine eindeutige Losung

(15) C(t) = C(tl CO) = (Cl(tl CO) /IC2[t/ CO)/ LY C‘Il(t/ CO))
mit einem entsprechenden Zeitpfad der Kapitalintensitit
(16) k(t) = K(t, co): = ZaiCi(t, co),

die fiir alle nichtnegativen Zeitpunkte ¢ definiert ist. Sowohl C(t,¢,) als
auch K(t, ¢o) sind streng positiv fiir #>>0 und von oben beschrankt.  A\®

Bei Harrod-neutralem technischen Fortschritt kann 7 als die Summe von tech-
nischem Fortschritt und Bevolkerungswadhstum interpretiert werden.
6 Das Symbol A soll jeweils das Ende von Definitionen, Sitzen, Beweisen usw.

angeben.
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Beweis

1. Wir erinnern uns, daf y eine stetig differenzierbare Funktion ist. Ge-
mif dem Existenzsatz (Lasalle/Lefschetz, S. 27) gibt es fiir 14 genau eine
Losung 15, die durch R”, fortgefithrt werden kann. Um zu zeigen, dafl
diese Losung fiir alle positiven Zeitpunkte streng positiv bleibt, geniigt der
Nachweis, daB ¢(¢) den positiven Orthanten nicht verlassen kann, was durch
die folgenden beiden Aussagen impliziert ist:

(17) Es gibt ein 6 > 0 derart, daf8 aus k(t)(0), d) folgt: k(#) >0
(18) ci(t) = 0 und k(t) >0 impliziert ¢;(t) > 0.

Durch 17 wird die Posivitat von K(t,¢,) fiir k, > 0 gezeigt. Somit kann
k(t) >0 in 18 herangezogen werden, um die Positivitit von Ci(t, ¢o) fiir
t>0, coeR", ko >0 nachzuweisen.

1.1. Aussage 17 folgt unmittelbar. Aus 5, 6 und 12 entnehmen wir, daf8

(19) k= Zai =Zausly(k) + (. — k)r(k), y(k)} — k.
s11>>0 (d. h. Konvexitit in y;) und Homogenitdt von s implizieren
(20) k> s(1,1) - y(k) — nk.

Da y(0) =0, y¥'(0) = o© (aus 1) und da y’ stetig ist, ist 17 bewiesen.
1.2. Aussage 18 kann durch Verwendung von 2, 7, 9 und 12 nachgewiesen
werden:

(21) ¢ = s{w(k),y(k)} >0, wenn ¢;=0 und k=0.

2. Nachgewiesen werden mufl noch die Beschranktheit von K, die die Be-
schrianktheit von C impliziert. Dafiir ist es ausreichend, wenn gezeigt

werden kann, dafl es ein z > 0 derart gibt, daf3

(22) c(t)eR”, und k(t) > z implizieren, k() <o0.

Wir wihlen z>>0 so, daf8 y(z) = nz. Da s{yi¥) <y, folgt aus 19

(23) k < y(k) — nk,

was fiir k> z negativ ist. A

3.2. Einklassengleichgewicht

n diesem und im folgenden Abschnitt wollen wir uns auf die Gleich-
rewichtslésungen von 14 konzentrieren, d.h. solche L8sungen, die iiber
lie Zeit hinweg konstant bleiben.
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Definition 1

Ein Einklassengleichgewicht ist eine Vermo i

- . gensverteilung ceR”, mit i

tischem Pro-Kopf-Vermdgen in allen Gruppen, die iiber die Z+eiltni:irl1(isn-
€g

konstant bleibt.
Nach dieser Definition ist ein Einklassengleichgewicht gekennzeichnet d Ah
urc

¢; = c2=...=¢p und ¢ = 0O fiir alle i. Aus 6 und .
das équivglent ist zu ¢; = k fiir alle i und (k, Ilc])n = B4 lgriteg?:inchtlvlllrg’ 8
(24)  wkk) =s@yk)—nk=0

hat genau zwei Losungen: Die triviale L6 — T

wobei k definiert ist durch e Losung k=0 und die Losung k=k,
(25) s(1,1) - y(k) = nk, k> 0.

Wir sind jetzt in der Lage, folgenden Satz zu beweisen

Satz 1
Das einzige Einklassengleichgewicht mit positi :

_ positiver Kapitalintensitat i
durch ¢ = (k. k, ..., k) gegeben, wobei k aus 25 entnomnlzen istenSltat wAt

Als ein niachster Schritt sind die Stabilisie :
rungs :
sengleichgewichts zu untersuchen.” eigenschaften des Einklas-

Satz 2

Das Einklassengleichgewicht ist genau dann stabil, wenn

(26) sy r<<nm.

Beweis

A hlt d = Ly .
Chllxl;:gu erhilt man an der Stelle c = (k, k, . .., k) die charakteristische Glei-

ajype w1 —A4 agye R I T
a1e asywetyr—4 ... anW;
(27) det ) ' '
. . . =0
a1y agye - an:wz+w1—ﬂ

- Es werden durchweg die iiblichen Stabilitdtskonzepte, wie sie z.B. in Bh
! 0. 1IN at—ia/

Szegd angegeben sind, verwendet. Die triviale Lo ey .
nachldssigt. Es 1aBt sich zeigen, daf sie instabfl }s:sung wird im folgenden ver-
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Diese Determinante wird entwickelt, indem die zweite Zeile von der ersten
subtrahiert wird, die dritte von der zweiten usw. Die erste Spalte wird zur

zweiten hinzuaddiert, die zweite zur dritten usw. SchlieBlich reduziert sich
Gleichung 27 auf

(28) (w1 — A"t (yrTywe—4)=0

mit den beiden Wurzeln 41 =y und Ae =y +we. Da yp1=s51r — 7
und e = si(y’ — r) + sey’ <C0, sind alle Wurzeln negativ, falls 26 gilt.
Falls s;r —1>0, ist eine Wurzel positiv, und das Gleichgewicht ist in-
stabil. In Schlicht (S.74) wird mittels des Satzes von Lasalle/Lefschetz
(S. 51) gezeigt, daB s;r — n = 0 iuch(Ipstabilitit impliziert. A
Die 6konomische Interpretation des Satzes 2 ist einfach. Man nehme an, die
Wirtschaft befinde sich im Einklassengleichgewicht, und verindere das Pro-
Kopf-Vermogen in der Gruppe 7 um dc;. Das veriandert die Ersparnisse um
(s17)dc; und verindert die Verringerung des Pro-Kopf-Vermogens aufgrund
von Bevolkerungswachstum um ndc;. Die Differenz ergibt die Verinderung
des Pro-Kopf-Vermoégens, die, wenn 26 zutrifft, die urspriingliche Storung
wieder ausgleicht oder, falls s;r — #>>0, diese Storung verstarkt.

Ganz augenfillig hingt das Stabilititsverhalten entscheidend von der Hohe
der marginalen Sparquote s; ab. In unserem Modell ist die marginale Spar-
quote grofer als die durchschnittliche Spameigung, weil die Spartatigkeit
auch vom Durchschnittseinkommen abhiingt. So konnten wir den Quotien-
ten aus Grenz- und durchschnittlicher Sparneigung als Maf3zahl fiir diesen
Effekt heranziehen, was in der folgenden Erginzung zu Satz 2 geschieht.

Folgesatz 1

Das Einklassengleichgewicht ist dann und nur dann stabil, wenn das Ver-
hiltnis von durchschnittlicher Sparquote zur marginalen Sparquote grofier
als die Profitquote ist, d. h. wenn

(29) is/z>—r—k an der Stelle c = (k. k, ..., k). ' A
1 Yy

Beweis

29 folgt unmittelbar aus 25 und 26. A

Somit ist ein Einklassengleichgewicht stabil oder instabil, je nachdem ob —
in dieser Gleichgewichtsposition — der gesellschaftliche Einfluf8 auf die Spar-
tatigkeit sehr gering oder sehr hoch ist. Das ist gleichbedeutend mit der
Aussage, dafl das Gleichgewicht dann stabil ist, wenn von Verdnderungen
von y kein grofer Einfluff auf das Konsumniveau ausgeht. Wenn dagegen
dieser Einflufl ausreichend stark ist, ist das Gleichgewicht instabil.
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3.3. Zweiklassengleichgewicht: Informelle Diskussion

Definition 2

Ein Zweiklassengleichgewicht ist eine Vermogensverteilung ceR”., die
im Zeitverlauf konstant bleibt und die folgende Eigenschaft aufweist: es
gibt zwei reelle Zahlen o und § mit a« <'f derart, dafl fiir jede Gruppe
ie{1,2,...,n} entweder ¢; = « oder ¢; = f zutrifft. Aullerdem existiert zu-
mindest ein je{1,2,...,n} mit ¢;j =« und zumindest ein ke{1,2,...,n}

mit cx = f. VA

Definition 3

In einem Zweiklassengleichgewicht werden « als «Pro-Kopf-Vermogen der
Arbeiter» und S als «Pro-Kopf-Vermégen der Kapitalisten» bezeichnet.
Wenn c¢; = &, gehort Gruppe i zur Klasse der Arbeiter 1B, die definiert

ist als
(30) B: = {ilci=al.

Wenn c¢; = 3, gehort Gruppe i zur Kapitalistenklasse @, die definiert ist
als

(31) @:—":{ilc;':ﬂ}.

Der Anteil der Arbeiter an der Gesamtbevdlkerung ist

(32) o:= X a;, 0<<o<1.
1e1B
Der den Arbeitern gehorende Anteil am Gesamtkapital betrigt
o 0.0
(33) T =T L

Diese Definitionen erscheinen ziemlich natiirlich. In diesem Abschnitt soll
die Frage der Existenz und der Stabilitit von Zweiklassengleichgewichten,
wie sie oben definiert sind, untersucht werden. Es wird sich herausstellen,
daR diese Fragen im Fall des Zweiklassengleichgewichts etwas komplizierter
sind als im Fall des im vorherigen Abschnitt untersuchten Einklassengleich-
gewidhts. Insbesondere erfordert der Beweis unserer beiden Hauptsitze eine
ganze Reihe an Hilfssdtzen, die Relevanz nur im Hinblick auf unser Ziel
haben, Mit der Absicht, dieses Ziel deutlich zu machen, stellen wir die Siitze
iiber Existenz und Stabilitat an den Anfang der Analyse und weisen auf die
dkonomischen Vorstellungen hin, die den Methoden des Beweises Zugrﬁnde
liegen. Erst danach folgen die exakten Beweise.

263



Satz 3

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Zweiklassengleichge-
wichts ist

(34) r(k)>n, n>2

wobei k durch (25) definiert ist. Wenn es ein ausreichend kleines a; fir
einige jel1,2,...,n} gibt, ist diese Bedingung auch hinreichend. JAY

n > 2 ist eine offensichtliche Bedingung fiir die Existenz eines Zwei-
klassengleichgewichts, Um die andere Bedingung, r(k) =1, zu verstehen,
miissen wir uns daran crinnern, daf im Fall einer steigenden marginalen
Sparquote eine steigende Vermogens- und Finkommensungleichheit die
Ersparnisse in der Wirtschaft erhoht. Daher wird eine Zweiklassengleich-
gewicht zu einer hoheren Kapitalintensitit fithren als das Einklassengleich-
gewicht, d. h. zu einer Kapitalintensitit k>>k mit einem entsprechenden
Zinssatz r(k) <<r(k). Ist r(k) <, so impliziert dies r(k) <<# fur das Zwei-
klassengleichgewicht. Aber r<<» bedeutet, daf es notwendig ist, mehr als
den Kapitalertrag zu sparen, um das Pro-Kopf-Vermogen konstant zu
halten. «Von selbst» vermehrt sich Kapital nicht so schnell, wie die Bevol-
kerung wichst. Je hoher das Pro-Kopf-Vermogen, desto grofer ist auch die
Differenz zwischen der erforderlichen Ersparnis und dem Kapitalertrag.
Das bedeutet, dal§ die Kapitalisten in einem Zweiklassengleichgewicht mit
r <7 weniger als die Arbeiter verbrauchen miissen, obwohl sie das héhere
Einkommen haben. Das ist ein Widerspruch zu unserer Annahme {iber die
Spartiitigkeit. Aus diesem Grunde ist 34 cine notwendige Bedingung fiir
die Existenz eines Zweiklassengleichgewichts.

*

S
k > kundrlk) > n n-e
|
I
-~ !
. |
/ s'=s5 e
1 l
I
! |
1 T + » c
o K g
Figur 1

Das Argument ist in Figur 1 dargestellt. Bei einer gegebenen Kapitalinten-
sitit k > k beschreibt die Ersparniskurve s die Pro-Kopf-Ersparnisse in Ab-
hingigkeit vom Pro-Kopf-Vermégen ¢, d. h.
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s(c) = stw(k) + (k) - ¢, y(k)}

mit der Steigung s" = s1-r <7, dem Produkt aus marginaler

and dem Kapitalertrag. Da 511> 0, ist s” >0, d. h., die grspamigllzuarrgzzzi
streng konvex. Durch 9 und 35 erhalten wir s(0) = s{w, y} > O fiir positive
k. Die Gerade durch den Ursprung hat die Steigung #. Gemafs 12 ist die
Verinderung des Pro-Kopf-Vermdgens gegeben durch die Differenz zwi-
schen 5(c) und 7 - ¢ (der Differenz zwischen Pro-Kopf-Ersparnissen und dem
fiir ein Schritthalten mit dem Bevolkerungswachstum erforderlichen
Kapitalbetrag). Es wird gezeigt werden, daf3 es ein Pro-Kopf-Verméogen de
Arbeiter o <<k gibt mit s(«) = 7 - «, wenn k > k.8 Eine notwendige Bedinr
gung fir ein Zweiklassengleichgewicht ist die Existenz eines 8>« mi;
s(8) = 7B, d.h. einem stationdren Wert des Pro—Kopf—Vermégens der
Kapitalisten. Solch ein g existiert dann und nur dann, wenn die Ersparni
kurve fiir ausreichend hohe Werte von ¢ eine Steigung grofer alsp h "
Da s’ bei steigendem ¢ auf » hintendiert, weil steigendes Vermogen de:s7 E'at.
kommen erhoht und die marginale Sparquote an Eins annahert, ist daxi?_
impliziert, daf die Kapitalintensitdt k die Bedingung r(k) > n e,rfiillt D'lt
susitzliche Bedingung k> k kann nur erfiillt werden, wenn 34 gilt e
Auferdem ist k ein gewichteter Durchschnitt von & und 8 mit den Gewidh-
ten o und %— 0). (Vgl. 6 und 32.) Wir bezeichnen die Kapitalintensitét bei

(35)

d. h.

(36) T(k) =17 % { Ve ! = \.)
Aus Figur 1 1aBt sich ersehen, daf 8 gegen unendlich geht, wen;l k sich an k
annahert. Es kann deshalb ein beliebig nahe an eins liegendes ¢ erreicht

werden, wenn k geeignet gewahlt wird.
ndere kann man ein (1 — ¢) = a; erhalten, wenn a;, wie in Satz 3

r=1m mit

-—

Insbeso
postuliert, ausreichend klein ist. Durch die Wahl der Klassen I8 =.{i =j | i
— 1,2,...,n und € = {j} ist damit die Existenz eines Zweiklassengleich-

ewichts mit (1 — 0) = a; und den entsprechenden «, 3, und k gesichert
Der folgende Satz betrifft die Stabilitdtseigenschaften von Zweiklassén-

gleichgewichten.

Satz 4

;. Eine notwendige Bedingung fiir die Stabilitdt eines Zweiklassengleich-
gewichts ist, daB die Klasse der Kapitalisten nur aus einer Gruppe besteht

5. Alle 7weiklassengleichgewichte, die die obige Bedingung bei _einer i(a-
pitalintensitdt geniigend nahe an k erfiillen, sind stabil, wobei k durch 36

definiert ist.

e
8 S. Hilfssatz 3.
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3. Es gelte 34, und es sei a; fiir ein j geniigend klein. Dann existiert ein
Zweiklassengleichgewicht mit einer Kapitalistenklasse € = {j}, die die
Bedingung 2 erfillt. A
Zunichst soll die Notwendigkeit diskutiert werden. Man nehme ein Zwei-
klassengleichgewicht mit einer Kapitalistenklasse an, die mehr als eine
Gruppe umfafit. Da ¢ = s — 7 - ¢ fiir jede Gruppe gilt, 1aBt sich aus Figur 1
erkennen, daf3 eine geringfiigige Differenz des Pro-Kopf-Vermogens zwi-
schen den zur Kapitalistenklasse gehorenden Gruppen (die aus Storungen
resultiert) durch das System wvergroflert wird. Anfingliche Stérungen
konnen also nicht beseitigt werden. Dies begriindet den Notwendigkeitsteil
des Satzes.

Aus der Diskussion von Satz 3 und Figur 1 folgt, daf8 die Kapitalintensitat
eines Zweiklassengleichgewichts zwischen k und k liegen muf3. Wir nehmen
nun an, dafl ein Zweiklassengleichgewicht mit einer nahe an k liegenden
Kapitalintensitit besteht und eine Kapitalistenklasse, die nur eine Gruppe
enthalt, etwa {j}. Wenn nun das Pro-Kopf-Vermoégen der Kapitalisten
etwas gestort, z. B. erhoht wird, hat das zwei Auswirkungen. Erstens wird
die anfingliche Storung verstirkt, da die s-Kurve die »c-Kurve in § von
unten schneidet (Fig. 1). Diese Auswirkung ist ziemlich gering, wenn k ge-
niigend nahe an k liegt. Die zweite Wirkung besteht darin, daf8 die Erho-
hung des Vermdgens der Kapitalisten die aggregierte Kapitalintensitat
erhoht und dadurch &« nach rechts verschiebt, da erhohte Lohne hohere
Ersparnisse der Arbeiter ermdglichen.

In dieser Situation sind die Arbeiter links von einem neuen «, und ihr
Vermégen wichst. Das bewirkt ein Wachstum der durchschnittlichen
Kapitalintensitit, der Zinssatz sinkt, und § verschiebt sich nach rechts.
Da der erste Effekt auf das Vermdgen der Kapitalisten relativ gering ist,
wichst bis zu einem Punkt, wo f groBer als das Vermogen der Kapitalisten
ist, # schneller als das Vermégen der Kapitalisten. Jetzt sinkt das Kapita-
istenvermogen, und das Vermdgen der Arbeiter nahert sich einem neuen
x, etwa &. Wenn das Vermdgen der Arbeiter nahe genug an seinen sta-
jondren Wert & herankommt, wird das Schrumpfen des Kapitalistenver-
nogens sich auf die Bewegung der aggregierten Kapitalintensitdt auszu-
virken beginnen und letztlich ihr Absinken verursachen. Jetzt kehrt sich
ler gesamte Vorgang um. Die abnehmende Kapitalintensitit verringert
en Lohnsatz und erhoht den Zinssatz. Das Verméogen der Arbeiter sinkt,
nd die Schrumpfung der Kapitalistenvermégen verlangsamt sich . . . End-
ch wird sich — nach einigen Oszillationen — die urspriingliche Position
rieder einstellen.

ind die von den Kapitalisten anfinglich gehaltenen Vermogen etwas
nter f, so ist das Argument dhnlich. Der Stabilititsmechanismus, der an-
ingliche Stérungen des Vermdgensbesitzes der Arbeiter beseitigt, wird
1s Figur 1 ersichtlich: Anfingliche Stérungen der Arbeitervermogen um &
srum neigen dazu, beseitigt zu werden.
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Der dritte Teil des Satzes 1aft sich . . o
hinreichend nahe an k, und zei&neﬁacri‘ize l:;i};;riféiﬁ;;e"g;r wahlen cin k,
sprechende a; wird der Gleichung k = (1 — a;) - & + a; g/;u 1. Das ent-
Nahert sifh k an k, so tendiert das entsprechende a; gege 11 Nuﬁmmommen.
k so gewihlt werden, daf8 es Teil 2 von Satz 4 erfiillt und d aB. ]leFZt k;?r}n
das entsprechende a; die Bedingung von Satz 3 erfiillt gleichzeitig

3.4. Zweiklassengleichgewicht: Formale Diskussion

Aus 6 und den Definitionen 2 und 3 erhalten wir den folgenden Hilfs-

satz.

Hilfssatz 2
In einem Zweiklassengleichgewicht sind die folgenden Bedingungen erfiillt:

(37) y(x, k) =0, wB, k=0, k=0-a+ (1 —0) 5,
a<lf, 0<o<1. A

Auflerdem beweisen wir

Hilfssatz 3

Es gibt eine Losung (x(k), B(k), o(k)) von 37 dann und nur dann, wenn
(38) keR: = (k| k <k <k}

wobei k durch 25 und k durch 36 definiert ist.

Bei kef sind a(k i ; . "
zizlrb ;r | sind «(k), B(k) und o(k) eindeutig definiert, positiv und djfferez

Beweis

1. Notwendigkeit. Wir beweisen, da keft impliziert, daf8 die Bedingun
’ 8 37

verletzt wird.
1.1 Wenn k 2> k, erhalten wir r(k) <
) T <7 D 1 —_
negativ, und die Gleichung v(c, k) = Onkan; f\llc?tz»\::lt %u:zjlln. r{-u—r .
¢

haben.
1.2. Nehmen wir an k < k und es gelte gleichzeitig 37. Da w11 >0, folgt

aus 37
(39) yk k) <o-y(ak)+ (1 —0) - p(@B k) =0
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Andererseits erhalten wir aus 1 und 25
(40) y(k, k) <0 dann und nur dann, wenn k>>k,

was 39 widerspricht.

2. Hinlanglichkeit und Eindeutigkeit. Ist ke, so gilt nach 40 w(k, k) <<0.
Auferdem impliziert ke daf3 y (o0, k) > 0 ist. Zusammen mit (0, k) >0
bei k =0 beweist dies die Existenz von (~, 5) mit 0 <2 x < fi. Da wi >0,
sind « und // eindeutig bestimmt. Das entsprechende ¢ ist 0 = (f — k)/
(f — «). Da  eine stetig differenzierbare Funktion ist, sind «, # und o

diff erenzierbar. AN

Als nachstes beweisen wir

Hilfssatz 4
Nehmen wir an, & + ¢, und delinieren wir
(41)

) : (1;,-1{3(](),}(} Foll) - vy-lalk), kY (1 —a(k)) - yofa(k), k) )

a(l) - yeip(k), Ikt i AU, ke + (1= o)) A pk), K

Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. 0<lim a(k) <k

etk
2. lim fi(k) =~
ktk
3. limo(k) = 2
k4 k
4. 0<Zlimz(k) <1
k4 k
5. — oo <"limwy{~(k),k} <0
ket k
6. yilBk), k} =0 fir alle keSS, lim vy {(k), k} = 0
Je4 _
7 tr J(k) < — 0 fiir ein >>0 und alle ke, die geniigend nahe bei k
liegen _
8. det/(k) > & fiir ein 6>>0 und alle ke, die geniigend nahe bei k
liegen .
9. 0'(k) =6 fir c¢cin 6>>0 und alle ke, die genigend nahe bei k
liegen.
Beweis

1. Aus 1, 2, 9, 13 und 40 bekommen wir w(0,k) = s{w(k), y(k)} >0 und
w(k, k) << 0. Zusammen mit 111 > 0 (aus 9 und 13) ergibt sich die Aussage.

268

#



ﬂﬁ;Aus 9, 13, 36 und 4o erhalten wir p(k,k)<<0, y1(o0,k) >0 flir k<k
" und %(?"3") = 0. Zusammen mit 1 >0 impliziert dies ‘die Behaup-

Fht

'© 3, Nach Hilfssatz 3 sind &, § und o fiir alle kef streng positiv. Aus Hilfs-
| ' Gatz 2 ergibt sich, daB 0<<a <k, d. h. « ist beschréinkt, und 0 = (8 — k)/
(f— 0)<<1. Da lim f(k) = oo, ist die Behauptung bewiesen. - - |
{'___:: ‘4. Dies folgt aus 1.,£'. oben und 33, o et S 3
| 5. Bei k haben wir r(k) = 7. Deshalb ist wi{a(k), k} = (s1{w(R) + 9 --a(F);
gk} — 1) n negativ und beschriinkt, weil wir aus 3. wissen, 'daff &
A D: ke impliziert, da k> k, stellen wir aus 1 und 25 fest, dafl
Sk k) <0. Aus 37 erhalten wir a <<k <<f, 'und dies zusammen mit
_ W11>0 ermoglicht die erste Aussage. Die zweite folgt aus r(k) = # und
7, Wir schreiben die Spur in verkiirzter Schreibweise wie folgt

SPRAS T Lo i R

B tr]=w*+ oyt plf + (1 —6): pb :
Unter Verwendung von 3, 13 und 37 1aBt sich das auch schreiben als .

wl=pertyl+ @y —1- {6 51* + (1—'0) v gyB) e PR
ylow s+ (1= a) s} + (@ )0 (i — o) (¥~ sif)

. wobei s:* als kurzer Ausdruck fiir sy{w(k) -+ (k) - a(k), y(k)} stehen ol
- usw. Wenn k sich an k annahert, so wissen wir aus 5. und 6., daf~y*:

- egativ wird und w1{B(k), k} sich an null annihert. Ist k geniigend nahe
B maef, g0 impliziert das, daf der Ausdruck (y1* + 1) négativ ist, AtS'Eg
 und 32 laBt sich erkennen, daB der nichste Ausdrudk auch negatiy isf, -
46 unid 32 implizieren die Negativitit der folgenderi' beiden” Ausdriidke;
- Aus 37 wissen wir, da a<f, was zusammen mit 9 bedeutet, das 55,
Aléo kann in Verbindung mit 4 und 32 geneigt werden, daR der letzte Aws-
d‘l‘ud( negativ ist. Dies beweist die Aussage 7. SR

8. Aus 41 ergibt sich . : R . | 5
det]() = wieyd + 0w wrwil h (@ o pewh.

40 und wy* fiir k4K beschréinke bleibt) impliziert das.

lim det J = lim {ows*p1# + (1 — ) prye).
kﬂc' kﬂE o

< Da a’uBefdem o, « und damit ,y)g‘;,fiir kTF besduﬁnkt Héibei\,!'edﬁﬂertndi :
das auf L pbad B TR e

© 0 limdet] =lm (1~ o) “prp’..
, ktk ktk F iy SR
s 37 wissen wir, da (1—0)={k—a)/(8 ). Wir knnen alio
iy MO i e SRNG RN S e

5
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. 1 oy ay L owef
lgydet/ = i {0k = ) - ) [.._._ﬂ_?a}.

Unter Verwendung der Definition von wygf stellen wir fest

wr W sy Y

g — « f—« f— «
Da sowohl (k— a) - * als auch s - o7 fiir k1k eine positive untere
Schranke besitzen und da (k — &) - y;*<C0, ist die Aussage bewiesen.
9. Differenzierung des (aus 37 abgeleiteten) Systems

wla(k), k} =0
wipk), k) =0
o(k) - a(k) + (x —a(k)) - B(k) =k

<S1ﬂ *g- r <0.

nach k impliziert
det ]
(= f) yr1* - pyf
In Verbindung mit 5. bis 8. und o <Cf ist damit die Aussage bewiesen. A\

(42) . o' (k) =

Wir sind jetzt in der Lage, die Satze 3 und 4 zu beweisen.

Beweis von Satz 3

1. Notwendigkeit. n > 2 ist eine offensichtliche Bedingung. 34 folgt aus
Hilfssatz 3. _

2. Hinlanglichkeit. Gemaf} Hilfssatz 4, Teil 9. Es gibt ein k*<{k derart,
daf fiir alle ke(k*, k) die Beziehung o’(k) > 0 gilt. Deshalb existiert fiir
jedes aje(1 — o(k*),0, ein Zweiklassengleichgewicht mit € = {j},
W={i+jli=1,2,..,n}, k=0"1)1— a;) und entsprechenden a(k), f(k)
und o(k). (Wegen o’(k) >0 existiert die Inverse ¢™! um k.) A

Beweis von Satz 4

Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, da die ersten m
Gruppen zur Arbeiterklasse und die letzten n — m Gruppen zur Kapita-
listenklasse gehdren, d.h., wir betrachten das System 14 an der Stelle

c=(xa&...x88...0).
\ 7\, v )

v

m n—m

An dieser Stelle ergibt sich die charakteristische Gleichung
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(43)

'al’q)g"“*—wl“_ Aagywe® . . . . . . . o énngaT
ayps® agwe® +y1*—4 . .
det ; al'l/)2a asye* . . amW2"‘+w1‘" —A an?.})2°‘ =
ayypef asped . . . . amep?twf—2 apyf
Layysf agypel : : : anwzﬂ. +y1f "y

. Notwendigkeit. Es sei m<{n — 1. Die Wurzel 1 = y1# ist eine Wurzel
Jder charakteristischen Gleichung, weil sie die beiden letzten Zeilen identisch
werden liBt. Nach Hilfssatz 4, Teil 7, ist diese Wurzel positiv. Deswe

ist das Gleichgewicht instabil. ' gen
. Hinlinglichkeit. Es sei m =n — 1. Wird die Determinante in einer ihn-
lichen Weise entwickelt wie beim Beweis von Satz 2, so erhdlt man die

folgende aquivalente Gleichung

(44) (wy= — )" 2det(J(k) — 4 -1) =0.

wobei J(k) in 41 definiert ist und I die Einheitsmatrix bezeichnet. Aus

1Rt sich erkennen, dalesn — 2 identische Wurzeln 4; = y1* gibt c-lie ne A;A:
tiv sind, wenn k nahe an k liegt; siche Hilfssatz 4, Teil 5. Dif,: zwei gu-
sitzlichen Wurzeln sind die Wurzeln von ](k), die negative Realteile haben
wenn tr)<<0 und det]>>0. Dies gilt in der Nihe von k. wie in Teil 7
und 8 von Hilfssatz 4 bewiesen. ' w7
3. Existenz. Im Beweis von Satz 3 wurde gezeigt, dal ein Zweiklassen-
gleichgewicht mit € = {j} existiert bei einer Kapitalintensitit nahe an k
vorausgesetzt, d;j ist geniigend klein. Zusammen mit 2 ist damit der Satz

bewiesen.
A

Bemerkung

Die in Satz f‘i' Teil 2 dargestellte Losung la8t eine sehr kleine Kapitalisten-
klasse zu, die jedoch wegen Hilfssatz 4, Teil 4 einen betrichtlichen Anteil
am Gesamtkapital besitzt.? A

g Die Anregung, diese Frage zu beachten, verdanke ich W. Vogt.
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3.5. Abschlieflende Bemerkungen zu stationdren Losungen

Satz g
Jede stationdre Lsung ist entweder ein Finklassen- oder ein Zweiklassen-
gleichgewicht. A
Beweis

Wegen w1 >0 gibt es hochstens zwei Losungen x der Gleichung
w(x, k) = 0. N\
Aus den Satzen 2, 4 und 5 ergibt sich folgender

Folgesatz 2

Die Groflen der Gruppen (d. h. die a;) seien geniigend klein, und man
betrachte alle méglichen stationdren Losungen von 14. Dann ist jedes
Gleichgewicht mit maximaler Kapitalintensitit stabil. A

Beweis

1. Angenommen, es besteht ein Zweiklassengleichgewicht. Wir zeigen nun,
daf3 jedes Gleichgewicht mit maximaler Kapitalintensitit ein Zweiklassen-
gleichgewicht ist, bei dem nur eine Gruppe die Kapitalistenklasse ausmacht.
Die Aussage wird dann durch die Anwendung von Satz 4 bewiesen.

Aus den Hilfssitzen 2 und 3 entnehmen wir, daf jedes Zweiklassengleich-
sewicht eine hohere Kapitalintensitit als das Einklassengleichgewicht auf-
wveist. Auflerdem ist wegen Hilfssatz 4, Teil 9 um k herum o’ >0. Zu-
ammen mit lim o(k) bedeutet das, daf3 eine kleiner werdende Kapitalisten-

ktk

Jasse Zweiklassengleichgewichte mit héherer Kapitalintensitit ermdglicht.
. Wenn kein Zweiklassengleichgewicht besteht, ist das in Satz 1 beschrie-
ene Einklassengleichgewicht das einzig stationire Gleichgewicht. Da
ei geniigend kleinen a; ein Zweiklassengleichgewicht bestiinde, wenn
(k) ># (Satz 3), kénnen wir r(k) < % annehmen. Das bedeutet, dafl die
tabilitatsbedingung (26) erfiillt ist.

6. Rekurrente Losungen

de nichtstationdre Losung von 14, die sich keiner stationiren Losung,
h. entweder einem Einklassen- oder Zweiklassengleichgewicht, nihert,
ihert sich einer rekurrenten Losung. Eine rekurrente Losung ist wie folgt
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E

definiert. Man nehme irgendeinen Punk

. . t, der von d ' : .

bestimmten Zeltpu._nkt dgrchlaufen wird und wihle e;h;[::]itlt;:l;lg zukl einem

Abstand & >-O. Die Trajektorie wird den gewahlten Punkt inn lﬁ lbelr-len

begrenzten Zeitspanne niher als d passieren. (Fiir nahere Detail Sl

S. 25-6, 58—9, und Bathia/Szego, S. 38.) ils s. Schlicht,

Wir wollen festhalten, daf alle wiede

. : ! rkehrenden Losu Y

Vermqgens—Emkommens-Gruppen unterschiedliche Progggnf_f\t;r einige

aufwe1sen. Andernfalls wiirde sich das System einem Ei kli ermogen

gewicht anndhern. nklassengleich-

Auflerdem erhalten wir aus der Konvexita

. . 3 tat vo . ; . .

Individualeinkommen — in dhnlicher Weise, wien asl’l(c}{:, gc]hcilrll gnali}lgceli fmf

eitet

wurde —

(45) Jo> ¢;, wenn ¢; = k und nicht alle ¢; gleich sind

Das bedeutet, daf eine Vermogens-Einko
ey ! mmens-G ool
schnittlichen oder geringer als durchschnittlichen r;rlz)?;;mft_f]merr}- durc’r}-
der gesamten Zukunft weniger als das durchschnittliche PP Kermogen in
gen haben wird. ro-Kopf-Vermé-
Rekurrente Losungen weisen also eine FEi

: , igenschaft ahnli
ana.lyswrten Zweiklasseneigenschaft auf: einigge Grjppeih}? ;i:h (.ier zuvor
geringeres als das Durchschnittsvermogen, andere halten i en immer ein
das durchschnittliche Vermogen. immer mehr als

4. Dank
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. ) itik an : . .
emlgen.EmﬂuB auf die hier vorliegende Formuli;nrz?gerh]::ese‘g:noné die
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6. Anhang: Eine Illustration

Eine numerisch handhabbare Version in diskreter Zeit erhilt man, wenn
man die urspriinglichen Gleichungen durch die folgenden ersetzt:

o—1 g
, C(ylak | A@—a)  farotz
(1) - {y.ka fiir o=1
0
(4 r= =
: 1/a
(97 s=((y)*+ (oy)) .y
(11) c(t+1) = S {s' + c;(1)}
1=7

1’ ist eine CES Produktionsfunktion mit einer Substitutionselastizitat o
4" ist die Grenzproduktivititstheorie, 9’ ist die Sparfunktion, und 11" ist
die diskrete Version der Akkumulationsgleichungen 11.

Figuren 2 und 3 stellen das Verhalten des Modells dar.!® Die Parameter-
wertesind 6 =,6; a=,6;y=1;7n=,07;a=2,3; b=2,3 (entsprechend
einer durchschnittlichen Sparneigung von ,14 und einer marginalen Spar-
neigung von ,31 beim Einklassengleichgewicht).

Figur 2 ist ein typisches Phasendiagramm im zweidimensionalen Fall: Es
bestehen zwei Gruppen, die jeweils 9590 und 5 %o der Gesamtbevdlkerung
ausmachen. Der Anfang jedes Pfeiles bezeichnet die urspriingliche Ver-
mégensverteilung, und der Pfeil selbst stellt die entsprechende Entwicklung
der Vermégensverteilung in der Zeit dar. Die Linge eines Pfeiles entspricht
100 Zeiteinheify(Jahren). Es bestehen zwei stabile Gleichgewichte: ein Ein-
klassengleichgewicht in der unteren Hailfte des Diagramms und ein Zwei-
klassengleichgewicht in der oberen Hilfte. Uber dem Einklassengleich-

10 Fiir Programmierungshilfe Dank A. Krafft und W. Oberhofer.
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1

1

Pro-Kopf-Vermaogen der Kapitalisten
0.00 8.25 16,50 24.75 33.00 41.24 49,49 5774 6599 74.24 8249 90.74

S |

1

-

| e
000 069 139 208 277 347 416 465 555
Pro-Kopf-Vermogen der Arbeiter

Figur 2

gewicht liegt ein Gattelpunkt. (Der in der Nahe des Ursprungs beginnende

Pfeil liegt auf der 45-Grad-Linie.)
Figur 3 illustriert die Entwicklung der Vermégensverteilung in der Zeit fiir

acht Gruppen. Die Gruppengrofien und die anfinglichen Pro-Kopf-Ver-
mogen sind die folgenden:

Gruppe 1 2 3 4 5 6 7 8
0/o der Bevolkerung 10 20 25 20 10 5 5 5
urspriingliches

pro_Kopf-Vermbgen /5 1,5 2,5 35 4,5 5/5 6/5 7:5

Die unterste Kurve beschreibt die Entwicklung des Pro-Kopf-Vermégens der
ersten Gruppe, die nichste die der zweiten Gruppe usw.
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