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1 Einfiihrung

Wer auf Rosen gebettet ist, erfreut sich im Volksmund der gliicklichen Lage
Besitzer eines stolzen Vermogens zu sein. Allzu oft vergeht die Freude am Geld
jedoch wieder, wenn es um dessen Anlage geht. Die Vielfalt an Finanzprodukten
ist groB, es existieren Bausparvertrige, Investmentfonds und Lebensversicherun-
gen, man kann sein Geld in Gold anlegen oder doch nur auf dem Konto belassen
- Zinsen gibt es aktuell ohnehin kaum. Als Anbieter von Finanzprodukten fun-
gieren zudem Banken, Bausparkassen aber auch Versicherungsunternehmen, so
dass die Qual der Wahl umso hoher ist.

Der sicherste Weg der Geldanlage fiir den Verbraucher bleibt, sich mit der Pro-
duktvielfalt auseinanderzusetzen und seine Ziele abzustecken. Erst das Versténd-
nis des passenden Finanzprodukts bietet die Sicherheit, Risiken adédquat ein-
schitzen zu kénnen. Diese Arbeit wagt eine solche Analyse fiir so genannte Va-
riable Annuitéiten. Diese sind eine Kombination aus indexgebundener Lebens-
und Rentenversicherung, die zudem durch Garantien abgesichert ist und somit
das obere Ende der Palette an komplizierten Anlageprodukten darstellt.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Risiken und Chancen rund um Variable Annuitéten
abzuschétzen. Dabei soll nicht nur die Anlegerperspektive beriicksichtigt wer-
den, sondern vor allem auch das Risikomanagement fiir den Versicherer. Wie
sich zeigen wird, sind die Risiken fiir den Verbraucher relativ gering, wihrend
der Versicherer einer Bandbreite von potenziellen Gefahren ausgesetzt ist. Diese

gilt es zu beleuchten und durch geeignete Modelle abzusichern.

Variable Annuitéten sind kein Alltagsprodukt wie beispielsweise eine Haftpflicht-
versicherung, deshalb wird das Produkt in Kapitel 2 eingehender erldutert. Ne-
ben der Entstehung und Entwicklung von Variablen Annuitédten im historischen
Kontext stehen vor allem die Garantien im Mittelpunkt, welche die Komplexitét
des Produktes ausmachen.

Als niichstes werden in Kapitel 3 dieser Arbeit in einem ersten Schritt 6ko-
nomische Szenarien generiert, fiir die anschlielend Gewinne und Verluste auf
Seiten des Versicherungsnehmers als auch des Versicherers berechnet werden
konnen. Dazu werden Modelle zur Simulation eines Aktienindex, einer Zinsra-
te, sowie deren Abhéngigkeitsstruktur vorgestellt und anhand von historischen
Daten kalibriert.

In Kapitel 4 werden die Auspriagungen der Pfade in den Szenarien berechnet und

analysiert. Damit lassen sich die Zahlungsstréme des Vertrages ermitteln, die



vorab ebenfalls ausfiihrlich beschrieben werden um die Komplexitét von Varia-
blen Annuitéiten anhand eines Rechenbeispiels zu verstehen. Anschlieend kann
die erwartete Rendite sowohl aus Sicht des Versicherungsnehmers, als auch fiir
den Versicherer bestimmt werden. Fiir Letzteren konnen zudem die notwendi-
gen Reserven fiir das Risikomanagement berechnet werden, um das es in dieser
Arbeit vorrangig geht.

Nachdem die Szenarien ausgewertet wurden, wird in Kapitel 5 das Risikoma-
nagement eingehender studiert. Wie sich herausstellen wird, ist es nicht ausrei-
chend die Reserven fiir jede Periode zu berechnen, vielmehr muss die zeitliche
Abfolge der Zahlungsstrome Beriicksichtigung finden. Im Anschluss werden die
verwendeten Modelle und Schétzverfahren ausfiithrlich untersucht um mogliche
Fehlerquellen aufzuspiiren.

Kapitel 6 gibt schliefllich einen Ausblick auf Themen, die in dieser Arbeit wenig
oder gar nicht behandelt wurden. Dies umfasst insbesondere einen Blick auf
die Praxis, in der viele der vereinfachenden Annahmen nicht getroffen werden

konnen.

In dieser Arbeit wird aufgrund der Vielzahl an Themen eine Bandbreite an
Literatur verwendet, eine ausfiihrliche Liste mit den entsprechenden Referen-
zen befindet sich im Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. Dennoch wird an
dieser Stelle ein kurzer Uberblick iiber die wichtigsten Quellen gegeben.

Die Vertragsparameter, wie beispielsweise die Hohe der Gebiihren fiir den Ver-
sicherer werden in dieser Arbeit als gegeben betrachtet und deshalb nicht disku-
tiert. Bauer et al. (2008) geben einen guten Uberblick wie sich die Vertragspa-
rameter in der Praxis berechnen lassen, der Artikel ist deshalb im Hinblick auf
das Grundverstéindnis von Variablen Annuitéten sinnvoll zu erwéahnen.

Ein Grofiteil der verwendeten Literatur wird zur Generierung der Szenarien
verwendet. Fiir die Simulation des Aktienindex sind die Artikel von Bollerslev
(1986) und Bollerslev (1987), sowie das Buch von Ruppert (2011) besonders
erwahnenswert. Als Zinsmodell wird das so genannte Cox-Ingersoll-Ross Modell
implementiert, der theoretische Hintergrund kann anhand von Cox et al. (1985)
nachvollzogen werden. Fiir die Kalibrierung des Zinsmodells in der Praxis ist
dariiber hinaus die Arbeit von Kladivko (2007) &uflerst hilfreich. Bei der Berech-
nung der Abhéngigkeitsstruktur ist erneut das Kapitel iiber Copulas im Buch
von Ruppert (2011) eine wichtige Quelle, dariiber hinaus finden die Ergebnisse

von Aas et al. (2009) in dieser Arbeit eine Anwendung.



2 Variable Annuitiaten

2.1 Einfiihrung in Variable Annuititen

In ihrer urspriinglichen Form sind Variable Annuitédten nichts anderes als ei-
ne fondsgebundene Rentenversicherung. Der Versicherungsnehmer zahlt eine
Prémie in einen festgelegten Fonds ein und bekommt in bestimmten zeitlichen
Abstédnden eine Rente ausbezahlt. Die Art des Fonds richtet sich nach den Ri-
sikopriferenzen des Versicherungsnehmers, die eingezahlte Préamie ist eine Art
Guthaben auf einem Konto, das sich je nach Marktentwicklung vergrofiert oder
verringert. Die periodischen Rentenzahlungen verringern das Guthaben eben-
falls. Wie auch in der klassischen Lebensversicherung wird der Restbetrag im
Todesfall an die Angehorigen des Versicherungsnehmers ausbezahlt.

Wiéhrend diese Form der Versicherung in den USA bereits unter dem Namen Va-
riable Annuitéiten vertrieben wird, beinhaltet sie in Deutschland typischerweise
zusitzliche Garantien um als solche vermarktet zu werden. Die verschiedenen
Arten von Garantien werden in Abschnitt 2.3 erlautert. Wenn in dieser Arbeit
von Variablen Annuititen die Rede ist, sind immer Versicherungen gemeint, die
auch Garantien beinhalten.

Eine Besonderheit von Variablen Annuitéten ist, dass dieselben Steuervorteile
wie bei einer klassischen Lebensversicherung gelten. Fiir Deutschland bedeutet
dies konkret, dass Leistungen nur hilftig besteuert werden, sofern die Versiche-
rungsleistungen erst nach einer Laufzeit von mindestens zwolf Jahren und nach
Vollendung des 60. Lebensjahres erfolgen. Aus diesem Grund ist die Zielgruppe
fiir Variable Annuitéten in Deutschland in der Regel in Bereichen kurz vor oder

im rentenféhigen Alter. In anderen Léndern gelten &hnliche steuerliche Vorteile.

Die Zahlungsstrome aus Sicht des Versicherungsnehmers beinhalten bei einer
Variablen Annuitdt ohne zusitzliche Garantien drei Komponenten. Am Zeit-
punkt des Vertragsabschlusses muss zuerst eine Pramie gezahlt werden die fast
vollstdndig in einen gewéhlten Fonds iiberfithrt wird. Ein bestimmter Anteil
wird iiblicherweise von der Versicherung einbehalten um Fixkosten wie beispiels-
weise entstandene Vertriebskosten zu decken. Der einbehaltene Anteil belduft
sich auf einen prozentualen Anteil der Pradmie, ein geldufiger Wert sind fiinf
Prozent. Je nach Préferenz kann die Prdmie durch eine Einmalzahlung oder
durch mehrere Einzahlungen geleistet werden.

Die zweite Komponente ist die Annuitit. In periodischen Absténden wird ein



Teil des Guthabens an den Versicherungsnehmer ausgezahlt, die Frequenz ist
Bestandteil der Vertragskonditionen, {iblich sind monatliche, vierteljahrliche,
halbjéhrliche oder jéhrliche Zahlungen. Die Hohe der Rente ist ebenfalls vorab
festgelegt, oft wird dazu ein prozentualer Wert der Pramie bestimmt, der als
Absolutwert periodisch ausbezahlt wird. Liegt der Wert beispielsweise bei 3%,
erhélt der Versicherungsnehmer regelméfiig 300 Euro bei einer urspriinglichen
Préamie von 10.000 Euro. Die Rente einer Variablen Annuitét wird auch dann
weiter ausbezahlt, wenn das Guthaben auf null gesunken ist, die Zahlungen lau-
fen also bis zum Lebensende des Versicherungsnehmers.

SchlieBlich erfolgt bei Vertragsende eine letzte Zahlung die aus dem Restwert des
Guthabens besteht. Das Vertragsende kann durch drei verschiedene Ereignisse
eintreten. Der natiirlichste Fall ist das vorzeitige Ableben des Versicherungs-
nehmers. In diesem Fall kommt der Lebensversicherungscharakter der Variablen
Annuitdt zum Vorschein, da Angehérige eine Restsumme ausgezahlt bekommen.
Der zweite Fall ist eine vorzeitige Stornierung des Vertrages, bei dem das rest-
liche Guthaben abziiglich einer Stornogebiihr ausbezahlt wird. Schliellich kann
auch ein vorzeitiges Ende vertraglich festgelegt sein, bei dem ebenfalls das Rest-

guthaben an den Versicherungsnehmer ausgezahlt wird.

Fiir den Versicherer ergeben sich die eingehenden Zahlungsstréme dagegen kom-
plett aus den Gebiihren, die vom Versicherten verlangt werden. Bei Vertragsab-
schluss fallt die bereits erwéhnte Gebiihr fiir Fixkosten an. Wahrend der Laufzeit
werden verschiedene Gebiihren erhoben, die sich je nach Versicherungsunterneh-
men unterscheiden. Dem Grunde nach werden diese Einnahmen jedoch genutzt
um laufende Kosten zu decken. Dazu z&hlen Fondsgebiihren, sowie Gebiihren
zur Deckung der Verwaltungskosten, weiterhin wird fiir jede optionale Garanti-
en eine Gebiihr erhoben.

Zu beachten ist bei dieser Art der Versicherung, dass der Versicherer ledig-
lich indirekt an den Gewinnen und Verlusten aus dem Fonds beteiligt ist. Die
Gebiihren werden in jeder Periode als prozentualer Anteil vom Guthaben des
Versicherungsnehmers berechnet. Steigt das Guthaben in Folge einer positiven
Fondsentwicklung, steigen gleichzeitig die Einnahmen aus den Gebiihren et vice

versa.



2.2 Historischer Kontext

Im historischen Kontext sind Variable Annuitéten im Vergleich zur klassischen
Lebensversicherung duflerst jung. Wahrend erste Formen der Lebensversiche-
rung bereits im romischen Kaiserreichen existierten, lassen sich die ersten Va-
riablen Annuitéiten auf das Jahr 1952 datieren. Damals wurden sie noch ohne
Garantien von einer Pensionskasse fiir Lehrer herausgegeben, dem ,,College Re-
tirement Equities Fund“ der ,Teachers Insurance and Annuity Association®.
Nach lediglich sechs Jahren betrug der Umfang der Pramieneinnahmen bereits
damals beachtliche 200 Millionen Dollar, insgesamt waren 175.000 Personen ver-
sichert.

Aufgrund von verschérften regulatorischen Vorschriften erfreute sich das Pro-
dukt jedoch schon bald keiner grofien Beliebtheit mehr, so dass das Wachstum
bis in die achtziger Jahre stagnierte. Die Einfiihrung einer garantierten Todes-
fallleistung &dnderte dies schlagartig, fortan verzeichneten Variable Annuitéten
in den USA stetiges Wachstum. Mit der Einfithrung weiterer Garantien wuchs
der Markt fiir Variable Annuitidten in den USA weiter und eroberte auch Japan
in den neunziger Jahren, sowie Europa ab der Jahrtausendwende.

Die Produkteinfithrung in Japan war vor allem durch eine Deregulierung des
Finanzsektors begiinstigt, die es auslédndischen Unternehmen erlaubte, im ja-
panischen Versicherungs- und Bankensektor tétig zu werden. Der Markt wuchs
anschlieend rasant an, von etwa 1 Mrd. Dollar um die Jahrtausendwende auf
das Fiinfzigfache fiinf Jahre spéter. Ein wichtiger Faktor in Japan war die Gene-
ration der Baby-Boomer in den fiinfziger Jahren, die um die Jahrtausendwende
in der Haupt-Zielgruppe fiir Variable Annuitdten waren. Doch auch die andau-
ernde Niedrigzinsphase begiinstigte den Erfolg aller Arten von fondsgebundenen
Versicherungen.

Die spite Einfiihrung in Europa hatte ebenfalls regulatorische Griinde. So ist
im deutschen Versicherungsaufsichtsgesetz (VAG) geregelt, dass Deckungsriick-
stellungen fiir Garantien selbst dann gebildet werden miissen, wenn diese perfekt
abgesichert sind. Die daraus resultierenden Riickstellungen sind in der Summe
so hoch, dass kein Versicherungsunternehmen bereit ist, das notwendige Kapital
aufzubringen. Da jedoch innerhalb der Européischen Union auch fiir Versicherer
ein freier Handel gilt, wurden Tochtergesellschaften in Irland oder Luxemburg
gegriindet, fiir welche die oben beschriebene Problematik durch den jeweiligen
Regulierer nicht zutrifft.

In Deutschland wurden Variable Annuitédten bisher von drei Versicherern an-



geboten: Der Allianz, AXA, sowie der R+V. Aufgrund #hnlicher Strukturen
wie in Japan - niedrige Zinsen, sowie eine Baby-Boomer Generation im Alter
der Zielgruppe - erwartete man grofle Erfolge, die jedoch ausblieben. Vielmehr
zogen sich alle drei Versicherer nach den Verwerfungen an den Aktienmérkten
im Zuge der jiingsten Finanzkrise und daraus resultierenden Problemen im Ri-
sikomanagement aus dem Markt zuriick. Aktuell existiert somit kein Anbieter
mehr, der Variable Annuitéten in Deutschland vertreibt.

Insgesamt wurden Variable Annuititen mit der Zeit immer komplexer, dies lag
vor am Einfallsreichtum der Versicherer die immer neue Garantien mit verschie-
densten Optionen kombinierten. Wahrend so in den achtziger Jahren lediglich
garantierte Leistungen im Todesfall existierten (GMDB), wurden mit der Jahr-
tausendwende garantierte Sparsummen nach vertraglich festgelegter Ablaufzeit
(GMAB) und garantierte Rentenauszahlungen (GMWB) eingefiihrt.

2.3 Garantien

Variable Annuitéten grenzen sich gegeniiber der klassischen Lebensversicherung
iiber zusétzliche Garantien ab. In der Essenz sind diese Garantien eine Form von
Derivaten auf verschiedene Bestandteile des Versicherungsvertrags. Dies bedeu-
tet, dass Garantien auch als Solche bewertet werden, so dass die traditionelle
Bewertung von Lebensversicherungsvertragen an ihre Grenzen stoft.

Im Folgenden werden die unterschiedlichen Garantien erldutert, der Fokus liegt
in diesem Abschnitt auf den Auswirkungen auf die Zahlungsstrome, sowie der
Bewertung der Garantien. Alle vier Garantien sind eine Art von Option, so dass

die Bewertung in der Regel aufwendig ist.

Guaranteed Minimum Death Benefit

Der Guaranteed Minimum Death Benefit, kurz GMDB, ist eine Garantie, die
erst beim Tod des Versicherungsnehmers wirksam ist. Der Hintergedanke dieser
Art von Garantie ist der Schutz des Vermégens vor Verwerfungen am Aktien-
markt, so dass den Hinterbliebenen eine garantierte Mindestsumme hinterlassen
wird. Die Garantie kniipft somit stark an den Grundgedanken der klassischen
Lebensversicherung an.

Die Berechnung der garantierten Auszahlung bei Todesfall erfolgt lediglich an-

hand der urspriinglichen gezahlten Prédmie, sowie der Variablen Annuitét. Zu



Vertragsbeginn ist der GMDB genau gleich dem Anfangsguthaben. Am Ende
jeder Periode wird die ausbezahlte Annuitit vom GMDB der Vorperiode subtra-
hiert. Fallt das tatsdchliche Guthaben auf null, dann erlischt auch die Garantie,
dies hat den Hintergrund, dass nur ein vorhandenes Vermoégen durch die Ga-
rantie geschiitzt werden soll.

Der GMDB ist eine Option mit unbekannter Laufzeit, die Garantie endet erst
mit dem Todeszeitpunkt des Versicherungsnehmers der zu Vertragsbeginn un-
bekannt ist. Der Ausiibungszeitpunkt der Option ist jeweils am Periodenende,
der Ausiibungspreis ist zu Vertragsbeginn ebenfalls unbekannt, da dieser von
der Hohe der Annuitéat abhangt. Lediglich fiir den Spezialfall, dass die Annuitat
iiber die gesamte Vertragslaufzeit konstant ist, kann der Ausiibungspreis in je-
der Periode vorab bestimmt werden.

Die Bewertung ist somit nicht analytisch moglich, so dass der Wert der Garantie

lediglich tiber Simulationsverfahren berechnet werden kann.

Guaranteed Minimum Accumulation Benefit

Als zweite Garantie wird der Guaranteed Minimum Accumulation Benefit, in
der Kurzform GMAB, eingefiihrt. Diese Art der Option betrifft die Rendite auf
das Guthaben des Versicherungsnehmers fiir einen bestimmten Zeitraum. Bei
Vertragsbeginn wird ein Zeitpunkt festgelegt, an dem das Guthaben einen ge-
wissen Mindestbetrag erreicht haben muss. Wird dieser Betrag nicht realisiert,
tragt der Versicherer die Differenz zwischen dem vereinbarten Betrag und dem
tatsédchlichen Guthaben. Ziel der Garantie ist die zugesicherte Realisierung einer
bestimmten Mindestrendite. Der Versicherungsnehmer partizipiert somit ledig-
lich an positiven Entwicklungen des Fonds, wéhrend er die Risiken gegen eine
Gebiihr an den Versicherer iibertragt. Falls die Entwicklung des Investments die
garantierte Rendite iibertrifft, ist die Option wertlos.

Diese Art von Garantie entspricht einer klassischen européischen Option. Die
Filligkeit, sowie der Ausiibungspreis der Option sind vertraglich festgelegt, Ge-
genstand der Option ist das Guthaben. Entsprechend einfach gestaltet sich auch
die Bewertung der Garantie fiir den Versicherer, diese kann analytisch, beispiels-
weise mit Hilfe der Formel von Black und Scholes bewertet werden. Das Aus-

zahlungsprofil der Garantie entspricht der Short-Position einer Put Option.

10



Guaranteed Minimum Income Benefit

Eine andere Form von Garantie ist der Guaranteed Minimum Income Bene-
fit (GMIB), dieser sichert eine Mindestverzinsung auf eine lebenslang gezahlte
Annuitat. Durch die Garantie wird zum einen die Rente vor Verlusten auf dem
Aktienmarkt abgesichert und zum anderen wird eine jéhrliche Rentensteigerung
sichergestellt.

Zu Vertragsbeginn wird die Hohe der Rente als Anteil der urspriinglichen Pramie
festgelegt. Die Annuitét hingt im Verlauf des Vertrags direkt von der Hohe des
Guthabens und damit vom Verlauf des Investments ab. Bei Verwerfungen auf
den Mirkten kommt es ohne die Garantie auf diese Weise zu einer Verringe-
rung der Rente. In diesem Fall greift die Garantie: Der Versicherer berechnet
das theoretische Guthaben bei einer vereinbarten jéhrlichen Mindestverzinsung.
Die Rente wird anhand des grofieren Wertes aus dem theoretischen und dem
tatséichlichen Guthaben berechnet. Liegt ein Fehlbetrag vor, kommt der Versi-
cherer fiir diesen auf.

Auch diese Art der Garantie ist eine Option, die analytisch nicht bewertet wer-
den kann. Zwar liegt ein klar definierter Ausiibungspreis vor, jedoch kann keine
eindeutige Laufzeit angegeben werden. Die Option kann jeweils am Ende einer
Periode ausgeiibt werden und endet mit dem Tod des Versicherungsnehmers.
Dabei hat die Option auch dann Bestand, wenn sie einmal ausgeiibt wurde.
Aus diesem Grund kann der Guaranteed Minimum Income Benefit als exotische
Option klassifiziert werden. Da fiir diese keine analytischen Bewertungsmetho-
den existieren, muss der Wert der Option tiber Simulationsverfahren festgestellt

werden.

Guaranteed Minimum Withdrawal Benefit

Schliefllich bezieht sich der Guaranteed Minimum Withdrawal Benefit (GMWB)
ebenfalls auf die Annuitét. Diese wird dahingehend besichert, dass sie nicht un-
ter das Niveau der Vorperiode sinken kann, selbst wenn das Guthaben stark
fallt.

Die Hohe der Anfangsrente wird vertraglich festgelegt. An jedem Periodenen-
de wird dann die Annuitédt anhand des aktuellen Guthabens berechnet und mit
der Zahlung aus der Vorperiode verglichen. Liegt der Wert der aktuellen Periode
unter dem der Vorperiode wird die Rente nicht gesenkt. Somit sind, anders als
beim Guaranteed Minimum Income Benefit ausschlieflich Rentensteigerungen

moglich.
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Die Garantie gilt selbst bei einem Guthaben von Null, so dass eine lebenslange
Rente gezahlt wird. Der Versicherer muss fiir mogliche Fehlbetriige aufkommen,
die durch Langlebigkeit oder durch eine schlechte Entwicklungen des Invest-
ments entstehen.

Die Garantie ist ebenfalls eine exotische Option und muss als solche mit Hilfe ei-
ner Simulation bewertet werden. Dies liegt erneut an der ungewissen Laufzeit der
Option. Diese endet bei Ausiibung oder spétestens beim Tod des Versicherungs-
nehmers. Beide Ereignisse sind jedoch zuféllig und bei Vertragsbeginn unbe-
kannt. Zudem erneuert sich die Option bei Ausiibung, wobei der Ausiibungspreis

steigt.
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3 Szenario Generator

Ziel dieser Arbeit ist es, eine Methodik zur Abschitzung der Risiken fiir Variable
Annuitéten vorzustellen. In der Praxis werden dazu die fiir den Vertrag relevan-
ten Parameter simuliert um wiederum die notwendigen Reserven bestimmen zu

konnen. Zu den relevanten Parametern zédhlen in diesem Kontext:
e Ein Aktienindex
e Der Zinssatz
e Sterbetafeln
e Stornoraten

Sowohl Aktienindizes, als auch Daten beziiglich Zinsraten sind frei verfiigbar,
Sterbetafeln sind ebenfalls spezifisch fiir jedes Land vorhanden. Stornoraten sind
abhéngig vom Marktumfeld und dem jeweiligen Versicherungsunternehmen. Da
diesbeziiglich keine Daten vorliegen wird in dieser Arbeit vereinfachend davon
ausgegangen, dass keine vorzeitige Stornierung existiert.

In dieser Arbeit werden die verwendeten Modelle fiir den US amerikanischen
Markt kalibriert, da die vorhandenen Datensétze am umfangreichsten sind. Zur
Kalibrierung des Modells zur Simulation des Aktienindex in Kapitel 3.1 wird
der S&P 500 verwendet, eine Zeitreihe mit den téglichen Kursen steht beispiels-
weise auf Yahoo Finance frei zur Verfiigung.

Mit dem benoétigten Zinssatz ist der Marktzins gemeint, der zur Diskontierung
der Ergebnisse verwendet wird. Da dieser nicht direkt beobachtet werden kann,
wird hier auf einen Datensatz von der Federal Reserve zuriickgegriffen. Die Da-
ten beinhalten die jahrlichen Renditen auf amerikanische Treasury Bills mit
einjahriger Laufzeit. Es ist jedoch ebenso moglich andere Zeitreihen zur Bestim-
mung des Marktzinses zu verwenden, dazu zahlt beispielsweise der Leitzinssatz.
Die Modellierung des Zinses wird in Kapitel 3.2 erldutert.

Da Aktienkurse und Zinsraten einer gewissen Abhéngigkeitsstruktur unterlie-
gen wird diese ebenfalls modelliert. Dazu wird in Kapitel 3.3 eine Gauf3-Copula
geschéitzt, aus der die jeweiligen Fehlerterme simuliert werden kénnen.

Die Sterbetafel stammt fiir die USA von der ,,Society of Actuaries “ (SOA)! und
ist fiir die Verwendung in Versicherungsunternehmen vorgesehen, die genaue Im-

plementierung ist in Kapitel 3.4 dargestellt. Alle weiteren Datengrundlagen sind

Lhttp://mort.soa.org/
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Bestandteil des Vertrages und werden vor der eigentlichen Simulation festgelegt.

Insgesamt werden in dieser Arbeit 1000 Pfade simuliert. Jeder Pfad besteht
aus je einer Zeitreihe von Aktienrenditen, dem Zinssatz und einer Sterbewahr-
scheinlichkeit des jeweiligen Individuums. Alle Daten werden auf jahrlicher Basis
benotigt. Die Linge der Pfade hiangt vom Alter des Individuums bei Vertrags-
abschluss ab, die Zahlungsstrome werden immer bis zu einem Maximalalter von
115 Jahren berechnet. Fiir einen Sechzigjihrigen wiirden alle Parameter somit

fiir 55 Jahre simuliert werden.

3.1 Aktienindex

Jedem Lebensversicherungsvertrag liegt ein Kapitalinvestment zu Grunde, auch
Variable Annuitédten bilden keine Ausnahme. Die Art Geld anzulegen unterschei-
det sich je nach Vertragsart, Lebensversicherungen bei denen der Versicherer das
Geld erhilt gehoren dabei fiir den Anleger zu den sicheren Investments, da der
Versicherer eine Rendite garantiert. Variable Annuitéiten hingegen bilden das
andere Ende auf der Risikoskala, ein grofier Anteil des Geldes wird mit den be-
kannten Chancen und Risiken in Aktien investiert.

Die Modellierung und Simulation von Aktienrenditen kann ein kompliziertes
Unterfangen sein, insbesondere wenn der Zeithorizont hoch ist, wie es in dieser
Anwendung der Fall ist. Die Tatsache, dass in dieser Arbeit lediglich jahrliche
Renditen bendtigt werden erleichtert die Modellierung jedoch erheblich.
Nichtsdestotrotz werden zur Berechnung tégliche Renditen simuliert, dies hat
zahlreiche Vorteile und lediglich den geringfiigig groferen Aufwand als Nach-
teil. Zum einen spielen Ausreifier, wie sie in Simulationen durchaus vorkommen
eine untergeordnete Rolle, da diese bei jéhrlicher Betrachtung taglicher Rendi-
ten nicht zu sehr ins Gewicht fallen und sich zudem im Erwartungswert zeitlich
ausgleichen.

Zum anderen kann auf ein einfaches Modell zuriickgegriffen werden, da erneut
der zeitliche Effekt mogliche Fehler in der Modellierung ausgleicht. Von hoher
Wichtigkeit ist demnach, dass der Erwartungswert der Rendite iiber ein Jahr

plausibel ist.
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Als Datengrundlage werden tégliche Kurse des S&P 500 iiber Yahoo Finance
abgerufen. Die Beobachtungen reichen von 1991 bis einschliefllich 2013. Zwar lie-
gen weitere Beobachtungen vor 1991 vor, dennoch wird der Datensatz aus zwei
Griinden eingeschrankt. Erstens ist der Datensatz zur Schéitzung der Abhéngig-
keitsstruktur in Kapitel 3.3 ebenfalls auf einen Zeitraum ab 1991 eingeschrénkt.
Zweitens fithren zusétzliche Beobachtungen bei der vorliegenden Gréfie des Da-
tensatzes nur zu unwesentlichen Verdnderungen im Modell, dies liegt auch dar-
an, dass Aktienrenditen zeitlich relativ homogen sind. Insgesamt umfasst der
Datensatz 5796 Beobachtungen.

Aus den téglichen Kursen lassen sich Renditen anhand der ersten Differenz
der logarithmierten Daten berechnen. Diese weisen typische Eigenschaften von
Finanzdaten auf, in den unten stehenden Plots erkennt man beispielsweise deut-
lich die Volatilitéatscluster. Dariiber hinaus lédsst sich leicht zeigen, dass sich die
Verteilung der Renditen stirker um den Erwartungswert zentriert, als es bei-

spielsweise die Normalverteilung impliziert.

Kurs des S&P 500 Rendite des S&P 500
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Abbildung 1: Kurs und Rendite des S&P 500
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Um die idiosynkratischen Eigenschaften der Finanzdaten zu beriicksichtigen
wird ein GARCH(p, q) Modell verwendet, die Modellgleichungen ergeben sich
wie folgt:

Yo = P+ oigy (1)
ol=wtay1 -+ QpY—p + Bro? ...+ chrtz_q (2)

Der aktuelle Aktienkurs zum Zeitpunkt ¢ wird mit 1, bezeichnet, p ist hier
der Erwartungswert der Aktienrendite, ¢; steht fiir den Fehlerterm. Im ur-
spriinglichen GARCH-Modell von Bollerslev (1986) folgt ; einer Standardnor-
malverteilung, jedoch kénnen die starken Ausreifler bei Finanzdaten selbst durch
ein GARCH Modell, das diese besonders berticksichtigt, nicht addquat anhand
einer Normalverteilung erklért werden. Zur Modellierung der so genannten ,, Fat
Tails “ wird deshalb fiir den Fehlerterm €, eine nicht-standardisierte t-Verteilung
angenommen.

Die Notwendigkeit dieser Verteilungsannahme kann wie in Ruppert (2011) an-
hand eines Jarque-Bera Tests gezeigt werden. Schiitzt man ein GARCH(1,1)
Modell mit normalverteiltem &, ergibt sich fiir den Test ein p-Wert nahe Null,
so dass die Nullhypothese normalverteilter Innovationen ¢; abgelehnt werden
kann. Dieses Ergebnis kann auch anhand eines QQ-Plots gezeigt werden, in der
folgenden Abbildung erkennt man deutlich, dass fiir die Normalverteilung die
Rénder nicht passend modelliert werden. Hingegen scheinen t-verteilte ¢; ange-
bracht, wie der rechte Plot deutlich belegt. Die Anwendung dieser Verteilungs-
annahme in einem GARCH Modell fiir Finanzdaten wird in Bollerslev (1987)

ausfiihrlich erlautert.
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Abbildung 2: QQ Plots der Normalverteilung und t Verteilung

Die Wahl von p und q im GARCH Modell erfolgt anhand des Akaike Informa-

tionskriteriums (AIC) beziehungsweise des Bayesschen Informationskriteriums

(BIC), beide werden fiir einen Rang von bis zu p = ¢ = 3 berechnet.

p | q | Log Likelihood AIC BIC

111 18961.29 -37912.59 -37879.27
2|1 18970.11 -37928.23 | -37888.24
3|1 18970.10 -37926.19 -37879.54
112 18961.28 -37910.55 -37870.57
113 18961.33 -37908.67 | -37862.02
2|2 18971.02 -37928.04 | -37881.38
3|2 18970.99 -37925.98 -37872.66
2|3 18971.11 -37926.22 -37872.90
313 18971.36 -37924.73 -37864.75

Tabelle 1: Log Likelihood, AIC und BIC fiir verschiedene GARCH(p,q)
Modelle
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Die geringen Unterschiede in der Log Likelihood zeigen die grofe Ahnlichkeit
aller betrachteten Modelle. Sowohl das AIC, als auch das BIC favorisieren jedoch
ein GARCH(2,1) Modell, das somit in der Modellierung verwendet wird. Damit
lautet die Modellgleichung fiir die Varianz wie folgt.

07 = w4 a1yi—1 + aayi—2 + P07, (3)
Die Simulation erfolgt schrittweise, dazu werden in Kapitel 3.3 die Fehlerterme
€; berechnet um den Aktienkurs y; tageweise zu bestimmen. Weiterhin sind
Startwerte yo und o¢ notwendig, deren Relevanz jedoch aufgrund eines Burnins
von 100 Schritten eher untergeordnet ist. Aus den Kursen lisst sich dann eine
jéhrliche Rendite berechnen, die das Investment fiir die Variablen Annuitéten
darstellt.

3.2 Zinsen

Die Modellierung der Zinsrate ist im Vergleich zum Aktienindex ein ungleich
schwierigeres Unterfangen. Dies liegt an den besonderen Eigenschaften des Zin-
ses, die nur durch komplexe Modelle korrekt abgebildet werden. Bevor das ver-
wendete Modell daher eingehend beschrieben wird, werden die Eigenschaften

der Zinsrate vorab erldutert.

Die erste Eigenschaft ist die nicht-Negativitit des Zinses. Wihrend Aktien so-
wohl positive als auch negative Renditen aufweisen, liegt der Zins immer im
positiven Bereich. Die hohere Volatilitéit der Aktien, sowie das Verlustrisiko
wird durch eine hohere erwartete Rendite ausgeglichen. Die Zinsrate steht da-
gegen fiir positive, wenig schwankende Renditen.

Die jiingste Finanzkrise ldsst jedoch Zweifel an der nicht-Negativitit der Zins-
rate aufkommen. Im Dezember 2011 emittierte Ddnemark Staatsanleihen mit
einem negativen Zins, auch die Bundesrepublik Deutschland konnte Staatsan-
leihen mit einer negativen Zinsrate im Januar 2012 erfolgreich am Markt plat-
zieren. In den Medien ist zudem vermehrt davon die Rede, dass die Européische
Zentralbank den Leitzins unter Null senken kénnte. Diese Entwicklung spiegelt
die grofle Angst vor grofleren Verwerfungen auf den Mirkten und dem damit
verbundenen Verlust von Vermégen wider.

Obwohl negative Zinsen somit in der Praxis auftauchen, werden sie in der Mo-

dellierung dieser Arbeit ausgeschlossen. Es ist unklar, ob es sich bei negativen
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Zinsen um ein temporéres Phinomen handelt oder ob auch langfristig ein ne-
gativer Zins denkbar ist. Da keine Studien zu dieser Fragestellung existieren,
die einen negativen Zins empirisch belegen, wird in dieser Arbeit von einem
nicht-negativen Zins ausgegangen. Um die aktuelle Niedrigzinsphase nicht in
die Schétzung der Modellparameter aufzunehmen, wird der Datensatz entspre-
chend beschrénkt.

Eine weitere Eigenschaft der Zinsrate ist ihre hohe Autokorrelation. Der Zins
schwankt bei téglicher Betrachtung im Vergleich zu Aktienkursen nur sehr we-
nig, dabei verharrt er iiblicherweise auf einem bestimmten Niveau, dieses wird

stark durch den Leitzins der Zentralbanken bestimmt.

Zur Modellierung der Zinsrate wird zuerst das Vasicek Modell eingefiihrt. An-
hand eines Datensatzes von US Staatsanleihen werden die Parameter geschétzt,
anschliefend wird fiir einen léngeren Zeitraum simuliert. Es kann gezeigt wer-
den, dass das Modell erste brauchbare Erkenntnisse liefert, jedoch nicht alle
Eigenschaften der Zinsrate abbilden kann.

Als zweites Modell wird das Cox-Ingersoll-Ross (CIR) Modell als Erweiterung
des Vasicek Modells erldutert. Die Parameter des Modells werden anhand des-
selben Datensatzes geschétzt, die Simulation zeigt schliellich, dass alle formalen
Forderungen an die erzeugten Zinsraten erfiillt sind. Dennoch hat das Modell

insbesondere bei der Simulation von langfristigen Zinsraten einige Schwéchen.

Der Verwendete Datensatz zur Kalibrierung der Modelle stammt von der Federal
Reserve?. Insgesamt liegen 12984 Beobachtungen iiber einen Zeitraum von 1962
bis 2014 vor. Es werden die Kurse fiir eine konstante Falligkeit von einem Jahr
abgerufen, dies ist dahingehend sinnvoll, dass die Berechnungen in dieser Arbeit
auf jahrlicher Basis stattfinden. Werden die Reserven mit héherer Frequenz, wie

beispielsweise monatlich berechnet, ist die Laufzeit entsprechend anzupassen.

2http://www.federalreserve.gov /releases/h15/data.htm
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Vasicek Modell

Eines der ersten erfolgreichen Modelle zur Beschreibung der Zinsrate stammt
von Vasicek (1977). Das Modell verwendet einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess
zur Beschreibung der Dynamik des Zinses. Die Anderung des Zinses wird durch
folgende Gleichung beschrieben:

dry = a(p — r)dt + odW, (4)

In dieser Gleichung steht W; fiir einen Wiener Prozess. Das Modell zeichnet
sich zum einen dadurch aus, dass die Differentialgleichung explizit gelost werden
kann und zum anderen, dass die Parameter sinnvoll zu interpretieren sind. Die

Parameter konnen wie folgt beschrieben werden:
a : Geschwindigkeit, mit der sich der Zins dem Mittelwert p nahert
u : Langfristiger Mittelwert des Zinsniveaus
o : Volatilitdt der Zinsrate

In der Gleichung kann zwischen dem Drift o(p — 7(¢))dt und dem Schock odW;
unterschieden werden. Liegt der aktuelle Zins r; unter dem langfristigen Mit-
telwert p, dann ist der Drift positiv et vice versa. Dazu muss der so genannte
»Mean-Reversion Parameter® « positiv sein, andernfalls ist die Stationaritéit des
Prozesses nicht mehr gewéhrleistet.

Fiir die Simulation gilt weiterhin, dass bei gegebenem Startwert ry der Zins
langfristig gegen p konvergiert. In Abwesenheit des Schocks bliebe der Zins bei
Erreichen des langfristigen Niveaus konstant. Der Prozess konvergiert daher im-
mer mit Geschwindigkeit o zum langfristigen Mittelwert .

Schliellich ist die Zinsrate zum Zeitpunkt ¢ bedingt auf den Zeitpunkt s nor-

malverteilt mit folgendem Erwartungswert und Varianz:

E(Tt|7's) = ’I“(S)e_a(t—s) + ,Ll/(l _ e—a(t—s))
02 —2a(t—s)
Var(r) = %(1 e

Anhand dieser Informationen lassen sich die Parameter des Vasicek Modells

mittels Maximum Likelihood schétzen.

20



Als problematisch erweist sich dabei jedoch der hohe Umfang des Datensatzes.
Das Modell hat mit den starken Schwankungen der Zinsrate iiber die Jahrzehnte
Probleme, dies spiegelt sich in den Werten fiir ;4 und o wider. Schétzt man das
Modell fiir einen reduzierten Datensatz von 1991 bis 2014, erhilt man folgende
Werte:

Parameter ‘Wert

1 2.00757
a 0.00086
o 0.08888

Tabelle 2: Geschitzte Parameter im Vasicek Modell fiir den Zeitraum 1991 bis
2014

Der langfristige Mittelwert p unterscheidet sich zwar deutlich vom wahren Mit-
telwert der Zeitreihe, der bei etwa 3.33 liegt, dies kann jedoch in der Praxis

vernachléssigt werden, wie auch ein Blick auf den Verlauf des Zinses verrét:

- - - Mittelwert der Zeitreihe
- - - Mittelwertsparameter p
© 4
< 4
P | 1 5 S
o 4

T T
1995 2000 2005 2010

Abbildung 3: Kurse einer Treasury Bill von 1991 bis 2014 mit einjéhriger
Laufzeit
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Die Zinsrate liegt demnach in den vergangenen Jahren unter dem langfristigen
Mittelwert, so dass ein entsprechend niedrigeres p fiir kurzfristige Simulationen
nicht unrealistisch scheint.

Problematischer ist dagegen der Geschwindigkeitsparameter a der einen sehr
niedrigen Wert annimmt. Der Grund dafiir ist, dass die Zinsrate fiir die meis-
ten Beobachtungen sehr weit vom langfristigen Mittelwert entfernt ist und sich
diesem kaum annéhert. In der Simulation fithrt dies dazu, dass die Pfade auch
langfristig stark vom Mittelwertsparameter p abweichen, so dass die Eigenschaft
der ,Mean-Reversion“ fast komplett verloren geht.

Schétzt man die Parameter des Vasicek Modells hingegen auf einen kurzen Zeit-
raum, wie beispielsweise ein Jahr, ergibt sich insbesondere fiir den Parameter «
ein deutlich konsistenteres Ergebnis. Fiir das Jahr 2003 ergeben sich beispiels-

weise die folgenden geschitzten Werte:

Parameter Wert
1 1.24026
« 0.92448
o 0.148647

Tabelle 3: Geschitzte Parameter im Vasicek Modell fiir das Jahr 2003

Die Differenz zwischen dem Mittelwert der Zeitreihe von 1.2414 und dem ge-
schitzten Parameter p liegt hier bei unter 1%, wihrend der ,Mean-Reversion*
Parameter « deutlich hoher liegt. Bei der Kalibrierung der Parameter ist somit
auf einen homogenen Zeitraum zu achten, bei dem die Zinsstruktur iiber die
Zeit konstant bleibt.

Ungeachtet dieses Komplikationen besteht bei der Simulation von Zinsraten
mit dem Vasicek Modell ein weiteres Problem. Zwar kehrt die Zinsrate immer
zum Mittelwert zuriick, jedoch kann diese bei starken Schocks auch unter den
Wert Null fallen, obwohl dies in den Daten nicht zu beobachten ist. Besonders
problematisch ist dies, wenn der langfristige Mittelwert p bereits nahe Null liegt,
wie es in der jiingsten Vergangenheit der Fall ist.

Simuliert man fiinf Zinspfade {iber eine Zeitspanne von vierzig Jahren, ergeben
sich bereits negative Zinsraten, wie der folgende Plot zeigt. Die Parameter wer-

den wie in Tabelle 2 verwendet, der Startwert ist ein Zins von 4%, dieser Wert
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liegt zum einen iiber dem langfristigen Mittelwert p und ist dariiber hinaus weit
von einem Wert unter null entfernt. Sieht man von der negativen Zinsrate ab,
lasst sich die Mean-Reversion Eigenschaft des Modells gut erkennen. Der Erwar-
tungswert néhert sich iiber die Zeit vom Startwert dem Mittelwertsparameter

[ an.

Simulierte Pfade im Vasicek Modell

wahrer Mittelwert
- - - geschatztes u
- - - Standardabweichung

rt

Abbildung 4: Simulierte Zinsraten im Vasicek Modell

Cox-Ingersoll-Ross Modell

Eine Weiterentwicklung des Vasicek Modells, die sich dem Problem der nicht-
negativen Zinsen annimmt geht auf Cox et al. (1985) zuriick. Die Idee der Arbeit
lag darin, den Wurzel-Diffusionsprozess zur Modellierung des Zinssatzes zu ver-
wenden. Die drei Autoren legten damit den Grundstein fiir das so genannte CIR
Modell, das nach fast 30 Jahren immer noch in der Praxis angewandt wird.

Das Modell erweitert Gleichung (4), so dass nicht-negative Zinsen nicht mehr
auftreten konnen. Die stochastische Differentialgleichung nimmt folgende Form

an:

dry = og(‘u — rt)dt + O'\/TT,th (5)

Die Parameter des Modells besitzen dieselben Interpretationen wie in beim Va-

sicek Modell im vorherigen Abschnitt. Im Vergleich zu diesem héngt jedoch
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im CIR Modell die Wirkung des Schocks vom aktuellen Zinsniveau ab. Ist der
Zins niedrig, schwiicht der Standardabweichungs-Term U\/@ die Wirkung des
Schocks ab. Cox et al. (1985) zeigen zudem, dass unter der Bedingung «, u > 0
der Zins die nicht-Negativitdtsbedingung stets erfiillt. Dariiber hinaus gilt, dass

fiir 2ab > o2 der Zins nie Null ist.

Die Erweiterung des Modells fithrt dazu, dass der Prozess deutlich komplexer
wird, insbesondere lésst sich die stochastische Differentialgleichung nicht mehr
explizit 16sen. Fiir praktische Anwendungen ist daher die Ubergangswahrschein-
lichkeit von hohem Interesse, die fiir das CIR Modell bekannt ist und folgende
Form annimmt:

re|re—1 ~ ¢ Xg 2()‘) (6)

Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist demnach eine nicht-zentrale Chi-Quadrat
Verteilung mit d Freiheitsgraden und nicht-Zentralitdtsparameter A, die mit
einem konstanten Faktor ¢ multipliziert wird. Die Parameter lassen sich wie

folgt berechnen:

2 e
e ? (1—e"%)
4o
dap
d: ?
doe™ @

Ti_
o2(l—ea) '
e—(l

= — Tt-1

Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist hier fiir At = 1 angegeben, da dies der
einzige Fall von Interesse fiir diese Arbeit ist. Die Ubergangswahrscheinlichkeit
ist jedoch auch fiir groflere Zeitabstdnde wohl definiert, dazu sei auf die Arbeit
von Cox, Ingersoll und Ross verwiesen. Es ist weiterhin leicht zu erkennen, dass
sowohl der Parameter der Freiheitsgrade d, als auch der Faktor c fiir ein fixes
At konstant sind, wiahrend der nicht-Zentralitdtsparameter A vom Zins der Vor-

periode abhéngt.

Ein weiteres Problem bei der Schéitzung des CIR Modells ist, dass der Mit-
telwertsparameter p zeitlich konstant ist. Dies bedeutet, dass es lediglich ein

langfristiges Zinsniveau geben kann. Kalibriert man das CIR Modell jedoch auf
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Zeitrdume von mehreren Jahren, treten oft mehrere unterschiedliche Zinsnive-
aus auf. Dies fithrt dazu, dass die Schitzung der Parameter die Realitdt nicht
korrekt abbilden kann.

Aus diesem Grund existieren zahlreiche Erweiterungen des CIR Modells, in de-
nen beispielsweise der Mittelwertsparameter p zeitabhéngig ist. Der grofie Nach-
teil all dieser Erweiterungen besteht jedoch darin, dass sich nicht mehr ohne wei-
teres mit Hilfe des Modells simulieren lisst, da die Ubergangswahrscheinlichkeit
in Formel (6) nicht mehr bekannt ist.

In dieser Arbeit wird aus diesem Grund eine andere Methodik gewihlt. Der
Datensatz, der zur Kalibrierung des Modells dient, wird zeitlich restringiert,
so dass ein einzelner Mittelwertsparameter plausibel ist. Dazu wird sowohl die
Hochzinsphase in den Achtziger Jahren, sowie die jiingste Niedrigzinsphase aus
dem Datensatz ausgeschlossen. Dies fithrt zwar zu einer konsistenten Schitzung,
jedoch muss in der spéteren Analyse beriicksichtigt werden, dass weder sehr ho-

he noch sehr niedrige Zinsen ausreichend durch das Modell abgebildet werden.

Um anhand des CIR Modells simulieren zu kénnen, miissen zuerst die Para-
meter § = (a, p, o) geschiitzt werden. Kladivko (2007) erldutert die Schitzung
sowohl anhand von Maximum Likelihood, als auch iiber die Methode der kleins-
ten Quadrate. Zu beachten ist, dass die Parametrisierung der nicht-zentralen
Chi-Quadrat Verteilung der Notation von Shao (2012) folgt.

Kleinste Quadrate Schitzung

Um die Parameter mittels KQ Schéitzer bestimmen zu kénnen, ist es notig Glei-

chung (5) umzuformen, dies geschieht unter der Diskretisierung von r;:

Tt4+At — Tt = O[(‘[L - Tt)dt + o\/TiEL
- At
Tidar — Tt Of — a/r At + o,
VTt VTt

Die Schétzer fiir a und p ergeben sich iiber:

+ aﬁAt) 2 (7)

(Tt1:+1 — Tt apAt
1 Tti

A /Tti
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Der Schétzer fiir die Volatilitdt ¢ lasst sich dann iiber die Standardabweichung

der Residuen bestimmen.

Maximum Likelihood Schétzung

Bei insgesamt T' Beobachtungen lésst sich die Maximum-Likelihood Funktion

mit Hilfe von (6) wie folgt darstellen:

T-1

L) = ][ p(resalre: 0, At) (8)

t=1

Die log-Likelihood ergibt sich dann als:

T-1

19) = Z In p(resalre; 6, At) (9)

t=1
Die Ergebnisse der Schiitzung sind in folgender Tabelle dargestellt, weiterhin

sind die geschétzten Parameter mit dem Algorithmus von Kladivko (2007) an-

gegeben.

Schétzer ‘ « I o
KQ 0.1834547 | 3.2382581 | 0.4094420
ML 0.1626296 | 3.236785 | 0.4100831
Kladivko | 0.161071 | 3.086439 | 0.410073

Tabelle 4: Geschitzte Parameter im CIR Modell fiir den Zeitraum 1991 bis
2001

Der KQ Schétzer ist unrestringiert, so dass theoretisch auch negative Werte fiir
« auftreten kénnen. Ein negativer ,,Mean-Reversion* Parameter bedeutet, dass
sich die Werte langfristig vom Mittelwertsparameter p wegbewegen, diese Inter-
pretation ist jedoch wenig sinnvoll.

In der Schitzung und auch in der Simulation wird ein At von ﬁ verwendet
um die Tagesfrequenz der Daten abzubilden. Die Wahl von At ist dabei nicht
von Bedeutung, so lange der Wert in der gesamten Arbeit konstant bleibt. Es
macht jedoch Sinn auf den gewdhlten Wert zuriickzugreifen, da die resultieren-
den Schétzer problemlos und ziigig berechnet werden kénnen. Im Vergleich dazu

geht die Bessel Funktion, die zur Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit
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notwendig ist fiir kleine Werte von « schnell gegen unendlich und so dass die
Optimierung fehlschléigt. Dieser Fall tritt beispielsweise bei einem At = 1 von

auf.

Der geschiitzte Wert fiir p fiir alle drei Schiitzer ist schliellich niedriger als der
Mittelwert des Datensatzes von 4.3277. Dennoch scheint ein niedrigerer Mittel-
wertsparameter plausibel, da auch das Zinsniveau des Datensatzes zum Oberen
Ende hin niedriger ausfiillt. Die entsprechenden Parameter bei der Maximum
Likelihood Schétzung unterscheiden sich nur unwesentlich im Vergleich zum
KQ Schétzer, der Mean-Reversion Parameter ist lediglich marginal niedriger.
Dariiber hinaus sind auch die Unterscheide zwischen den Parametern aus der
ML Schétzung und der Matlab Implementierung von Kladivko duflerst gering.
Die Abweichungen ergeben sich durch die unterschiedliche Implementierung der
Bessel Funktion in R und Matlab.

Simulation des Zinssatzes

Die Zinsen lassen sich schlieBlich mit Hilfe der Ubergangswahrscheinlichkeit in
Formel (6) simulieren. Sind die Parameter des CIR Modells bekannt, ist ledig-
lich ein Anfangszins zu wihlen. Langfristig bewegt sich das Zinsniveau zum
geschitzten Mittelwertsparameter u, so dass die Wahl des Anfangszinses ledig-
lich zu Vertragsbeginn einen Einfluss auf die Ergebnisse haben kann.

Die Simulation des Zinses erfolgt fiir jedes Szenario Schrittweise, dazu wird je-
weils aus der bedingten Dichte gezogen. Der nicht-Zentralitéits Parameter A wird
dazu in jedem Schritt neu berechnet, die Freiheitsgrade d und der Faktor ¢ sind

dagegen immer konstant.

Es ist zu beachten, dass bei der Berechnung des jédhrlichen Zinssatzes tégliche
Schwankungen beriicksichtigt werden miissen. Dazu werden aus den annuali-
sierten Renditen r; auf die Staatsanleihe tégliche Renditen 4,, anhand folgender
Formel berechnet: .
t o\l

100 ) 250 (10)
Die téglichen Renditen i,, sind tatséchlich keine echten, tédglichen Renditen, da
lediglich 250 Tage im Jahr statt 365 unterstellt werden. Die 250 Tage basie-

ren auch in dieser Anwendung auf der Anzahl der Handelstage im Jahr. Im

in=01+

néchsten Schritt ldsst sich dann der jahrliche Zinssatz anhand des Produkts der
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téglichen Zinsrate berechnen. Auf diese Weise héngt der jihrliche Zinssatz auch
von Schwankungen innerhalb des Jahres ab. Durch die konstante Jahresldnge

von 250 Tagen ist die Linge des Produkts in der Simulation immer konstant.

3.3 Abhingigkeitsstruktur

In der Realitét besteht eine bestimmte Abhéngigkeit zwischen dem Verlauf der
Zinsen und des Aktienmarktes. Um diese in den Szenarien entsprechend zu
beriicksichtigen, wird die Abhéngigkeitsstruktur anhand einer Copula model-
liert. Die Copula wird, wie auch die Modelle zur Simulation der Aktie und des
Zinses anhand der bekannten Datensétze kalibriert. Dazu werden die Beobach-
tungen nach Datum paarweise zugeordnet, unvollstiandige Paare werden dabei
aussortiert. Damit reduziert sich der Datensatz der Aktien auf den Zeitraum
1991 bis 2008. Insgesamt liegen zur Schétzung der Copula 4247 Beobachtungen
vor.

Es wird explizit davon ausgegangen, dass die Abhéngigkeitsstruktur zeitlich kon-
stant ist, so dass eine Hinzunahme weiterer Beobachtungen das Ergebnis nicht
dndert. Andernfalls wiirde dies die Modellierung erheblich erschweren. Die An-
nahme ist auch insofern relevant, da zur Schétzung der Parameter im GARCH
Modell die Kurse in Abschnitt 3.1 bis einschliellich 2013 verwendet wurden.
Um die Copula zu schitzen, miissen die Beobachtungen gemafl der Modellie-
rung in eine Standardgleichverteilung transformiert werden. Dies geschieht fiir

die Aktienrenditen und die Zinsraten in unterschiedlicher Art und Weise.

Die Problematik bei der Transformation der Aktie ist die bedingte Varianz die
durch das GARCH Modell gegeben ist. Es ist deshalb nicht ausreichend eine
inverse Verteilungsfunktion auf die Daten anzuwenden um so eine Standard-
gleichverteilung zu erhalten. Stattdessen erfolgt die Transformation Schrittwei-
se. Dazu wird die bedingte Volatilitét fiir jeden Datenpunkt berechnet um an-
schliefend die inverse t-Verteilung auf die jeweilige Beobachtung anzuwenden.
Die Verteilung wird weiterhin um den Mittelwert zentriert, die Freiheitsgrade
miissen fiir den eingeschrénkten Datensatz geschétzt werden.

Die Ergebnisse lassen sich anhand des folgenden Histogramms darstellen. Man
erkennt, dass die Verteilung sehr homogen ist, so dass von einer adédquaten Mo-

dellierung ausgegangen werden kann.
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Abbildung 5: Histogramm der transformierten Aktienrenditen

Die Zinsen werden mit Hilfe des CIR Modells transformiert, das Vorgehen ist
analog zur Simulation. Die Verteilungsfunktion der nicht-zentralen y? Verteilung
wird Schrittweise auf die Beobachtungen angewandt um eine Gleichverteilung
zu erhalten. Der nicht-Zentralitéits Parameter A wird dazu in jedem Schritt neu
berechnet. Die Ergebnisse lassen sich auch an dieser Stelle anhand eines Histo-

gramms nachvollziehen.
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Abbildung 6: Histogramm der transformierten Zinsraten

Anders als in Abbildung 5 ist deutlich zu erkennen, dass die transformierten
Daten nicht gleichverteilt sind. Dies liegt daran, dass das CIR Modell die Daten
deutlich schlechter modelliert, als es das GARCH Modell fiir die Aktienrenditen
tut. Die Griinde dafiir werden ausfiihrlich in Abschnitt 3.5 dargelegt. An dieser
Stelle wird vorerst mit den transformierten Daten weitergearbeitet.

Mit Hilfe der beiden Gleichverteilungen kann nun die Copula geschétzt werden.
Die Wahl fallt dabei aufgrund der Abhéngigkeitsstruktur auf eine Gaufi-Copula
die durch den Korrelationskoeffizienten p bestimmt ist. Als geschétzten Wert
erhilt man p = 0.0431, dieser Wert deutet auf eine duferst schwach ausge-

priagte Abhéngigkeit zwischen den téglichen Beobachtungen hin.

Die Modellierung der Abhéngigkeit lidsst sich auf verschiedene Arten realisie-
ren. In der ersten, intuitiven Variante werden dazu aus der geschétzten Copula
Paare von gleichverteilten, abhéngigen Variablen gezogen. Aus diesen lassen sich
die Fehlerterme fiir die Simulation der Aktie und des Zinses berechnen. Im Fall
der Aktie miissen die gleichverteilten Fehler lediglich in eine Standardnormal-
verteilung transformiert werden. Diese flieBen anschlielend direkt iiber ¢ in das
GARCH Modell ein. Die Transformation geschieht anhand der inversen Stan-

dardnormalverteilung.
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Im CIR Modell wird dagegen die inverse nicht-zentrale y? Verteilung erneut
schrittweise auf die gleichverteilten Fehlerterme angewandt. Dabei muss wie-
derum in jedem Schritt der nicht-Zentralitédts Parameter A\ berechnet werden.

In dieser Variante hat die Simulation den gravierenden Nachteil, dass die inver-
se nicht-zentrale y2-Verteilung fiir groBe A duflerst rechenintensiv ist. Aufgrund
des hohen Zeithorizontes, der in dieser Anwendung simuliert wird, stellt die be-
schriebene Variante lediglich eine theoretische M6glichkeit dar, die in der Praxis

am hohen Rechenaufwand scheitert.

Zur Umgehung der hohen Rechenintensitét, die aus der inversen nicht-zentralen
x2-Verteilung resultiert, wird eine andere Variante implementiert, die auch in
Aas et al. (2009) ausfiihrlicher erliutert wird. Dazu wird als Erstes die Zinsrate
wie in Abschnitt 3.2 beschrieben simuliert. Die Zinsrate ist dadurch vorerst un-
abh#ngig von der Bewegung der Aktie. Die Zinsraten werden dann mit Hilfe der
nicht-zentralen x2-Verteilung transformiert, so dass eine Standardgleichvertei-
lung entsteht. Fiir die Aktie werden ebenfalls Fehlerterme aus einer Standard-
gleichverteilung gezogen, die von den Zinsen unabhéngig sind.

Um die Abhéingigkeit zwischen den beiden gleichverteilten Fehlern herzustellen
werden die Fehlerterme der Aktie mit Hilfe der Copula anhand der so genannten
h-Funktion transformiert. Diese berechnet die benotigten, abhéingigen Fehlerter-

me anhand der bedingten Randdichte aus den Zinsen.

Die allgemeine h-Funktion ldsst sich wie folgt darstellen:

OCuyup {F(u1), Fuz2)}

h(uy, uz,0) = F(ulug) = OF (uy)

(11)

In dieser Gleichung ist u; immer bedingt auf us. Die geschétzten Parameter der
jeweiligen Copula werden in 6 wiedergegeben. Die inverse h-Funktion fiir die

GauB3-Copula lautet:

h™Hur,uz, p) = {2 (ug) /1 — p2 + p @ (ug)} (12)

Mit Hilfe der inversen h-Funktion lassen sich nun anhand der geschétzten Co-
pula und den transformierten Zinsraten abhéngige, gleichverteilte Fehlerterme
fiir die Simulation der Aktie berechnen. Die Abhingigkeitsstruktur entspricht

auf diese Weise der geschétzten Copula.
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Die resultierenden, gleichverteilten Fehlerterme miissen anschlieffend mit Hilfe
einer inversen t-Verteilung transformiert werden. Der Mittelwert der Verteilung
liegt aufgrund der Zentrierung bei 0, die Standardabweichung hat den Wert
1, fiir die Freiheitsgrade wird derselbe Wert wie bei der Transformation der
Aktienrenditen in eine Gleichverteilung verwendet. Bevor die Fehlerterme in das
GARCH Modell iibergeben werden kénnen, muss zudem beriicksichtigt werden,

dass fiir die Varianz der t-Verteilung der folgende Zusammenhang gilt.

v

Var(X) = o2
ar(X) UV_Q

(13)

Die Fehlerterme miissen aus diesem Grund mit der Wurzel aus (13) mulipliziert

werden und konnen anschliefend im GARCH Modell verwendet werden.

Der Algorithmus kann wie folgt zusammengefasst werden:

Berechnung der Abhingigkeitsstruktur

1. Simuliere unabhingige Zinsraten anhand von r¢|ry_; ~ ¢ X:i 2()\).
2. Transformiere die Zinsraten in eine Gleichverteilung us

3. Simuliere unabhiingige Fehlerterme fiir die Aktienrenditen aus einer U (0, 1)

Verteilung
4. Berechne die Abhingigkeitsstruktur anhand von h=!(uy, us, p)
5. Transformiere u; mit der inversen t-Verteilung

6. Multipliziere die Fehler mit , /%5

7. Simuliere die Aktienrenditen anhand der t-verteilten Fehlerterme

3.4 Sterbetafel

Frither oder spéter endet jeder Lebensversicherungsvertrag, die natiirliche Ursa-
che dafiir ist der Tod des Versicherungsnehmers. Um dieses Ereignis zu modellie-
ren, sind Annahmen beziiglich des Todeszeitpunktes notig. Da in dieser Arbeit
lediglich jéhrliche Berechnungen stattfinden, geniigen Wahrscheinlichkeiten fiir
den Tod des Versicherungsnehmers auf jahrlicher Basis. Diese Wahrscheinlich-

keiten werden in den so genannten Sterbetafeln zusammengefasst.
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Die Berechnung von zukiinftigen Sterbewahrscheinlichkeiten ist ein komplexes
Unterfangen. In der Modellierung spielen verschiedene Faktoren eine Rolle, allen
voran miissen die Auswirkungen steigender Lebensqualitdt und besserer medi-
zinischer Versorgung in der Pridiktion beriicksichtigt werden. Da eine entspre-
chende Modellierung den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, wird auf Ster-
betafeln der Aktuarsvereinigungen zuriickgegriffen. Dennoch sollen an dieser
Stelle Nutzen und Anwendung der verfiigharen Sterbetafeln erldutert werden.

Da der Aktienindex und der Zins auf US amerikanische Daten kalibriert wird,
ist es folgerichtig sinnvoll, Sterbetafeln fiir die USA zu verwenden. Die ameri-
kanische Aktuarsvereinigung , Society of Actuaries “ (SOA) stellt speziell fiir
Variable Annuitidten Sterbetafeln zur Verfiigung. Diese unterscheiden sich im
Vergleich zu anderen Sterbetafeln darin, dass das Hochstalter bei 115 Jahren

hoher angesetzt ist, als in der konventionellen Lebensversicherung.

Die verwendete Sterbetafel enthélt bedingte einjéhrige Sterbewahrscheinlich-
keiten ¢,. Diese geben die Wahrscheinlichkeit ¢ fiir einen x-jéhrigen an, in-
nerhalb des néichsten Jahres zu sterben. Entsprechend ergibt sich die bedingte
Uberlebenswahrscheinlichkeit eines x-jihrigen als p, = 1—g,. Fiir die mehrjihrige
Uberlebens- beziehungsweise Sterbewahrscheinlichkeit nimmt man das entspre-
chende Produkt.

Das theoretische Hochstalter ist mit 115 Jahren angegeben. Dies impliziert eine
Sterbewahrscheinlichkeit von 1 fiir jemanden, der dieses Alter erreicht. Fiir die
Anwendung in der Versicherung ist diese Annahme sinnvoll, da damit zu rech-
nen ist, dass der Grofiteil des Versicherungskollektivs dieses Alter nicht erreicht.
Dariiber hinaus erleichtert ein endlicher Zeithorizont die Berechnungen.

Der Verlauf der Sterbewahrscheinlichkeiten entspricht dariiber hinaus den in-
tuitiven Erwartungen. Die bedingte Sterbewahrscheinlichkeit steigt stetig mit
dem Alter an. Somit schrumpft das Versicherungskollektiv im Laufe der Zeit
erst langsam, iiber die Zeit jedoch schneller werdend bis das gesamte Kollektiv
verstorben ist. Dabei wird davon ausgegangen, dass im Laufe der Zeit keine

neuen Vertrige dem Kollektiv zugefiigt werden.

Es ist an dieser Stelle wichtig, die Bedeutung der Sterbetafel zu verstehen.
Die Sterbewahrscheinlichkeiten sind lediglich Erwartungswerte fiir ein Kollektiv
von Versicherungsnehmern. Durch das Gesetz der groflen Zahlen néhern sich die
Sterbewahrscheinlichkeiten im Kollektiv deshalb mit wachsender Zahl an Versi-

cherungsnehmern denen der Sterbetafel an. Zahlungsstrome lassen sich nicht fiir
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den Einzelnen berechnen, sondern lediglich auf Kollektivebene. Die Zahlungs-
strome fiir das Individuum erfolgen in der Realitédt in voller Hohe und enden
abrupt bei Tod. Es wird deshalb in dieser Arbeit davon ausgegangen, dass ein
Versicherungskollektiv mit ausreichender Grofie vorliegt, so dass das Gesetz der
groflen Zahlen gilt.

Aus diesem Umstand ldsst sich auch ein grofies langfristiges Risiko fiir den
Versicherer ableiten. Fiir den Fall, dass das Versicherungskollektiv eine im Er-
wartungswert hohere oder niedrigere Uberlebenswahrscheinlichkeit aufweist, als
durch die Sterbetafeln angenommen, sind die Berechnungen des Versicherers
unzutreffend. Wihrend eine niedrigere Uberlebenswahrscheinlichkeit keine ne-
gativen Auswirkungen auf den Versicherer hat, sind die berechneten Reserven
im adversen Fall zu niedrig. Fiir den Fall, dass die Sterbewahrscheinlichkeit im
Kollektiv niedriger ist, als in der Sterbetafel angegeben, spricht man deshalb
auch vom Langlebigkeitsrisiko. Der Einfluss dieses Risikos wird auch in Kapitel

5.1 erlautert.

3.5 Giitetests

In diesem Kapitel wurden bisher zahlreiche Annahmen beziiglich der notwen-
digen Variablen zur Berechnung einer Variablen Annuitit getroffen. Um ein
sinnvolles Risikomanagement zu betreiben, ist es notwendig die Giite dieser An-
nahmen zu iiberpriifen soweit dies moglich und sinnvoll ist. Vor allem bei der
Modellierung der Zinsen und des Aktienindex bieten sich solche Giitetests an,
da fiir diese statistische Verfahren angewandt wurden. Die Giite der Sterbetafel
wird in dieser Arbeit nicht iiberpriift, da die Verfahren zur Berechnung einer
Sterbetafel duflerst komplex sind.

Sowohl bei der Modellierung des Aktienindex als auch bei der Berechnung der
Zinsen wurden Verteilungsannahmen getroffen, die es zu iiberpriifen gilt. Als
Testverfahren bietet sich der Kolmogorv-Smirnov (KS) Test an, dieser vergleicht
die empirische Verteilungsfunktion F,, einer Variable mit einer vorgegebenen

Verteilungsfunktion Fj. Die Testhypothesen beim KS Test lauten wie folgt:

HO : Fx(.’b) = Fo(l')
H1 : Fx(a'}) 75 Fo(.’l?)
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Die Teststatistik d,, berechnet den maximalen Abstand zwischen empirischer

Verteilungsfunktion und der bekannten Verteilungsfunktion Fp:
dp = || Fyy — Fo|| = sup |[F(2) — Fo(z)] (14)

Ist der Abstand d,, hinreichend grof3, kann die Nullhypothese abgelehnt werden.
Die kritischen Werte miissen dazu anhand der jeweiligen Verteilungsannahmen

berechnet werden.

Um die Teststatistik fiir den Aktienindex zu berechnen, miissen Pfade mittels
des beschriebenen Modells berechnet werden. Fiir diese werden die Parame-
ter der t-Verteilung per Maximum Likelihood geschétzt, anschliefend kann die
Teststatistik fiir jeden Pfad mit Hilfe von Formel 14 berechnet werden. Die
Realisationen der Teststatistik folgen einer Verteilung fiir die wiederum die «
Quantile als kritische Werte berechnet werden kénnen. Um eine moglichst aussa-
gekriftige Verteilung zur Bestimmung der kritischen Werte zu erhalten scheinen
1000 simulierte Pfade angebracht. Die Pfade haben wiederum eine Lénge von
5000, dies entspricht etwa zehn Handelsjahren und geniigt der Forderung, die

simulierte Verteilung hinreichend genau abzubilden.

Die Quantile werden fiir Signifikanzniveaus von « € {0.1,0.05,0.01} berechnet.
Fiir den Aktienindex ergeben sich folgende kritische Werte:

Signifikanznivean | 90% | 95% | 99%
Kritischer Wert | 0.097566 | 0.131934 | 0.203759

Tabelle 5: Kritische Werte fiir die Verteilung des Aktienindex

Fiir die realen Daten des S&P 500 wird nun eine t-Verteilung mittels Maximum
Likelihood geschatzt. Fiir die Teststatistik ergibt sich dann ein Wert von etwa
d, = 0.0392. Da dieser Wert deutlich unter den kritischen Werten der ange-
gebenen Signifikanzniveaus liegt, kann die Nullhypothese beibehalten werden.
Die Verteilungsannahme einer t-Verteilung ist deshalb fiir die Modellierung des

Aktienindex angebracht.

35



Das Vorgehen fiir die Zinsen erfolgt dhnlich wie fiir den Aktienindex. Um die
kritischen Werte der Teststatistik zu berechnen miissen jedoch die spezifischen
Modellierungsannahmen beriicksichtigt werden. Cox et al. (1985) zeigen, dass
die Verteilung der Zinsen im CIR Modell fiir «, p > 0 und ¢t — oo einer Gamma-
Verteilung (v, w) folgt. Die Werte fiir v,w ergeben sich aus den geschétzten
Parametern des CIR Modell:

L 2a
02

_ 2ap
o2

Die Bestimmung der kritischen Werte fiir die Teststatistik erfolgt nun analog
zum Aktienindex. Anhand des CIR Modells werden 1000 Pfade der Linge 5000
simuliert. Fiir jeden Pfad werden anschlieflend die Parameter des CIR Modells
geschitzt. Da die Maximum Likelihood Methode sehr rechenintensiv ist, wird
auf die KQ Methode zur Schéitzung der Parameter zuriickgegriffen, der dadurch
entstehende leichte Bias wird im Hinterkopf behalten. Aus den geschéitzten Pa-
rametern des CIR Modells lassen sich die Parameter der Gamma-Verteilung
bestimmen, mit der sich wiederum die Verteilung der Teststatistik berechnen

ldsst. Die kritischen Werte ergeben sich dann wie folgt aus den Quantilen:

Signifikanznivean | 90% | 95% | 99%
Kritischer Wert \ 0.146547 \ 0.175418 \ 0.253492

Tabelle 6: Kritische Werte fiir die Verteilung der Zinsrate

Die Teststatistik 1asst sich anhand der realen Daten der Federal Reserve bestim-
men. Es ergibt sich ein Wert von etwa d,, = 0.391856. Dieser Wert iiberschreitet
die kritischen Werte aller drei Signifikanzniveaus, so dass die Nullhypothese einer
Gammaverteilung abgelehnt werden muss. Die Hohe der Teststatistik schliefit
auch einen Fehler durch den Bias aus der KQ Schéitzung aus. Das Histogramm
der historischen Zinsraten mit der geschitzten Gamma-Verteilung gibt Auf-

schluss iiber das Ergebnis des Tests:
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Abbildung 7: Histogramm der Rendite fiir die Treasury Bill von 1991 bis 2008
mit geschéitzter Gammaverteilung

Die Gamma-Verteilung tut sich schwer damit, die heterogenen Auspriagungen
der Zinsrate wiederzugeben. Am Hochpunkt der Verteilung liegt kaum Wahr-
scheinlichkeitsmasse, diese verteilt sich stattdessen auf der linken und vor allem
auf der rechten Seite.

Das Histogramm deckt die Schwéichen des CIR Modells auf. Bereits vor der
Schitzung des Modells wurde der Datensatz auf ein homogeneres Niveau einge-
schrénkt als es beim unrestringierten Datensatz der Fall gewesen wire. Jedoch
liegt es in der Natur der Zinsrate, {iber einen ldngeren Zeitraum mehrere Niveaus
anzunehmen. Dies kann durch das CIR Modell nicht addquat abgebildet werden,
da lediglich ein einziger Hochpunkt in der Verteilungsannahme vorhanden ist.
Dagegen ist zu erwarten, dass das CIR Modell kurze Zeitrdume, in denen der

Zins lediglich um ein festes Niveau schwankt, angemessen modelliert.

Die Auswirkungen eines niedrigeren und héheren Mittelwertsparameters g fiir

das Risikomanagement werden schliellich in Kapitel 5.1 analysiert.
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4 Modellierung

Nachdem bis hierhin die erforderlichen Grundlagen zur Berechnung von Varia-
blen Annuitéiten erdrtert wurden, werden in diesem Abschnitt die Zahlungs-
strome fiir ein Kollektiv berechnet. Dazu sind vorab Annahmen beziiglich der
Vertragsgestaltung und den Versicherungsnehmern zu tétigen.

Untersucht werden soll ein Vertrag mit einem Guaranteed Minimum Withdrawal
Benefit, sowie einem Guaranteed Minimum Death Benefit. Durch diese Garan-
tien ist zum einen die Annuitdt und zum anderen das Guthaben bei vorzeitigem
Ableben gegen ein schlecht laufendes Investment abgesichert. Aus Sicht des Ver-
sicherers verteilen sich so die Riickstellungen fiir die Garantien auf die gesamte
Vertragslaufzeit. Der GMDB ist nur bei positivem Guthaben auszuzahlen, da-
gegen sind Auszahlungen aufgrund des GMWB erst ab einem Guthaben von
null moglich.

Die Hohe der jéhrlichen Rente soll im betrachteten Vertrag bei 5% der jeweiligen
Guthabenbasis betragen. Die Gebiihren fiir den Versicherer liegen bei 2%, damit
sollen sowohl die laufenden Kosten, als auch die Kosten fiir die Verwaltung des
Fonds und die Deckung der Garantien abgedeckt werden.

Ein wesentlicher Faktor fiir die Gesamtrendite des Vertrags ist dessen tatséch-
liche Laufzeit. Wiirde man den Vertrag bereits bei Geburt abschlieflien, wire das
Guthaben nach wenigen Jahrzehnten aufgebraucht und die Rendite bestiinde
zum Grofiteil aus der ewigen Rente. Aus diesem Grund werden diese Art von
Vertréigen in der Praxis lediglich an Personen im Alter ab 55 Jahren verkauft.
Im vorliegenden Vertrag wird ein Sechzigjidhriger betrachtet, der eine Pramie
von 10000$ zahlt und ab Vertragsbeginn eine Rente erhilt. Durch die rechneri-
sche Hochstgrenze von 115 Jahren wird der Vertrag fiir eine maximale Laufzeit
von 55 Jahren berechnet.

Der Versicherungsnehmer ist als Teil eines grofen, nicht néher bestimmten Kol-
lektivs anzusehen. Damit kann bei der Berechnung der Riickstellungen mit Er-
wartungswerten fiir die Sterbewahrscheinlichkeit gerechnet werden. Andernfalls
hinge die Hohe der Reserven eines Vertrages stark vom erreichten Alter des Ver-

sicherungsnehmers ab.
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4.1 Analyse der Szenarien

Die Berechnung der Kennzahlen des Vertrags finden anhand der generierten
Szenarien statt. Insgesamt werden 1000 Pfade fiir Aktien und Zinsen simuliert,
aus denen sich unterschiedliche Zahlungsstrome ergeben. Aus diesen lassen sich
wiederum Barwerte beispielsweise fiir die Reserven, die Rendite des Versiche-
rungsnehmers oder die eingenommen Gebiihren berechnen.

Um einen Uberblick iiber die Bandbreite der Szenarien zu erhalten werden die-
se eingehender studiert. Vor allem extreme Pfade sind von Interesse, da diese

mafigeblichen Einfluss auf die Berechnung der Reserven in Abschnitt 4.4 haben.

Die Zinsen haben eine doppelte Funktion in dieser Arbeit. Sie dienen primér
der Diskontierung zukiinftiger Zahlungsstréme, spielen jedoch auch eine Rolle
bei der Bewertung der Garantien in Kapitel 6.4. In diesem Abschnitt wird le-
diglich der Einfluss auf die Barwerte betrachtet, da einzig dieser eine Rolle fiir
das Risikomanagement spielt.

Die aktuelle Niedrigzinsphase fiihrt zu wiederkehrenden Schlagzeilen iiber Le-
bensversicherer in der Bredouille. Aus diesen Meldungen l&sst sich bereits erah-
nen, dass fallende Zinsen schlecht fiir Anbieter von Lebensversicherungen sind.
Dies ist auch fiir Variable Annuitdten der Fall, tatsichlich liegen die Griinde
jedoch an anderer Stelle, als bei der klassischen Lebensversicherung.

Das Grundprinzip klassischer Lebensversicherungen ist eine zugesicherte Rendi-
te fiir eine Pramie, die vom Versicherer vereinnahmt wird. Dies bedeutet, dass
anders als bei Variablen Annuitéiten die Pramie der Versicherung gehort und
diese am Kapitalmarkt eine Rendite erzielen muss. Jedoch sind hierzulande die
Auflagen der Bundesanstalt fiir Finanzdienstleistungsaufsicht (BaFin) fir Le-
bensversicherungen so, dass ein sehr hoher Anteil des Geldes lediglich in sichere
Finanzprodukte wie Staatsanleihen investiert werden darf. Deren Rendite héngt
jedoch stark von den aktuellen Leitzinsen ab, so dass der Versicherer Probleme
hat, die versprochene Rendite zu erzielen.

Dieses Problem existiert bei Variablen Annuitdten nicht, da das Investment zu
groBen Teilen aus einem Aktienportfolio besteht?. Fiir Aktien gilt tendenziell,
dass niedrige Zinsen die Kurse aufgrund niedrigerer Kapitalkosten erhéhen. So-
mit liegen die Probleme fiir den Versicherer in der Diskontierung zukiinftiger
Zahlungsstrome.

Um die Problematik zu verstehen ist es sinnvoll, einen kurzen Blick auf die

3In dieser Arbeit besteht das Investment nur aus Aktien
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Abfolge der Zahlungsstrome zu werfen, diese ist fiir einen beispielhaften Pfad
in folgender Grafik dargestellt. Eine detaillierte Ubersicht aller Zahlungsstrome
des entsprechenden Pfades befindet sich dariiber hinaus in Appendix A.
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Abbildung 8: Ubersicht iiber die zeitliche Abfolge der Zahlungsstrome fiir
einen beispielhaften Pfad

Man erkennt, dass die Einnahmen des Versicherers, die in der Grafik in rot
eingezeichnet sind, in Form der Gebiihren in den Anfangsjahren des Vertrags
realisiert werden. Die Gebiihren fallen proportional zum Guthaben und gehen
mit fortschreitender Vertragsdauer gegen Null. Dagegen liegt ein Grofiteil der
Auszahlungen oder auch Claims, die in der Abbildung blau dargestellt sind, in
den spéteren Vertragsjahren, sobald das Guthaben den Wert Null erreicht.

Da die Auszahlungen nicht in jeder Periode durch Gebiihren gedeckt werden
konnen, ist es notwendig, Riickstellungen fiir zukiinftige Garantien aufzustellen.
Der Barwert der Reserven héngt jedoch von den Zinsen ab. Fallen diese, sind
zukiinftige Zahlungen mehr Wert, so dass die Riickstellungen bei fallenden Zin-
sen steigen et vice versa.

Die Kosten dafiir sind umso héher, da Geld, das als Reserve zuriickgestellt wird,
nicht weiter verwendet werden kann, insbesondere darf es nicht am Kapitalmarkt
angelegt werden. Somit ist das Zinsrisiko fiir Lebensversicherer auch bei Varia-

blen Annuitdten grofi.

40



Die simulierten Zinspfade in dieser Arbeit lassen sich anhand folgender Tabelle

deskriptiv beschreiben.

‘ Min. ‘ 1st Qu. ‘ Median ‘ Mean ‘ 3rd Qu. ‘ Max.
0.370 | 2.334 3.075 | 3.205 3.927 | 10.180

Einzelwerte

Mittelwerte | 1.740 | 2.831 3.160 | 3.205 3.560 5.462

Tabelle 7: Deskriptive Beschreibung der simulierten Zinsen

Die Angaben in Tabelle 7 sind in Prozentpunkten. Es sind sowohl die Einzelwerte
aller Jahre unabhéngig von den Pfaden angegeben, sowie die Deskriptive Statis-
tik aller Pfade. Der mittlere Zinssatz liegt in der Simulation wenig {iberraschend
nahe dem geschéitzten Mittelwertsparameter u aus dem CIR Modell.

Der Pfad mit den im Mittelwert niedrigsten Zinsen hat somit eine durchschnitt-
liche jéhrliche Zinsrate von etwa 1.7%. Obwohl in einzelnen Jahren durchaus
hohe oder tiefe Ausreifler vorkommen, bewegt sich ein Grofiteil der Zinspfade
um ein mittleres Niveau um die 3%.

Zweifelsohne gibt es genug historische Belege, die sowohl deutlich hohere, als
auch niedrigere Zinsen rechtfertigen. In den Achtziger Jahren kam es beispiels-
weise zu Zinsraten von iiber 15% auf einjéhrige amerikanische Staatsanleihen,
wiederum befinden wir uns aktuell in einer ausgeprigten Niedrigzinsphase, in
der die Zinsrate konstant unter einem Prozentpunkt verharrt.

Wiihrend Okonomen sich einig sind, dass die Exzesse aus den Achtziger Jahren
so schnell nicht wieder vorkommen, ist es schwierig vorherzusehen, wie sich die
Zinsstruktur tatséchlich iiber die kommenden Jahrzehnte entwickeln wird. Die
Auswirkungen anhaltend niedriger Zinsen werden deshalb in Kapitel 5.1 genau-

er untersucht.

Das Investment in dieser Arbeit besteht vollstindig aus dem simulierten Ak-
tienindex. In der Praxis wird oft eine Mischform mit Aktien und Anleihen als
Investment gewiéihlt, um die Volatilitit der Renditen gering zu halten. Anders
als beim Zinssatz ist bei der Modellierung der Aktienrendite kein zeitlich variie-
rendes Niveau zu beriicksichtigen. Entsprechend decken sich die Auspragungen
der simulierten Pfade auch mit den Erwartungen aus der Entwicklung der letz-

ten Jahrzehnte.
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‘ Min. ‘ 1st Qu. ‘ Median ‘ Mean ‘ 3rd Qu. ‘ Max.

Einzelwerte -28.83 2.99 7.42 7.66 12.06 52.63
Mittelwerte 4.46 7.01 7.67 7.66 8.32 10.59
Standardabweichung | 4.60 6.40 6.88 6.91 7.39 9.59

Tabelle 8: Deskriptive Beschreibung der simulierten Aktienrendite

Tabelle 8 dhnelt dem Aufbau aus Tabelle 7, die Angaben sind ebenfalls in Pro-
zentpunkten, neu ist lediglich die Zeile fiir die Ausprigung der Standardabwei-
chung der einzelnen Pfade.

Die Renditen einzelner Jahre entspricht sowohl vom Mittelwert, als auch vom
héchsten unteren Ausreifler den historischen Renditen. Renditen von iiber 40%
kamen zwar seit den fiinfziger Jahren fiir den S&P 500 nicht mehr vor, jedoch
handelt es sich dabei in den simulierten Renditen um seltene Ausreifler, die ins-
gesamt elf mal in den 5600 Jahresrenditen vorkommen.

In den folgenden Kapiteln wird noch deutlich, dass nicht nur die absolute Ren-
dite, sondern auch deren Volatilitdt fiir die Berechnung der Zahlungsstrome eine
grofle Rolle spielt. Besonders Pfade mit einer hohen Volatilitat fithren zu hohen

bendtigten Riickstellungen, so dass auf diesen ein besonderes Augenmerk liegt.

Schliefllich sei auch noch ein Blick auf die Gesamtheit der simulierten Akti-
enpfade geworfen. Der folgende Plot bildet die Aktienkurse fiir den gesamten
Zeitraum des Vertrags ab, es wird von einem Anfangskurs von 1 ausgegangen.
Der Mittelwert der Kurse ist in rot abgebildet, zudem ist der theoretische Kurs
fiir den S&P 500 eingezeichnet, wenn man davon ausgeht, dass die tégliche

Rendite dem Mittelwert der realen Daten entspricht.
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Abbildung 9: Uberblick iiber die simulierten Aktienkurse

Man erkennt, dass die realen Daten einen marginal héheren Erwartungswert
haben im Vergleich zu den simulierten Pfaden. Dies spiegelt sich auch im Er-
wartungswert der tdglichen Rendite wider, diese liegt mit 0.02992% fiir den S&P
500 hoher als in der Simulation mit einem Wert von 0.02969%. Insgesamt decken
die Pfade ein breites Spektrum ab, investiert man in ¢ = 0 einen Dollar in den
Index, liegt die Bandbreite des Vermégens nach 55 Jahren zwischen etwa 12 $
und 2388.

Zu beachten ist, dass die Volatilitdt der Renditen im Gegensatz zur Volatilitét
der Kurse konstant ist. Die Bandbreite der Standardabweichung in Abbildung
9 steigt lediglich aufgrund des Zinseszins Effekts.

Zwar wurde bisher die Gesamtléinge der simulierten Aktienpfade untersucht, von
Interesse sind in dieser Anwendung jedoch lediglich die ersten Jahrzehnte, da
nach spétestens 31 Jahren in allen Pfaden das Guthaben aufgebraucht ist. Die

grundlegenden Ergebnisse éndern sich aber nicht.

4.2 Zahlungsstrome

Aufgrund der Komplexitiit der Garantien sind die entstehenden Zahlungsstrome
in jeder Periode duflerst uniibersichtlich. Deshalb wird in diesem Abschnitt de-

tailliert dargestellt, wie die einzelnen Berechnungsschritte in dieser Arbeit ab-
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laufen. Die Reihenfolge der Berechnungen kann abhingig von den Vertrags-
konditionen variieren, die beschriebenen Schritte kénnen deshalb in der Praxis

abweichen.

1. Bestimmung des Guthaben zu Periodenbeginn
Das Guthaben zu Vertragsbeginn oder auch Account Value, ist die gezahl-
te Pramie des Versicherungsnehmers. Dem Guthaben flieflen alle getétigten
Zahlungsstrome zu. Das Guthaben zu Periodenbeginn ergibt sich immer

aus dem Guthaben am Ende der letzten Periode.

2. Berechnung der Rente

Die ausgezahlte Rente, beziehungsweise Annuitét, ergibt sich theoretisch
immer als Prozentsatz des aktuellen Guthabens. Da jedoch die Rente im
Gegensatz zum aktuellen Guthaben nicht gegeniiber der Vorperiode fallen
kann, ist eine separate Guthabenbasis zu fiihren, die dies beriicksichtigt.
Diese wird unter Punkt 4 erldutert. Die Hohe der Rente berechnet sich
folglich als prozentualer Anteil der Guthabenbasis fiir die Annuitét.

Falls das tatséchliche Guthaben abziiglich der berechneten Rentenzahlung

grofer null ist, wird die Rente dem Guthaben anschliefend abgezogen.

3. Bestimmung des Guthaben zu Periodenende
Im néchsten Schritt wird die Rendite aus dem Investment berechnet und
dem Guthaben hinzugefiigt. Anschliefend werden die Gebiihren als pro-
zentualer Anteil des Guthabens berechnet und diesem abgezogen. Der ent-

stehende Wert ist das tatsichliche Guthaben zum Periodenende.

4. Berechnung der Basis fiir die Annuitét
Aufgrund der Garantie fiir die Annuitét ist es notwendig diese in jeder
Periode zu berechnen. Die Rente wird als prozentualer Teil des Guthabens
ausgezahlt, kann jedoch nicht fallen. Dies macht es notwendig, ein ima-
gindres Guthaben zur Berechnung der Annuitéit zu fithren. Im Weiteren
wird dieses Guthaben als Balance bezeichnet.
Zur Berechnung der Balance wird das Guthaben zu Periodenende abziiglich
der Annuitdt mit der Balance der Vorperiode verglichen. Die neue Balan-
ce ergibt sich aus dem Maximum der beiden Werte. Liegt der Wert der
berechneten Balance plus der Annuitéit iiber der Balance der Vorperiode,
erfolgt eine Erhchung der Rente. Der Uberschuss oder auch Ratchet je-

der Periode wird der so genannten Basis hinzugefiigt. Die Basis wiederum
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ergibt sich aus der urspriinglichen Pramie zuziiglich aller bisherigen Rat-
chets. Die Rente kann nun als prozentualer Anteil der Basis berechnet

werden.

5. Berechnung der Basis fiir den Todesfall

Das Guthaben ist fiir den Fall des vorzeitigen Ablebens des Versicherungs-
nehmer im Vertrag dieser Arbeit ebenfalls durch eine Garantie abgesichert.
Diese schiitzt das Guthaben vor Verwerfungen am Aktienmarkt. Die Be-
rechnung gestaltet sich weniger aufwendig im Vergleich zur Annuitét.
Die Basis im Todesfall ergibt sich zu Vertragsbeginn aus der gezahlten
Prémie. Am Ende jeder Periode wird der Basis die ausgezahlte Rente ab-
gezogen. Im Todesfall wird dann die aktuelle Basis den Hinterbliebenen
ausgezahlt. Liegen keine Rentenerh6hungen vor, ergibt sich somit eine li-
near fallende Basis.

Es ist zu beachten, dass die Basis auf Null sinkt, sobald das Guthaben den
Wert null erreicht. Ublicherweise fiillt die Basis damit an einem bestimm-

ten Zeitpunkt rapide ab.

4.3 Berechnung der Rendite

Der zentrale Gedanke der Lebensversicherung ist die Absicherung der Hinterblie-
benen im Todesfall, sowie die Erzielung einer Rendite. Vor allem die Berechnung
der Ertrége ist fiir Variable Annuitéiten aufgrund der Vielzahl an Zahlungs-
stromen und der Garantien uniibersichtlich. In diesem Abschnitt wird deshalb
zum einen die Rendite aus Sicht des Versicherungsnehmers berechnet und zum
anderen die Profitabilitéit fiir den Versicherer. Dazu werden verschiedene Sze-
narien analysiert, aus denen die Zahlungsstréme berechnet werden konnen. Da
sich die Rendite des Versicherers aus den Auszahlungen an den Versicherten

ergibt, wird in dieser Reihenfolge vorgegangen.

Die Rendite des Versicherungsnehmers héngt fiir den untersuchten Vertrag von
zwei Faktoren ab. Zum einen ist der Todeszeitpunkt entscheidend fiir die Ge-
samtdauer der ausbezahlten Rente, zum anderen bestimmt die Performance des
Investments die Hohe der Auszahlungen. Da der Zeitpunkt des Todes zufillig
ist, wird mit Erwartungswerten gerechnet, wie sie auch in der Sterbetafel gege-

ben sind.
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Bei den Szenarien kann prinzipiell zwischen vier verschiedenen Fillen unterschie-
den werden. Das Investment kann iiber- oder unterdurchschnittlich abschneiden
oder moderat verlaufen. Zudem ist zu untersuchen, wie sich eine hohe Volatilitéit
der jéahrlichen Renditen im Aktienindex im Vergleich zu einer moderaten Ent-
wicklung auswirkt. Der letzte Fall ist aufgrund der Rentengarantie besonders
interessant, da er intuitiv schwer einzuschétzen ist. Zuallererst wird das Vorge-
hen fiir den Fall einer moderaten Entwicklung des Aktienindex beschrieben um
anschlieflend die Berechnungen auf die anderen Fille zu erweitern.

Die Zahlungsstrome an den Versicherten sind insgesamt zweigeteilt. Zum einen
wird monatlich eine Rente gezahlt, deren Hohe vom Investment abhéngt. Zwei-
tens erfolgt im Todesfall die Auszahlung des Restbetrags, der durch die GMDB
Garantie geschiitzt ist.

Allen Zahlungsstromen kann in jeder Periode eine Eintrittswahrscheinlichkeit
zugeordnet werden, so dass sich die erwartete Auszahlung in jeder Periode als
die Summe der beiden Komponenten ergibt. Diskontiert man diesen Wert fiir
jede Periode entsprechend ab, ergibt sich die erwartete Gesamtrendite des Ver-

trags als Summe der gesamten, diskontierten Auszahlungen iiber alle Perioden.

Fiir die 1000 simulierten Pfade ergibt sich eine erwartete, diskontierte Auszah-
lung von 21430 $ bei einer urspriinglichen Primie von 10000$. Die Bandbreite
der erwarteten Auszahlung reicht von 13560% bis zu 32360$.

Min. ‘ 1st Qu. ‘ Median ‘ Mean ‘ 3rd Qu. ‘ Max.
13560 | 19480 | 21190 | 21430 | 23100 | 32360

Tabelle 9: Deskriptive Beschreibung der erwarteten Auszahlung aus Sicht des
Versicherungsnehmers

Interessant ist dariiber hinaus, dass hohere Aktienrenditen nicht automatisch
zu hoheren Auszahlungen fiihren, vielmehr spielt die Standardabweichung der
Aktienrendite eine wichtige Rolle. Dies zeigt auch der folgende dreidimensionale

Plot, der alle drei Variablen miteinander vergleicht.
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Abbildung 10: Erwartete, diskontierte Auszahlungen aus Sicht des
Versicherungsnehmers

Die Auszahlungen sind farblich nach der Hohe abgebildet, die niedrigsten Werte
sind in blau, die hochsten in rot dargestellt. Man erkennt, dass niedrige Ergeb-
nisse bei allen Niveaus der mittleren Aktienrendite eines Pfades auftreten. Hin-
gegen kann ein leicht positiver Zusammenhang zwischen Standardabweichung
der Aktienrendite und der Hohe der Auszahlung nachgewiesen werden. Somit
ist Volatilitét in diesem Investment aus Sicht des Anlegers eine wiinschenswerte
Eigenschaft.

Stutzig macht hingegen auf den zweiten Blick die Hohe der Rendite. Ein mitt-
lerer Barwert von knapp iiber 21000$ klingt fiir einen Zeithorizont von 55 Jah-
ren nach einem schlechten Geschéft. Dies erscheint umso drastischer wenn man
100008$ fiir 55 Jahre in den Aktienindex investiert und den resultierenden Bar-
wert mit diesen Ergebnissen vergleicht.

Jedoch gilt es mehrere Faktoren zu berticksichtigen. Der Zins zur Diskontie-
rung betrigt im Durchschnitt etwa 3 %. Die Barwerte bedeuten, dass selbst
im schlimmsten Fall eine durchschnittliche Rendite von iiber 3 % pro Jahr er-
zielt wurde. Angesichts der aktuellen Entwicklungen auf den Finanzméirkten
klingt dies hervorragend, diese wurden jedoch in der Modellierung explizit nicht

beriicksichtigt.
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Der niedrige Barwert resultiert vielmehr aus der Annuitét. Diese vereinnahmt
einen Grofiteil der jihrlichen Zinsertrige, so dass kein Zinseszins Effekt vorliegt.
Die Rente wird nicht weiter angelegt, sondern konsumiert. Variable Annuitéten
sind somit kein Produkt um Vermdégen aufzubauen, vielmehr dienen sie dazu
bestehendes Vermogen zu erhalten und einen sicheren Konsum bis zum Lebens-

ende zu gewéhrleisten.

Die Einnahmen des Versicherers sind die Gebiihren, die wiederum direkt vom
Guthaben jeder Periode abhéngen. Sinkt dieses auf Null, versiegen gleichzei-
tig die Einnahmen. Aus der diskontierten Summe aller Gebiihren ldsst sich ein
Barwert bestimmen, der die Einnahmeseite des Versicherers bestimmt. Dabei
sind ausschliefllich die Gebiihren aus dem aktuellen Bestand jeder Periode zu
beriicksichtigen, so dass die Sterbetafel auch an dieser Stelle benétigt wird.
Demgegeniiber stehen die bereits beschriebenen Zahlungsverpflichtungen an den
Versicherungsnehmer. Die Rendite des Versicherers ergibt sich aus der Differenz
der beiden Werte. Die realisierte Rendite ist schliellich von der Entwicklung des
Aktienmarktes und dem Todeszeitpunkt des Versicherungsnehmers abhéingig.
Ein kritischer Punkt ist die Periode in der das Guthaben auf Null sinkt. Bis zu
dieser Periode konnte der Versicherer Gebiihren einnehmen und die Rente wur-
de aus dem Guthaben gedeckt. Ab diesem Zeitpunkt muss der Versicherer fiir
die Rente aufkommen. Stirbt der Versicherungsnehmer folglich in einer nahen
Periode sind die Gewinne des Versicherers besonders hoch. Lebt der Versicherte
hingegen {iberdurchschnittlich lange, ist mit einer geringen Rendite oder sogar
Verlusten zu rechnen. Dies trifft umso mehr zu, je hoher die garantierte Rente
durch die Entwicklung des Aktienmarktes ist. In der Simulation liegt der Er-
wartungswert fiir den betrachteten Vertrag bei etwa 1247 $. In wenigen Fillen
ist auch eine negative Rendite moglich. Ein Boxplot der Renditen verdeutlicht
die Bandbreite der Gewinnspanne.

Schliefflich kann die Gewinnspanne auch fiir den Versicherer in Abhéngigkeit von
der Rendite und der Standardabweichung des Investments grafisch dargestellt
werden. Wihrend ein klarer positive Zusammenhang zwischen Aktienrendite
und Gewinn vorliegt, ist der Einfluss der Standardabweichung auf den Gewinn

uneindeutig.
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Abbildung 11: Erwartete, diskontierte Einnahmen des Versicherers
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Abbildung 12: Erwarteter, diskontierter Gewinn aus Sicht des Versicherers
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Diese Zahlen deuten auf den ersten Blick auf ein gutes Geschéft fiir den Versiche-
rer hin. Doch auch dieser Schein triigt, denn bis hierhin wurden die anfallenden
Kosten nicht berticksichtigt. Zu diesen zé&hlen die Personalkosten, Vertriebskos-
ten, administrative Kosten sowie Aufwendungen fiir das Investment wie bei-
spielsweise Fondsgebiihren.

Versicherer weisen deshalb keinen pauschalen Prozentsatz zur Kostendeckung
aus, sondern verlangen fiir jeden Einzelposten einen kleinen Anteil, die wieder-
um in der Summe dem Prozentsatz der Gebiihren in dieser Arbeit entsprechen.
Es ist deshalb davon auszugehen, dass die Gewinnspanne deutlich kleiner ausfillt
und der erwartete Gewinn unter Beriicksichtigung der Fixkosten geringer ist als

im dargestellten Plot.

4.4 Berechnung der Reserven

Die Berechnung der Reserven erfolgt anhand derselben Zahlungsstréme wie be-
reits in den vorherigen Abschnitten. Dennoch spielen in diesem Kapitel Uber-
legungen, die vor allem die Solvenz des Versicherers betreffen eine Rolle.

Sinn und Zweck der Reserven ist es, die Bedienung von Zahlungsverpflichtungen
auch unter adversen Entwicklungen zu Gewahrleisten. Dazu werden die Zah-
lungsstrome eines Vertrags tiber die Simulation berechnet und die schlechtesten
Ergebnisse zur Berechnung der Reserven verwendet. Damit ist gewihrleistet,
dass der Versicherer auch unter erschwerten Bedingungen seinen Zahlungsver-
pflichtungen nachkommen kann.

Unter Solvency II ergeben sich die einjdhrigen Reserven im Standardmodell an-
hand des Value at Risk (VaR) Wert des 99,5% Quantils. Der VaR einer Variable
X mit Verteilungsfunktion Fx und Konfidenzniveau (1 — o) berechnet sich an-

hand folgender Formel:
VaR, = Fy'(a) = inf{z|Fx(z) > a} (15)

Somit bestimmen die schlechtesten 0,05% der simulierten Pfade die Héhe der
Reserven, fiir die 1000 Pfade dieser Arbeit sind somit die fiinf mit den héchsten
Auszahlungen relevant. Dieser Ansatz ist nicht frei von Kritik, diese wird in
dieser Arbeit jedoch nicht diskutiert.

Die Ergebnisse lassen sich am besten anhand des folgenden Plots darstellen.

Darin sind die benétigten einjéhrigen Reserven nach Solvency II in blau dar-
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gestellt, die erwarteten Zahlungsverpflichtungen sind in schwarz abgebildet, der
Hohenunterschied markiert den benétigten Risikopuffer. Die Einnahmeseite ist

in der Grafik in rot dargestellt.
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Abbildung 13: Reserven unter Solvency II

Der Plot spiegelt die zeitliche Struktur der Zahlungsstrome wider. Die Reserven
in den ersten flinfzehn Jahren ergeben sich aufgrund der Garantierten Auszah-
lung im Todesfall (GMDB). Diese sind relativ niedrig, da auch die Sterbewahr-
scheinlichkeiten in den Anfangsjahren gering sind. Wenn diese Wahrscheinlich-
keiten in spéteren Jahren steigen ist in der Regel das Guthaben aufgebraucht,
so dass keine Reserven fiir den GMDB notwendig sind.

Mit dem Aufbrauchen des Guthabens setzt dagegen die Garantie der Rentenzah-
lungen (GMWB) ein, dies geschieht etwa ab dem zwanzigsten Vertragsjahr. An
dieser Stelle steigen die Zahlungsverpflichtungen, sowie die Reserven sprunghaft
an. Ab dem dreifligsten Vertragsjahr sinken diese Werte schlielich aufgrund er-

neut sinkender Sterbewahrscheinlichkeiten.

Fiir einen blaudugigen Versicherer endet die Berechnung der Reserven an dieser
Stelle, da die Hohe der benétigten Riickstellungen bekannt ist. Diese kénnen
jahrlich in der Bilanz angegeben werden, so dass lediglich in jeder Periode das

notige Geld aufgebracht werden muss.
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Problematisch ist an diesem Ansatz nicht die Hohe der benétigten Reserven
- diese konnen ohne weiteres aus den Gebiihreneinnahmen gedeckt werden -
sondern die zeitliche Abfolge. In der Bilanz wird der Versicherer aufgrund die-
ses Vertrages hohe Gewinne in den ersten zwei Jahrzehnten ausweisen, auf
die jedoch in den folgenden zwanzig Jahren hohe Verluste folgen. Werden die
Gebiihren direkt nach Eingang durch den Versicherer vereinnahmt miissen die
Reserven zur Vertragsmitte aus dem Eigenkapital gedeckt werden. Eben dies
gilt es jedoch durch einen Reservepuffer zu verhindern.

An dieser Stelle wird zwischen den Begriffen Reserven und Riicklagen eine klare
Unterscheidung getroffen, bisher wurden beide in dieser Arbeit als Synonym ver-
wendet. Mit den Reserven ist jetzt immer der einjahrige Value at Risk gemeint,
der zur Deckung der Zahlungsverpflichtungen einer Periode benttigt wird. Die
Riicklagen bezeichnen hingegen den Vermogensbarwert des Versicherers in einer

bestimmten Periode.

Es ist eine wiinschenswerte Eigenschaft eines Vertrages, dass die benotigten Re-
serven aus den Einnahmen des Versicherers gedeckt werden kénnen und nicht
durch Eigenkapital finanziert werden miissen. Weiterhin soll ein bestimmter
Risikopuffer vorliegen, so dass es in keiner Periode zu Defiziten aufgrund man-
gelnder Reserven kommt. Schliefilich méchte der Versicherer aber auch einen
moglichst hohen Anteil der Einnahmen zu einem frithestmoglichen Zeitpunkt
vereinnahmen.

Aus diesen drei Eigenschaften lédsst sich die notwendige Hohe der Riickstellungen
direkt ableiten. Um die Zahlungsverpflichtungen zu decken, muss der Barwert
des Vermogens mindestens dem Zeitwert der Auszahlungen entsprechen. Als Ri-
sikopuffer wird auch an dieser Stelle der Value at Risk fiir ein Niveau von 99.5%
jeder Periode berechnet. Der Barwert ergibt sich als abdiskontierte Summe aller
berechneten Werte des Value at Risk.

Um die notwendigen Riicklagen zu bilden werden die Gebiihren, die nicht zur
Bildung der Reserven oder zur Deckung der Riickstellungen benétigt werden
am Kapitalmarkt angelegt. Da der Versicherer ein hohes Interesse an Sicherheit
hegt, wird als erzielte Rendite lediglich der Marktzins unterstellt, der auch zur
Berechnung aller Barwerte verwendet wird.

Um schlielich einen moglichst hohen Teil der Gebiihren frithzeitig zu verein-
nahmen werden in jeder Periode sdmtliche Gelder, die iiber den Barwert aller
zukiinftigen Zahlungsverpflichtungen hinausgehen als eine Art Dividende ver-

einnahmt. Sdmtliche Werte werden in der folgenden Grafik veranschaulicht.
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Abbildung 14: Ubersicht iiber die Riickstellungen eines Vertrags

Man erkennt, dass in den ersten Jahren die Gebiihreneinnahmen eisern gespart
werden. Die Riickstellungen, die bei Null beginnen, erreichen nach acht Jahren
das benstigte Niveau um alle zukiinftigen Reserven geméfl einem Value at Risk
von 99.5% zu bedienen. Somit erfolgen die ersten Dividenden nach acht Jah-
ren. Die mittleren Riickstellungen zuziiglich der Reserven fallen wie gefordert
ab diesem Zeitpunkt nicht mehr unter das berechnete Niveau. Die benotigten,
jahrlichen Reserven sind hier in blau dargestellt und entsprechen den Werten in
Abbildung 13.

Es fallt auf, dass insgesamt acht Pfade zu Vertragsende negative Riickstellungen
aufweisen, so dass Zuzahlungen aus dem Eigenkapital notwendig sind. Geméfl
dem Value at Risk fiir ein Niveau von 99.5% diirften jedoch maximal vier Pfa-
de einen Wert unter Null erreichen. Die Diskrepanz ergibt sich dadurch, dass
die einjahrigen Reserven nicht verzinst werden, so dass die Dividenden insge-
samt ein wenig zu hoch ausfallen. Eine entsprechende Anpassung ist rechnerisch
umsténdlich und tragt nicht zu neuen Erkenntnissen bei, so dass in dieser Arbeit

darauf verzichtet wird.
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Fasst man die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen wird nun zwischen Riick-
stellungen und Reserven unterschieden. Die Reserven dienen der Deckung aller
Zahlungsverpflichtungen innerhalb eines Jahres, die Hohe ergibt sich jeweils aus
Abbildung 13. Dagegen sind die Riickstellungen ein Ma$ fiir das Vermogen des
Versicherers, das fiir den Ausgleich von Gewinnen und Verlusten gebildet wird.

Die Hohe in jeder Periode kann Abbildung 14 entnommen werden.
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5 Risikomanagement

In Kapitel 4 wurden fiir einen Mustervertrag die Zahlungsstréme anhand von
simulierten Daten berechnet. Das Ergebnis war aus Sicht des Versicherers zum
einen ein Barwert der eingenommen Gebiihren und der Zahlungsverpflichtungen
und zum anderen ein Uberblick iiber die notwendigen Reserven.

In diesem Kapitel wird die Robustheit der Ergebnisse tiberpriift. Im Risikoma-
nagement unterscheidet man dazu zwischen verschiedenen Risikoarten. Allen
gemein ist, dass aus bestimmten Griinden die Reserven unterschéitzt werden.
Tritt dieser Fall ein, miissen die Zahlungsverpflichtungen aus dem Eigenkapital
des Versicherer bedient werden, ist dieses aufgezehrt fiihrt dies im schlimmsten

Fall zur Insolvenz.

Generell l&sst sich zwischen systematischen und unsystematischen Risiken un-
terscheiden. Ersteres Risiko gilt immer fiir das gesamte Kollektiv, wihrend das
unsystematische Risiko lediglich einzelne Vertrige betrifft. Die Zahlungsstrome
jedes Vertrages hingen in dieser Arbeit von drei Variablen ab: Dem Aktienin-
dex, den Zinsen und der Sterbetafel.

Das unsystematische Risiko tritt lediglich bei den Sterbewahrscheinlichkeiten
auf, da der Todeszeitpunkt fiir jeden Menschen eine andere Auspriagung an-
nimmt. Dieser Effekt kann dazu fithren, dass einzelne Vertriage aufgrund eines
iiberdurchschnittlich erreichten Alters zu Verlusten fiir den Versicherer fiihren.
Dieser Effekt wird jedoch durch das Kollektiv ausgeglichen, bei einer groflen
Anzahl an Vertrégen ist zu erwarten, dass die Todeszeitpunkte den Wahrschein-
lichkeiten aus der Sterbetafel entsprechen.

Das systematische Risiko ist deutlich ausgeprégter, da es bei allen drei Varia-
blen auftritt und immer das gesamte Kollektiv betroffen ist. Aus diesem Grund
ist eine sorgfiltige Priifung der Risiken notwendig, da Anderungen in einer der
drei Variablen bereits zu hohen Verlusten fithren kénnen. In Kapitel 4 wurde
angedeutet, wie die Zahlungsstrome vom Aktienindex, den Zinsen und der Ster-
betafel abhingen. In diesem Kapitel werden Ursachen fiir mégliche Anderungen
in den drei Parametern identifiziert und die Auswirkung auf die Reserven un-

tersucht.

%)



5.1 Modellrisiko

Unter dem Modellrisiko versteht man gemeinhin, dass die Annahmen, wie sie
bei der Modellierung in den Kapiteln 3 und 4 getroffen wurden in der Realitét
unzutreffend sind. Ziel ist die Auswirkungen moglicher Fehlerquellen auf die
Reserven bei der Modellierung des Aktienindex, den Zinsen und der Sterbetafel
abzuschétzen.

Unter das Modellrisiko fillt vor allem das Prognoserisiko, bei diesem besteht
die Moglichkeit, dass Zusammenhénge in der Vergangenheit keinen oder einen
eingeschriankten Einfluss auf die Zukunft haben. Ein aktuelles Beispiel dafiir ist
die anhaltende Niedrigzinsphase, die vor 2008 im Datensatz so nicht vorkommt
und bei der Kalibrierung des Zinsmodells somit keine Beriicksichtigung gefun-
den hat.

Auf alle drei Variablen werden deshalb Schocks angewendet, die sich negativ
auf das Ergebnis des Versicherers auswirken. Anhand der geschockten Werte
konnen die Zahlungsstrome neu berechnet werden um abzuschétzen, ob und in

welchem Umfang zuséatzliche Reserven gebildet werden miissen.

Aktienindex

In Abschnitt 4.3 wurde anhand von Abbildung 12 gezeigt, wie die Zahlungs-
strome des Versicherers von der Entwicklung des Aktienindex abhéngen. Es
konnte ein klarer Zusammenhang zwischen der Hohe der Aktienrendite und des
erzielten Gewinns beobachtet werden, wohingegen die Rolle der Volatilitat fiir
den Gewinn des Versicherers nicht eindeutig war.

In diesem Abschnitt werden deshalb zwei Arten von Schocks auf den Aktien-
index angewendet um die Auswirkungen auf die Reserven und Riickstellungen
abzuschétzen. Zum einen wird der Mittelwert p der téglichen Aktienrendite in
Gleichung 1 gesenkt, so dass die Rendite insgesamt sinkt. Als zweiter Schock
wird die Volatilitdt des Index verédndert. Dazu werden die Fehlerterme ¢ aus
Abschnitt 3.3 erhoht um anschliefend die resultierenden Riickstellungen und
Reserven zu berechnen. Denkbar wire jedoch ebenso eine Anderung der Para-
meter des GARCH Modells.

Eine niedrigere Volatilitdt wird nicht untersucht, da diese die Reserven nicht
negativ beeinflusst. Dies liegt daran, dass der Ratchet Betrag zur Berechnung
der Mindestrente sensitiv auf Volatilitéit reagiert: Steigt diese, resultiert dies in

hoheren Annuitéaten. Da die Reserven wiederum zum Grof3teil von der Hohe der
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ausgezahlten Renten abhingen ist eine Senkung der Volatilitit hinfillig. Die

weiteren Ausfilhrungen belegen dies.

Der Mittelwert der téglichen Rendite liegt fiir den S&P 500 bei etwa p =
0.0299%. Der Parameter sorgt fiir den Drift in Gleichung 1, so dass die Ak-
tienkurse langfristig steigen. Jahrlich bedeutet dies einen Mittelwert von etwa
7.76%. Um den Einfluss des langfristigen Mittelwertes auf die Reserven und
Riickstellungen abzuschitzen, wird dieser auf ein jéhrliches Niveau von 5% und

2.5% gesenkt. Die Auswirkungen auf die Reserven sind in folgendem Plot dar-

gestellt.
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Abbildung 15: Reserven bei verinderten Mittelwerten der Aktienrendite

Insgesamt sind drei Einfliisse zu beobachten, der schwerwiegendste Effekt ist die
Senkung der Gebiihreneinnahmen. Diese héngen direkt vom Investment ab, so
dass niedrigere Renditen mit sinkenden Gebiihreneinnahmen einhergehen.

Der zweite Effekt ist die Verschiebung der Zahlungsverpflichtungen nach links,
so dass die Auszahlung eher erfolgt aber auch frither endet. Dies ist dadurch be-
dingt, dass das Guthaben mit niedrigerer Rendite eher erschopft ist, so dass die
Auszahlung der Annuitét frither beginnt. Gleichzeitig ist die Rente jedoch auch

niedrigerer, da deren Hohe wiederum vom der Performance der Aktie abhingt.
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Die Reserven steigen insgesamt jedoch verhiltnisméflig wenig an.

Schliellich steigen die Auszahlungen fiir den GMDB, die nur im Todesfall er-
folgen. Durch den niedrigeren Mittelwert steigt die Wahrscheinlichkeit, dass
negative Renditen realisiert werden, die das Guthaben schnell dahinschmelzen
ldsst. Dadurch steigen auch die Garantien fiir den Todesfall mit sinkender Per-
formance des Investments an.

Wihrend Abbildung 15 lediglich eine Verschiebung der Zahlungsstréme sugge-
riert, wird die Wirkung des Schocks auf den Gewinn des Versicherers in den fol-
genden beiden Grafiken bei der Betrachtung der Riickstellungen deutlicher. Ab-
gebildet sind die jeweiligen Riickstellungen bei einer jidhrlichen Rendite von 5%
beziehungsweise 2.5%. Als Referenz dient Grafik 14, in der die Riickstellungen

ohne jeglichen Schock dargestellt waren.
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Abbildung 16: Riickstellungen bei einer jihrlichen Aktienrendite von 5.00%
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Abbildung 17: Riickstellungen bei einer jahrlichen Aktienrendite von 2.50%

Im Vergleich zu Abbildung 14 ist deutlich zu erkennen, dass die benétigten
Riickstellungen negativ mit der Hohe der jéhrlichen Aktienrendite zusammenhéngen.
Der Unterschied der Riickstellungen zwischen einer Rendite von 7.76% und 2.5%
betriagt zeitweise iiber 1000$. Dementsprechend werden die Gebiihren ldngere
Zeit angespart und insgesamt weniger Dividenden ausgeschiittet. In Abbildung
17 erreichen die Riickstellungen im Mittelwert dariiber hinaus nie das notwen-
dige Niveau fiir einen Value at Risk von 99.5%.

Die negative Tendenz spiegelt sich auch in der steigenden Zahl an Pfaden, die
bei Vertragsende einen negativen Riickstellungsbetrag aufweisen. Fiir diese sind
demzufolge Zuzahlungen aus dem Eigenkapital notwendig. Fiir eine Aktienren-
dite von 5% sind dies insgesamt 68 Pfade, bei einer jahrlichen Rendite von 2.5%
haben sogar 328 Pfade einen negativen Endwert. Die Ursache liegt an der ausge-
priagten adversen Entwicklung, der Barwert der Gebiihreneinnahmen reicht fiir
die betroffenen Pfade nicht aus um den Barwert der Zahlungsverpflichtungen
zu decken.

Auf den ersten Blick iiberraschend ist, dass die Riickstellungen trotz niedrigerer
Renditen in Grafik 17 teilweise hohere Werte annehmen als in den vorherigen
beiden Abbildungen. Die Ursache darin kann in den Dividenden ausgemacht
werden. Im Vergleich zu den vorherigen Grafiken werden in Abbildung 17 kaum

noch Dividenden ausgeschiittet. Die Riickstellungen fallen bei niedrigeren Ent-
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nahmen grofler aus und erwirtschaften wiederum hohere Zinsen, das Kapital
ist jedoch gebunden. In den vorherigen Grafiken kann iiber die ausbezahlten
Dividenden frei verfiigt werden, so dass insgesamt hohere Gewinne realisiert
werden.

Die Ergebnisse einer verinderten Aktienrendite werden schlieflich in der fol-
genden Tabelle zusammengefasst. Angegeben sind die mittleren Barwerte der
Gebiihreneinnahmen und der Zahlungsverpflichtungen. Die Differenz beider Be-
triage ist der mittlere Gewinn des Versicherers. Zusétzlich wird die Verdnderung

zum Zustand ohne Einwirken eines Schocks berechnet.

Jihrl. Aktienrendite 7.76% | 5.00% | 2.50%
Gebiihreneinnahmen 2117.25 | 1678.67 | 1378.13
Zahlungsverpflichtungen | 671.75 | 870.48 | 1211.61
Differenzbetrag 1445.51 | 808.19 | 166.52
Verénderung (in %) 0.00 —42.98 | —88.25

Tabelle 10: Barwerte der Zahlungsstrome bei verringerter jéhrlicher
Aktienrendite

Nachdem der Effekt der mittleren Rendite untersucht wurde, werden nun die
Auswirkungen von steigender Volatilitit des Marktes untersucht. Die Hohe der
Fehlerterme ¢ im GARCH Modell wird dazu sukzessive um 5% und 10% erhcht.

Die Ergebnisse werden anhand der bekannten Plots dargestellt.
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Abbildung 18: Reserven bei einer erhohter Volatilitdt der Aktienrendite

Anders als beim Schock der mittleren Aktienrendite &ndert sich der Erwar-
tungswert der Gebiihreneinnahmen nicht, dies ist nicht weiter verwunderlich,
da lediglich eine lineare Transformation vorliegt.

Die gestiegenen Reserveanforderungen hingegen sind ein direkter Effekt der
hoheren Volatilitdt, da die Wirkung negativer Entwicklungen des Investments
noch verstirkt wird. Pfade deren Guthaben nach einer bestimmten Anzahl an
Perioden erschopft war, erreichen diesen Punkt durch die gestiegene Volatilitéit
tendenziell noch frither. Dies kann auch der Tabelle der Zahlungsstrome ent-

nommen werden.

Volatilitdtsanstieg 0% 5% 10%
Gebiithreneinnahmen 2117.25 | 2104.22 | 2087.44
Zahlungsverpflichtungen | 671.75 | 702.52 | 755.55
Differenzbetrag 1445.51 | 1401.70 | 1417.45
Verénderung (in %) 0.00 —1.11 —1.90

Tabelle 11: Barwerte der Zahlungsstrome bei erhohter Volatilitét der
Aktienrendite
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Auch die benotigten Riickstellungen steigen aufgrund der hoheren Volatilitéit
an. Erneut sinken deshalb die ausgezahlten Dividenden, da ein groflerer Teil
der Einnahmen einbehalten werden muss. Der Zeitpunkt, zu dem das notwen-
dige Level der Riickstellungen geméfl dem Value at Risk erreicht ist, verschiebt
sich im Mittelwert mit steigender Volatilitdt nach rechts. Dennoch sinken die
Riickstellungen im Erwartungswert in spéteren Perioden nicht mehr unter das
erforderliche Niveau.

Extreme Effekte werden ansonsten noch weiter verstiarkt, so dass einige Pfade
ein sehr deutliches, negatives Ergebnis aufweisen, dies gilt jedoch gleichsam fiir
positive Verlaufe. Die Ergebnisse kénnen den folgenden Abbildungen entnom-

men werden, die in bekannter Manier Abbildung 14 nachempfunden sind.
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Abbildung 19: Riickstellungen bei einer um 5% erhéhten Volatilitét der
Aktienrendite
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Abbildung 20: Riickstellungen bei einer um 10% erhéhten Volatilitéat der
Aktienrendite

Zinsen

In Kapitel 3.5 ist bereits deutlich geworden, dass das Zinsmodell keine gute Ap-
proximation der realen Daten darstellt. Der kritische Parameter im CIR Modell
war der Mittelwertsparameter u, der die verschiedenen Zinsniveaus im Daten-
satz aufgrund seines konstanten Wertes nicht modellieren kann.

Fiir die anderen beiden Parameter im CIR Modell liegen keine eindeutigen An-
zeichen dafiir vor, dass diese fehlerhaft in Bezug auf die Realitdt sind. Dartiber
hinaus ist ihre Relevanz fiir die Berechnung der jéhrlichen Zinsen untergeord-
net, da sich stirkere Schwankungen durch einen héheren Parameter o oder eine
niedrigere Mean-Reversion « iiber ein Jahr hinweg tendenziell ausgleichen.
Aus diesem Grund scheint der Mittelwertsparameter p der kritische Parameter
im Zinsmodell zu sein. Um die Auswirkungen auf die Reserven zu iiberpriifen,
werden die Berechnungen fiir 1000 Pfade erneut durchgefiihrt, wobei jedoch u
fiir unterschiedliche Pfade variiert wird.

Moglichkeiten, um verschiedene Auspragungen fiir p zu erhalten, wére das Zie-
hen aus der empirischen Verteilung des Datensatzes oder aus der geschétzten
Gammaverteilung wie in Abbildung 7. Da jedoch lediglich der Effekt unter-

schiedlicher, langfristiger Zinsniveaus auf die Zahlungsstrome geschétzt werden
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soll, werden jeweils 200 Pfade fiir ein Zinsniveaus von 0.5%, 1.5%, 2.5%, 3.5%
und 4.5% berechnet. Zwar wire eine hohere Anzahl an Pfaden wiinschenswert,
dies ist jedoch aufgrund der hohen Rechenzeit durch die Copula schwer umsetz-

bar.

In Kapitel 3.2 war der geschitzte Wert fiir den Mittelwertsparameter ficrr =
3.23. Durch die fiinf unterschiedlichen Zinsniveaus wird sowohl ein héherer, als
auch ein niedrigerer Zins beriicksichtigt. Letzterer ist von besonderem Interesse,
da die Riickstellungen des Versicherers sensitiv auf langfristige Zinssenkungen
reagieren. Dies liegt am Auszahlungsprofil wie es in Kapitel 4.1 dargestellt wur-
de. Der Barwert der zukiinftigen Auszahlungen ist somit umso hoher, je niedriger
die Zinsen sind et vice versa.

Auf die Reserven hat der Zins dagegen keine Auswirkungen, da keine Barwer-
te oder Marktzinsen zur Berechnung benotigt werden. Somit werden in diesem

Abschnitt einzig die Riickstellungen niher betrachtet.

Die Auswirkungen der verschiedenen Zinsniveaus auf die Barwerte der Zah-

lungsstrome koénnen anhand folgender Tabelle nachvollzogen werden.

Langfristiger Zins u ‘ 0.5% ‘ 1.5% ‘ 2.5% ‘ 3.5% ‘ 4.5%

Gebiihreneinnahmen 2565.78 | 2387.24 | 2251.38 | 2094.02 | 2014.58
Zahlungsverpflichtungen | 1308.45 | 1043.44 | 806.71 636.52 | 479.54
Differenzbetrag 1257.33 | 1343.80 | 1444.67 | 1457.50 | 1535.04

Tabelle 12: Barwerte der Zahlungsstrome fiir unterschiedliche Zinsniveaus

Tabelle 12 bestétigt, dass niedrige Zinsen schlecht fiir Lebensversicherer sind.
Aufgrund der zeitlichen Struktur der Zahlungsstrome sinken die Gewinne des
Versicherers bei fallenden Zinsen. Die Einnahmen erfolgen in den frithen Ver-
tragsjahren, so dass der Diskontierungseffekt nicht so ausgeprigt ist, wie bei
den Ausgaben, die in spéteren Vertragsjahren stattfinden.

Dadurch dass der Barwert der Auszahlungen steigt, miissen folgerichtig auch
die Riickstellungen erhoht werden um diese in der Zukunft zu bedienen. Die
bisherigen Betrachtungen haben jedoch gezeigt, dass hohere Riickstellungen zu
niedrigeren Dividenden fithren, so dass mehr Kapital gebunden ist. Somit be-
eintriachtigen niedrige Zinsen das Geschéft der Lebensversicherer in doppelter
Weise.
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Die genauen Auswirkungen der verschiedenen Zinsniveaus sind aus Platzgriinden
an dieser Stelle nicht grafisch dargestellt, konnen aber anhand der Abbildungen

in Anhang C nachvollzogen werden.

Sterbetafel

Bereits in Kapitel 3.4 wurde die Problematik bei der Verwendung von Sterbeta-
feln angesprochen. Fiir den Fall, dass die Sterbewahrscheinlichkeiten iiberschétzt
werden, sind deutlich hohere Reserven notig, da auch die Rentenzahlungen im
Durchschnitt langer erfolgen. Im Jargon der Versicherer spricht man auch vom
Langlebigkeitsrisiko.

Um die Auswirkungen dieses Risikos auf Reserven und Riickstellungen abschéitzen
zu konnen, werden die Zahlungsstrome fiir niedrigere Sterbewahrscheinlichkei-
ten berechnet, dazu werden die Werte in den Sterbetafeln jeweils um 1%, 2%,
5%, sowie 10% gesenkt. Die Ergebnisse der unterschiedlichen Uberlebensraten

werden in folgender Tabelle zusammengefasst.

Erhshung 0% 1% 2% 5% 10%
Gebiihreneinnahmen 2117.25 | 2120.76 | 2127.73 | 2134.89 | 2152.82
Zahlungsverpflichtungen | 671.75 | 684.40 | 710.28 | 737.856 | 811.66
Differenzbetrag 1445.51 | 1436.36 | 1417.45 | 1397.03 | 1341.16
Verdnderung (in %) 0.00 —0.63 -1.90 -3.35 —7.22

Tabelle 13: Barwerte der Zahlungsstrome bei Langlebigkeitsrisiken

Neben den Zahlungsverpflichtungen steigen auch die Gebiihreneinnahmen auf-
grund der hoheren Zahl an lebenden Versicherungsnehmern in frithen Vertrags-
jahren an. Da die Sterbewahrscheinlichkeiten im Alter jedoch zunehmen, gleicht
dieser Effekt nicht die gleichzeitig steigenden Zahlungsverpflichtungen aus. Der
Differenzbetrag zwischen Einnahmen und Ausgaben sinkt, so dass mit sinken-
der Sterbewahrscheinlichkeit auch die Gewinne des Versicherers sinken. Die
Hohe der Verianderung ist jedoch unterproportional im Vergleich zur Hohe des
Schocks.

Auch die benétigten Reserven pro Periode steigen nur leicht an, um dies zu
illustrieren wird Abbildung 13 fiir die verschiedenen Schocks neu berechnet. Die
Anderungen an den Einnahmen aus den Gebiihren (in rot) und den erwarte-
ten Auszahlungen (in schwarz) sind so gering, dass man die Unterschiede kaum

erkennt und sind aus Griinden der Ubersicht nicht eingezeichnet.
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Abbildung 21: Verinderung der Reserven unter Solvency II bei
Langlebigkeitsrisiken

Auch die Auswirkungen auf die Riickstellungen sind eher gering, dazu wird
Abbildung 14 fiir den 10% Schock neu berechnet.
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Abbildung 22: Riickstellungen bei einer um 10% niedrigeren
Sterbewahrscheinlichkeit
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Man erkennt, dass die Riickstellungen bei Vorliegen eines Langlebigkeitsschocks
insgesamt hoher liegen im Vergleich zu Abbildung 14. Die Auswirkungen sind
jedoch weniger ausgeprégt, als bei den bisherigen Schocks. Zwar reichen die ur-
spriinglichen Riickstellungen bei einem Schock von 10% nicht fiir einen Value at
Risk von 99.5% aus, jedoch féllt der Unterschied wertméflig nicht so hoch aus
wie beispielsweise beim Schock des Aktienindex. Durch die gestiegenen Anfor-
derungen an die Riickstellungen sinkt jedoch auch fiir das Langlebigkeitsrisiko
die Summe der Dividenden. Somit kann resiimiert werden, dass auch fiir die
Sterbetafel eine Anpassung der Reserven und Riickstellungen notwendig ist, um

einem tadellosen Risikomanagement gerecht zu werden.

Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurden bisher die Auswirkungen von Schocks auf den Ak-
tienindex, die Zinsrate und die Sterbewahrscheinlichkeiten untersucht. Um die
Auswirkungen der jeweiligen Entwicklungen zu beriicksichtigen miissen somit
zusétzliche Reserven und Riickstellungen gebildet werden. Fraglich ist bisher
jedoch die Hohe der zusitzlich benotigten Gelder.

Alle drei Variablen wurden in der Modellierung auf historische Daten kalibriert,
so dass das Eintreten der Schocks in ihren Extremformen als eher unwahrschein-
lich einzustufen ist. In einem Worst-Case Szenario wiirden diese Extremfor-
men fiir alle drei Variablen eintreten, so dass ein Maximum an Reserven und
Riickstellungen notwendig ist. Es stellt sich daher die Frage, wie hoch die Ein-
trittswahrscheinlichkeit dieses Worst-Case ist und wie hoch die Reserven und
Riickstellungen dementsprechend anzusetzen sind.

Aus Kapitel 3.3 ist bekannt, dass die geschétzte Abhéngigkeit zwischen dem Ak-
tienindex und der Zinsrate sehr gering ausgepragt ist. Dariiber hinaus existiert
keine sinnvolle Begriindung, warum eine ausgeprigte Abhingigkeit zwischen der
Sterbetafel und dem Aktienindex oder der Zinsrate bestehen sollte. Die Schluss-
folgerung ist deshalb, dass die Eintrittswahrscheinlichkeiten der Extremformen
aller drei Variablen unabhéngig voneinander betrachtet werden. Somit wird fiir
jeden Schock eine gesonderte Reserve zuriickgehalten, die bei der Berechnung
der Reserven separat angegeben wird.

Die Hohe der zusitzlichen, bendtigten Reserven ist unklar, da das Worst-Case
Szenario bisher nicht definiert war. Fiir jedes schlechte Szenario ist jederzeit
eine noch schlimmere Variante konstruierbar. Die Aufsichtsbehorden jedes Lan-

des geben deshalb ein Worst-Case Szenario fiir jegliche Art von Schock vor, an
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denen sich die Versicherer richten konnen. Die bendétigten Zusatzreserven er-
geben sich deshalb anhand des Unterschieds zwischen den Szenarien und dem

Worst-Case, wie in dieser Arbeit beispielhaft berechnet.

5.2 Schitzrisiko

Ein anderes Risiko betrifft die geschétzten Modellparameter. Geht man davon
aus, dass die Modellannahmen korrekt sind, besteht dennoch das Risiko falsche
Schiitzverfahren verwendet zu haben. Um dies zu iiberpriifen bietet sich das
Bootstrap Verfahren an. Aus den Datenséitzen werden dazu eine Anzahl an
Bootstrap-Stichproben mit Zuriicklegen gezogen, fiir die wiederum die jeweili-
gen Modellparameter geschétzt werden kénnen.

Diese Methodik l&sst sich jedoch nicht auf alle Schiitzer sinnvoll anwenden. Da
die Maximum Likelihood Schétzung der Parameter im CIR Modell sehr rechen-
intensiv ist, gestaltet sich das Bootstrap Verfahren unverhéltnisméfig zeitauf-
wendig, stattdessen kann nur der Kleinste Quadrate Schétzer tiberpriift werden.
Dariiber hinaus wird sich zeigen, dass bei Zeitreihen aufgrund der zeitlichen

Abhéngigkeit ebenfalls Schwierigkeiten bestehen.

In dieser Arbeit wird die Uberpriifung der Schétzverfahren als Erstes anhand
der Abhéngigkeitsstruktur der Copula gezeigt. Da die Standardgleichverteilung
der Zinsrate aus Abbildung 6 duflerst heterogen ist, konnte ein ausgeprigter
Schitzfehler fiir den Copula Parameter p vorhanden sein.

Der Datensatz zur Schitzung von p besteht aus den Paaren der transformierten
Quantile des Aktienindex und der Treasury Bill. Aus diesen werden insgesamt
1000 Bootstrap-Stichproben gezogen, fiir die p wiederum berechnet wird. Die

Ergebnisse lassen sich anhand der folgenden Grafiken nachvollziehen.
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Abbildung 23: Verteilung des geschétzten Parameters der Copula p mithilfe
von Bootstrap

Das Histogramm zeigt die Verteilung der Schétzer aus dem Bootstrap Verfahren.
Man erkennt, dass dieser normalverteilt ist, dazu wurde in blau die theoretische
Dichte der Normalverteilung eingezeichnet. Die Gestrichelte Linie markiert zu-
dem den Mittelwert, dieser liegt bei etwa p = 0.026129 und damit sehr nahe
beim tatsdchlich geschitzten p = 0.026322. Weiterhin ist das Konfidenzintervall
in rot eingezeichnet, dieses nimmt die Werte (—0.0106, 0.0637) an. Der QQ Plot
bestéatigt noch einmal die Normalverteilung.

Schliefflich kann anstelle der Gaufl Copula beispielsweise auch eine t Copula
verwendet werden. Der geringe Korrelationskoeffizient p spricht jedoch eben-
falls gegen einen starken Einfluss auf die Modellierung, da fiir die Gaufl Copula
bereits nahezu Unabhéngigkeit vorliegt. Berechnet man dennoch die Zahlungs-
strome fiir die t Copula, ergeben sich keine nennenswerten Auswirkungen auf

die Reserven oder Riickstellungen.

Fiir das Zinsmodell und den Aktienindex ist Bootstrapping nicht ohne weiteres
moglich, da die zeitliche Abhéingigkeit in der Schétzung beriicksichtigt werden
muss. Als Ausweg wird ein so genannter Block Bootstrap durchgefiihrt, dazu
werden aus der Zeitreihe Blocke mit vorgegebener Grofle gezogen, aus denen

eine neue Zeitreihe gebildet wird.
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Fiir den Aktienindex besteht der Datensatz zur Schitzung des GARCH(2,1)
Modells aus den téglichen Renditen, die Blockgréfie kann anhand verschiedens-
ter Kriterien gew#hlt werden, einen Algorithmus dafiir beschreibt beispielswei-
se Politis and White (2004), demnach ergibt sich eine Blockgréfie von etwa 9
Handelstagen. Zur Abschétzung der Ergebnisse wird das Bootstrap Verfahren
dariiber hinaus mit einer Blockgréfle von 250 Handelstagen durchgefiihrt.

Bei der Berechnung von Konfidenzintervallen miissen die Beschrankungen der
Parameter im GARCH Modell beachtet werden. Insbesondere «; und (37 lie-
gen sehr nahe an Null beziehungsweise Eins, so dass die geschétzten Bootstrap
Parameter mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht normalverteilt sind. Aus diesem
Grund werden anstelle der Konfidenzintervalle lediglich die § und 1 — § Quan-
tile angegeben.

Die Ergebnisse des Block Bootstrap Verfahrens sind in den folgenden Tabelle
dargestellt.

Originaler | Bootstrap
Parameter Wert Mittelwert | 2.5% Quantil | 97.5% Quantil

w 9.120e-07 | 2.9135e-05 2.2335e-05 3.6714e-05
o 0.0157 0.125049 0.077010 0.177883
o9 0.0685 0.206469 0.141916 0.274094
B1 0.9106 0.500771 0.419994 0.575518

Tabelle 14: Ergebnisse des Block Bootstrap Verfahrens fiir den Aktienindex fiir
eine Blockgrofle von 9 Handelstagen

Originaler | Bootstrap
Parameter Wert Mittelwert | 2.5% Quantil | 97.5% Quantil

w 9.120e-07 | 1.7612e-06 9.0714e-07 3.0093e-06
o1 0.0157 0.021464 0.000001 0.047868
o9 0.0685 0.090061 0.047815 0.133098
51 0.9106 0.878262 0.842268 0.913569

Tabelle 15: Ergebnisse des Block Bootstrap Verfahrens fiir den Aktienindex fiir
eine Blockgrofie von 250 Handelstagen
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Fiir die berechnete Blockgrofle von 9 Handelstagen liegen die geschéitzten Ergeb-
nisse bis auf a; auflerhalb der berechneten Quantile. Der Vergleich mit Tabelle
15 zeigt jedoch, dass scheinbar die zeitliche Abhéngigkeit durch die geringere
Blockgrofie zu sehr verloren gegangen ist. Dagegen liegen alle vier Parameter
fiir die Schitzung mit Blocken von 250 Handelstagen innerhalb der berechne-
ten Quantile. Die hohe Lénge der Zeitreihe von 5795 Handelstagen rechtfertigt
dariiber hinaus eine hohere Blockgrofe.

Die Plausibilitét der simulierten Szenarien wurde zudem in Abschnitt 4.1 iber-
priift. Die Auspriagungen der Aktienkurse entspricht den Erwartungen aus den
historischen Daten. Es ist deshalb nicht davon auszugehen, dass die Schéitzung
der Parameter im GARCH Modell derart fehlerbehaftet ist, dass die Zahlungs-
strome stark verdnderte Ergebnisse lieferte.

Beziiglich der Wahl der Lags im GARCH(p,q) Modell wird an dieser Stelle auf
Abschnitt 3.1 verwiesen. In diesem wurde gezeigt, dass AIC und BIC fiir ver-
schiedene Lags kaum voneinander abweichen, so dass auch eine Modellierung

anhand anderer Auspriagungen von p und q denkbar wire.

Fiir das CIR Modell scheitert die Block Bootstrap Methode dagegen vollsténdig
an der Wahl der Blockgrofle. Selbst wenn diese sehr grof§ gewahlt wird, springen
die Zeitreihen bei den Ubergingen zwischen zwei Blocken duBerst stark. Da-
durch ist eine sinnvolle Schétzung des Mean-Reversion Parameters o im CIR
Modell nicht mehr moglich. Die Spriinge sind in der folgenden Grafik beispiel-
haft fiir zwei Samples abgebildet, als Blockgrofie wurden 250 Tage gewéihlt. Eine

geringere Blockgrofie verschlechtert dieses Resultat zusétzlich.
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Abbildung 24: Resampling von Zeitreihen fiir Zinsraten mittels Block
Bootstrap

Die Parameter im CIR Modell kénnen somit nicht mittels Bootstrap verifiziert
werden. Die Ausfithrungen in den Abschnitten 3.2 und 5.1 fithren vielmehr zur
Folgerung, dass die Parameter keine addquate Modellierung fiir die historische
Zinsrate sind. Die berechneten Risiken aus den Zinsen miissen deshalb mit be-
sonderer Vorsicht genossen werden, insbesondere eine anhaltende Niedrigzins-
phase, die im Modell keine Beriicksichtigung findet gehort zu den Gefahrenquel-

len.
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6 Ausblick

In den bisherigen Kapiteln wurden das Risikomanagement fiir Variable An-
nuitdten untersucht, dennoch bleiben viele Aspekte unberiicksichtigt, die aus
Griinden des Umfangs in dieser Arbeit nicht behandelt wurden. In diesem Ka-
pitel wird deshalb ein Ausblick auf Themen gegeben, deren weitere Vertiefung

lohnenswert erscheint.

6.1 Solvency II

Wenn in dieser Arbeit bisher von Solvency II die Rede war, ging es meistens
um den bekannten Value at Risk, der laut den Anforderungen an Versicherer
bei 99.5% liegt. Die Richtlinien umfassen jedoch ein deutlich grofieres Themen-
spektrum, das sogar in hoher Detailstufe Regelungen zur Bildung der Reserven
fiir einzelne Produkte vorgibt.

Dagegen stand in dieser Arbeit die Berechnung von plausiblen Szenarien und
deren Analyse im Vordergrund. Dadurch entstanden an vielen Stellen Unge-
nauigkeiten beziiglich der konkreten Richtlinien, die jedoch aus didaktischen
Griinden sinnvoll erscheinen. Die Vorgaben gehen an vielen Stellen mehr ins
Detail als diese Arbeit abdecken kann, so dass der Schwerpunkt nicht auf der
Umsetzung der genauen Solvency II Standards lag, sondern auf der plausiblen
Berechnung von Reserven und Riickstellungen fiir ein Versicherungsprodukt.
Diese Arbeit ist somit lediglich als Grundlage fiir das Risikomanagement von
Variablen Annuitdten anzusehen und kann nicht dazu verwendet werden, die

Reserven in der Realitdt abzubilden.

6.2 Zinsmodelle

Die Simulation der Zinsen ist eine der grofiten Herausforderungen dieser Ar-
beit gewesen. Das verwendete CIR Modell kann zwar wesentliche Merkmale der
Zinsrate addquat abbilden, schafft es jedoch nicht unterschiedliche Zinsniveaus,
die im Datensatz auftraten zu modellieren. Die intuitive Losung fiir dieses Pro-
blem ist, den Mittelwertsparameter u flexibler zu gestalten. Dies wird in drei
Modellen auf unterschiedliche Art und Weise durchgefiihrt.

In der Arbeit von Hull and White (1990) sind die bekannten Parameter aus dem
CIR Modell zeitabhéngig. Dies fithrt dazu, dass unterschiedliche Zinsniveaus
durch einen zeitabhéingigen Parameter u beschrieben werden konnen. Wahlwei-

se sind der Mean-Reversion Parameter «, sowie der Volatilitdts Parameter o
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fest oder ebenfalls abhéngig von der Zeit. Die Modellierung ist damit insgesamt
fiir verschiedenen Datenséztze flexibler.

Nachteilig ist jedoch, dass die Differentialgleichung anders als im CIR Modell
keine Losung hat, die eine direkte Simulation erlaubt. Dariiber hinaus kénnen
die Parameter nicht anhand von Marktdaten geschétzt werden sondern miissen
anhand von beobachteten Marktpreisen ermittelt werden.

Fiir Simulationszwecke ist auch das Zwei Faktoren Modell von Longstaff and
Schwartz (1992), sowie das Drei Faktoren Modell von Chen (1996) zu erwéhnen.
In beiden Modellen werden bestimmte Faktoren des Zinsprozesses als stochasti-
sche Prozesse modelliert, so dass die Simulation breitere Ergebnisse verspricht.
Jedoch ist auch fiir diese Modelle die Parameterschétzung und die nicht existie-
renden Losungen fiir die jeweiligen Differentialgleichungen ein Problem in der
Praxis.

Fiir das Risikomanagement in dieser Arbeit erscheint das CIR Modell deshalb
angebracht. Der Schwiiche des starren Mittelwertparameters wurde durch die
gezielte Berechnung von Zinspfaden mit unterschiedlichen Auspriagungen des
Mittelwertsparameters in Abschnitt 5 entgegengewirkt.

Die Liste weiterer Zinsmodelle kann noch deutlich erweitert werden, jedoch ist
in jedem Modell eine Abwigung zwischen Umsetzbarkeit und erreichtem Fit zu

treffen, die der jeweiligen Anwendung gerecht wird.

6.3 Hedging

Eine andere Moglichkeit Risiken aus Marktbewegungen abzusichern sind Ter-
mingeschéfte auf Aktienkurse oder Zinsraten, im Jargon der Finanzbranche ist
dabei von Hedging die Rede. Dazu werden fiir jede Periode die es zu besichern
gilt Call Optionen fiir Aktien und Zinsraten gekauft, deren Ausiibungspreis je-
weils eine bestimmte untere Grenze der jeweiligen Variable ist. Der Versicherer
tragt dann die Risiken bis zum Ausiibungspreis selbst, dariiber hinaus greift
die Option um mogliche Verluste zu decken. Auf diese Weise kann das Risiko
aus den Zinsen, sowie fiir die GMDB Garantie besser kontrolliert werden. Die
GMWB Garantie ist dagegen deutlich komplizierter durch Optionen zu steuern,
da die langfristige Hohe der Annuitit von Aktienentwicklungen aus fritheren
Perioden abhéngt.

Letztendlich ist der Erwerb von Optionen nichts anderes als Glattung des Pro-
fits. Verluste in bestimmten Perioden werden durch die Optionen wett gemacht,

die Kosten dafiir miissen jedoch aus Perioden mit Uberschiissen entnommen
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werden.
Fiir ein effektives Hedging ist die Berechnung der Sensitivitdtskennzahlen von

“

Optionen zwingend erforderlich. Diese so genannten ,,Griechen “ beschreiben,
wie sich der Preis einer Option fiir Anderungen bestimmter Parameter veréndert.
Beispielsweise gibt das Delta an, wie sich der Preis einer Option bei einer
Wertédnderung des Basispreises dndert.

Die Berechnung der Griechen erfolgt ebenfalls iiber Simulationsverfahren. Da
sich der Wert immer iiber eine Ableitung des Optionspreises iiber den gesuch-
ten Parameter ergibt, kénnen die iiber eine Taylor Approximation berechnet
werden. Dazu miissen jedoch die Szenarien mehrmals generiert werden und je-
weils alle Zahlungsstrome berechnet werden, so dass Hedging in der Praxis mit
einem deutlichen Mehraufwand an Rechenzeit verbunden ist.

Eine weitere Moglichkeit des Hedging fiir den Aktienmarkt bieten auch so ge-
nannte Target Volatility Funds. Diese Art von Fonds offerieren eine stets kon-
stante Varianz fiir die Aktienkurse, so dass Risiken aufgrund von kurz- oder

mittelfristigen Marktschwankungen ausgeglichen werden kénnen.

6.4 Bewertung der Garantien

Fiir die Bilanz eines Versicherungsunternehmens ist es notwendig, den Bestand
der Vertriige zu bewerten. Dies ist aufgrund der zufallsbedingten Ausprigungen
zwar nicht exakt moglich, die Bewertung iiber Simulationsverfahren, wie sie in
dieser Arbeit angewendet wurden sind jedoch zuléssig. Problematisch ist dage-
gen die Bewertung der Garantien, da diese separat angegeben werden miissen.
In Kapitel 2.3 wurde dargelegt, dass die Bewertung der Garantien nicht ana-
lytisch erfolgt, sondern ebenfalls durch Simulation. Um deshalb den Wert der
Garantien zu einem bestimmten Zeitpunkt in jedem Pfad zu ermitteln, ist eine

doppelte oder auch genestete Simulation notwendig.

Um die Garantie zu einem Zeitpunkt ¢ zu bewerten, ist eine so genannte risiko-
neutrale Bewertung erforderlich, die Grundlagen der Optionsbewertung gehen
auf Arrow and Debreu (1954) zuriick, der auch das Konzept der risikoneutralen
Bewertung in seiner Arbeit erldutert. Zur Ermittlung des Wertes einer Option
oder Garantie wird davon ausgegangen, dass das Investment unter dem risiko-
neutralen Mafl den Marktzins erwirtschaftet. Dies bedeutet fiir die Bewertung

der Garantie zum Zeitpunkt ¢, dass die Pfade bis ¢ mit den simulierten Ak-
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tienrenditen berechnet werden und sich die Rendite ab ¢ aus den simulierten
Marktzinsen ergibt.

Dies klingt unkompliziert in der Theorie, erweist sich jedoch bei grofleren Versi-
cherungskollektiven als &uflerst rechenintensiv, da jeder Vertrag einzeln bewertet
werden muss. Liegen die generierten Szenarien bereits vor, dauert die Berech-
nung eines risikoneutralen Szenarios pro Vertrag je nach Rechenkapazitét einige
wenige Sekunden. Geht man von einer Dauer von 1.5 Sekunden aus, wie es in
dieser Arbeit der Fall war, so liegt die benotigte Rechenzeit bereits pro Vertrag
bei ungefihr 25 Minuten. Es lisst sich leicht erahnen, dass die Rechenzeit in der
Praxis bei einem Kollektiv von mehreren tausend Vertrégen sehr hoch ist. Dies
ist umso schwerwiegender, da die Garantien in der Praxis auf monatlicher Basis
berechnet werden.

Spétestens bei der Berechnung der Griechen fiir das Hedging vervielfacht sich
die Rechenzeit noch einmal um ein mehrfaches, so dass ein Rechenzentrum fiir
die Bewertung der Garantien benétigt wird. In der Praxis werden deshalb ver-
schiedene statistische Verfahren eingesetzt, um die Berechnung der Garantien
durch geeignete Approximierung zu beschleunigen. Zwei dieser Verfahren wer-
den an dieser Stelle in aller Kiirze vorgestellt, dabei handelt es sich zum einen

um die Clusteranalyse, sowie um das Least Squares Monte Carlo Verfahren.

Der Hintergedanke bei der Implementierung einer Clusteranalyse ist, dass dhn-
liche Vertrige auch ungefihr dieselben Bewertungen fiir die Garantien ergeben
miissten. Im Extremfall wéiren dies zwei Menschen mit dem gleichen Geschlecht
und Geburtstag, die zu denselben Konditionen einen Vertrag abgeschlossen ha-
ben. Fiir dieses Beispiel wiirden die Garantien ebenfalls gleich bewertet. Ent-
sprechend versucht die Clusteranalyse Vertrige mit d&hnlichen Parametern zu
identifizieren und diese in der Berechnung zusammenzufassen. Dazu miissen zum
einem relevante Parameter identifiziert werden und zum anderen ein Distanzmafl
bestimmt werden. Ahnliche Parameter haben dann eine sehr geringe Distanz zu-
einander und kénnen durch eine Skalierung der Guthaben zusammen berechnet
werden. Der Vorteil der Methode ist, dass die Anzahl der gewiinschten Cluster

der vorhandenen Rechenkapazitéit angepasst werden kann.

Ein anderer Ansatz ist die Least Square Monte Carlo Methode, die mittels sta-
tistischer Verfahren die benétigten Pfade fiir die risikoneutrale Bewertung stark
reduziert. Die Methode wird eingehend von Bauer et al. (2010) beschrieben. In

der Praxis wird der Ansatz vor allem bei der Bewertung von Optionen ange-
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wendet. Das Grundprinzip ist die Berechnung der Pfade bis zum Bewertungs-
zeitpunkt ¢ anhand der bekannten Simulation. Fiir die risikoneutrale Bewertung
wird anschlieflend eine geringe Zahl an Pfaden berechnet, fiir die der Wert der
Garantien dann bekannt ist, die jedoch duflerst unprézise im Hinblick auf den
wahren Wert der Garantien sind. Anhand einer Polynom Regression lisst sich
jedoch aus den unprézisen Werten eine relativ genaue Vorhersage beziiglich der

wahren Werte treffen.
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7 Zusammenfassung

Variable Annuitéiten sind ein Versicherungsprodukt fiir den Lebensabend. Be-
stehendes Vermogen wird am Kapitalmarkt angelegt, die Garantien bieten ei-
ne Sicherheit vor negativen Marktentwicklungen. Durch die Annuitéit wird das
Vermogen langsam aufgezehrt, dennoch wird eine Rente bis zum Lebensende
gezahlt. Bei vorzeitigem Tod profitieren die Hinterbliebenen hingegen von ei-
nem besicherten Restwert.

Die Risiken fiir den Versicherungsnehmer bleiben dabei iiberschaubar. Varia-
ble Annuitéiten bieten vor allem die Sicherheit des Geldes und Sorglosigkeit
beziiglich der zusétzlichen Rente. Verlieren tut man bei diesem Produkt ledig-
lich wenn die Mérkte sich iiber Jahre hinweg tiberdurchschnittlich entwickeln.
Beim Kauf einer Variablen Annuitét gilt es somit fiir den Versicherungsnehmer
die unbekannten Opportunitdtskosten gegeniiber den gebotenen Sicherheiten
abzuwégen.

Auch fiir den Versicherer sind Variable Annuitéten ein lohnendes Geschéft, vor-
ausgesetzt die Modellierung in Kapitel 3 entspricht realistischen Szenarien. Fiir
die gegebenen Vertragsparameter weisen lediglich zwei der tausend simulierten
Pfade ein negatives Ergebnis auf, fiir alle anderen Pfade kann bei Vertragsende
ein Gewinn verbucht werden.

Schwerpunkt dieser Arbeit war die Berechnung der Reserven und der Riick-
stellungen um die Auszahlungen an die Versicherungsnehmer auch unter adver-
sen Bedingungen sicherzustellen. Dazu wurden beide Variablen in Kapitel 4 fiir
die simulierten Szenarien betrachtet. Anhand des Value at Risk konnten dann
die Reserven zur Deckung aller Zahlungsverpflichtungen fiir ein Jahr berechnet
werden. Um dariiber hinaus die Solvenz {iber die gesamte Vertragslaufzeit zu
gewihrleisten wurden die Riickstellungen als Barwert aller Gebiihreneinnahmen
abziiglich zukiinftiger Auszahlungen berechnet. Anhand der beiden Variablen er-
gibt sich der Gewinn des Versicherers als nicht benétigte Reserven zuziiglich der
iiberschiissigen Gebiihren, die nicht zur Bildung der Riickstellungen verwendet
wurden.

Da das Risikomanagement in Form der berechneten Reserven und Riickstel-
lungen zum Teil sehr stark auf Anderungen in den Szenarien reagiert, wurde in
Kapitel 5 abgeschéitzt, wie sich Schocks auf den Aktienmarkt, den Zins und die
Sterbetafel auf die Zahlungsstrome auswirken. Um gegen solche Modellrisiken
gefeit zu sein, werden zusétzliche Riickstellungen gebildet, deren Hohe von den

Zahlungsstromen der geschockten Szenarien abhéngt. Art und Hohe der Schocks
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werden wiederum von den Aufsichtsbehorden jedes Landes vorgegeben.

Unklar bleibt die Robustheit der Schéitzungen in dieser Arbeit, die Auspré-
gungen der Schétzer konnten in Abschnitt 5.2 lediglich fiir die Copula bestétigt
werden. Die zeitliche Struktur der Zeitreihen fiir den Aktienindex und den Zins
erschweren dagegen die Uberpriifung der Schéitzungen anhand von Bootstrap, so

dass nicht klar ist, ob die verwendeten Schétzer die Realitét plausibel abbilden.

Diese Arbeit bietet somit einen grundlegenden Rahmen fiir das Risikomanage-
ment von Variablen Annuitdten. Erweiterungen sind vor allem bei der Simulati-
on der Szenarien denkbar, die verwendeten Modelle weisen deutliche Schwach-
stellen auf, die durch komplexere Verfahren behoben werden koénnten. Doch
auch der Vertrag an sich kann beispielsweise durch monatliche Auszahlungen
oder zusiitzliche Garantien erweitert werden.

Die Grundlagen des Risikomanagements in der Lebensversicherung und speziell
bei Variablen Annuitéiten kénnen jedoch anhand dieser Arbeit nachvollzogen
werden. Fiir den Versicherer wie fiir den Verbraucher gilt, die Risiken des Pro-

dukts genau zu erkennen um mogliche Chancen abzuschétzen.
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A Ubersicht iiber die Zahlungsstréme

Dargestellt sind die Zahlungsstrome fiir einen zufillig ausgewéhlten Pfad. iiber

die Gesamtdauer des Vertrags.

Year AcV Return Annuity GMWB Base GMDB WB Claims DB Claims Fees
0 10000 0% 0 10000 10000 0 0 0
1 8347.23 10.34% 500 10000 9500 0 12.25 168.54
2 8138.99 5.83% 500 10000 9000 0 10.22 162.36
3 7524.52 0.51% 500 10000 8500 0 12.94 148.07
4 6931.67 0.69% 500 10000 8000 0 15.77 134.32
5 6676.52 5.93% 500 10000 7500 0 13.44 127.15
6 6391.87 5.60% 500 10000 7000 0 10.9 119.39
7 6525.05 13.01% 500 10025.05 6500 0 0 119.28
8 6566.66 11.24% 501.25 10567.91 5998.75 0 0 117.22
9 5764.69 -2.58% 528.4 10567.91 5470.35 0 0 100.26

10 4884.54 -4.81% 528.4 10567.91 4941.96 0 1.37 82.57
11 4526.91 6.04% 528.4 10567.91 4413.56 0 0 74.17
12 4495.44 14.72% 528.4 10610.28 3885.17 0 0 71.17
13 3883.45 -0.06% 530.51 10610.28 3354.65 0 0 59.22
14 3345.4 1.81% 530.51 10610.28 2824.14 0 0 48.96
15 2997.67 8.67% 530.51 10704.05 2293.62 0 0 41.94
16 2842.08 17.77% 535.20 11083.66 1758.42 0 0 37.84
17 2272.54 1.36% 554.18 11083.66 1204.24 0 0 28.64
18 1789.98 6.29% 554.18 11139.92 650.05 0 0 21.22
19 1368.83 13.28% 557 11275.77 93.06 0 0 15.15
20 844.12 6.99% 563.79 11314.85 0 0 0 8.66
21 327.23 19.94% 565.74 11363.7 0 0 0 3.08
22 0 9.71 568.18 11363.7 0 101.35 0 0
23 0 0.34 568.18 11363.7 0 215.67 0 0
24 0 15.18 568.18 11363.7 0 192.81 0 0
25 0 8.07 568.18 11363.7 0 170.63 0 0
26 0 10.38 568.18 11363.7 0 149.28 0 0
27 0 2.42 568.18 11363.7 0 128.86 0 0
28 0 24.49 568.18 11363.7 0 109.5 0 0
29 0 9.05 568.18 11363.7 0 91.44 0 0
30 0 3.47 568.18 11363.7 0 74.90 0 0
31 0 24.35 568.18 11363.7 0 60.08 0 0
32 0 12.71 568.18 11363.7 0 47.13 0 0
33 0 11.58 568.18 11363.7 0 36.07 0 0
34 0 8.53 568.18 11363.7 0 26.87 0 0
35 0 2.80 568.18 11363.7 0 19.44 0 0
36 0 4.44 568.18 11363.7 0 13.66 0 0
37 0 2.21 568.18 11363.7 0 9.32 0 0
38 0 17.92 568.18 11363.7 0 6.17 0 0
39 0 12.00 568.18 11363.7 0 3.97 0 0
40 0 6.87 568.18 11363.7 0 2.48 0 0
41 0 1.75 568.18 11363.7 0 1.5 0 0
42 0 1.88 568.18 11363.7 0 0.88 0 0
43 0 10.15 568.18 11363.7 0 0.5 0 0
44 0 4.84 568.18 11363.7 0 0.27 0 0
45 0 12.72 568.18 11363.7 0 0.14 0 0
46 0 -0.35 568.18 11363.7 0.07 0

47 0 18.73 568.18 11363.7 0.03 0

48 0 6.17 568.18 11363.7 0 0.02 0 0
49 0 7.26 568.18 11363.7 0 0.01 0 0
50 0 13.47 568.18 11363.7 0 0 0 0
51 0 11.73 568.18 11363.7 0 0 0 0
52 0 -0.55 568.18 11363.7 0 0 0 0
53 0 1.40 568.18 11363.7 0 0 0 0
54 0 7.24 568.18 11363.7 0 0 0 0
55 0 3.56 568.18 11363.7 0 0 0 0
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B

Abkiirzungsverzeichnis

AcV: Account Value

BOP: Beginning of Period

DB : Death Benefit

EOP: End of Period

GMAB: Guaranteed Minimum Accumulation Benefit
GMIB: Guaranteed Minimum Income Benefit
GMDB: Guaranteed Minimum Death Benefit
GMWB: Guaranteed Minimum Withdrawal Benefit
SOA: Society of Actuaries

WB : Withdrawal Benefit
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C Riickstellungen fiir verschiedene Zinsniveaus
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Abbildung 25: Riickstellungen fiir ein Zinsniveau von 0.5%
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Abbildung 26: Riickstellungen fiir ein Zinsniveau von 1.5%
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Abbildung 27: Riickstellungen fiir ein Zinsniveau von 2.5%
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Abbildung 28: Riickstellungen fiir ein Zinsniveau von 3.5%
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Riickstellungen fiir ein Zinsniveau von 4.5%
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