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1 Einleitung

Ziel von Regressionsmodellen ist es, den Einfluss von Kovariablen X, Z auf eine Zielgrofe
Y zu untersuchen. In der Praxis ist es jedoch oft der Fall, dass die interessierenden Groéfien
X nicht fehlerfrei erhoben werden kénnen, da sie z.B. latente Variablen sind, d.h. nicht
direkt gemessen werden konnen oder keine genauen Messinstrumente vorliegen. Somit
werden statt X die fehlerbehafteten Variablen X* erhoben, Z steht hierbei fiir fehlerfrei
gemessenen Kovariablen. Wird die Tatsache, dass Messfehler vorliegen, ignoriert, d.h.,
wird eine naive Schétzung berechnet, so werden die Parametern des Regressionsmodels
nicht konsistent geschétzt (Nakumara [1990, S.1]). Bei Messfehlern in den Kovariablen,
werden durch die naive Regression die Kovariableneffekte tendenziell unterschétzt (fiir
den Fall von einer Kovariable vgl. Kapitel . Daher ist der Umgang mit Messfehlern
eine zentrale Problemstellung der Statistik. Einige Methoden wurden in der Vergan-
genheit entwickelt um dem Problem nicht konsistenter Schéatzungen beim Vorliegen von
Messfehlern entgegenzuwirken. Im Rahmen dieser Arbeit werden die Methoden der kor-
rigierten Score Funktion und die Monte-Carlo korrigierte Score Funktion vorgestellt und
deren Auswirkung auf die Parameterschétzung der linearen, logistischen und Poisson
Regression untersucht. Diese Methoden sind sogenannte funktionelle Methoden, da sie
keine oder hochstens minimale Annahmen tber die Verteilung der unbeobachteten Va-
riablen X treffen (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu,
C. M.| [2006, S.25]). Im Gegensatz dazu werden bei strukturellen Methoden wie z.B.
der Likelihood-, Quasilikelihood- und Bayes-Methode, Annahmen tiber die Verteilung
der stochastischen, unbeobachteten Variablen X getroffen. Allerdings werden Annah-
men iiber den Messfehler U getroffen, so ist es im Umgang mit Messfehlern notwendig
zwischen differentiellen Fehler und nicht differentiellen Fehler zu unterscheiden. Letzte-
res ist eine Voraussetzung fiir die Anwendung der oben genannten Methoden (Caroll, R.
J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.|[2006, S.37,S.152]), da
man bei differentiellen Fehler davon ausgeht, dass diese nicht mehr Informationen zu Y
als X enthilt, sodass gilt E[Y|X, X*, Z] = E[Y|X, Z] (Caroll, R. J. and Ruppert, D.
and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| [2006, S.36]). Eine weitere Annahme ist,
dass ein klassisches additives Fehlermodell vorliegt, (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and
Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| [2006, S.37,S.152]). Explizit bedeutet das, dass
X*=X+U, U und X unabhéngig sind und dass U|X ~ N(0, X,,) gilt. Vorteile dieser
Annahme kénnen in Le| [2015, S.19] nachgelesen werden. In dieser Arbeit werden Metho-
den zur Korrektur von additiven Messfehlern vorgestellt, jedoch kénnen diese Methoden
auch auf multiplikative Fehler angewendet werden (vgl. |Caroll, R. J. and Ruppert, D.
and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| [2006]).

Ziel dieser Arbeit ist es einen Uberblick iiber drei Verfahren zur Messfehlerkorrektur
— der Regressionskalibrierung, der korrigierten Score Funktion und der Monte-Carlo
korrigierten Score Funktion — zu geben und diese in einer Simulationsstudie, wozu
Rstudio verwendet wurde (Rst), zu vergleichen. In Kapitel [2| und Appendix [A] werden
zunéchst Notationen eingefiihrt; in Kapitel [3| wird die Methode der Regressionskalibrie-



rung erlautert und in [3.4] fiir die lineare-,logistische- und Poisson Regressio untersucht.
Die Methode der korrigierten Score Funktion wird in Kapitel [4] dargestellt und fiir die
lineare und Poisson Regression in Abschnitt [£.3] hergeleitet. Die korrigierte Score Funk-
tion fiir die logistische Regression ist ein Spezialfall und wird in [.4] separat behandelt.
Da das Aufstellen einer korrigierten Score Funktion nicht immer moglich ist, bietet die
Monte-Carlo korrigierte Score in Kapitel eine flexible Approximation. Anhand der
Ausfithrung des Monte-Carlo-Averaging an der linearen (Kapitel und Poisson Re-
gression (Kapitel , kann die Idee des Algorithmus veranschaulicht werden. Die
konkrete Anwendung der Korrekturverfahren hiangt auch vom vorliegendem Datentyp
ab, was in Kapitel 3.3] und [£.6] ndher erlautert wird. SchlieBlich werden in einer Simu-
lationsstudie in Kapitel |5 die unterschiedlichen Methoden verglichen und das Verhalten
bei z.B. Annahmeverletzungen untersucht.

2 Notation

In dieser Arbeit wird die einfache Regression betrachtet, d.h. mit einer Zielgréfie Y
und einer Einflussgrofle X, jedoch konnen die vorgestellten Methoden auch auf erwei-
terte Modelle angewendet werden, beispielsweise bei vorliegen von weiteren (fehlerfrei
gemessenen) Einflussgréfien Z. Aus Griinden der notationellen Ubersichtlichkeit und den
Umfang dieser Arbeit nicht zu iiberschreiten, wird an einigen Stellen eine Einschrankung
auf eine Einflussgrofie X bzw. X* vorgenommen. Neben der Zielgréfie Y und der wahren
Finflussgrofle X, bezeichnet X* die fehlerhafte Messung von X, und U den Messfehler

o

wird die Fehlervarianz des Fehlers € im linearen Modell bezeichnet. Es wird auch zwischen
Matrizen, Vektoren und einzelne Beobachtungen unterschieden, wobei Index i die i-te Be-
obachtungseinheit bezeichnet von insgesamt n Beobachtungen. Einzelne Beobachtungen
werden durch Kleinbuchstaben und den Index i gekennzeichnet, etwa y;, x;, 2;, €;. Vekto-
ren werden mit einem Groflbuchstaben bezeichnet, z.B. X = (z1,..,2,),, Y = (y1,.,9n)",
Z = (21,.,2n) und U = (uy, .., u,)!, mit Ausnahme von € = (€1, .., €,)" und dem Vek-
tor B = (Bo, 41)!, wobei das Superscript ¢ fiir die Transponierte steht. Matrizen sind
mit Groflbuchstaben und zwei Unterstrichen kenntlich gemacht, etwa die Designmatrix

0 O
mit der Messfehlervarianz ag bzw. Messfehlerkovarianzmatrix X, = (0 ) Mit o

1ZL‘1

<
I

, analog fiir X*. Betrachtet man aus der Designmatrix nur einzelne Zeilen

1 =z,
so werden Kleinbuchstaben mit einem Unterstrich und Index 4 benutzt, wie ! = (1, z;),
analog x;'. Weitere Variablen und Notationen werden im Laufe der Arbeit eingefiihrt.
Eine Ubersicht aller verwendeten Variablen befindet sich im Appendix



3 Regressionskalibrierung

In diesem Kapitel wird die Methode der Regressionskalibrierung zusammengefasst er-
lautert. Detailliertere Informationen kénnen in [Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Ste-
fanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| [2006, S.65 ff] und |[Le| [2015] nachgelesen werden.
Die Regressionskalibrierung ist eine einfache funktionelle Korrekturmethode fiir klassi-
schem Messfehler bei einer stetigen Einflussgréfie im Rahmen von generalisierten linearen
Modellen (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.
[2006, S.65 ff]). Sie erfordert keine Annahmen iiber die nicht beobachtbaren fehlerfreien
Variablen X und ist auf alle generalisierten linearen Modelle anwendbar, sowohl beim
Vorliegen von additiven als auch multiplikativen Messfehlern (siehe |Caroll, R. J. and
Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M./ [2006, S.78ff.]).

3.1 Zentrale Idee der Regressionskalibrierung

Die Idee der Regressionskalibrierung ist einfach. Interessiert ist man am Hauptmo-
dell, wobei der Erwartungswert der Zielgrofie Y E[Y|Z,X] = my(Z, X, ) ist, d.h.
die ZielgroBe Y wird modelliert gegeben die Einflussgrofien (Z, X), wobei Z fehler-
frei gemessene Kovariablen sind. Statt der wahren Kovariable X wird jedoch die feh-
lerhafte Variable X* = X + U mit U ~ N(0,02) erhoben, sodass ein naives Modell
EY|Z, X*] = my(Z, X*, 3*) berechnet werden kann. Wie Eingangs bereits beschrieben
fithrt das Ignorieren von Messfehlern zu verzerrten Schétzungen. Daher wird X durch ei-
ne Regression von X auf (Z, X*) geschétzt, d.h. durch X = 7y (Z, X*,4). AnschlieBend
kann E[Y|Z, X] = my(Z, X, Bri) berechnet und die gewdhnliche, jetzt niherungsweise
unverzerrte Inferenz durchgefithrt werden (Le| [2015] S.2]).

3.2 Algorithmus der Regressionskalibrierung

Der Algorithmus der Regressionskalibrierung nach [Caroll, R. J. and Ruppert, D. and
Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M./ [2006}, S.66] und Le| [2015, S.3ff] ist wie folgt:

o Schritt 1: Schétze die unbeobachtete Variable X durch eine Regression von X auf
(Z, X*), also E[X|Z, X*] = mx(Z,X*,7). Die Schétzung ist von ~, genauer von
der Schitzung 74 abhingig.

e Schritt 2: Ersetze die nicht beobachtete Variable X durch die im vorherigen Schritt
durchgefiihrte Schitzung, d.h. ersetze im Hauptmodell X durch mx(Z, X*,7).
Schéze die Parameter wie iiblich. Somit erhélt man:

EY|Z, X" ~ my(Z,mx(Z,X",7), Bri)
—_——

~

X

Beachte, dass nun keine Gleichheit mehr gilt, da das Regressionskalibrierungsmo-
dell ein approximatives Arbeitsmodell fiir beobachtete Daten darstellt, es gilt somit



B ~ Bri-

o Schritt 3: Korrigiere mit dem Bootstrap-Verfahren (Appendix[B.3) oder der Sandwich-
Methode die resultierenden Standardfehler |Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Ste-
fanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.  [2006, Appendix A].

Im Gegensatz zur korrigierten Score Funktion in Kapitel 4] produziert die Regressionska-
librierung, abhéngig vom Modell, nicht unbedingt konsistente Schéatzer, reduziert jedoch
den Bias zwischen dem resultierenden Mittelwert und dem wahren Mittelwert (Augus-
tin et al. [2008, S.257] und |Le| [2015] S.5]). Die Schétzung im ersten Schritt ist abhéngig
von den vorliegenden Daten bzw. den zusétzlichen Informationen. Wie mit unterschiedli-
chen Informationen aus den Daten umgegangen werden kann, wird im folgenden Kapitel
erldutert.

3.3 Schatzung nach verschiedenen Datentypen

Problematisch ist, dass eine Regression mx(Z, X*,~) ohne Beobachtungen von X nicht
moglich ist. Daher muss man sich mit der vorliegenden Datenstruktur behelfen. Je nach-
dem welcher Datentyp also vorliegt d&ndert sich die Anwendung von Schritt 1 des Regres-
sionskalibrierungsalgorithmus. Fiir diese Arbeit werden interne Validierungsdaten und
Wiederholungsdaten néher betrachtet.

Interne Validierungsdaten Interne Validierungsdaten liegen vor, wenn fiir einen Teil
der Beobachtungen zusétzlich zu X* wahre X Werte vorliegen. Fiir diesen Fall schlagt
Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| 2006, S.70]
vor, eine einfache Regression von X auf die Kovariablen (Z, X*) aus den internen Va-
lidierungsdaten durchzufiihren, anschlieend sollen fiir Beobachtungen, die keine wahre
X haben, X geschétzt werden. Das Einfithren einer Dummyvariable, die angibt ob es
sich um eine wahre oder geschétzte Beobachtung handelt, fithrt zu einer Verbesserung
der Schatzung (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C.
M. [2006, S.70] und vgl. Ergebnis |Le [2015] S.23]).

Wiederholungsdaten In den meisten Féllen jedoch, kénnen keine wahren X-Werte
erhoben werden. Es liegen oft nur eine oder mehrere fehlerhafte Messung, X7, ..., X
von X; vor, wobei X:‘ der zugehorige Mittelwert ist. Der Index k; gibt an wie viele
Messwiederholungen fir Beobachtung i vorliegen. [Caroll, R. J. and Ruppert, D. and
Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.|[2006} S.70 ff] und Le| [2015, S.6 ff] beschreiben
einen Algorithmus der eine lineare Approximation der Regressionskalibrierung liefert.
Der Algorithmus ist selbst dann noch anwendbar, wenn die Fehlervarianz o2 bzw. Mess-
fehlerkovarianz ¥, aus externen Validierungsdaten nicht vorliegt. In diesem Fall werden
diese Groflen aus den vorliegenden Daten, die mindestens zwei Wiederholungsmessungen
enthalten sollten, geschitzt. Die Formeln in diesem Abschnitt gelten allgemein fiir meh-
rere X-Variablen bzw. Z-Variablen. Hat man nur eine Variable X fehlerhaft erhoben, ein
Spezialfall auf den sich diese Arbeit beschriankt, dann ist X ein Vektor und 2., = o2

u?



analog fir X,,, Y., 2us B
Die beste lineare Approximation von X gegeben (Z, X*) ist (Caroll, R. J. and Ruppert,
D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| [2006} S.70ff] und Le| [2015, S.7]):

EX|Z, X*]| =~ ug + (Bzz, X2z)

-1
Eac:c + Zuu/k Eacz X* — Ha*
DI IS '

Z — b,

Wiederholungsmessungen ermoglichen die Schéitzung der Kovarianz Matrix der Messfeh-
ler UZ'

k; * ~F * <7\
s () (53 .
. i (k- 1) |
Wenn in der Regression nur eine Messung (k; = 1) vorhanden ist, muss man auf die aus
externen Daten geschéitzte Kovarianz Matrix ¥, zurickgreifen.
Weiterhin folgt auf Basis folgender Schitzungen

Mz :77

fio = fler = Y _kiX; /> ki,
=1 =1
v=> ki—> k/> ki,
=1 =1 =1

S..=Mnm-1)" zn:(zi A AR
=1

Sz = Z kz(yj — ) (Zi = Z) v,
i=1

~

me

(B0 ki(XF = e )(XF = i)'} — (0 = 1) 8] fo
die Gleichung der geschéitzten Regressionskalibrierungsfunktion

—

— ~ ~

~ ~ ~ -1 ,—

St S, Zi— 7.

Mit dem vorgestelltem Algorithmus kénnen z.B. in der linearen Regression konsistente
Schéatzer und in der logistischen Regression approximativ konsistente Schétzer berechnet
werden (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| [2006,
S.72]).



3.4 Theoretische Anwendung der Regressionskalibrierung

Ohne die exakten korrigierten Formeln fiir jede Regression fiir die Regressionskalibrie-
rung herzuleiten, kann trotzdem in statistischen Programmen diese Methode angewendet
werden (Appendix. Fiir ein besseres Verstandnis der Korrekturmethode werden an-
hand des einfachen linearen, Poisson und logistischen Regressionsmodells die praktische
Anwendung von Schritt 1 und 2 der Regressionskalibrierung im Folgenden gezeigt. Zur
Ubersichtlichkeit und in Anlehnung an den in der Praxis hiufig auftretenden der Fall,
sollen von Wiederholungsdaten mit einer Messung (k; = 1) und einer extern geschétzten
Messfehlervarianz ausgegangen werden. Die Schritte der Regressionskalibrierung, die fiir
alle Regressionsmodelle gelten, seien wie folgt:

o Schritt 1 Aus den getroﬁenen Annahmen folgt Z; = Z. = 0, Sw = 0, 3., = 0,
Em = 0’ und Em + Euu = E g = a . Somit vereinfacht sich Formel (| . zZur
Schitzung der unbeobachteten Variable X zu

— =2 =2

— . o o ~
EXIX)~ fire (1 - 22) + 22 X* = X 3
O-CC* 0-1,*
—
Y0 7

mit X, = 6’3 z.B. aus externen Daten.

e Schritt 2: Ersetzte die unbeobachtete Variable X durch die Schétzungen im letzten
Schritt, mit dem Wissen aus [Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A.
and Crainiceanu, C. M./ [2006, S.38] und |Gustafson| [2004, S.90]:

BE(Y|X") = E{E(Y|X,X")}X")
= E{B(Y|[X)}X") (4)

I jterierter Erwartungswert, Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

2 X* differentieller Fehler (Gustafson| [2004, S.90])

Nach Schritt 1 der Regressionskalibrierungsalgorithmus wird X durch eine lineare Re-
gression durch X* geschétzt. Es gelten somit folgende Annahmen aus der linearen Re-
gression fiir

X =+ X*+ &, mit & ~ N(0,5?)

X|X* ~ N(p,5%)

Fiir die Poisson und logistische Regression werden zusétzlich folgende Transformatio-



nen bendtigt

£ (Bo + A1X)|X* ~ N(x(Bo + Bip), B767) (5)
X = exp(+(Bo + 51.X))|X* ~ LN(£(Bo + Bip), B35 (6)
BIX|X] = cap((fo + fu) + 5516%) ™)

An Formel kniipfen die drei folgenden Unterkapiteln an.

3.4.1 Einfache lineare Regression

Fiir die einfache lineare Regression gilt Y = X3 + € mit € ~ N(0,0?). Dann gilt ver-

einfacht fiir die interessierende Grofle Y die Gleichung E(Y'|X) = Sy + $1X. Formel
lasst sich umformen zu:

=* E({Bo + f1 X} X")
= fo + BLE(X]X¥)

—

~ Brko + Bri, E(X|X*)
= BRriko + Briy (G0 + 11 X™)

= BRriko + Brin Y0 + Bri, 1 X (8)
—_———— N—.—
577.(12"00 Bnaivl

P E(Y|X) =B+ AX

Beachte, Bnaiv, Und Bpaiv, sind die Parameter einer naiven Regression von Y auf X*,
d.h. wenn nicht beriicksichtigt wird, dass Messfehler vorliegen. Unter der Bedingung,
dass der Ausdruck [3| gilt, kann man die Schétzer der wahren Effekte Sy, 81 wie folgt aus
extrahieren:

P Brai P N .
B1 =~ Brk, = %, Bo = BRrky = Braive — YoBRE1,

sodass im Grunde genommen die korrigierten Schétzer von g, 51 durch eine Regression
von Y auf X* statt auf X geschétzt werden konnen.



3.4.2 Einfache Poisson Regression

Fiir die einfache Poisson Regression gilt A(X) = exp(X/3). Und fiir die interessierende
Groe Y die Gleichung E[Y|X] = A(X) = exp(XB). Formel (4) lasst sich umformen zu:

—BA(X)|X

=Elexp(XB)[X7]

~Elexp(Brro + Brn X)| X"
=3exp((Brro + Bri1 fle + %512%162))

. O 1 .
=exp((Brro + Bre1(Fo + 11 X™) + 5/3%%102))

N 1 R PO
=exp((Brro + Brr170 + 55?%102 + Breii1 X)) 9)
ﬂnaivO Bnaivl

3 nach

Beachte, Bnaiv, Und Bpgiv, sind die Parameter einer naiven Regression von Y auf X*,
d.h. wenn nicht beriicksichtigt wird, dass Messfehler vorliegen. Unter der Bedingung,
dass der Ausdruck gilt, kann man die Schétzer der wahren Effekte 5y, 51 wie folgt
aus Formel @D extrahieren:

5 5 Brai 5 5 3 ~ 7 L5 9
B1 ~ Brk, = 7%(?”1 , Bo = BRrky = Braive — Y0BRE1 — 55}%10 ;

sodass im Grunde genommen die korrigierten Schétzer von Sy, 51 durch eine Regression
von Y auf X* statt auf X geschétzt werden konnen.



3.4.3 Einfache logistische Regression

Fiir die einfache logistische Regression gilt fiir die interessierende Gréfie Y die Gleichung

EY|X]=p(X)=PY =1|X) = m. Formel lasst sich umformen zu:

=E[p(X)|X"]

—F 1 X*

“Fli ez X

1
T 1+ Eleap(—XB)[X7]
1
"1+ Eleap(—Brro — Br X)| X*]
1
3
1+ ezp(—(Brro + Brrt fiz) + 358%4162)

1

1+ exp(—(Brro + Brr1 (o + 51X*)) + 38%,.,62)
1

- 10)
1, - (
exp(—(Brro + Brr1Y0 — 5512%10’2 + Bre1Y1 X*))

Bnaivl

ﬁ'naivo

3 nach

Beachte, Bnaiv, Und Bpqiv, sind die Parameter einer naiven Regression von Y auf X*,
d.h. wenn nicht beriicksichtigt wird, dass Messfehler vorliegen. Unter der Bedingung,
dass der Ausdruck gilt, kann man die Schétzer der wahren Effekte 5y, 51 wie folgt
aus Formel extrahieren:

o T
B1 ~ Brr, = %, Bo = BRrko = Braive — YoBRk1 + 5512%102,

sodass im Grunde genommen die korrigierten Schétzer von g, 51 durch eine Regression
von Y auf X* statt auf X geschéitzt werden konnen.

4 Korrigierte Score Funktion

Neben der Regressionskalibrierung ist auch die korrigierte Score Funktion eine funktio-
nelle Korrekturmethode fiir klassische, additive oder multiplikative Fehler (Caroll, R. J.
and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| 2006, S.151]), die kei-
ne Annahmen iiber die Verteilung der nicht beobachtbaren wahren Variablen bendtigt
(Buzas| [2009, S.1] und |Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Craini-
ceanu, C. M./ [2006, S.151]). Abgesehen davon, dass diese Methode unabhéngig von der
GroBe des Messfehlers ist (Buzas| [2009, S.1] und Kapitel [5.3.1)), fiihrt diese bei der Kor-



rektur zu konsistenten Schéitzern (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and
Crainiceanu, C. M./ [2006, S.151]) und ist eine unverzerrte Score Funktion (Nakumara
[1990, S.128]).

In diesem Kapitel wird weiterhin vom Model E[Y|Z, X| = my(Z, X, §) bzw. E[Y|Z, X*] =
my (Z, X*, 3*) mit additivem, normalverteilten Messfehler U ~ N(0,02) ausgegangen,
sodass X* = X + U gilt.

4.1 Zentrale ldee der korrigierten Score Funktion

Das Prinzip und die Vorteile der nicht korrigierten Score Funktion S() fiir keine Mess-
fehler sind in Appendix dargestellt, allerdings gelten die Eigenschaften, wie z.B.
konsistente Schétzer nicht mehr, wenn man die fehlerhafte Messung X* in die Score
Funktion S() einsetzt. Ignoriert man die Tatsache dass Messfehler vorliegen, produziert
sie verzerrte Schétzer.

Die zentrale Idee der korrigierten Score Funktion Sc() ist, dass deren Erwartungswert,
unter Beriicksichtigung der Verteilung des Fehlers U und bedingt auf Y, Z, X, gleich der
Score Funktion der wahren unabhéngigen und unbeobachteten Variable X ist (Naku-
mara, [1990, S.1]); kurz: die korrigierte Score Funktion liefert unverzerrte Schétzer. In
Formeln:

E[S.(Y, Z,X*,B)|Y, Z,X] = S(Y, Z, X, B) (11)

Das bedeutet insbesondere, dass sich die vorteilhaften Eigenschaften der Maximum
-Likelihood-Schétzung (vgl. Appendix auf die korrigierte Score Funktion iiber-
tragen lassen konnen. Um den Maximum-Likelihood Schitzer zu erhalten 16st man
S(Y,Z,X,3) = 0 nach § auf (néiheres Appendix [B.1). Liegen Messfehler vor, so er-
halt man die korrigierten Schétzer durch das Auflésen von S (Y, Z, X*, 3) = 0 nach
B. Den so erhaltenen Schétzer bezeichnet man als §¢. Konsistenz der ¢ lasst sich da-
durch erkldren, dass die bedingte Verteilung der korrigierten Schétzer gegeben (Y, Z, X)
um den Maximum-Likelihood Schétzer zentriert ist, das wiederrum bekanntlich um den
wahren Parametern zentriert ist (Nakumara/ [1990, S.1]); formal:

E[E[S.(Y, Z, X*, B)|Y, Z, X]|Z, X] = E[S(Y, Z,X,B8)|Z,X] = 0 (12)

Die korrigierte Score Funktion sollte noch weiteren Bedingungen gentigen, die in folgen-
der Definition zu finden sind (Nakumara/ [1990, S.128]):

Definition 1 (Nakumara [1990, S.128]): Sei F eine konvexe Teilmenge eines Parame-
terraums, der auch 8 enthalt.

 Eine Funktion (Y, Z, X*, 3) wird korrigierte log-likelihood genannt, falls

El.(Y,Z, X*,8)|Y,Z, X]=U(Y, Z, X, ) (13)

10



fiir beliebiges 8 in F' gilt.

o Wenn [.() differenzierbar in F ist, so ist S.(Y, Z, X*, ) = 8l5 die korrigierte Score

Funktion. Falls E[|Y, Z, X] und 0 vertauschbar sind, dann gilt zusatzlich

E[S.(Y, Z,X*, B)|Y, Z,X] = S(Y, Z, X, B). (14)

o Wenn S.() differenzierbar in F' ist, so ist I.(Y,Z,X*,3) = _%%c die korrigierte
beobachtete Information. Falls E[-|Y, Z, X| und 08 austauschbar sind, dann gilt

EBlI.(Y,Z, X", B)Y, Z, X]| = I(Y, Z, X, B). (15)

Der Parameter ¢, fiir den gilt, dass S.(Y, Z, X, 5¢) = Ound I.(Y, Z, X, ¢) positiv definit,
ist der korrigierter Schétzer.
4.2 Algorithmus der korrigierten Score Funktion

Um eine korrigierte Score Funktion zu erhalten, miissen die Bedingungen in Definition 1
erfillt sein. Ein allgemeiner Algorithmus zu Findung solch einer Funktion lasst sich wie
folgt aufstellen:

e Schritt 1: Stelle die Log-Likelihood Funktion fiir die wahren X auf:

WY, Z,XpB)

e Schritt 2: Stelle die Log-Likelihood Funktion fiir die beobachteten bzw. fehlerhaft
gemessenen X * auf:

WY, 2, X% 8)=1(Y,Z2, X +U,p)

o Schritt 3: Bestimme [.(),welche aus linear Kombinationen aus {*() und weiteren
Termen bestehen kann, sodass gilt:

El.(Y,Z, X+ UPp)Y,Z, X|=UY,Z,X, )

Allerdings ist es oft nicht moglich exakte korrigierte Score Funktionen aufzustellen,
sodass man sich z.B. durch Monte-Carlo-Averaging eine korrigierte Score Funkti-
on konstruieren kann (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and
Crainiceanu, C. M.|[2006} S.170 ff]). Dieses Verfahren wird genauer in Kapitel
erlautert.

o Schritt 3: Die korrigierte Score Funktion ergibt sich aus der Ableitung der [.():

Ol

% - SC(Y'; Za X*aﬁ)a

11



(wenn Bedingungen in Definition 1 erfiillt sind.)

o Schritt 4: Die korrigierten Parameterschétzer 8¢ ergeben sich als Lésung der Glei-
chung S (Y, Z, X*, 3¢) = 0, falls keine analytische Losung fir $¢ moglich ist, so
kann man die korrigierten Parameter durch eine Niaherung mit Newton-Raphson
und den Fisher-Rao-Algorithmus (Appendix erreichen.

4.3 Exakte korrigierte Score Funktionen

Nicht fiir alle Verteilungen lésst sich eine exakte korrigierte Score Funktion aufstellen.
Wenn die wahre Score Funktion allerdings aus einer Linearkombination aus Produkten
von Potenzfunktionen und Exponentialfunktionen besteht, so konnen exakte korrigierte
Scores gefunden werden (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Craini-
ceanu, C. M.|[2006, S.172]). Beispiele hierfiir sind die lineare und Poisson Regression.

4.3.1 Einfaches lineares Modell

Sei Y = XA+ € mit € ~ N(0,02). Gegeben den beobachteten Werten Y und X ist die
Log- Likelihood Funktion:

Yy, X,p)=-— %nlog(ZTr) —nlog(o)
202 Z — 2yiBo — 2yiBrxi + BF + 2B0Brx; + Bixd) (16)
Die korrigierte Log-Likelihood Funktion ergibt sich zu:
(Y, X* ) =— %nlog(%’) —nlog(o)

1 < .
552 2 Wi = 2iBo — 2B} + B + 2BoBrai + Brai” = Broy), (17)
i=1

daraus folgen die korrigierten Score Funktionen:

8lc * 1 = *
960 (Y, X%, 8) = ;(;(yi — Bo — Brzy) (18)
S = Sa(¥.X"8) = (3w — fo — Bua)a) + nfo?) (19)

s
Il
—
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und es gilt E[l.(Y, X*, 8)|Y, X] = (Y, X, 8). Die korrigierten Schétzer 5¢ zu erhdlt man
durch 16sen der Gleichung S..(Y, X*, 3¢) = 0:

1 & 1 &
= ﬁzyz—ﬂfﬁzaf
Zyzx _5 _nUQ) !

(Zwischenschritte und Herleitung im Appendix [C.1.1)

4.3.2 Einfaches Poisson Modell

Sei Y| X aus der Poissonverteilung P\ mit Mittelwert \(X) = exp(X3). Gegeben den
beobachteten Werten Y und X ist die Log-Likelihood Funktion:

n

WY, X, 8)=>_ —exp(Bo + Brai) + yifo + viwiBs — log(ys!) (20)
=1

Die korrigierte Log- Likelihood Funktion ergibt sich zu:

n

(Y, X", B) = —exp(Bo + frz] — (15%0'5)) +yiBo + yifrx; — log(y;!) (21)

=1

daraus folgen die korrigierten Score Funktionen:

alc * = * 1

G = SV X" ) = Y i — exp(fo + iz - 5 5o (22
ol, . “ « B YV 2

8751 = Sa(Y, X", B) = Zyixi —exp(Bo + fra; — 551@)(% — pioy,) (23)

Die korrigierten Schétzer ¢ erhélt man durch losen der Gleichung S..(Y, X*,3¢) =
0 nach B¢, allerdings gibt es hierfiir keine geschlossene Losung, sodass eine Naherung
durch Fischer Rao Algorithmus und Newton Raphson durchzufiihren ist (Appendix.
(Zwischenschritte und Herleitung im Appendix

4.4 Approximative korrigierte Score Funktion fiir ein einfaches logistisches
Modell

Die korrigierte Score Funktion ist allgemein fiir ein Modell mit binérer Zielgrée nicht ein-
fach aufstellbar. Aufgrund von Eigenschaften der logistischen Funktion F'(v) = m
existieren nach Stefanski [1989, S.18] keine adéquate korrigierte Likelihood Score Funk-

tion fiir die logistische Regression, wenn ein normalverteilter, additiver Messfehler vor-
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liegt. Man kann stattdessen eine approximierte korrigierte Score aufstellen. Es handelt
sich beim logistischen Modell also um einen Spezialfall. Daher entwickelten Novick and
Stefanski [2002] eine approximative korrigierte Score Funktion fiir den logistischen Fall.
Vorteile der approximativen korrigierten Score Funktion ist, dass die Approximation un-
abhéngig von der Grofle des Messfehlers ist (Buzas [2009) S.1]). Dennoch soll zunéchst
zur Veranschaulichung [(), S() aufgestellt werden.

Sei Y| X Bernoulliverteilt Ber(p;) mit p; = P(y; = 1llz;) = m, mit Wahr-

scheinlichkeitsfunktion f(y;, z;, 3) = p!*(1 — p;)* . Gegeben die beobachteten Werte y;
und z; ist die Log-Likelihood Funktion:

n

(Y, X, 8) =) (B0 — zifr — In(1+ exp(—fo — zif)) + yiBo + yibrs) (24)

=1

und Score Funktionen:

ol 1
= S(Y, X, i 25
B P = Z P T eap(—Bo - Bias) (25)
1Y, X, 3L — 26
B P = Z T T eap(—Bo — Bias) (26)
wobei die Verteilungsfunktion F'(v) = m ist.
Nach Buzas [2009} S.2352] ldsst sich die Score auch darstellen als:
1
S(Y,X,B) = h(Bo + B1X) (Y = F(Bo + /1X)) ( ) (27)
~— X

=1, fur logistische Regression

. F'(v
mit h(v) = W(—l)u'(v))

4.4.1 Approximative Score Sy|()

Fiir die Aufstellung der Approximativen Likelihood Score S4() wird in |Buzas [2009] die
logistische F'(v) durch die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ®(Av) ap-
proximiert. Im Fall der Score Funktion fiir die logistische Regression erreicht man eine
Approximation indem F’(v) durch ®'(Av) = A®(A\v) bei der Berechnung von k() ersetzt
wird (Buzas| [2009, S.2352]). Mit A = 1.7-! wird der maximale Abstand zwischen den
beiden Verteilungen minimiert (vgl. Buzas [2009] S.2352]) und Abbildung [1).
Alternativ kann A selbst geschétzt werden (Buzas| [2009, S.2532]). Der Wert von A
nimmt Einfluss auf die Varianz des resultierenden S-Schétzer, das aus dem approximati-
ven Likelihood Score S4(Y, X, 8) = 0 berechnet werden kann. Im Rahmen dieser Arbeit
wird in dem Simulationsteil A = 1.77! gesetzt.
Die approximative likelihood Score fiir die einfache logistische Regression ergibt sich

14
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Abbildung 1: Vergleich der Verteilungsfunktion der logistischen Regression mit der Ap-
proximation durch die Standardnormalverteilung und A = 1.7~}

dann zu:

AR(A(Bo + A1 X)
(Bo+ B1X)(1 = F(Bo + £1X))

Sa(Y, X, B) = Y = F(Bo + f1X)) <1> (28)
X

wobei F(v) = (1 + exp(—v)) ! ist.

Beachtenswert ist, dass fiir den approximativen Likelihood Score fiir fehlerfrei gemessene

X trotzdem E[SA(Y, X, )| X] = 0 gilt, falls das Ereignis (y; = 1) oft vorkommt (Buzas

[2009, S.1]). Jedoch kann der approximative Likelihood Score nicht genauso effizient sein

wie der Likelihood Score.

4.4.2 Korrigierter Score fiir approximativen Score S4()

In diesem Kapitel stellen wir eine korrigierte Score Funktion S4.() fiir den approxima-
tiven Score S4() der einfachen logistischen Regression auf, sodass gilt:

E[SAC(Y7 Xa B)’Y7 X} = SA(Y7 X? B)

Dieser approximierter korrigierter Score eliminiert effektiv den Bias bei vorliegen von
Messfehler (Buzas [2009, S.2]). Um solch einen Score zu konstruieren missen zunéchst
folgende zwei Lemmas nach Buzas [2009, S.353 ff] eingefithrt werden.

Lemma 1 (Buzas [2009, S.2353]):
Sei k = A/1 — B302X2, 1 = exp(— 5z k*Bi02) und y(X*) = eXP(%(ﬁo + £1X%)). Defi-

niere
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o g1(X*) = 5@ (k(Bo + S1X7))
o g2(X™) = ny(X*)g1(X7)
o g3(X*) = g2(X*) /42 (X7)

vorausgesetzt X*|Y, X ~ N(X,02) und, dass die definierten Funktionen folgende Eigen-
schaften haben:

o Elgi(X")|X]=2(\5 + £1X)
o Elga(X")|X] = ®(Ao + B1X) exp(fo + S1.X)
o Elga(X")|X] = ®(Abo + 1.X) exp(—(Bo + S1X))

Der Beweis hierzu lasst sich im Appendix in Buzas [2009] nachvollziehen.

Lemma 2 (Buzas [2009, S.2353]):
Sei g;(X*),j = 1,2,3 definiert wie in Lemma 1 und definiere
g(X*) = g1(XH)[2Y — 1] 4+ g2( XH)[Y — 1] 4+ ¢g3(X*)Y, dann gilt

Elg(X™)Y, X] = h(Bo + BrX)[Y — F(Bo + 51.X)] (29)
Einen ausfiihrlichen Beweis fiir diese Gleichheit findet sich im Appendix

Die approximative korrigierte Likelihood Score ergibt sich aus folgender Proposition:

Proposition 1 (Buzas [2009, S.2354]): Sei g(X*) definiert wie in Lemma 2, dann de-
finiere die approximative korrigierte Score als:

* * 1
SAC(YaX 76) :g(X ) (X*_O_zg'(X*)>

ug(X*)
X*g(X*) — oqg' (X7)
wobei ¢'(X*) = 893())((:). Daraus folgt
E[Sac(Y, X7, B)Y, X] = Sa(Y, X, B) (31)

Einen ausfiihrlichen Beweis fiir diese Gleichheit findet sich im Appendix [C:2.7]
Allerdings soll beachtet werden, dass die korrigierte approximative Score nach Lemma
1 nur angewendet werden kann, wenn (1 — S302\2) > 0 gilt.
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Ein typisches Problem bei Messfehlerkorrekturen ist, dass die Messfehlervarianz o2 bzw

0 0
die Messfehlerkovarianz ¥, = <O )

O-U
Y entweder bekannt sein oder geschétzt werden kénnen. Die Moglichkeiten werden in

Kapitel erklart.

) flir die Korrektur benétigt wird. Daher sollte

4.5 Monte-Carlo korrigierte Score Funktionen

Der entscheidende Schritt ist es eine korrigierte Score Funktion zu finden, die Definition
1 geniigt. Fiir einige Verteilungen ist eine exakte Losung moglich (siehe Appendix
und |Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M. [2006,
S.170ff]). Wenn jedoch keine exakte korrigierte Score Funktion aufgestellt werden kann,
kann man nach |[Novick and Stefanski| [2002] durch Monte Carlo Averaging diese alterna-
tiv konstruieren.

4.5.1 Algorithmus der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion

Der Algorithmus zur Konstruktion eines Monte Carlo korrigierten Score benétigt die
Verwendung von komplexen Zahlen. |Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A.
and Crainiceanu, C. M./ [2006] S.170] hat einen Algorithmus aufgestellt, der im folgenden
fiir eine fehlerhafte Messvariable X vorgestellt wird.

o Generiere fiir b = 1, ..., B zufillige Zahlen u, ;, die normalverteilt N (0, 02) sind.

o Konstruiere komplexe Zufallszahlen

Ty, =} L Ui (32)
\/jl
Z11 Tp
dh. X = (Zp1, .o, Epp)! bzw. X* =
i’l,n -%b,n

e Die Monte Carlo korrigierte Score ergibt sich zu
~ B ~
SMCC,B(KX*aB) :B_lzRe{S(Yle;kvﬁ)} (33)
b=1

wobei Re(C) der Realteil der komplexen Zahl C ist.
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o Es gilt

JimSwcen(Y, X*,B) = Se(Y, X*, ) (34)
00

die Anzahl B der generierten Zufallszahlen in sollte grofl genug sein um einen
approximativ korrekten Limes zu erhalten. Jedoch geniigen in vielen Fillen auch
kleinere Werte fiir B. (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and
Crainiceanu, C. M. [2006, S.171] und Simulationsergebniss Kapitel [5.3.2)

e Die dadurch erhaltenen Schétzer sind M-Schétzer. M-Schétzer ist eine Klasse von
Schéatzfunktionen, die als Verallgemeinerung der Maximum-Likelihood-Methode
angesehen werden konnen (siehe z.B/Czado and Schmidt| [2011]).

Die Monte-Carlo korrigierte Scorefunktion konstruiert zunichst komplexe Zufallszahlen
und benutzt anschliefend wiederrum nur den Realteil. Was genau die Konstruktion von
komplexen Zufallszahlen bewirkt soll in den folgenden beiden Kapitel am Beispiel von
der linearen und Poisson Regression dargestellt werden. Da die logistische korrigierte
Score Funktion nicht existiert und die Monte-Carlo korrigierte Score eine alternative
Berechnung fiir die korrigierte Score darstellt, wird die Monte-Carlo korrigierte Score
Funktion nicht aufgestellt und im Simulationsteil [5| nicht zum Vergleich mit anderen
Methoden betrachtet. Kapitel [§] verdeutlicht, dass die Monte-Carlo korrigierte Score fiir
logistische Regression keine bessere Schétzung als die naive Schétzung liefert.

4.5.2 Einfaches lineares Modell
Zunéchst wird in die wahre Score Funktion ((55), (56)) X, eingesetzt:

(yi — Bo — Brzf — V—1B1up;) (35)

M:

SO(K va B)
1

(yiz; — 27 Bo — 2B + up 1 — V—Tup; () Br — yi + Bo + Biz})
(36)

Q‘,_. Q‘H
m

M:

Sl(K%aﬁ)

s
Il
i

der Realteil ist jeweils

Re (So(Y Xb,,B)) 12 Z( yi — Bo _Blaﬁ)
=1

Re(51(Y, Xb,ﬁ)) = % Z(yzﬁ — ;B0 — x?ﬂl + u%,iﬂl)
=1
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und die Summe tiber B bzw. die korrigierte Monte Carlo Scores lassen sich vereinfachen
zu

B n

Snmceo,B(Y, X*, 8) E Z e(So(Y, X5, 8 O_i Z — Bo — p1;) (37)
und
- 1 E .

Suce,p(Y, X", ) = 5 > Re(S1(Y, X5, 8))

b=1

= 2> — ol — 220+ > Zubz (38)
i=1 i=1

S1(yirx},B)

Die Monte-Carlo korrigierte Scorefunktion fiir die einfache lineare Regression ergibt sich
aus der Summe der Scorefunktion fiir die fehlerhafte Messung X* und einen Korrek-
turterm, der vom arithmetischen Mittel iiber u%}i abhéngt. Die Grofie des Wertes von
B bestimmt somit die Anzahl der Summanden des arithmetischen Mittels. Je hoher B
gewahlt desto stabiler das arithmetische Mittel.

Im Fall der linearen Regression kann man verdeutlichen, dass die Monte-Carlo korrigierte
Score Funktion tatséchlich eine alternative Berechnung der korrigierten Score Funktion
darstellt. Es gilt ndmlich:

1 & & 1
Zﬁl Zubz‘yla Ly :;g ; bz‘yla z ;"15105

sodass folgt (vgl.Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C.
M. [2006} S.157)):

ok * 1 * * ok * Uk
ElSyceo,B(Y, X", B)|yi, xj] = E[U — Bo — Br;)|yi, ;] = E[Seo(Y, X, B)|yi, x;] = Seo(Y, X™, )

|
Ing

.

S

und

n

" * * " * 1 1 & *
E[Syce,(Y, X", B)|yi, vj] = E[S1(Y, X 7ﬁ)+225lgzug,i\yu%]

i=1

_ o * i 20, ¥ ¥
—E[Sl(Y7X 7/8)+ O_Qn/Blo-u|yl7x7j] Scl(Y7X 7/8)

und aus Formel folgt, dass die Monte-Carlo-korrigierte Score Funktion ebenfalls

konsistent ist.
(Zwischenschritte und Herleitung im Appendix |C.3.1)).)
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4.5.3 Einfache Poisson Modell
Zunichst wird in die wahre Score Funktionen (, ) Tp,; eingesetzt:

So(Y, X, B) = — Y _(exp(Bo + Pr}) (cos(Brus,;)
i=1
+vV—Texp(Bo + Brx})sin(Brup;) — yi) (39)
S1(Y, Xy, B) = = _(exp(Bo + Bra} ) (cos(Brup )z} — sin(Brup;)uni) — yix)
i=1

+ vV —=1(exp(Bo + Brz}) (sin(Brup;)zf + cos(Brupi)up i) — Yitp,i)) (40)

Der Realteil ist jeweils

M:

Re(So(Y, X, B)) = (exp(Bo + Brz])(cos(Bru,) — yi)

N
Il
—

M:

Re(S1(Y, Xy, B)) = (exp(Bo + Pz} ) (cos(Brups)x; — sin(Brup)upi) — yit;)

Il
—

7

und die Summe iiber B bzw. die korrigierte Monte Carlo Scores lassen sich vereinfachen
zu

B

Suceo (Y, X", 8) = 113 > Re(So(Y, Xy, 8))
b=1
= (exp(Bo + B1z7) Z cos(Brup,i)) — yi) (41)
=1 b 1
N 18 .
Suca,p(Y, X", ) = 5 > Re(S1(Y, X, 8))
b=1
n B
= Z(GXP (Bo + Brz;) Z cos(Prup,q)T; — sin(Brup;)up;) — yiv;)

N
Il
i

(42)

Die Monte-Carlo korrigierte Scorefunktion fiir die einfache Poisson Regression entspricht
der Scorefunktion fiir die fehlerhafte Messung X*, nur dass zusétzlich der Summand, der
unabhéngig von Y ist durch einen Korrekturfaktor, das abhingig von Uy ; ist multipliziert
wird. Auch im Fall der Poisson Regression dient die Grofle B zur Stabilisierung des
arithmetischen Mittels des Summanden, die abhéngig von uy; ist.

(Zwischenschritte und Herleitung im Appendix [C.3.2)))
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4.5.4 Logistische Regression

In Kapitel [£.4) wurde bereits geklért, dass fiir die logistische Regression keine korrigier-
te Score existiert und somit auch nicht die Monte-Carlo korrigierte Score Funktion, da
diese eine Alternative zur Konstruktion korrigierte Scorefunktionen ist. Denoch kann
man nach [Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.
[2006, S.158] trotzdem eine korrigierte Score mit der Monte-Carlo-Algorithmus herleiten
und anwenden. Solange die Messfehlervarianz gering ist fithrt diese zu naherungsweise
konsistente Schétzer, d.h. der Messfehler Bias wird reduziert, aber nicht beseitigt. Ein
Nachteil, dass bei der approximativen Score nicht besteht (vgl. . Aus diesem Grund
gilt Formel nur approximativ. Wobei in der Umsetzung der resultierende Bias ver-
nachléssigbar ist (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu,
C. M. [2006} S.158]).

Zunichst wird in die wahre Score Funktionen (, ) Tp,; eingesetzt:

n

So(Y, Xp, B) = — Y _(exp(Bo + pr}) (cos(Brus,;)

i=1
+ ﬁexp(ﬁo + 51$?)8in(5lub,i) — i) (43)
$1(Y, %, B) = — S (exp(Bo + Au)cos( B, )ai — sim(Bra, Jun) — yia
=1

+ vV=1(exp(Bo + Brx;) (sin(Brup;) i + cos(Brupi)up;) — Yiup,;))  (44)

Der Realteil ist jeweils

M:

Re(So(Y, X, B)) = (exp(Bo + Brz])(cos(Brup,) — yi)

N
Il
—_

M:

Re(S1(Y, Xy, B)) = (exp(Bo + prz;)(cos(Brups)x; — sin(Brup;)upi) — yit;)

Il
—

7

und die Summe iiber B bzw. die korrigierte Monte Carlo Scores lassen sich vereinfachen
zu

M:

B
Suceo (Y, X", 8) = (exp(Bo + p177) é > cos(Brup,)) — yi) (45)
b=1

ﬁ
Il
—

M:

B
Smce,s(Y, X", 8) = (exp(Bo + Prz] ); > (cos(Brupi)x; — sin(Brupi)up;i) — yiv;)
b=1

(46)

Il
—

%

Die Monte-Carlo korrigierte Scorefunktion fiir die einfache logistische Regression ent-
spricht der Scorefunktion fiir die fehlerhafte Messung X™*, nur dass zusétzlich der Sum-
mand, der unabhéngig von Y ist durch einen Korrekturfaktor, das abhangig von Uy ;
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ist multipliziert wird. Auch im Fall der logistischen Regression dient die Gréfle B zur
Stabilisierung des arithmetischen Mittels des Summanden, die abhangig von wy ; ist.
(Zwischenschritte und Herleitung im Appendix [C.3.3))

4.6 Schatzung nach verschiedenen Datentypen

Wie in der Regressionskalibrierung unterscheidet man auch bei der korrigierten Score
Funktion und Monte-Carlos korrigierten Score Funktion zwischen verschiedenen Daten-
typen, unter anderem um die Fehlervarianz o, zu schitzen. Die Fehlervarianz kann
entweder durch externe Daten vorliegen oder muss geschétzt werden.

interne Validierungsdaten Wenn interne Validierungsdaten vorliegen, kann die Feh-
lervarianz o2 durch

7= o e ) = ) () ) = Y

L)

geschéitzt werden, wobei nur die Beobachtungen beriicksichtigt werden, fiir die die wahren
2 Messungen vorliegen und n, gibt die Anzahl der Validierungsmessungen angibt.
Die korrigierte Score Funktion besteht in diesem Fall aus zwei Summanden,

Se(Y, X, X*, ) = S(Y, X, B) + Sc(Y, X*, B)

d.h aus der wahren Score Funktion basierend auf den fehlerfrei gemessenen X und aus
der korrigierten Score Funktion basierend auf fehlerbehaftete Messung X*.

Wiederholungsdaten Bei vorliegen von Messwiederholungen wird zur Schiatzung der
Fehlervarianz die gleiche Schétzformel wie in der Regressionakalibrierung benutzt
(Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M. [2006,
S.176)):

5. _ ThiTih (x5 - X7) (x - X7)
= ST D) ‘

Nach |Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| [2006},
S.176] sollte die 3, bei der Schitzung durch ¥,,,/k; bzw. )3 /k; ersetzt werden, wobei
k; die Anzahl der Messwiederholung der i-ten Beobachtung angibt. Es gilt wieder o2
wird geschétzt, wenn X eindimensional ist und ¥,,, wenn X eine Matrix ist, mit jeder
Spalte gleich eine Variable. Fiir den Fall, dass nur eine Messwiederholung vorliegt muss
die Fehlervarianz aus externen Daten verwendet werden.
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5 Simulationen

In der Simulationsstudie werden folgende Punkte untersucht:

S1

S2

S3
S4

S5

S6

ST

Verhalten der korrigierten Schitzmethoden bei unterschiedlicher Gréfie der Mess-
fehlervarianz.

Einen Vergleich der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion mit verschiedenen
Werten fiir B im Algorithmus.

Allgemeiner Vergleich der Schéitzmethoden.

Das Verhalten der Schétzmethoden bei unterschiedlichem Anteil an Validierungs-
daten.

Das Verhalten der Schitzmethoden bei unterschiedliche Anzahl an Messwiederho-
lungen und Beobachtungen.

Das Verhalten der Schiatzmethoden bei einer Messwiederholung und verschiedene

Werte der iibergebenen geschitzten Messfehlervarianz 62, aus externen Daten.

Das Verhalten bei Annahmeverletzungen:

AV1 Fehler U nicht rein additiv

AV2 Fehler U nicht normalverteilt

AV3 Fehler U nicht unabhéngig von X

AV4 Fehler U unterschiedlich schief normalverteilt

Die Simulationsstudie beschrankt sich auf die Modellen und Methoden, die im Rahmen
dieser Arbeit betrachten wurden. Um den Umfang der Arbeit einzuschrinken, werden
im Folgenden nur die 5;-Schétzer verglichen.

5.1 Datensitze

Fiir die Simulationsstudie wurden Datensétze bzw. Datensets, jeweils bestehend aus min-
destens 5400 Datensétze generiert. Dabei kénnen die Datensétze folgende Eigenschaften
besitzen:

El
E2
E3
E4
E5

Regressionstyp: Lineare-, Logistische-, Poisson Regression

Anzahl Beobachtungen n: 20, 40, 60, 80, 100, 150, 500

Datentyp: Wiederholungsdaten) Validierungsdaten

Anteil an Validierungsdaten: 10%, 15%, 20%, 25%, 30%, 40%, 50%

Anzahl Messwiederholung: 1, 2, 4, 6, 8, 10, 15, 20
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Die Anzahl der Datensétze wurden so bestimmt, dass jede Kombinationsmoglichkeit der
Figenschaften circa 100 mal vorkommt. Fiir die Regressionsmodelle wurden fiir die Pa-
rameter in allen Datensédtzen folgende Werte festgelegt:

e Linearen Regression: y; = By + f1x; + €;
mit o = 1,51 = 3 und ¢ ~ N(0,0.3%) und z; ~ N(0,1)

exp(Bo+PB1zq)

» Logistischen Regression: P(y; = 1|x;) = Trexp(Bo F 120

mit ,30 = 0.5,61 =1
yi ~ Ber(pi), pi = P(yi = 1]z;)
 Poisson Regression: u(x;) = exp(Bo + S1x;)

mit By =1,61 =0.6

Yi ~ Pa, A = pi(s)
Vor der Datengeneration werden vorher per Zufall die Kombination der Eigenschaften fiir
jeden Datensatz festgelegt und abgespeichert. Fiir die Simulation der Daten werden die
Eigenschaften an die datengenerierende Funktion {ibergeben. Dieser Aufbau erméglicht

es, zu jedem Datensatz die Merkmalsauspriagungen genau erfassen zu kénnen. Fiir diese
Arbeit wurde drei Kombinationslisten erstellt.

o Kombinationsliste 1: Hat die Lange 5400 und Eigenschaften E1 bis E5, wobei E4
auf 1, 4 und 20 und E5 auf 15%, 25% und 50% und E2 auf 20, 100 und 500
eingeschrankt wurde.

o Kombinationsliste 2: Hat die Lange 16000 und Eigenschaften E1 bis E4.

o Kombinationsliste 3: Hat die Lange 16000 und Eigenschaften E1 bis E3 und E5.

Einen Uberblick iiber die Verteilung der Eigenschaften sind in Tabellen [1| bis |§] darge-
stellt:

Tabelle 1: Kombinationsliste 1: Verteilung der Eigenschaften Regressionstyp und Anzahl

Beobachtungen
Regressionstyp Anzahl Beobachtungen n
lin. Reg | log. Reg | Pois. Reg | n=20 | n=100 | n=500
1826 1731 1843 1766 | 1754 1880

Tabelle 2: Kombinationsliste 1: Verteilung der Eigenschaften Datentyp

‘Wiederholungsdaten Validierungsdaten

2769 2631

Anzahl Wdh-Messungen Anteil Valid-Messungen
1 Wdh | 4 Wdh | 20 Wdh | 15% | 25% | 50%

918 955 896 922 | 850 | 859
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Tabelle 3: Kombinationsliste 2: Verteilung der Regressionstypen

lin. Reg | log. Reg | Pois. Reg
5680 5632 5488

Tabelle 4: Kombinationsliste 2: Verteilung der Anzahl der Beobachtungen
n=20 | n=40 | n=60 | n=80 | n=100 | n=150 | n=200
2134 2095 2095 2118 2077 2091 2147

Tabelle 5: Kombinationsliste 2: Verteilung der Anteil der Validierungsdaten

10% | 15% | 20% | 25% | 30% | 40% | 50%
2466 | 2331 | 2389 | 2391 | 2361 | 2401 | 2461

Tabelle 6: Kombinationsliste 3: Verteilung der Regressionstypen

lin. Reg | log. Reg | Pois. Reg
5602 5609 5589

Tabelle 7: Kombinationsliste 3: Verteilung der Anzahl der Beobachtungen
n=20 | n=40 | n=60 | n=80 | n=100 | n=150 | n=200
2117 2142 2111 2140 2131 2067 2075

Tabelle 8: Kombinationsliste 3: Verteilung der Anzahl der Messwiederholung
2 Wdh | 4 Wdh | 6 Wdh | 8 Wdh | 10 Wdh | 15 Wdh | 20 Wdh
2387 2397 2403 2410 2399 2424 2386

Jeder Datensatz enthilt mindestens eine Variable mit fehlerbehaftete Messungen X*
von X, d.h.

X* =X +U mit U ~ N(0,0.3%) (48)

und die wahren X Werte, die in den Datensétzen mit x.true gekennzeichnet werden.
Diese dienen dem Vergleich und liegen in realen Studien normalerweise nicht vor.
Alle Datensétze konnen folgende Formen haben, siehe Tabelle [9}
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Tabelle 9: Beispiel Validierungsdaten, Tabelle 10: Beispiel Wiederholungsda-

X‘ enthdlt teilweise Vali- ten mit k Messwiederholung
dierungsmessungen.  Wenn (zSt1 )

Validierungsmessungen vor-
liegen, dann hat Valid den
Wert 1, sonst 0

v true | x St Valid y x.true | xSt1 | ... | xStk
677 | 241 NA 259 | 0 0.45 | -0.47 0.26 | ... | -0.70
308 | -1.69 NA 116 | 0 3.32 | 0.76 1.08 | ... | 1.31
389 | 157 | <157 | -1.65 | 1 -2.97 | -1.10 | -1.27 | ... | -1.13

Daten-Ziehungstypen: Fiir die Generierung der Daten gibt es zwei unterschiedliche
Vorgehensweisen.

e Beim Ziehungstyp 1 werden fiir jeden Datensatz die Variablenwerte neu gezogen,
d.h. standardnormalverteilte X-Werte und je nach tibergebenen Eigenschaften eine
oder mehrere Wiederholungsmessungen bzw. Validierungsmessungen. Diese Vorge-
hensweise erzeugt unabhéngige Datensatze, mit diesen Frage S1, S2, S5, S6 und
S7 untersucht werden kénnen.

e Beim Ziehungstyp 2 werden vorausgehend drei Basisdatensitze simuliert aus je
5000 Beobachtungen, standardnormalverteilten X-Werte und 60 Wiederholungs-
messungen (fehlerhafte Messung von X). Die drei Basisdatensitze unterscheiden
sich durch den Regressionstyp. Ein Basisdatensatz soll die Grundgesamtheit dar-
stellen, in realen Studien kénnen nicht die Grundgesamtheit erhoben werden son-
dern immer nur Teile davon. Daher wird bei diesem Ziehungstypen Teildatensatze
aus den Basisdatenséitzen gezogen. Es stellt sich die Frage, wie am sinnvollsten
Teildatensdtze gezogen werden sollen um gute Schétzer zu erhalten, wie in Frage
S3 und S4.

Fiir den Fall von Wiederholungsdaten mit einer Messung, ist fiir die Anwendung der
Methoden die Varianz des Fehlers aus externen Daten notig. Um kiinstlich eine externe
Fehlervarianz zu erzeugen, wurde jeweils aus 1/3 der wahren Daten, die immer zusétzlich
als x.true in den Datensétzen enthalten sind, die Fehlervarianz geschéatzt, nach

L (R B oy L (49
v i=1 vi=1

und als externes Wissen angenommen.
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5.2 Kennzahlen

Um die Schitzmethoden zu vergleichen wird die relative Bias berechnet,

/81 - Blbench

- (50)
Blbench

Biasg, =

Wobei 31 der Schatzung aus der Messfehlerkorrekturmethode entstammt und Blbench die
Schétzung anhand der vorliegenden fehlerfreien X (x.true) entspricht. Analog Bias fiir
Bo. Diese Kennzahl ist zum einen sinnvoll, da die Schétzung anhand der wahren Da-
ten moglicherweise nicht die gesetzten S-Parameter fiir die Simulation entspricht, daher
wird als Bezugsparameter Blbemh herangezogen. Und zum anderen, da fiir unterschied-
liche Regressionen die [3s unterschiedlich grofi gewéhlt worden sind (siehe Kapitel
und dadurch die Abweichung vom Benchmark-Parameter auch unterschiedliche Wer-
tebereiche haben, durch Division durch Blbench wird diesem Problem entgegengewirkt.
Ein negativer relativer Bias bedeutet einen Unterschitzung, ein positiver Wert Uber-
schéitzung des Schétzers im Vergleich zum Benchmark Schétzer. Einen relativen Bias
von Null bedeutet, dass die Schitzung dem Benchmark Schétzer entstpricht und somit
erwartungstreu ist.

Eine weitere Kennzahl ist der Median des relativen Bias oder der Parameter Schétzer.
Es wurde der Median gewahlt, da dieser robuster als der Mittelwert gegen Ausreifler ist.
Durch diese Kennzahl kénnen die Schétzergebnisse aus mehreren Datensétzen zusam-
mengefasst werden.

Auch wurde hauptséichlich Boxplots iiber die relativen Bias zur Darstellung verwen-
det, da diese die Verteilung des relativen Bias am anschaulichsten darstellt.

In den Grafiken sind die Wertebereich der Y-Achsen zur besseren Lesbarkeit der Grafi-
ken eingeschrankt, da einige wenige Ausreifler vorliegen die in der Ndhe des Tausender-
bereichs liegen. Eine Abbildung der kompletten Y-Achse schriankt die Anschaulichkeit
ein. Die Ausreifler sind wohl meist darauf zuriickzufiithren, dass in der korrigierten Score
Funktion und der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion mit dem Befehl “multiroot()
die Nullstellen der Score Funktion gesucht worden sind (vgl. Appendix@[), dieser Befehl
konvergiert zum einen nicht immer und zum anderen muss diese auch nicht unbedingt
gegen die Nullstelle konvergieren (rool S.15). Auflerdem benutzt “multiroot()“ die New-
ton Raphson Methode (Kapitel , die einen vollen Rang der Jacobi Matrix annimmt,
das in manchen Datensédtzen nicht gegeben ist.

27



5.3 Ergebnisse
5.3.1 Unterschiedlicher Messfehlervarianz

Bevor weitere Datensétze und Analysen berechnet werden, wurde das Verhalten der Me-
thoden bei unterschiedlicher Gréfle der Messfehlervarianz untersucht. Generiert wurden
fiinf Datensets mit je 5400 Datensétzen mit Daten-Ziehungstyp 1 und Kombinationsliste
1. Die Datensets unterscheiden sich in der Messfehlervarianz bzw. Standardabweichung:

« o € {0.1,0.3,0.5,0.7,1}

In Abbildung 2] deutlich zu erkennen ist, dass die Methoden bei steigender Messfehler-
varianz mehr Unsicherheiten bei der Schitzung aufweisen. Dennoch verhalten sie sich
robuster als in der naiven Regression. Wie bereits in Kapitel3.2] erwihnt, reduziert die
Regressionskalibrierung den Bias. Diese Eigenschaft kann ebenfalls aus Abbildung
abgelesen werden, wiahrend der Median der relativen Bias fur ,5’1 aus der korrigierten
Score Funktion unabhéngig von der Standardabweichung bei Null liegt (siehe auch Ka-
pitel , wird bei der Regressionskalibrierung die Schétzer ab einer Standardabweichung
von 0.5 tendenziell eher unterschétzt. Bei der approximativ korrigierten Scorefunktion
bei der logistischen Regression zeigt sich, anders als sonst, jedoch keine Mediantreue.
Bemerkenswert ist, dass die Monte-Carlo korrigierten Score Funktion fiir die logistische
besser zu funktionieren scheint, als die korrigierte Score, obwohl nach Kapitel keine
korrigierte Score Funktion fiir den logistischen Fall existiert.

28



o
S

o
)

o
o

-0.2

-0.4

-0.6

lineare Regression
relativer Bias B;

-0.8

logistische Regression
relativer Bias B;

0.4

0.2

0.0

-0.2

relativer Bias B

-0.4

Poisson Regression

Abbildung 2:

naiv Rk cS MC

| 1 1
+
.|
.|
.|
.4—..
-4
1—.... .
.hm_..
-
I—

. T

e Ty Tt

T T T | B — — | B —
0.1 03 05 0.7 0.1 03 05 0.7 0.1 03 05 07 0.1 03 05 0.7

Messfehler—sd Messfehler—sd Messfehler—sd Messfehler—sd

1

ﬁ- =

OTT T
T

I

'

X

1
i !

'
'
'

'
-+
T
1

Vergleich der Methoden nach unterschiedlichen Regressionsmodellen bei
unterschiedlicher Messfehlerstandardabweichung. Die Y-Achsen sind ein-
geschrankt.

Fiir weitere Analysen wird fiir die Simulation von Datensétzen die Standardabwei-
chung des Messfehlers auf 0.3 gesetzt, da der relative Bias bei Regressionskalibrierung
ab ¢ = 0.5 im Median nicht mehr Null ist. Aulerdem gilt fiir die Anwendung der Monte-

Nach Tabelle [11Jund den bereits festgelegten 31 Werten der Regression in Kapitel in

Carlo korrigierten Score Funktion, dass 3, < W gelten sollte (vgl. Kapitel .

der 81 = 3 fiir die lineare Regression gewéhlt wurde, ist o, > 0.7 ohnehin ausgeschlossen.
Da der Wert 3.4 fiir o, = 0.5 dicht bei 3 liegt, ist o, = 0.3 zu bevorzugen.
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Tabelle 11: Mogliche Werte fir 81 in Abhéngigkeit von o, fiir die Anwendung der ap-
proximierten Score Funktion im logistischen Fall.

Ou 0.1 103]05]07 |1

br< | 17 | 5,7 |34 |24 |17

5.3.2 Schiatzung durch Monte-Carlo korrigierte Score und unterschiedliche Werte
von B

Wie in Kapitel [£.5] beschrieben, wird zur Konstruktion des Monte-Carlo korrigierten
Scores B Zufallszahlen wuy; aus N(0,02) gezogen. In diesem Kapitel wird untersucht
inwiefern die Anzahl der gezogenen Zufallszahlen wuy, ; Einfluss auf die Schétzung nimmt.
Hierfiir wurde die Monte-Carlo korrigierte Score fiinfmal auf den gleichen Datensatz
angewendet, mit je B als 1, 10, 50 und 100 gewéahlt. Nach den Boxplots der relativen
Bias in Abbildung 3] sind keine Unterschiede zu erkennen.
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Abbildung 3: Vergleich der Schiatzung des Monte-Carlo korrigierten Scores mit verschie-
denen Werten fiir B. Ausreiler wurden in der Abbildung abgeschnitten.
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Wie in Kapitel [4.5 beschrieben gentigt bereits ein kleiner Werte fiir B aus, damit die
Monte-Carlo korrigierte Score Funktion approximativ der korrigierten Score Funktion
entspricht. Es wurde eine weitere Analyse durchgefithrt um néheres {iber die Wirkung
von B zu erfahren. Wie in Kapiteln und beschrieben, dient die GroBe B dazu,
dass das arithmetische Mittel, das abhangig von wy; ist zu stabilisieren. Auflerdem ist
up,; abhéngig von der Messfehlervarianz. Aus diesem Grund wurde in einem weiteren
Schritt eine grofie externe Messfehlervarianz 402 iibergeben, um gréfiere Schwankungen
fiir up; zu erreichen und schlieBlich mit B gleich 1, 1000 geschatzt. Abbildung @ ver-
deutlicht, dass auch in diesem Experiment minimale Unterschiede zu erkennen sind. Der
Interquartilsabstand und die Whisker werden betragsméfig minimal kleiner, am deut-
lichsten noch zu erkennen an der logistischen Regression. Daher wurde im Weiteren fiir
die restlichen Analysen B=1 gewé&hlt um die Laufzeit zu verkiirzen.
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Abbildung 4: Vergleich der Schitzung des Monte-Carlo korrigierten Scores mit ver-
schiedenen Werten fiir B und grofier geschitzter Messfehlervarianz (62 =
4 % 0.3%) aus externen Daten. AusreiBer wurden in der Abbildung abge-

schnitten.
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5.3.3 Unterschiedlichen Regressionsmodellen

Wenn man die Korrekturmethoden nach Regressionsmodellen vergleicht wie in Abbil-
dung |5 erkennt man dass alle Methoden mediantreu sind, aufler die korrigierte Score
Funktion im logistischen Fall. Dass die Schitzung bei der korrigierten Score Funktion
fiir die logistische Regression abweicht, lasst sich darauf zuriickfithren, dass man fiir die
logistische Regression nur eine approximative korrigierte Score Funktion aufstellen kann
(siehe Kapitel . Die korrigierte Monte-Carlo Funktion scheint eine gute Alternative
Berechnung zur exakt korrigierten Score Funktion zu sein, fiir den Fall der linearen und
logistischen Regression sogar tendenziell besser. Natiirlich kann man nicht ausschlielen,
dass bei Regressionen fiir die man keine exakte korrigierte Score Funktion aufstellen
kann, die Monte-Carlo Funktion sich genauso verhélt wie in diesen Féllen.
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Abbildung 5: Vergleich der Methoden nach unterschiedlichen Regressionsmodellen. Die
Y-Achse ist £+ 0.5 eingeschrankt.

Abbildung [6] soll nochmals die Korrektureffekte visualisieren. Dafiir wurde der Median
iber die bench, naiven und korrigierten § Parameter tiber alle Datensétze gebildet.
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Es wird verdeutlicht, dass das die Anwendung der Korrekturmethoden die Schétzung
gegeniiber der naiven Regression verbessert.
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Abbildung 6: Visualisierung der drei Methoden nach unterschiedlichen Regressionsmo-
dellen. Es wurde der Median fiir die geschéitzten Benchparameter, naiv
geschatzte Paramater und die korrigiert geschétzten Parameter berechnet.
Schwarz durchgezogenen Linie ist die Regressionsgerade der Bench Schét-
zung, die griin gestrichelte und gepunktete Linie ist die Regressionsgerade
aus der naiven Regression und die rot gestrichelte Linie die korrigierte
Schétzung.
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5.3.4 Unterschiedliche Anzahl an Messwiederholungen

Fiir diese Fragestellung wurden die Daten mit Daten-Ziehungstype 2 generiert. Der
Grund kann durch folgendes Beispiel erklart werden.

Beispiel 1: Von Interesse sei ob die Ernédhrung (pflanzliche und tierische Proteine) einen
Einfluss auf Herz-Kreislauf-Erkrankungen hat. Die Grundgesamtheit der infrage kom-
menden Befragten hat einen Umfang von 5000 (entspricht Basisdatensatz aus Daten
3). Da die Aufnahme von pflanzlichen und tierischen Proteinen nicht direkt gemessen
werden kann miissen die Informationen z.B. aus detaillierten Erndhrungstagebiichern
extrahiert werden. Exakte Messungen sind also nicht méglich. Aus finanziellen Griinden
kénnen zum einen nicht alle befragt werden und sind zum anderen Einschrdnkungen bei
der Durchfithrung zu beachten. Man stellt sich folglich die Fragen: Inwiefern verbessert
sich meine Messung wenn ich meine Anzahl an Messwiederholungen erhéhe?

Die Methoden wurden fur zwei, vier, sechs, acht, zehn und 20 Messwiederholungen ver-

glichen. Abbildung [11] zeigt exemplarisch die Schétzungen fiir zwei, acht und 20 Mess-
wiederholungen.
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Abbildung 7: Vergleich der Methoden nach unterschiedlichen Anzahl an Messwiederho-
lungen. Die Y-Achse ist eingeschriankt.

Im Allgemeinen fiithren eine héhere Anzahl an Messwiederholungen zu mediantreuen
Schétzern. Die korrigierte und Monte-Carlo korrigierten Score scheinen bei bereits zwei
Messwiederholungen mediantreue Schétzer zu liefern, ausgenommen den logistischen Fall
fiir die korrigierte Score Funktion.
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Abbildung 8: Vergleich der Methoden nach unterschiedliche Regressionsmodellen und
nach unterschiedlichen Anzahl an Messwiederholungen durch robuste Re-
gression von relativer Bias auf die Anzahl der Messwiederholungen. Signi-
fikanz (0.05-Niveau) des Steigungsparameters werden mit einem * in der
Legende markiert.

Zusatzlich wurde fiir jede Methode eine robuste lineare Regressionsgerade geschétzt,
mit dem relativen Bias von (3 als Zielgréfle und die Anzahl der Messwiederholung als
Einflussgrofie. Es wurde eine robuste Regression aufgrund der vielen Ausreifler gewéhlt.
Die berechneten robuste lineare Regressionen zeigen allerdings, dass die Anzahl an Mess-
wiederholungen keine Auswirkung auf den relativen Bias haben, aufler die Regressions-
kalibrierung im Fall von linearen und Poisson Regression. Wenn man aber die Y-Skala
beachtet, ist die Steigung als gering zu bewerten.

36



5.3.5 Unterschiedliche Anteile an Validierungsdaten

In diesem Abschnitt wurden die Methoden fiir unterschiedliche Anteile an Validierungs-
daten untersucht. Betrachtet wurden dabei 10%,15%,20%,25%,30%,40% und 50% an
Validierungsdaten. Abbildung [11]zeigt exemplarisch die Schatzungen fiir 10%, 25% und
50% vorliegende Validierungsdaten.

10% ValidData 25% ValidData 50% ValidData

0.4 H s : . .
S _i._ l . l i .
7] 0.2 — ' | []
0 & ' i
o Y A e § i L 1
o & i \ P —
e T T (== ?ET -
o = ' ; X T ' .
§ ® 024 T E + —!_ T T ) : T : :
£ +~ : )

-0.4 ; !

4 X

! P .
| ' :
Lo R to
L1l TN e g
: : I o A i

logistische Regression
relativer Bias B;
o
l

1.0 ‘ . J._ :
0.5 l . E . . j_ ¢
S P | PR S S I S Sl

Poisson Regression
relativer Bias B;

-1.0 - !

o5 - T | ; T
3 ' §
g
T
MC naiv Rk cS MC
Abbildung 9: Vergleich der Methoden nach unterschiedlichem Anteil von Validierungs-

daten. Die Y-Achsen sind eingeschrankt.

Im Gegensatz zu Messwiederholungen (Kapitel scheint die korrigierte Score
Funktion tendenziell das vorliegen von Validierungsdaten besser zu nutzen. Aus Abbil-
dung[I0]kann man erkennen, dass diese beinahe unabhéngig vom Anteil der Validierungs-
daten ist, wiahrend die Schitzung aus der Regressionskalibrierung und der Monte-Carlo
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korrigierten Score Funktion bei steigendem Anteil verbessert. Alle drei Korrekturmetho-
den scheinen mediantreu zu sein. Betrachtet man die Ergebnisse der robusten Regression
in Abbildung[I0]scheint nur fiir die Regressionskalibrierung die Schitzung des Steigungs-
parameter signifikant (zum 0.05-Niveau) zu sein. Man sollte hier aber anmerken, dass
eine Abweichung von 0.01 vom Nullpunkt ein geringer Wert ist, was fiir alle drei Kor-
rekturmethoden spricht.
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Abbildung 10: Vergleich der Methoden nach unterschiedliche Regressionsmodellen und
Anteil an Validierungsdaten, durch robuste lineare Regressions von rela-
tiver Bias auf den Anteil an Validierungsdaten. Signifikanz (0.05-Niveau)
des Steigungsparameters werden mit einem * in der Legende markiert.
Beachte die unterschiedliche Y-Skalen.
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5.3.6 Unterschiedliche Werte der geschatzten Messfehlervarianz aus externen
Daten

Die Regressionskalibrierungsmethode bei Messwiederholungen und die (Monte Carlo)
korrigierte Score Funktion bei Messwiederholungen und Validierungsdaten bendtigen
fiir die Parameterschatzung die Messfehlervarianz. Diese kann aus vorliegenden Daten
geschitzt werden oder falls aus externen Daten bekannt auch iibergeben werden. Fiir den
Fall einer Messung muss dieser Wert aus externen Daten vorliegen. In diesem Kapitel
wird untersucht wie unterschiedliche Genauigkeit der geschétzte Messfehlervarianz aus
externen Daten auf die Parameterschitzung wirkt, dabei wird nur der Fall von Mess-
wiederholungen betrachtet, da die Regressionskalibrierung bei Validierungsdaten keine
Schétzung der Messfehlervarianz benétigt. Fiir die Messfehlervarianz wurden vier Félle
betrachtet

= 02 wahre Messfehlervarianz

e 62 =1.1% 02 kleine Abweichung von der wahren Messfehlervarianz

e 62 =1.5% 02 mittlere Abweichung von der wahren Messfehlervarianz
e 62 =2x02 groBe Abweichung von der wahren Messfehlervarianz

Je grofier die Abweichung des tibergebenen Messfehlervarianz von der wahren Messfeh-
lervarianz ist, desto schlechter wird die Schitzung (siehe Abbildung ?7?). Die korrigierte
Score Funktion scheint bei der logistischen Regression am empfindlichsten zu reagieren.
Die Regressionskalibrierung ist auch bei grofie Abweichung von der wahren Messfehler-
varianz noch mediantreu im Vergleich zu den anderen Methoden. Es ist dennoch be-
merkenswert, das selbst wenn man die Messfehlervarianz 1.5 mal so grofl schétzt wie sie
tatséchlich ist, trotzdem mit den drei Methoden einen relativen Bias nahe Null erreichen
kann, mit Ausnahme des logistischen Falles bei der korrigierten Score Funktion.
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Abbildung 11: Vergleich der Methoden nach unterschiedlichen Werte fir die ex-
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5.3.7 Bei Annahmeverletzungen

Bis zu diesem Kapitel haben sich alle drei Methoden gut bewéahrt. Interessant wird es,
wenn bestimmte Annahmen zum Messfehler U verletzt werden, da in realen Situationen
das Erfiillen von Annahmen nicht immer gewéhrt werden kann. Daher werden Daten mit
Kombinationsliste 1 und Daten-Ziehungstyp 1 simuliert und zusétzlich Annahmeverlet-
zung eingebaut. Im folgenden steht die Abkiirzung KA fiir keine Annahmeverletzung
und AV fiir Annahmeverletzung.

5.3.7.1 Messfehler nicht rein additiv

Fir die Annahmeverletzung AV1 geht man davon aus, dass kein rein additiver Fehler
vorliegt, sondern ein zusédtzlicher multiplikativer Fehler. Die fehlerhafte Messung wird
wie folgt generiert:

X=X+xU+U

mit U und U ~ N(1,0.3?).

Trotz Annahmeverletzung bleiben die Schétzung der drei Korrekturmethoden median-
treu. Die Annahmeverletzung beeinflusst die naive Regression im negativem Sinne. Im
Allgemeinen scheint aber ein multiplikativer Fehler mit gleich grofler Messfehlervarianz
wie der additiver Fehler die Giite der Schitzung bei Anwendung von Korrekturmetho-
den nicht ausschlaggebend zu verschlechtern, abgesehen von dem Fall der logistischen
Regression fiir die korrigierte Score.
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Abbildung 12: Vergleich der Methoden bei Annahmeverletzung, dass nicht nur ein ad-

ditiver Fehler vorliegt, sondern zusétzlich einen multiplikativen Fehler.
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5.3.7.2 Fehler U nicht Normalverteilt

Fiir die Annahmeverletzung AV2 geht man davon aus, dass kein normalverteilter Fehler
vorliegt. Die fehlerhafte Messung U folgt nicht mehr der Normalverteilung sondern der
Laplace Verteilung Lp(u = 0,0 = 0.3), d.h. mit Mittelwert 0 und Varianz 202. Die
Laplace Verteilung ist eine heavy tail Verteilung und ist gut geeignet zur Simulation
von Ausreiflern. Plot zeigt einen Vergleich der Normalverteilung und der Laplace
Verteilung.

1.5 4 — N(0,0.3%)
1(0,0.3)

1.0 4

F(x)

05 -

L

Abbildung 13: Vergleich der Normalverteilung und der Laplaceverteilung.

Auch bei dieser Annahmeverletzung scheint nach Abbildung[I4]keine maBgebliche Ver-
schlechterung vorzuliegen. Die Korrektur durch die Regressionskalibrierung verschlech-
tert sich etwas, aber bei der gewédhlten Y-Skala ist der Effekt vernachléssigbar. Und es
gilt wieder dass die korrigierte Score fiir die logistische Regression von den restlichen
Methoden und Félle unterscheidet und nicht mediantreu ist.
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Abbildung 14: Vergleich der Methoden fiir die Annahmeverletzung, dass eine Laplace-

verteilung statt eine Normalverteilung fiir Fehler U vorliegt.
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5.3.7.3 Fehler U nicht unabhingig von X

Fiir die Annahmeverletzung AV3 geht man davon aus, dass der Fehler U nicht unabhén-
gig ist von X. Dazu gilt fiir die Verteilung des Fehlers U

U~ N(0,0.3%) fir z < 1
U~ N(0,(2%0.3)%) fiir = > 1.

D.h. fiir groBere X Werte erwartet man einen groflere Messfehlervarianz.

2.0 | — N(0.0.3)
N(0,(2@.3)%)

15+

1.0 4
05 — ’ ‘
0.0

Abbildung 15: Vergleich der Normalverteilung mit unterschiedlicher Varianzen.

F(x)

Im Allgemeinen scheint die Abhédngigkeit von U keine ausschlagebenen Einfluss auf die
Korrektur zu haben. Aber wieder erkennt man, dass die korrigierte Score Funktion fiir
den logistischen Fall unsichere Schitzungen aufweist (vgl. Abbildung . Die Regressi-
onskalibrierung verschlechtert sich bei Annahmeverletzung AV3 im Median ein wenig.
Unter Berticksichtigung der Y-Skala, kann man dies vernachlassigen.
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U von X abhéngig ist.
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5.3.7.4 Fehler U unterschiedlich schief Normalverteilt

Fir die Annahmeverletzung AV4 geht man zwar davon aus, dass ein normalverteilter
Fehler vorliegt. Dafiir ist der Fehler U einmal mit N(0,0.32) und Schiefeparameter 1.5
und einmal mit Schiefeparameter 3 verteilt; d.h. U ~ SN(0,0.32, 5\) mit A=Schiefeparameter.
Diese Fille werden mit der symmetrischen Verteilung verglichen, in der der Fehler U
N(0,0.3%) verteilt ist mit Schiefe 1. Plot visualiert die unterschiedliche Grade an
Schiefe.

2.0 | — N(0,03)
— N(0,0.3°A=1.5)
— N(0,0.3°A=3)

15 4

1.0 4

F(x)

05 —

0.0 —

Abbildung 17: Vergleich der Normalverteilung mit unterschiedlichem Schiefeparameter

Die drei Messfehlerkorrekturmethoden scheinen auf diese Annahmeverletzung, dass
kein symmetrische Normalverteilung vorliegt am robustesten zu reagieren. Man erkennt
in Abbildung [I8 kaum Unterschiede in der Giite der Schitzung, aufler dass die korrigier-
te Score fiir die logistische Regression nicht mediantreu ist
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Abbildung 18: Vergleich der Methoden bei Annahmeverletzung, dass keine symmetrische
Normalverteilung fiir den Messfehler vorliegt, sondern schiefe Normalver-
teilungen.

Abgesehen davon, dass diese Annahmeverletzung keinen Effekt auf die Schitzung zu
haben scheint, hat man auch die Moglichkeit die korrigierte Score Funktion direkt fiir
schief Normalverteilte Messfehler fiir die lineare und Poisson Regression herzuleiten.
Fir die lineare Regression ist die Herleitung analog zu Kapitel bis zu Formel
Fiir die schiefe Normalverteilung U ~ SN ()) gilt:
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U= e
N - 22
wm:1—m]%ﬂ—1+p;

nach Werner| [2013| S.23]. Weiterhin gilt nach dem Verschiebungssatz
E[U? =V|U]+E[U?=1-E[UP+E[U)? =1
sodass statt Formel @ Folgendes ergibt:
1
= —gnlog(2m) —nlog(o) — 5—5 Z — 2Boyi — 2B1Elyiwilys, m:] + 281 Elyiuilyi, x:] + 63
+ 28061 Exi|yi, xi] + 25051E[uz‘!yz‘, z;] + BEE x|y, xi] + 281 Elwiui|yi, xi) + B2 E[u?|ys, i)

1 by 2
= _5”109(277) — nlog(o T 552 Z = 2Boyi — 2B1yiwi + 2,31yi~2\/;
1+ N\
2 Ai 2 9 9 9 i 2 )
+ 85 + 2B80b1mi + 2001 ———=1\/ = + Biz; + 2Bixi————1/ — + 57)
2V / ~2 VT
m 1+ )\i
die korrigierte Likelihood Funktion ergibt sich zu

1 n
(Y, X", B) = —*nlog(%) —nlog(o ~ 957 . Z — 2B0yi — 2B1yixs + 55 + 2B0frx;

82222 — 281y, 28 i 2 1
" Bu m[ omm\f m\/; ) 61

und somit ist die korrigierte Score Funktion fiir die lineare Regression mit schief nor-

malverteilten Messfehler

. e * N
550~ (Y, X", 8) = 7;( Yi — Bo — P +ﬁ1m\/;)
g; = Sa(Y, X~ 5)_122( @ — Pox} — Pra}?

m\/i+ﬂo\/i7\/7+25w m\/7+ﬁ1

Fiir die Poisson Regression ist die Herleitung analog zu Kapitel bis zu Formel [70}
Fiir die schiefe Normalverteilung U ~ SN () ist die Momenterzeugende Funktion nach
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Werner| 2013} S.22]:

- t2
FElexp(tU 2ex ),teR
[exp(tU)] = 2exp(5; \[1
wobei @ die Verteilungsfunktion von U ist. Somit ergibt sich statt der FormelFolgende
Formel

= E[—exp(Bo + B12i)|yi, zi] Elexp(B1us) i, @] + ElyiBolyi, i]
i=1
+ ElyiziBilyi, ] + ElyiviBlyi, xi] — EUOQ(yi!)’yia ;]
. 51
=2 —exp(fo + Frzi)2exp(= /3 ) +yibo
> e
\i 2
+ yiwif + yzﬂ1~2\/; — log(yi!)
=Y —exp(Bo + Brai + —5-)29( B1) + yibo
2 Ve
T \f log(yi) (52)
i1+ Y ——\/ = — ;!
1 + Xiz T
die korrigierte Likelihood Funktion ergibt sich zu
(Y, X7, 8 zn:—exp (Bo + Brzi — 51 ‘I> A ————B1) " +uibo
= \/1 +22)
(53)

Y 2
+ yizib1 — ?/i/81~\/7 — log(yi!)
vV1+ /\i2 T

fiir die korrigierte Score Funktion fiir die Poisson Regression mit schief normalverteilten
Messfehler ergibt:

8lc _ * _ = . /87% 1~ 75\ -1 :
8750_ CO(KX 76)_;_6)(]9(604_61%2_ 2 )2 (\/(1+5\2)51) + Yi

. . " 21 - A _

a5 a(Y, X", B) :;_exp(ﬁo%-ﬂlm—?l)iq’ mﬁl) Yai — Br)

1

( pi)” 0
(14+A2) A 2
—exp(Bo + fra; — —2 )2 \/6,6’ Tyt — Y\ — log(yi!)
! 14+ )\ T

@a
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6 Fazit

Die vorgestellten Korrekturmethoden stellen eine effektive Moglichkeit dar mit Mess-
fehlern in der EinflussgroBe umzugehen. Grofie Vorteile aller drei Methoden sind, dass
sie keine Annahmen {iber die Verteilung der nicht beobachtbaren wahren Variable X
benotigen, auf viele (GLM) Modelle anwendbar sind und den Bias reduzieren, der durch
Messfehler entsteht (Augustin et al. [2008, S.257], |Caroll, R. J. and Ruppert, D. and|
Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M. [2006, S.151], Buzas [2009, S.1]). Es werden
zwar Annahmen iiber den Fehler U gemacht, allerdings scheinen Annahmeverletzungen
keinen auschlaggebenden Einfluss auf die Schitzung zu haben, zumindest fiir die drei
betrachteten Modelle der linearen, logistischen und Poisson Regression (vgl. Simulati-
onsteil . Wobei die Regressionskalibrierung bei Annahmeverletzungen ein robusteres
Verhalten aufweist also die Monte-Carlo korrigierte Score und korrigierte Score Funkti-
on, dafiir Verhalten diese sich tendenziell besser wenn Annahmen erfillt sind.

Weitere Vor- und Nachteile der korrigierten Score Funktion und der Monte-Carlo kor-
rigierten Score Funktion sind zum einen, dass sie zu konsistente valide Schétzer fiithren,
gegeben dem Fehlermodell und den wahren Daten (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and|
|Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| [2006, S.151]) und somit ebenfalls valide Infe-
renz (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| [2006,
S.151]). Die korrigierte Score Funktion ist zudem unverzerrt (Nakumara/ [1990, S.128]).
AuBerdem sind die beiden Methoden unabhéngig von der GroBe des Messfehlers (Buzas
S.1]) ist, ausgenommen die approximative Score Funktion fir die logistische Re-
gression. Die Nachteile der exakt korrigierten Score Funktion ist, dass diese nicht immer
aufstellbar ist, jedoch kann die Monte-Carlo korrigierte Score Funktion die korrigierte
Score Funktion prézise schétzen bedingt auf den wahren Daten und dem behandelten
Fehlermodell (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.|
S.151]). Allerdings benétigt die Monte-Carlo korrigierte Score Funktion Software
die mit komplexen Zahlen umgehen kénnen. Auerdem ist fiir jedes Modell die wahre
Score Funktion aufzustellen, die oftmals schwierig zu berechnen ist. Auch sind sowohl
flir die waher Score Funktion als auch fiir die korrgierte Score Funktion die Nullstellen
nicht immer auffindbar.

Und weitere Vor- und Nachteile der Regressionskalibrierung ist zum einen, dass der Me-
thode einfache Berechnungen unterliegen, die ohne extra Implementierung durchfiihrbar
sind und dass eine anschlielende Standardanalysen moglich ist, als hédtte man die wahren
X beobachtet (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C.|
S.65]). Allerdings ist die Regressionskalibrierung nur ein nur approximatives
Verfahren (Augustin et al. [2008, S.257]), jedoch in vielem GLM Modellen exakt
roll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| [2006, S.65]),
d.h in manchen wichtigen Fillen konsistent (wie lineare Regression oder loglinear mean
models (z.B. Poisson Modell) (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and
|Crainiceanu, C. M. [2006, S.151]). AuBlerdem stellt die Berechnung der Regression von
X auf X* und Z stellt eine Herausforderung dar, da X nicht beobachtbar ist
\J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| (2006, S.65]).
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Grundsétzlich kann man sagen, dass alle Methoden eine gleich gute Wahl zur Messfeh-
lerkorrektur sind. Vor allem im Hinblick auf den Simulationsteil dieser Arbeit gelten fiir
die lineare, Poisson Regression und teilweise fiir die logistische Regression, dass die An-
wendung zu besseren Schétzern im Vergleich zu naiven Regression fithrt. Zusétzlich muss
man ergénzen, dass die Monte-Carlo korrigierte Score fiir den logistische Regression der
approximierten korrigierten Score vorzuziehen ist.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden die Methoden zur Anwendung von additiven Fehler
vorgestellt. Diese Methoden konnen auch auf multiplikative Fehler (vgl. Caroll, R. J. and
Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.| [2006, Kapitel 4.5], Nakumara,
[1990, S.132]), sowie auf nicht lineare Modelle (vgl. |Caroll, R. J. and Ruppert, D. and
Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M. [2006, Kapitel 4.7], ??), Zucker et al. [2013])
angewendet werden.

In der Praxis sind Messfehler iiblich z.B. in der Medizin, jedoch nicht die Anwendung
von Messfehlerkorrekturverfahren. In der Theorie sind die Methoden fortgeschritten ent-
wickelt, jedoch ist es fiir Laien schwierig den Zugang zu der Anwendung dieser Methoden
zu finden. Da das Ignorieren von Messfehlern zu verzerrter Schiatzung fiithrt sollte man in
Zukunft versuchen auf anderen Gebieten auflerhalb der Statistik das Problem von Mess-
fehlern zu thematisieren und evtl. statistische Softwarepackages zu Verfiigung stellen,
die die Handhabung von Messfehlern erleichtern. Es gibt bereits Projekte wie das Stra-
tos Projekt STRATOS (STRengthening Analytical Thinking for Observational Studies)
Str, dass versucht fiir Laien einen Leitfaden aufzustellen wie man z.B. mit Messfehlern
umgeht (in Stratos Topic 4). Mit solchen Projekten kann man erreichen, dass Ergebnisse
aus Beobachtungsstudien, die durch statistische Analysen gewonnen werden, durch die
richtige Anwendung der Methoden, nicht fundiert werden.
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A Notationsiibersicht

Ubersicht iiber die in dieser Arbeit verwendeten Notationen.

Y,y

Z, %

X, X 2,2
U, u;

X5 X7, a7, @
€, €

my (X, Z, )
mx(X*, Z,7)
Bo

B

B2

B

8+

fehlerfrei gemessene Zielgrofie

fehlerfrei gemessene Einflussgrofie

fehlerfrei nicht beobachtbare/beobachtete Einflussgrofie

additiver differentieller, klassischer Fehler mit U ~ N (0, 3,,,)
fehlerbehaftet gemessene Einflussgrofle, mit X* = X + U

Residuen der linearen Regression E[Y | X, Z]

EY|X, Z]

E[X|X* Z]

Intercept im vorliegenden Regressionsmodell

Koeffizient von X im vorliegenden Regressionsmodell

Koeffizient von Z im vorliegenden Regressionsmodell

Vektor aus 8y, 51, B2

Superscript * kennzeichnet die Parameterschiatzung aus der naiven Regression
Index Rk kennzeichnet die Parameterschitzung aus der Regressionskalibrierung
Superscript ¢ kennzeichnet die korrigierte Parameterschéitzung aus der
korrigierten Score Funktion oder Monte-Carlo korrigierten Score Funktion
Vektor aus 7p,7y1 zur Schitzung von E[X|X*, Z]
Messfehlerkovarianzmatrix bzw. Messfehlervarianz

Varianz der Residuen im linearen Regressionsmodel E[Y|X, Z]

Varianz der Residuen im linearen Regressionsmodel E[X|X*, Z]

wahre Log-Likelihood abhédngig von X

korrigierte Log-Likelihood abhéngig von X*

Score Funktion bedingt auf X

korrigierte Score Funktion abhédngig von X*

Monte-Carlo korrigierte Score Funktion abhingig von X*
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B Hintergrundmaterial

B.1 Maximum-Likelihood-Methode

In diesem Teil wird das Verfahren zur Bestimmung des Maximum-Likelihood- Schétzers
kurz erldutert, da das die Grundlage der korrigierten Score Funktion ist. Angenommen
es liegen i € {1, ...,n} Beobachtungen, die ZielgréBe Y = (y1,y2, ...yn)" aus n unabhingi-
gen und identisch verteilten Realisierungen, und k Einflussgroen X = (x14, x9, ..., Tg;)
und somit k Parameter 8 = (51, ..., Bx), vor. Sei weiterhin f(y;,x;, 3) die Wahrschein-
lichkeitsfunktion der Beobachtung y;. Das Faktorisieren der Wahrscheinlichkeitsfunktion
fiihrt zur Likelihood bzw. zur gemeinsamen Dichte der beobachteten Daten.

n

LY.Y,8) = ] f(yi, 21, 8)

i=1

und Log-likelihood
i=1

die das Aufstellen der Score Funktion erleichtert. Diese ergibt sich aus der Ableitung der
Likelihood bzw. Log-Likelihood Funktion:

oY, X, B)
op

Das maximieren der L(Y, X, ) oder der [(Y, X, 5) bzw. das Auflosen der Score Funktion
S(Y, X, 3) nach g fithrt zur Maximum-Likelihood Schétzung Bur, vorausgesetzt die
zweite Ableitung an dieser Stelle ist positiv.

Die besonderen Eigenschaften des Maximum-Likelihood- Schéitzung sind: ML-Schétzer
sind ...

SY, X, 8) =

o ...konsistent (fiir groBen Stichprobenumfang)
o ...asymptotisch normalverteilt

e ...asymptotisch erwartungstreu

e ...asymptotisch effizient

e ...invariant

Aufgrund dieser Eigenschaften ist die Maximum- Likelihood Methode weit verbreitet,
allerdings bringt diese Methode auch Nachteile mit sich. Zum einen sind die Schétzer oft
eine komplizierte Funktion der unbekannten Parameter fiir die keine analytische Losun-
gen gefunden werden kénnen, so muss man in vielen Féllen auf iterative nummerische
Verfahren zuriickgreifen, z.B. Newton-Raphson Methode (Appendix . Zum anderen
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setzt die Nutzung der ML-Schétzer Verteilungsannahmen voraus, wie etwa, dass alle z;
unabhéngig identisch verteilt sind. Werden diese verletzt so kénnen inkonsistente Schét-
zer resultieren.

(vgl. Fahrmeir et al.| [2009, S.224, S.467])

B.2 Newton-Raphson und Fisher Scoring

Wie in Appendixbeschrieben, ist die Ableitung der Log-Likelihood Funktion S(Y, X, Z, ) =
W die Score Funktion. Wenn man annimmt dass die Log-Likelihood (Y, X, Z, 3)
zweimal differenzierbar ist, so ist die beobachtete Information als
aS(Y, X, Z, B)

op

definiert, die erwartete Information bzw. Fisher Matrix als

JY,X,Z B)=E[I(Y,X,Z, B)] =E[SY,X, 7 B)S (Y, X, Z,B)]

mit §'(Y, X, Z, B) = 2205020

Unter der Annahme, dass die Likelihood den Maximum-Likelihood einen globalen Ma-
ximum hat, so erhilt man den Schétzer durch lésen der Gleichung S(Y, X, Z, 3) = 0.
Jedoch ist es nicht immer moglich eine geschlossene Losung fiir genannte Gleichung zu
finden, daher ist es n6tig numerische Iterationsverfahren einzusetzen. Weit verbreitet ist
das Newton Raphson Iterationsverfahren, die Iterationsgleichung ist

k+1 _ pk S(Y7X7Z7Bk)
R T A

wobei mit einem Startwert 5% begonnen wird und gegen B vz konvergiert (Qaqish, S.1).
Da J(Y, X, Z, B) einfacher zu berechnen ist als I(Y, X, Z, 3), ergibt sich

k+1 _ pk S(Y7szaﬁk)
= I X 2.

das man den Fisher Scoring nennt (Qaqish, S.1).
Fiir Messfehlerkorrekturverfahren gilt schliellich

Se(Y, X, Z, B¥)

k+1 _ pk
O =t TV X 2,5

sinnvollerweise wéahlt man den Startwert (3 als die Parameterwerte aus der naive Schat-
zung. Voraussetzung ist, dass die Fischer Scoring Iteration gegen die Losung 3 konver-
giert, muss die Fischer Matrix F(Y, X, Z, ) fir alle 8 invertierbar sein. (vgl{Fahrmeir
et al. [2009, S.202, S.473])
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B.3 Bootstrapping fiir die Varianzschatzung in der Regressionskalibrierung

Wenn man die Regressionskalibrierung als Korrekturmethode auswéhlt, sollte man sich
im Schritt 2 im Klaren sein, dass fir eine Schitzung (von Y') eine Schétzung (von X)
verwendet wird, daher sind die resultierenden Varianzen der Paramterschétzer nur als
approximativen Wert anzusehen (Augustin et al.| [2008, S.257 ff]). Neben dem in dieser
Arbeit vorgestellten Bootstrapmethoden kann auch die Sandwichmethode zur Anpas-
sung des Standardfehlers angewendet werden (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Ste-
fanski, L. A. and Crainiceanu, C. M.  [2006} S.66 ff, S.369 ff]).

Es gibt das “Resampling Pairs“und das “Resampling Residuals®, das zu den nonpara-
metrischen Bootstrap Verfahren zdhlt (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L.
A. and Crainiceanu, C. M.|[2006] S.378 ff]).

Vor Ziehung von Bootstrap-Stichproben sollten die unterschiedlichen Datenstrukturen
beriicksichtigt werden. Ziel ist es Bootstrapping aus einer homogenen Umgebung zu
ziehen, oft liegen allerdings heterogenen Strukturen vor, d.h. beispielsweise fiir einige
Beobachtungen kénnen Validierungsdaten beobachtet werden, fiir andere wiederrum nur
eine, oder mehre Messwiederholungen. Der Unterschied ist, dass dadurch unterschiedli-
che Informationen vorliegen. Das ignorieren dieser Strukturen fithrt zur erhdhten Vari-
anz in der Bootstrapstichprobe (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and
Crainiceanu, C. M. 2006} S.381 ff]), daher empfiehlt es sich vor der Ziehung nach den
unterschiedlichen Datenstrukturen zu gruppieren.

Zur besseren Verstdndnis der Erklarungen werden im folgenden von Validierungsdaten
und der Annahme Y = my (X, X*, a) + € ausgegangen, wobei X, X* im Modell nicht
unbedingt vorliegen miissen und « der Schétzer ist.

In diesem Abschnitt kénnen X,X*,Z kénnen Matrizen sein, die Werte fiir mehrere Va-
riablen beinhalten.

B.3.1 Resampling Vectors im Messfehlermodell

Wie in (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C. M. [2006),
S.378 ff] und [Le| [2015] S.9] beschrieben, bedeutet das Resampling Vectors- Verfahren,
dass vektorweise bzw. zeilenweise gezogen wird. Handelt es sich beispielsweise um Vali-
dierungsdaten, so wird Resampling Vectors Bootstrapping aus {(Y;, X;, X/, Z;)}:*, und
aus {(Y;, X, Z;)};2, gezogen, je nachdem ob wahre X Werte vorliegen oder nicht. Dabei
gibt ny die Grofle der Menge der Vektoren an mit wahren Messungen, ng entsprechend
ohne wahre Messungen. Da zu jeder gezogenen Beobachtungen i alle zugehtrigen Varia-
blen mitgezogen werden, bleiben besondere Beziehungen z.B. Abhéngigkeitsbeziehung
zwischen den Variablen erhalten.

B.3.2 Resampling Residuals im Messfehlermodell

Die Basis des Resampling Residuals werden in [Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Ste-
fanski, L. A. and Crainiceanu, C. M./ [2006, S.379] beschrieben, die Anwendung auf die
Regressionskalibrierung findet sich in |Le| [2015, S.9 ff] und in diesem Teil wieder. Um
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resampling Residuals anwenden zu konnen miissen ¢; und €}, mit ¢; = Y; —my (Z;, X;, &)
und € =Y; — mx+«(Z;, X;, &), wobei a der nichtlineare KQ-Schétzer ist und die Fehler
jeweils unabhéngig identisch verteilt sein und anndhernd der Homoskedastizitédtsbedin-
gungen geniigen (Caroll, R. J. and Ruppert, D. and Stefanski, L. A. and Crainiceanu, C.
M. [2006), S.379] und Le| [2015, S.10]). Wenn man wieder von Validierungsdaten ausgehen
so hat einen Teil der Daten (Y;, X;, X/, Z;) und einen Teil (Y;, X', Z;) als Beobachtung.
Fiir den ersten Teil kann Resampling Residuals angewendet werden, fiir den zweiten Teil
kann man auf Resampling Vectors zuriickgreifen. Grundlage dieses Verfahren ist das vor-
liegen von den Regressionsmodellen my (Z;, X;) und mx~«(Z;, X;). Bei diesem Verfahren
werden schlielich Residuen (nach Le|[2015, S.9 ff]) wie folgt gezogen:

Sei M die Anzahl der Bootstrapstichprobe, fiir die m-te Ziehung von Y
e l.g,=Y, — my(Zi,Xi,&) furi e {1,..,1(}

(m)

gelten:

e 2 B={(c-op
e 3. k mal Ziehen mit zuriicklegen aus B, man erhalt die Menge {egm)}f

o 4. Nun ldsst sich Yi(m) = my (Z;, X;, B) + egm) fir i € {1,...k} berechnen

Die Bootstrappziehung fiir X/ (m) folgt analog. Die auf diese Art erhaltenen Bootstrap-
stichproben bedingen auf die wahren (Z;, X;).

B.3.3 Algorithmus des Bootstrappings in der Regressionskalibrierung

Fir das Bootstrappping in der Regressionskalibrierung lasst sich auch ein allgemeiner
Algorithmus aufstellen wie in Le| [2015, S.10]:

e Schritt 1: Ziehe M Bootstrap-Stichproben, mithilfe von einem der oben genannten
Verfahren.

e Schritt 2: Wende Schritt 1 und Schritt 2 des Regressionskalibrierungsalgorithmus
auf jede Stichprobe an.

— Nach Resampling Vectors auf
{(szszXika Zz‘) i:l(m) U {(Yiava Zi)}?zkﬂ(m)'
— Nach Resampling Residuals auf
{0, X7, 2, XYy U{(%, X7 Z0) Vg ™.

Man erhélt somit nach M Durchldufen die Parameter Bgl)(k,ﬁg‘[%

e Schritt 3: Aus den vorliegenden BRKkS kann nun die Standardabweichung 85RKk
geschéitzt werden

— Mo — —_—
var(Brrk,) = Ml_ 1 > (»31(3m1()k - BRK;C)(/@E%?,C — Bric,)"-

m=1
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Mit den resultierenden Schatzungen GBRKk sind nun Signifikanztests moglich. Beispiels-

weise der T-Test mit der Teststatistik T = B, —Brr, fir die Nullhypothese

7BRK,,
HO: Brk, = BrK,-
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C Technische Details

C.1 Herleitung exakter korrigierten Score Funktion

Im folgenden werden, die in Kapitel aufgestellten korrigierten Score Funktion fiir die
lineare und Poisson Regression, die Herleitung beschrieben. Allgemein gelten folgende
Gleichungen:

E «Tz‘yuxz] =T

E 2|ylaxl] - xQ
Elyilyi, vi] = v
E |y1,a}2] = yz2
)

&

exp(Bo + Brxi)|yi, xi] = exp(Bo + Bix;)
vixi|Yi, i) = Elxi|yi, 2] Elyi|yi, ©i] = xiy;, wegen Unabhéngigkeit

SIS

[
[
[
[v;
[wilyi, ©:] = 0
[ex
[
[ziwilyi, x:) = Elxi|yi, vi| E[u;|yi, ;] = 0, wegen Unabhéngigkeit
Elyiuilyi, xi]) = Elyilyi, zi] Eu;|yi, ;] = 0, wegen Unabhéngigkeit
Elexp(Bo + Brzi)exp(Biui)lys, vi) = Elexp(Bo + Brx:)|yi, ] Elexp(Biui)|yi, vi], wegen Unabhéngigkeit

Konstanten kénnen aus dem Erwartungswert herausgezogen werden

C.1.1 Einfache lineare Regression

Modelgleichung: y; = Bo + B12; + € = !B + ¢; mit ¢; ~ N(0,0?)
Wahrscheinlichkeitsfunktion: f(y;,z;, §) = \/2;? exp{%(yi —z!B3)%}
Schritt 1: Aufstellen der Log-Likelihood Funktion fiir wahre z;

U(Y, X, ) =~ gnlog(2m) — nloglo) — 55 (i — 246)”

1 IR

=— inlog(Qw) —nlog(o) — — Z(yf — 2y} + z} Bz B)
1

=— §nlog(2ﬂ') —nlog(o)

202 Z —2yiBo — 2yiPrxi + B3 + 2Bofri + Bix}) (54)
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Daraus lassen sich die wahren Score Funktionen ableiten zu:

ol 1 <&

o So(Y, X, B) = 2 ;(yi — Bo — Prixs) (55)
ol =51V, X = L s ; ) ax; 56
a5 1Y, ﬁ)—gé(yﬁ—ﬂo—ﬂl%)xz (56)

Schritt 2: Aufstellen der log-likelihood Funktion fiir beobachtete bzw. fehlerhaft gemes-
senen x;:

1
Y, X*,B) =~ Snlog(2m) — nlog(o)
1 = * * *
~ 952 > WP — 2yiBo — 2yiBray + B3 + 2B0Brxy + Bia}?)
i=1
1
=— §nl0g(27r) —nlog(o)

- Tiz Zj:(yf — 2yiBo — 2yiB1 (xi + i) + 55 + 28081 (zi + wi) + 57 (@i + 1))
- (57)
Schritt 3: Berechnen den Erwartungswert E[I(Y, X*, 5)|Y, X], wobei in der linearen Re-
gression gilt:
E[u?|ys, x;] = Vuglyi, 2:) + Elui|yi, x:] = o2 Verschiebungssatz (58)
BII(Y, X, )|V, X)] = g nlog(2m) — nlog(o)

n

— B[ (47 — 2yiBo — 2yiB1(zi + wi) + B + 2B0B1(xi + wi) + B (i + w;)?)|Y, X] (59)
=1
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und der zweite Teil der Formel ergibt sich zu

= % Z: — 2y;Bo — 2yiB1 (i + w;) + B + 28081 (w; + wi) + B (i + ui)?)|yi, 4]

n

Z — 2B0Eyilyi, zi] — 281 Elyixi + yiwi) |y, 4]
+ B2 + 2,6’061E[a:i + wlyi, ] + BEE[x? + 2xiu; 4+ ul|ys, i)
_ _i é(yf — 2Boyi — 261 Elyixi|ys, x5 + 261 Elyiuilys, i) + B2 + 201 E x4 ys, 4]
+ 2B0B1 Eluilyi, zi) + BT E[%} |yi, i) + 267 Elwiuilys, xi] + BT E[uf yi, i) (60)

1 n
~552 > (i — 2Boyi — 2Bryixs + Bg + 2Bz + Bia; + Bior)
=1

1
= E[U(Y, X, BY, X)|yi, 2] = —5nlog(2m) — nlog(o)
1 n
~ 5,2 2 Z — 2B0yi — 2B1yizi + B3 + 2Bofrxi + Biai + Bloy) (61)

Durch den Vergleich der Formel [54] und [61] lasst sich der Korrekturfaktor auf
¢ = — 202 bestimmen.
Schritt 4: Die korrigierte Likelihood ergibt sich also zu:

1
(Y, X", ) = 5nlog@w) ~ nlog(o)

Zyz — 2Boyi — 2B1yixs + B2 + 2B0frxy + Bl + (—Bia2) (62)
’L 1 T

und die korrigierten Score Funktionen zu:

8lc * 1 = *

8,80 = CO(YaX 75) :_ﬁ ;( _/Bo_ﬁlxi) (63)
a Cc * = * *

55 = Sa(Y. X" 8) = ~ (3 (3 — o — fuai)a; + B (69

1

.
Il

C.1.2 Einfache Poisson Regression

Modellgleichung: p; = A; = exp(Bo + Bix;) = exp(z;'B) mit Ely;lz;] = A; und Y|\ ~
Po(X)

Wahrscheinlichkeitsfunktion: f(y;, x4, 5) =
Likelihood Funktion fiir wahre z;

yi
m exp(—A;) Schritt 1: Aufstellen der Log-
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> —exp(ai'B) + yizi' B — log(y:!)
—
—

WY, X, )

=

~

Daraus lassen sich die wahren Score Funktionen ableiten zu:

ol -

950~ So(Y, X, 8) = (yi — exp(Bo + b)) (66)

0 i=1

af)ﬁl = S1(Y, X, 8) = _(yi — exp(Bo + B1:))xi (67)
1 i=1

Schritt 2: Aufstellen der Log-Likelihood Funktion fiir beobachtete bzw. fehlerhaft ge-
messenen z; auf:

(Y, X", B) =) —exp(Bo+ Brz;) + yibo + yix; B1 — log(ys!)

s.
I M:
I}

I

s
Il
N

—exp(Bo + Bz + ui)) + vifo + yi(xi +ui)B1 — log(yi!)

I

s
Il
A

—exp(Bo + Bri + Brui) + yibo + yixif1 + yiwi 1 — log(ys!)  (68)

Schritt 3: Berechnen den Erwartungswert E[I(Y, X*, 3)|y;, x;], wobei folgende Transfor-
mationen gelten.

U ~ N(0,02%)
(B1U) ~ N(0, Bio7)

U =exp(frU) ~ LN(O,ﬁ%Ui)

E[0] = eap(0 + 5630°) (69)
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E[(Y, X", 5)]

= E[)_ —exp(Bo + Brai + Brus) + yiBo + yiwiBr + yiuif1 — log(yi!)|ys, x:]
i—1

I
NE

E[—exp(Bo + B17:i)|yi, vs) Elexp(Brui)|yi, xi] + ElyiBolyi, vi
1

[Vizib1|yi, i] + Elyiwibilyi, ©i] — Ellog(yi!)|ys, zi]

<.
I

&

_l’_

L 1
> —exp(fo + frz:) eXpSB%U?L) +viBo + vizif1 — log(yi!)
1

<.
Il

- eXp(ﬁo + Bz + /810 ) + yiBo + yiriB1 — log(yi!)

|

.
Il
—

Durch den Vergleich der Formel [65| und [71]l4sst sich der Korrekturfaktor auf

&= ——a bestimmen.
Schrltt 4: Die korrigierte Likelihood ergibt sich also zu:

n

1
(Y, X7, B Z —exp(Bo + Bra7 + (—Qﬂ%Ug)) + yifBo + yizi B1 — log(yi!)
i=1 N———r
3

und die korrigierten Score Funktionen zu:

gé; = Seo(Y, X, 8) = Z yi — exp(Bo + fr; *1 ton)
ol, " «
% = (Y, X*,3) =Z — exp(Bo + P} ——ﬂ Ny = Broy))

C.2 Details zur approximativen korrigierten Score Funktion

C.2.1 Beweise zur approximativen korrigierten Score Funktion

(73)

(74)

Der Beweis zu Lemma 1 ist in ausfiihrlicher Form in Buzas [2009] im Appendix. Die
Beweise zu Lemma 2 und Proposition 1 sind in Buzas [2009, S.2353 ff] in Kurzform

dargestellt, ausfithrlicher werden die Beweise in diesem Kapitel dargelegt.

Beweis zu Lemma 2:
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setze v = (Bp + BLZ + B, X) Umformung der linken Seite:

Elg(X)|Y, X, Z]

= Elgi(X7)[2Y — 1] + g2(X)[Y — 1] + g3(X)Y Y, X, Z]

= E2Yg1(X") = g1(X7) + Y g2(X7) — g2(X7) + YVg3(XT)Y, X, Z]
— B2Yu(X")|Y, X, Z] — Elgr (X")|Y, X, 7] + E[Y gs(X")|Y, X, 7]
~ Elgo(X*)IY, X, 2] + E[Y gs(X")|Y. X, Z]

— 2 Blgy (X)|Y, X, Z] — Elgy(X")[Y, X, Z] + Y Elga (X*)|Y, X, Z]
~ Bloa(X)IY, X, 7] + Y Elgg(X")|Y, X, 7

— VBN + BLZ + B X)) — (A (o + BLZ + B,X))

+ Y& (M) exp(v) — ©(Av) exp(v) + Y& (Av) exp(—v)

= ®(\v) [ZY —1+Y —exp(v) + Yexp(—v)}
= B(W)[Y (2 + exp(v) + exp(—v)) = (1 + exp(v))]
= B(W)[Y (2 + exp(v) + exp(—v))| — D(A)[(1 + exp(v))] (75)

Umformung der rechten Seite:

h(v)[Y = F(v)]

es gilt in Allgemeinen F'(v) ~ A®(\v)

B D (M) Pl

“Foa-Fe)s T

_y d(\v) _ 2(w)
F(v)(1-F(v)) (1-F())

_y D (M) B d(\v)
1+ex%)(—v) (1 - 1+ex§)(—v)) (1 - m)

D (M) O (M)

1 exp(—v) T/ exp(—v)
1+exp(—v) ( 1+el>)<p(fv) ) ( 1+e€<p(7v) )

=Y ®(M\v)(1 + exp(—v))? exp(v) — ®(\v) exp(v)(1 + exp(—v))

=Y ®(\w)(1 + 2exp(—v) + exp(—v)?) exp(v) — ®(A\v)(exp(v) + 1)

=Y ®(\v)(exp(v) + 2 + exp(—v)) — ®(Av)(exp(v) + 1) (76)
Einen vergleich von und zeigt die Gleichheit.

Beweis zu Proportion 1:
Fiir den Beweis der Erwartungstreue wird die Identitdt E[g(X*)(X* — X)|Y, X, Z] =
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o2E[g (X*)|Y, X, Z] aus Stein, 1981, pp 1136-37 zur Hilfe genommen. Die Umformung

Elg(X™) (X" -
Elg(X") X" —g
Elg(X") XY, X, Z] - Elg

liefert die entscheidende Formel .

E[SAC(Y7X*7276)|KX7 Z] =

XY, X, Z] = oL Eld (X*)|Y, X, Z]
XY, X, Z] = Elong (X)|Y, X, Z]
XY, X, Z] = Elogg (XY, X, Z]
XY, X, Z] = E[g(X*)X*|Y, X, Z] — E[ong'(X")|Y, X, Z]
XY, X, Z] = E[g(X*)X* — org' (XY, X, Z] (77)
[ 1
E |g(X*) z Y, X, Z
e
| g(X*
=F Zg(X*) Y, X, Z
\X*g(X™) —ong' (X7)

Elg(X")|Y, X, Z]
E[Zg(X*)|Y, X, Z]
E[X*g(X*) — o2¢ (X*)|Y, X, Z]
E[g(X")|Y, X, Z]
ZE[g(X*)|Y, X, Z]
E[g(X*)X\Y, X, Z]
h(Bo+ B:Z + B X)[Y — F(Bo + B2 + B X)]

Z %« h(Bo + BZ + B X)[Y — F(Bo + B:Z + X))
X« h(Bo + B-Z + B X)[Y — F(Bo + B-Z + B.X)]

1
=h(Bo+ B-Z + B X)Y = F(Bo+ B-Z + BuX)| | Z
X

=Sa(Y, X, Z,B)

C.2.2 Formeln zur approximativ korrigierten Score Funktion

Fiir die Aufstellung der approximativen korrigieren Score Funktion der logistischen Re-
gression werden Lemma 1 und Lemma 2 benétigt, eine detaillierte Form dieser Lemmas
werden in diesem Teil dargestellt, wobei Notationen aus dem Buzas [2009] iibernommen

werden:
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k=\/\/1— B202)2

/ *\ _ d *
Q(X)—ﬁ 9(X™)
n = exp(—0.5~ ﬁ2 %)
m@ﬂ—g((%+@2+&XW
:i*%;fmwé%%%+@2+&Xﬂ%

gi(X7) =

k3 _

Aﬁmﬁm<;Hwﬁﬂ%+mx3w&@+@m2+@XU
2

n()f*>=:exp<5¥

(Bo+ B2Z + B X7))
2
() = e+ 812+ 8,57 ()

w@ﬂzn@WMX)

:mm(w—ﬁ2%*mm U%+WZ+& ")
W

Aﬁ;ﬁw“iﬁmﬁﬂ%+& )?)
9o(X*) = (M (X*)gr(X))'

(7 (X)g1(X)) = (v (X*)g1(X™) + v(X")g1 (X))
2 2 2
— exp(~0.5 8207 [exp( 5 (0 + 52 + B, X (4 80)
(g (¥ + B2+ X))+ explp (o + B2+ 5,X7)
_ 7.3 _
+ )\\/%U exp(%kQ(ﬁo + BEZ + /BxX*)2)(BOBz + B,I;BIZ + 55 *)}
o 2(X7) m(X*)m(X*) _ . -
:wm(0552%*§2 empéwM%+@z+mxw)
™o

ep(— (o + 817+ 8,X7)
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/ * X* / X* X* / llX* X*) — X*)A (X*
gg<x>:(§3§X*>)):(nwﬂ))?*() )y N 7)2(Xi1)( )7 (X))

exp(%le(ﬂo + BLZ + B X*)?)

= k2 2 2 kg
ex 0.5 B20°) *x
p( )\2 ) )\\/7271'0'

(BoBe + BLBZ + BEX™)x

g(X*) = 1 (X7)[2Y — 1] + ga(X)[Y — 1] + ga(X*)Y
= g1 (XY — 1+ nv(X*)g1 (XY = 1] + Y g1 (X*)y(X*) !
— 1 (X)2Y — g1 (X7) + 19(X 7)1 (XY — (XY gn (X7) + 7Y g1 (X )y (X7~
= gl<X*>[ (2477 (X*) ™) = 14y (XH)(Y = 1)]
_ﬁ exp(— — (k2 t *12 exp(—0.5§6%02) _
o ma p(— 5k (o B2 XY (2B )
2
+exp(~0.55 520) exp<’%<ﬁo L BLZ 4 BX")) x (Y — 1)
) = L OCRY g (X0) + (NN = (0 (6 + v (LD
— (X2 — g (X7) 4 Y (7 (X 7)1 (X7) +4(X")g (X))
- 0 () 2 ()0 iy (T o T
= g1 (X7)2Y — g1 (X™) + Y (X*) g1 (X)) + nY (X ) g} (X¥)
X / X* /X*
— () + o (X)ah () + ay B =y BT
= QXY — 14 ¥ A(X7) + (X) + ,Y(XY*))] 1 (XY (X)(Y — 1) — VQ(YX*)]
= G(XT)RY — 1+ (Y A(X*) +7(X*) + 7<YX*)>1 g (XY (XY — 1) — 72(YX*>1
_ 1.3 _
= e R+ 7+ BIX*)Q)(ﬁoﬁx + B8, 7 + B2X*)
2
[2Y — 1+ exp(—0.51 ﬁi 2><Y*exp< (Bowzzwx ))+6Xp(li(ﬁo+ﬁiz+ﬂxX*))
Y k: R TENS .
- eXp(iz(ﬁo+5§Z+ﬁxX*)))] P o p( (k (Bo + BLZ + B.X*)?)
k 2 2 k? t * Y
[exp(—O.’éXBwa ) * exp(ﬁ(ﬁo + 8.7 + 8, X ))(ﬁﬁx) « (Y —1)— }

exp(53 (Bo + BLZ + B X*))?
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C.3 Herleitung exakter korrigierte Monte-Carlo Score Funktion
C.3.1 Lineare Regression

Zunichst wird in die wahre Score Funktionen ((55), (56)) X, eingesetzt:
Fiir Bo:

So (Y Xb,ﬁ)

= 3. Z — Bo — B1p,;)

— ? ;@i — Bo — Bzt — V—=1B1up,) (78)
Fir fy
S1(Y, Xy, B)
-3 g< — Bo— (&} + v/ Ty )B0)(a} + v Tupy)
— % ;(yi = Bo — a1 — V—Tup; 1) (] + vV —1uy;)
_ % ;(yixf — 2180 — #1261 — V= Tupi(x} 61 — yi + Bo + [ B1) — V=1 ui;51)
_ O}g(y —a1Bo — 2By + ud B~V Tuna(wlBy — yi+ B+ Bral)  (79)
der Realteil ist jeweils
Re(Su(Y: X3, 5) = i( i — fo— fra?)
Re(S1 (Y. X, ) = ZW — wiflo — 3261 + 1)

und die Summe tber B bzw. die korrigierte Monte Carlo Scores lassen sich vereinfachen
zZu

1 n
Smce,s(Y, X", 8) = =3 ZR@ (So(Y, X, 3 = 3. Z — Bo — Bry) (80)
b=1 i
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und

Re(S1(Y, Xy, 8))

|~
Mm

Surca (Y, X*, ) =

b=1

sy \

1 < * *
7 Z — Box; — 22 p1) + ug,iﬁl)

(.%95 — Boxy — > B1) +ﬁz Z bzﬁl

b 1

(yix} — Box; — 2 B1) + Zﬁl Zubz (81)

q‘H
M: FMS ”MW

Q‘H
<.
Il
—

S1(yi,xl,B)

C.3.2 Poisson Regression

Zunichst wird in die wahre Score Funktionen ((66), (67)) X eingesetzt:
Fiir ,802

So(Y, Xy, B) = (exp(Bo + B1Xb) — us)

||M:
5

M:

(exp(Bo + Pr(af + v=Tup;)) — i)

@
I
—

M:

(exp(Bo + Brzf + BivV—1up;) — y;)

N
I
—

||
M:

(exp(Bo + B12;) exp(Biv/—1up;) — vi)

@
Il
—

||
M:

(exp(Bo + Biz})(cos(Brupi) + vV —1sin(Biupi)) — yi)

s
Il
—

||
M:

(exp(Bo + Bra7)(cos(Brupi) + V=Texp(Bo + Bra])sin(Brusi) — yi)
(82)

s
Il
i
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Fiir ,812

n

S1(Y, Xy, 8) = = > _(exp(Bo + B1,i) v — Yidh,q)
=1

= = (exp(Bo + Bi(a} + V—Tup)) (@] + vV =Tup ;) — yi(a] + V—=Tup;))
=1

= = (exp(Bo + Sy + vV —=1B1up) (@} + V—=Tup,) — yix; — V—Tyiup)
-

== (exp(Bo + Bra}) exp(V—1B1up;) (] + V—=Tuy;) — yix; — V—1yiup,)
-

= = (exp(Bo + Brx}) exp(V=1B1up, )]

i=1

+ vV =1exp(Bo + Brz) exp(vV—1B1up i )up; — yizy — vV —1yup;)
= —> (exp(Bo + B1x})(cos(Brup;) + vV —1sin(Bruy;))w;

i=1

+V=Texp(Bo + Bra})(cos(Brupi) + V—1sin(Brup;))up; — yix; — V—1yiup;)
= = (exp(Bo + Sr})cos(Brup)x; + V—Texp(fo + bra})sin(Brup,)

i=1
+ v —=1exp(Bo + Bi1x})cos(Brup;)up,;
2 N “
+ V=17 exp(Bo + Srx})sin(Brup) upi — vivy — v —1yiup,;)
n
= — Z(exp(ﬁo + Brx;) (cos(Brupi)x; — sin(Biups)ups) — Yix;
i=1

+ vV =1(exp(Bo + Brx}) (sin(Brup;)zf + cos(Brupi)up i) — Yitp,i)) (83)

Der Realteil ist jeweils

Re(So(Y, Xp, 8)) = — > _(exp(Bo + 1) (cos(Bruv;) — vi) (84)
=1

Re(S1(Y, Xy, 8)) = — Y _(exp(Bo + Br) (cos(Brup,i)x; — sin(Brupi)up;) — yiz;) (85)
=1
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und die Summe tiber B bzw. die korrigierte Monte Carlo Scores lassen sich vereinfachen
zu

B
Sicens(V, X°,5) = 53 Re(So(Y: Xi. 5))
b=1
1 B n
~3 Z > (exp(Bo + Brz})(cos(Brupsi) — i)
b=11i=1
n 1 1 B
= (exp(Bo + Br7) E > cos(Brup)) — yi)
=1 b=1
B
Suicer sV, X7,5) = 53 Re(S1(Y, %3, 5))
b=1
B n
- ZZ exp(Bo + B1z7) (cos(Brup,:)z; — sin(Brus,;)ubi) — yizy)
b:l i=1
(86)
n B
==Y (exp(fo + przf) Z (cos(Brupi)x; — sin(Brup,i)upi) — yiz;)
=1 =1
(87)

C.3.3 Logistische Regression

Zunichst wird in die wahre Score Funktionen (, ) Tp,; eingesetzt:
Far 5y:

So(Y, Xy, 8) = =Y _(exp(Bo + B1,i) — i)
i=1

- Z(exp(ﬁo + Bi(x; + \/TIUM)) — ;)
i=1

= Z(GXP(ﬁO + pix; + 1V —1ub7z~) )
i=1

> (exp(Bo + Brx}) exp(Brv/—Tup;) — yi)
i=1
> (exp(Bo + Brxy) (cos(Brup,) + vV —1sin(Brup;)) — yi)

1

3
n

== (exp(Bo + Bix])(cos(Brup,) + V—Texp(So + fra})sin(Bruss) — i)
=1
(88)
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Fiir ,812

n

S1(Y, X, 8) = = (exp(Bo + Briv,i) v — Yidivi)

i=1

= = (exp(Bo + Bi(a} + V—Tup)) (@] + vV =Tup ;) — yi(a] + V—=Tup;))
=1

= =Y (exp(Bo + Brz; + V=1B1upi) (&} + V—Tup;) — yiw; — vV —1yiup;)
-

== (exp(Bo + Bra}) exp(V—1B1up;) (] + V—=Tuy;) — yix; — V—1yiup,)
-

= = (exp(Bo + Brx}) exp(V=1B1up, )]

i=1

+ vV =1exp(Bo + Brz) exp(vV—1B1up i )up; — yizy — vV —1yup;)
= —> (exp(Bo + B1x})(cos(Brup;) + vV —1sin(Bruy;))w;

i=1

+ V=Texp(Bo + S} (cos(Brup,) + V—=Tsin(Brup ;) up; — yix; — v —1yiup;)
= = (exp(Bo + Sr})cos(Brup)x; + V—Texp(fo + bra})sin(Brup,)

i=1
+ v —=1exp(Bo + Bi1x})cos(Brup;)up,;
2 o X
+ V=17 exp(Bo + Braf)sin(Bruss))up; — Yixy — vV —1ysup ;)
n
= — Z(exp(ﬁo + Brx;) (cos(Brupi)x; — sin(Biups)ups) — Yix;
i=1

+ vV =1(exp(Bo + Brx}) (sin(Brup;)zf + cos(Brupi)up i) — Yitp,i)) (89)

Der Realteil ist jeweils

M:

Re(So(Y, Xy, B)) = (exp(Bo + Brx;)(cos(Prup,i) — i) (90)

1

(exp(Bo + Brz])(cos(Brup)xi — sin(Brupi)up:) — yiz;) (91)

.
I

M:

Re(S1(Y, v, B)) =

Il
—

s
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und die Summe tiber B bzw. die korrigierte Monte Carlo Scores lassen sich vereinfachen
zu

Saceo.5(Y,X*,8) =

tU\H

B
> " Re(So(Y, Xy, B))
b=1

B n
ZZ exp(fBo + Brx; ) (cos(Brup,) — yi)

b=1 1=

n B
Z exp(fBo + pix}) é Z cos(Brupi)) — yi)
=1 b=1

U:J\H

B

Suicer sV, X7,5) = 53 Re(S1(Y, %3, 5))
b=1
B n
! ZZ exp(Bo + Sra;)(cos(Brupi)x; — sin(Brup,i)up:) — vixy)
b:l i=1
(92)
n B
= =Y (exp(Bo + Biz}) Z (cos(Brup;)w; — sin(Brup;)up;) — yiv;)
=1 =1
(93)
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D Rcodes

Die fiir den Simulationsteil erstellten Rcodes befindet sich im elektronischen Anhang.

D.1 Regressionskalibrierung

Die kommentierte Regressionskalibrierungsfunktion befindet sich in der Datei Rk_ fkt_ source.R
Beschreibung

Gegeben beobachtete Y und fehlerhafte Messungen X* schétzt die Rk.fkt() korrigierte

B¢ Schétzer und die zugehdrige Schitzer-Varianz fiir das einfache lineare, logistische und
Poisson Regression durch die drei Schritte des Regressionskalibrierungs-Algorithmus im
Kapitel 3.1. Wenn Validierungsdaten vorliegen wird Schritt 1 des Algorithmus direkt mit

Im() aus dem ’stats’ Package geschétzt, bei vorliegen von Wiederholungsdaten durch die
Formeln in Kapitel 3.3, d.h. insbesondere die Messfehlervarianz o2 wird geschitzt. Fiir

die Varianz der resultierenden Schéatzer wird das Resampling Vectors-Verfahren aus Ap-
pendix B.3.1 angewendet.

Tabelle 12: Input des Regressionskalibrierungsfunktion

Input Erlduterung
character, "validData"falls Validierungsdaten vorliegen
datatype
bzw. "wdhData"falls Wiederholungsdaten vorliegen
character, "linReg"falls lineare Regression gerechnet werden soll,
regtype "logReg"falls logistische bzw. "poisReg"falls eine poisson
Regression berechnet werden soll
y vector, beobachtete y-Werte
< true vector, falls vorhanden die fehlerfrei gemessenen x-Werten,
default ist NULL
vector, falls Validierungsdaten vorliegen, dann Vektor aus NA
x.valid und z-Werten, je nachdem, wenn keine oder eine
Validierungsmessung vorliegt, default ist NULL
St matrix, beobachtete fehlerhafte Messungen x*. Anzahl der
Spalten entspricht Anzahl der Wiederholungsmessungen
varlU numeric, falls extern geschéitzte Messfehlervarianz vorliegt,
default NULL
numeric, Anzahl der Bootstrapp-Ziehung zur Schiatzung der
bootstrap N
Varianz der geschétzten S, default 100
logical, falls TRUE dann wird eine Graphik ausgegeben mit
eingezeichnetem y, xSt, der naiven und der geschétzten
showplot
Regressionsgerade und falls x.true vorliegt, zusétzlich x.true
und die wahre Regressionsgerade

Die RK.fkt() gibt einen numerischen Vektor der geschétzten Parameter zurtick
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Tabelle 13: Output des Regressionskalibrierungsfunktion

Output Erlauterung
betal.rk geschétztes BO aus der Regressionskalibrierung
betal.rk geschétztes B aus der Regressionskalibrierung

var.betaO.rk | geschitztes 63, aus dem Bootstep-Schritt der Regressionskalibrierung

var.betal.rk | geschitztes 63, aus dem Bootstep-Schritt der Regressionskalibrierung

beta0.bench | falls z.true vorliegt: geschétztes Bo aus Im() oder glm()

betal.bench | falls z.true vorliegt: geschitztes 51 aus Im() oder glm()

beta0.naiv mit der fehlerhaften Messung X * geschétztem Gy aus Im() oder glm()

beta0.naiv mit der fehlerhaften Messung X * geschétztem $; aus Im() oder glm()

D.2 Korrigierte Score Funktion

Die kommentierte korrigierte Score Funktion befindet sich in der Datei corScore_ fkt_ source.R
Beschreibung

Gegeben beobachtete Y und fehlerhafte Messungen Y* schétzt die corScore.fkt() korri-
gierte 5¢ Schatzer fiir das einfache lineare, logistische und Poisson Regression. Fiir die
lineare und Poisson Regression wird die Nullstellen der exakt korrigierte Score Funktion
(Formel aus Kapitel 4.3) mithilfe von multiroot() aus dem "rootSolve"geschétzt, das die
Newton-Raphson Methode benutzt. Fiir die logistische Regression wird die Nullstellen
der approximativen korrigierten Score Funktion (Formeln aus Kapitel 4.4.2) ebenfalls
mit multiroot() geschétzt. Konvergiert multiroot() nicht, so werden NA ausgegeben.
Fiir beide Regressionen wird die Messfehlervarianz benétigt, die innerhalb der Funktion
geschéitzt wird oder extern iibergeben werden kann, bzw. fiir vorliegen von nur einer
Messwiederholung muss diese aus externen Daten geschétzt werden. Fiir die Schitzung
werden je nach Datentyp die Formeln aus 4.6 herangezogen.
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Tabelle 14: Input des korrigierten Score Funktion

Input Erlduterung
character, "validData"falls Validierungsdaten vorliegen
datatype
bzw. "wdhData'"falls Wiederholungsdaten vorliegen
character, "linReg"falls lineare Regression gerechnet werden soll,
regtype "logReg"falls logistische bzw. "poisReg"falls eine Poisson
Regression berechnet werden soll
y vector, beobachtete y-Werte
< true vector, falls vorhanden die fehlerfrei gemessenen x-Werten,
default ist NULL
vector, falls Validierungsdaten vorliegen, dann Vektor aus NA
x.valid und z-Werten, je nachdem, wenn keine oder eine
Validierungsmessung vorliegt, default ist NULL
<St matrix, beobachtete fehlerhafte Messungen x*. Anzahl der
Spalten entspricht Anzahl der Wiederholungsmessungen
varlU numeric, falls extern geschétzte Messfehlervarianz vorliegt,
default NULL
numeric, Anzahl der Bootstrapp-Ziehung zur Schitzung der
bootstrap «
Varianz der geschitzten 5, default 100
logical, falls TRUE dann wird eine Graphik ausgegeben mit
eingezeichnetem y, xSt, der naiven und der geschétzten
showplot
Regressionsgerade und falls x.true vorliegt, zusétzlich x.true
und die wahre Regressionsgerade

Die corScore.fkt() gibt einen numerischen Vektor der geschétzten Parameter zuriick

Tabelle 15: Output des korrigierten Score Funktion

Output Erlduterung
beta0.rk geschitztes Bo aus der korrigierten Score Funktion

bzw. approximierten korrigierten Score Funktion fiir das logistische Modell
betal.rk geschitztes 41 aus der korrigierten Score Funktion

bzw. approximierten korrigierten Score Funktion fiir das logistische Modell

betaO.bench | falls z.true vorliegt: geschétztes o aus Im() oder glm()

betal.bench | falls z.true vorliegt: geschitztes 81 aus Im() oder glm()

beta0.naiv mit der fehlerhaften Messung X * geschitztem By aus Im() oder glm()

beta0.naiv mit der fehlerhaften Messung X* geschitztem £; aus Im() oder glm()

D.3 Monte-Carlo korrigierte Score Funktion

Die kommentierte Monte-Carlo korrigierte Score Funktion befindet sich in der Datei
MCcorScore_fkt source.R
Beschreibung
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Gegeben beobachtete Y und fehlerhafte Messungen X* schétzt die MCcorScore.fkt()
korrigierte 5 Schétzer fiir das einfache lineare und Poisson Regression. Mithilfe der Ge-
neration von komplexen Zufallszahlen wird eine korrigierte Score Funktion nach dem
Algorithmus in 4.5.1 aufgestellt. Die Nullstellen dieser korrigierten Score Funktion wird
mit der Funktion multiroot() aus dem "rootSolve"Packages geschitzt, das die Newton-
Raphson Methode benutzt. Konvergiert multiroot() nicht, so werden NA ausgegeben.
Fiir beide Regressionen wird die Messfehlervarianz benétigt, die innerhalb der Funktion
geschéitzt wird oder extern iibergeben werden kann, bzw. fiir vorliegen von nur einer
Messwiederholung muss diese aus externen Daten geschétzt werden. Fiir die Schitzung
werden je nach Datentyp die Formeln aus Kapitel [4.6] herangezogen.

Tabelle 16: Input des Monte-Carlo korrigierte Score Funktion

Input Erlauterung

datatvpe character, "validData"falls Validierungsdaten vorliegen
P bzw. "wdhData"falls Wiederholungsdaten vorliegen

character, "linReg"falls lineare Regression gerechnet werden soll,
regtype "logReg"falls logistische bzw. "poisReg'falls eine Poisson

Regression berechnet werden soll

y vector, beobachtete y-Werte

true vector, falls vorhanden die fehlerfrei gemessenen x-Werten,
default ist NULL
vector, falls Validierungsdaten vorliegen, dann Vektor aus NA

x.valid und z-Werten, je nachdem, wenn keine oder eine
Validierungsmessung vorliegt, default ist NULL

St matrix, beobachtete fehlerhafte Messungen z*. Anzahl der
Spalten entspricht Anzahl der Wiederholungsmessungen

varll numeric, falls extern geschétzte Messfehlervarianz vorliegt,
default NULL

b numeric, Anzahl der BooEstrapp-Ziehung zur Schitzung der
Varianz der geschétzten 3, default 100
logical, falls TRUE dann wird eine Graphik ausgegeben mit
eingezeichnetem y, xSt, der naiven und der geschitzten

showplot

Regressionsgerade und falls x.true vorliegt, zusétzlich x.true

und die wahre Regressionsgerade

Die MCcorrScore.fkt() gibt einen numerischen Vektor der geschitzten Parameter zu-
riick
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Tabelle 17: Output des Monte-Carlo korrigierte Score Funktion

Output

Erlduterung

beta0.MCcor

geschétztes BO aus der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion

betal.MCcor

geschétztes B1 aus der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion

beta0.bench

falls z.true vorliegt: geschitztes By aus Im() oder glm()

betal.bench

falls z.true vorliegt: geschétztes 31 aus Im() oder glm()

beta0.naiv

mit der fehlerhaften Messung X ™ geschéitztem Bo aus Im() oder glm(

beta0.naiv

)
mit der fehlerhaften Messung X* geschitztem 3, aus Im() oder glm()
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E Zusatzmaterial

Auflistung der R Dateien, die im elektronischen Anhang enthalten sind. Da “set.seed ()
gesezt wurden konnen die Datensidtze und Ergebnisse reproduziert werden und sind
daher nicht im elektronischen Anhang enthalten.

Tabelle 18: Datengeneration

Dateiname Erlauterung
Data_1.R Datengenerierende Funktion zur Erstellung der Datenséitze zu Kapitel 5.3.1
Dara_2_3.R | Datengenerierende Funktion zur Erstellung der Datensétze zu Kapitel 5.3.4 und 5.3.5
Data AV.R Datengenerierende Funktion zur Erstellung der Datenséitze

mit Annahmeverletzungen zu Kapitel 5.3.7

Tabelle 19: Funktion der Methoden

Dateiname Erlduterung
Rk_ fkt_source.R Funktion zur Anwendung der Regressionskalibrierung
corScore__fkt__source.R Funktion zur Anwendung der Methode der korrigierte Score Funktion
MCcorScore_ fkt_ source.R | Funktion zur Anwendung der Methode der Monte-Carlo korrigierte Score Funktion
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Tabelle 20: Anwendung der Regressionskalibrierung. Aufgrund der Laufzeit in mehrere
Dateien aufgespalten.

Dateiname Erlduterung

Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz
mit Messfehlervarianz 0.1 (Kapitel 5.3.1)
Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz
mit Messfehlervarianz 0.3% (Kapitel 5.3.1)
Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz
mit Messfehlervarianz 0.5% (Kapitel 5.3.1)

Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz

RkResultsl_01.R

RkResultsl 03.R

RkResultsl__05.R

RkResultsl 07.R 5
mit Messfehlervarianz 0.7

Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz
RkResultsl_1.R 5
mit Messfehlervarianz 1

Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz
zu Kapitel 5.3.4

Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz
zu Kapitel 5.3.5

Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz
zu Kapitel 5.3.7.1

Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz
zu Kapitel 5.3.7.2

Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz
zu Kapitel 5.3.7.4

Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz
zu Kapitel 5.3.7.3

Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz

RkResults2.R

RkResults3.R

RkResultsAV1.R

RkResultsAV2.R

RkResultsAV3.R

RkResultsAV4.R

RkvarU1.R mit Messfehlervarianz o2 = 0.32 wobei eine externe

Messfehlervarianz von 1o2 iibergeben wird (Kapitel 5.3.6)

Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz
RkvarU1.1.R mit Messfehlervarianz o2 = 0.32 wobei eine externe

Messfehlervarianz von 1.1¢2 iibergeben wird (Kapitel 5.3.6)

Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz
RkvarU1.5.R mit Messfehlervarianz o2 = 0.3% wobei eine externe

Messfehlervarianz von 1.502 iibergeben wird (Kapitel 5.3.6)

Anwendung der Regressionskalibrierungsfunktion auf den Datensatz

RkvarU2.R mit Messfehlervarianz o2 = 0.3% wobei eine externe

Messfehlervarianz von 202 iibergeben wird (Kapitel 5.3.6)
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Tabelle 21: Anwendung der korrigierten Score Funktion und der Monte-Carlo korrigier-
ten Funktion. Aufgrund der Laufzeit wurde letzteres in mehrere Dateien
aufgespalten.

Dateiname

Erlduterung

corScore_all.R

Anwendung der korrigierten Score Funktion auf alle Datensétze
und Félle aus Kapitel 5.3

MC_B_variation.R

Anwendung der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion auf
Datensatz mit Messfehlervarianz 0.3%, wobei unterschiedliche
Werte fiir B iitbergeben worden ist (Kapitel 5.3.2)

MC_01_05.R

Anwendung der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion auf
Datensatz mit Messfehlervarianz 0.1% und 0.5% (Kapitel 5.3.1)

MC_07_1R

Anwendung der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion auf
Datensatz mit Messfehlervarianz 0.72 und 1? (Kapitel 5.3.1)

MC_AV1 AV2.R

Anwendung der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion auf
Datensatz zu Kapitel 5.3.7.1 und 5.3.7.2

MC_AV3_1 AV_3 2R

Anwendung der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion auf
Datensatz zu Kapitel 5.3.7.4

Anwendung der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion auf

MC_AV4.R
Datensatz zu Kapitel 5.3.7.3

MC_ data2.R Anwendung der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion auf
Datensatz zu Kapitel 5.3.4

MC._ data3R Anwendung der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion auf

Datensatz zu Kapitel 5.3.5

MC_ Var_ Variation.R

Anwendung der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion auf
Datensatz mit Messfehlervarianz o2 = 0.3% wobei

verschiedene externe Messfehlervarianz tibergeben wird (Kapitel 5.3.6)

MC_grVar_B1

Anwendung der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion auf
Datensatz mit Messfehlervarianz o2 = 0.3% wobei

groBe externe Messfehlervarianz 4 x o2 {ibergeben

wird und B=1 ist (Kapitel 5.3.2)

MC__grVar_ B1000

Anwendung der Monte-Carlo korrigierten Score Funktion auf
Datensatz mit Messfehlervarianz o2 = 0.3% wobei

groBe externe Messfehlervarianz 4 o2 iibergeben

wird und B=1000 ist (Kapitel 5.3.2)

Tabelle 22: Rcodes zur Erstellung der Grafiken in dieser Arbeit.

Dateiname

Erlduterung

RCodeSimulationAuswertung.R

samtliche Plots zur Auswertung der Ergebnisse

VerteilungsPlot.R

samtliche Plots die keine Auswertung der Ergebnisse sind
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