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Abstract

Die Item Response Theorie stellt einen Teilbereich der (psychologischen) Testtheorie dar und ver-
folgt das Ziel mittels wissenschaftlicher Methoden auf die einer Person eigenen Auspréigung eines
latenten Merkmales zu schlieflen. Dieser sind eine Reihe probabilistischer Modelle untergeordnet,
mittels derer das eben erwihnte Ziel erreicht werden soll. Eines eben dieser Modelle ist das Par-
tial Credit Modell von Masters, ebenso wie das allgemein gehaltener Generalisierte Partial Credit
Modell von Muraki, welche im Rahmen dieser Arbeit vorgestellt werden sollen. Basierend auf dem
dichotomen Rasch-Modell begriindet sich die Entstehung des ersteren in der Anwendbarkeit auf
ordinale Antwortformate.

Prinzipiell wird bei den beiden Modellen die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Erreichen ei-
nes bestimmten Leistungslevels in Abhéngigkeit von zwei Parametern - der Personenfihigkeit und
der Aufgabenschwierigkeit - modelliert. Hierbei findet aufgrund des vorliegenden ordinalen Daten-
formates eine Untergliederung der Aufgabenschwierigkeit in Schwellenparameter statt, sodass fiir
die einzelnen Items eine Gliederung in aufsteigend geordnete Teilkategorien beriicksichtigt werden
kann. Gleichzeitig lasst das Generalisierte Partial Credit Modell eine flexiblere Modellierung der
Wahrscheinlichkeitsfunktion als das Partial Credit Modell zu, indem es neben den Personen- und
Schwellenparametern einen Diskriminations-/Steigungsparameter beinhaltet. Damit werden beim
Generalisierten Partial Credit Modell prinzipiell zwei Itemparameter betrachtet: die Schwellen-,
sowie die eben aufgefithrten Steigungsparameter.

Eine zentrale Rolle bei derartigen probabilistsichen Modellen spielt auch das Wissen iiber diesen
eigenen Charakteristiken und daher werden diese Merkmale in einem gesonderten Abschnitt néher
erldutert. Fiir das Partial Credit Modell lassen sich die grundlegenden Annahmen und Eigenschaf-
ten durch entsprechende Anpassung vom Rasch-Modell, welches als Konstruktionsgrundlage gilt,
ableiten. Dagegen konnen fiir das Generalisierte Partial Credit Modell diese Annahmen wegen der
allgemein gehalteneren Form nicht mehr im vollen Umfang iibertragen werden.

Zur konkreten Schétzung der interessierenden Parameter gibt es verschiedene Moglichkeiten.
Hierbei werden drei auf der Maximum-Likelihood-Methode basierende Verfahren zur Itemparame-
terschitzung fiir das Partial Credit Modell dargeboten, wihrend sich fiir das Generalisierte Partial
Credit Modell nur eins derer anbietet. Je nach verwendeter Methode kénnen die Personenparame-
ter auf unterschiedliche Weisen bestimmt werden. Diese kénnen in Anbetracht der vorhergehenden
Itemparameterschéitzung stets auf Grundlage der Maximum-Likelihood-Methode ermittelt werden,
teilweise stehen aber auch bayessche Verfahren zur Verfiigung.

Die konkrete Durchfithrung der Parameterschitzung kann mit der vielseitig genutzten Statistik-
Software R bewerkstelligt werden. Hierzu werden drei implementierte Pakete vorgestellt, die sich fiir
die Analyse von Daten des Partial Credit Formates eignen. Zusétzlich werden die Pakete fiir die ex-
plizite Analyse eines ausgewahlten Datensatzes mittels des Partial Credit, sowie des Generalisierten
Partial Credit Modells genutzt.
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Notation

Buchstabe Bedeutung

o (Itemspezifischer) Steigungs-/Diskriminationsparameter

Bi Bei RM: Schwierigkeitsparameter/Lokationsparameter des i-ten Items

Biks Biz Bei PCM/GPCM: Schwellen-/Schwierigkeits- /Itemparameter der Aufgabe
1 zur betrachteten k Kategorien; bei Betrachtung eines bestimmten Scores
von x ist Schwierigkeit bezogen auf die entsprechende z-te Kategorie

Vi (Itemspezifischer) Rateparameter

Oike (Vorldufiger) Schwierigkeitsparameter bezogen auf das Erreichen von Level
k bei Aufgabe i

Op Personenparameter der Person p

7 Kategorien-Schwellenparameter der Kategorie k

n Linearer Pradiktor

A A Likelihood- bzw. Log-Likelihood-Funktion

Tiks Tiz Summierte Schwellenparameter: Summe iiber alle Schwellenparameter des
Items i die kleiner oder gleich der Kategorie k bzw. dem Score x sind

Tpiks Tpix Bedingte (Kategorien-)Wahrscheinlichkeit fiir Person p Level k bzw. Score
x bei Item 7 zu erreichen

Dy Schwellenwahrscheinlichkeit der Person p bei Item i von Score x — 1 auf x
zu gelangen

m; Anzahl der Stufen des Items ¢

Tp Gesamt / Testscore bzw. Summe aller von einer Person p bewiiltigten Stufen
bei einem Test mit I Items

Sik, Siz Anzahl der Personen, die Level k£ bzw. Score x bei Item ¢ erreichen konnten

T, Tpi Score/absolvierte Stufen; x,; bei Betrachtung des Scores einer bestimmten
Person p bei Item i

Xpi Zufallsvariable mit moglichen Realisationen x;

K, K, Kategorienkoeffizient der Kategorie k bzw. x

Ty, T, Scoring-Funktion




Notation

Vektor/Matrix (fett gedruckt) Bedeutung

a=(ay,...,ar) Vektor mit allen I Diskriminationsparame-
tern

Bi = (Bit, - -, Brm,;) Vektor mit allen m; Schwellenparametern des
Items ¢

B= b1, Bimis---»Bris--, Brmy) Vektor mit allen m; Schwellenparametern al-
ler I Items

0= (61,...,0p) Vektor mit Féhigkeitsparametern aller P
Personen

n=m,...,nL) Vektor mit allen L Basisparametern

T =(Ti1,- s Tlmys--+>TIly- -+ TImy) Vektor mit jeweils bis zu Kategorie k aufsum-

mierten Schwellenparametern aller I Items

o) Set von Populationsparametern

r=(r,...,rp) Vektor mit Test-Scores aller P Personen

Si = (Sily- -+ Sim,;) Vektor mit allen m; Spaltenrandsummen des
Items ¢

S =(S11y-+ySlmys-v-sSIs-+SImy) Vektor mit allen m; Spaltenrandsummen der
I Ttems

xp = (Tp1,...,Tpr) Vektor mit Scores z,; aller I Items der Person
p

x; = (14, .., Tp;) Vektor mit Scores z; aller P Personen zum
Ttem ¢

Xpxr Antwortmatrix (P Zeilen, I Spalten) mit je-

weiligen Eintrégen x;

Indizes Bedeutung

b=1,....B Bootstrap-Stichprobe

h=1,...,H Subpopulation

i=1,...,1 Items

7=0,...,k Bewiiltigte Stufe bei Item i; ggf. x statt k,
wenn bestimmter Score betrachtet wird

k=0,...,m; Kategorien, Levels

l=1,...,L Einzelne Kategorie aus allen moglichen Ka-

tegorien von I Items

p=1,...,P Person

VI



1 Einleitung

Seit jeher verfolgt die Menschheit das Interesse die eigenen Krifte mit denen von Artgenossen
zu messen, was sicherlich im hohen Mafle auf biologische Einflussfaktoren zuriickzufiihren ist. Die
Macht des Stérkeren war bzw. ist vielerlei entscheidend, etwa bei der Austragung von Eroberungs-
kriegen oder auch auf individueller Ebene, wie z.B. bei der Teilnahme an Wettkdmpfen. So lassen
sich hierzu beispielhaft die in der Antike beginnenden Olympischen Spiele oder die mittelalterli-
chen Ritterturniere oder neuzeitliche Autorennen erwidhnen. Dabei kommt der Gewinner i.A. als
der stérkste oder der schnellste oder kréftigste Teilnehmer zu Tage.

Doch nicht nur auf kriegstechnischer oder sportlicher Ebene kam bzw. kommt es zu Leistungsmes-
sungen. Auch geistige Fahigkeiten sind von grofler Bedeutung und stehen teilweise auch in starker
Wechselwirkung mit dem physischen Potenzial. Allerdings sind diese psychischen Leistungsparame-
ter nicht einfach mit einer Stoppuhr oder einem Metermafl messbar. Da es sich also um nicht direkt
beobachtbare Eigenschaften handelt, spricht man hier auch von latenten Merkmalen. So wurden
zahlreiche Moglichkeiten vorgestellt, geistige bzw. generelle psychische Parameter zu quantifizieren.
Damit war die Grundidee psychologischer Tests entwickelt: mithilfe wissenschaftlicher Methoden
sollen quantitative Aussagen iiber den relativen Grad der individuellen Merkmalsausprigung mog-
lich gemacht werden (vgl. Lienert, 1998]).

Heutzutage haben psychologische Tests ein breites Anwendungsgebiet und werden in allerlei Be-
reichen, wie etwa innerhalb der Arbeitswelt, in Schulen und Kliniken verwendet. Dabei dienen diese
Tests beispielsweise zur Erfassung der Intelligenz oder Leistungsfahigkeit einer Person, zur Ermitt-
lung des Entwicklungsgrades eines Kindes oder zur Feststellung der Eignung eines Job-Bewerbers.
Aber wie kann man derartige psychologische Phénomene denn nun iiberhaupt messen? Mit u.a.
dieser Frage beschiéftigt sich die psychologische Testtheorie, bei der - je nach zugrundeliegender
Datensituation - unterschiedliche Testmodelle zur Verfiigung stehen. Im Wesentlichen unterschei-
det man zwischen zwei Arten von Testtheorien: der klassischen Testtheorie (KTT) und der Item
Response Theorie (IRT). Zu letzterem ldsst sich auch das s.g. Partial Credit Modell (PCM) zuord-
nen, welches den Schwerpunkt dieser Arbeit darstellt.

Um dieses Modell bestmdoglich veranschaulichen zu kénnen, wird in Kapitel [2| zunéchst die IRT
genauer vorgestellt. Im darauffolgenden Kapitel [3| wird kurz auf - das wohl bekannteste Modell
der IRT - das Rasch-Modell (RM) n#her eingegangen, da sich das PCM weitestgehend von die-
sem ableiten lédsst. Im daran anschlieBenden Kapitel 4] kommt dann das PCM zur Sprache. Dabei
wird sowohl auf die Modellgleichung und grafische Darstellung, als auch auf geltenden Modellan-
nahmen/ -eigenschaften eingegangen. Zudem wird die Verallgemeinerung des PCMs, namlich das
Generalisierte Partial Credit Modell (GPCM), vorgestellt. In Kapitel [5| werden insbesondere drei
mogliche Verfahren zur Parameterschiatzung im PCM bzw. GPCM dargelegt, welche auf der s.g.
Maximum-Likelihood-Methodik basieren. In diesem Zusammenhang wird auch dargelegt, wie die
latente Féhigkeit einer Person geschiitzt werden kann, wobei diese Art der Schitzungen zumeist
auf bayesschen Verfahren beruhen. AnschlieBend werden in Kapitel [6] drei ausgewéhlte Pakete,
die in der Statistik-Software R implementiert sind, vorgestellt und insbesondere auf die hier zu-

grundeliegenden Parameterschéitzungen eingegangen. Im Kapitel 7| wird schliellich noch das PCM



1 FEinleitung

bzw. GPCM konkret zur Anwendung gebracht, indem die Modelle zur Analyse des Datensatzes der
s.g. ,Freiburger Beschwerdenliste“ (FBL) genutzt werden. AbschlieBend werden in Kapitel [§] noch
einmal die wichtigsten Punkte dieser Arbeit zusammengefasst und auch die Auswertung der FBL
kritisch beurteilt.

Allgemein stiitzen sich die hier durchgefiihrten Analysen, sowie die graphischen Darstellungen,
auf die Software R [R Core Team, 2013]. Die beigefiigte CD-ROM beinhaltet alle zur Veranschau-
lichung erzeugten Grafiken und vorgenommenen Auswertungen. Eine Ubersicht hierzu findet sich
am Ende dieser Arbeit.

Gleichzeitig sind bei mathematischen Formeln und Ausdriicken Vektoren klein und fett geschrie-
ben, wihrend Matrizen grofl und fett gekennzeichnet sind, um diese von Skalaren, sowie Funktionen
unterscheiden zu koénnen. Konkret sind alle in dieser Arbeit verwendeten Buchstaben, Vektoren,
Matrizen und Indizes unter dem Oberbegriff , Notation“ aufgelistet, sowie kurz erklért.

Zunéchst werden in der nun anschlieBenden Sektion der Begriff der IRT, sowie die hierin inbe-

griffenen statistischen Modelle néher erlautert.



2 Item Response Theorie (IRT)

In diesem Kapitel soll genauer auf die bereits in der Einleitung erwdhnte Item Response Theorie
(IRT) eingegangen werden. Dieser lassen sich auch die in den darauffolgenden Sektionen detailliert
beschriebene Modelle - das Rasch-Modell (RM), das Partial Credit Modell (PCM) und auch das
Generalisierte Partial Credit Modell (GPCM) - zuordnen. Die hier nun folgenden Darlegungen zur
IRT basieren im Wesentlichen auf |Rost| (1996, Kapitel 1 und 2) und Becker| (2004, Kapitel 3).

Um schliefflich auf eben angesprochene IRT genauer eingehen zu kénnen, soll zunéchst etwas wei-
ter ausgeholt werden und die Begrifflichkeit einer Testtheorie erfasst werden. Hierbei kennzeichnet
der Ausdruck ,Test“ nicht etwa das statistische Testen/Priifen einer Hypothese mittels Stichpro-
bendaten. Vielmehr bezieht sich der Begriff in dieser Arbeit auf psychologische Tests, mithilfe derer
psychische und damit nicht direkt messbare Figenschaften einer Person erfasst werden sollen. Diese
Erfassung geschieht mittels s.g. Items. Rost| (1996, S. 18) definiert diese wie folgt: ,,Als Item [...]
bezeichnet man die Bestandteile eines Tests, die eine Reaktion oder Antwort hervorrufen sollen,
also die Fragen, Antworten, Bilder etc. Wenn auch die Items von Test zu Test sehr unterschiedlich
aussehen konnen, sind sie innerhalb eines Tests sehr &hnlich (homogen), da sie dasselbe Merkmal
der Person ansprechen.

Um nun von einem derartigen psychologischen Test bzw. von den in diesem enthaltenen Items
Riickschliisse auf das zu erfassende Personenmerkmal ziehen zu kénnen, unterscheidet man grund-
sétzlich zwei Arten von Testtheorien: zum einen gibt es die s.g. ,, Klassische Testtheorie* (KTT) und
zum anderen eben die ,,Item Response Theorie“ (IRT). Erstere stellt die dltere der beiden Testtheo-
rien dar und basiert im Wesentlichen auf der Annahme, dass der durch einen Test ermittelte Wert
der Merkmalsauspragung einer Person sich aus dem , wahren“ Wert und einem zufélligen Messfeh-
ler ergibt. Es wird hierbei davon ausgegangen, dass - bei gleichzeitiger Realisierung eines Sets von
Axiomen (sieche dazu Gulliksen, |1950| oder Novick, 1966)) - der wahre Wert des Merkmals anhand
von Messwiederholungen approximiert werden kann. Trotz der weit verbreiteten Anwendung der
KTT sind bei dieser einige Schwichen zu vermerken. Insbesondere sollte hier die Stichprobenab-
héngigkeit erwihnt werden. Genauer wird in dieser Arbeit allerdings nicht auf die KTT und deren
Axiome eingegangen.

Hauptaugenmerk soll nun stattdessen auf die IRT geworfen werden, die nicht wie KTT den
Test als Ganzen fokussiert, sondern vielmehr die einzelnen Items eines Tests. Zugleich gilt fiir die
IRT, dass sie im Gegensatz zur KTT - welche als eine direkte Messung angesehen wird - eine in-
direkte Art der Messung darstellt. ,,Indirekt” in dem Sinne, dass die Antwort auf ein Item nicht
als direkte Merkmalsausprigung geachtet wird, sondern lediglich als Indikator, um auf eben die-
se interessierende Ausprigung schlieflen zu kénnen. Genauer gesagt postuliert die IRT also, dass
ein Personlichkeitsmerkmal das Antwortverhalten einer befragten Person steuert. Da dieses Per-
sonlichkeitsmerkmal /Charakterzug nicht direkt messbar und dementsprechend ,,versteckt® ist, wird
die vorgestellte Theorie oftmals auch als ,Latent Trait“ Theorie bezeichnet. Dariiber hinaus wird
zudem haufig der Begriff ,, Probabilistische Testtheorie“ verwendet. Hieran wird der Grundgedanke
der IRT ersichtlich: die Modellierung der Wahrscheinlichkeit - im Englischen ,,probability* - fiir eine

bestimmte Antwort in Abhéngigkeit gewisser zu messender Parameter. Dabei sind stets der s.g. Per-
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sonenparameter, welcher als Maf fiir die Fahigkeit einer Person steht, und der Lokationsparameter,
welcher die Schwierigkeit (eines Abschnittes) einer Aufgabe in Bezug zum Personenparameter setzt,
inbegriffen. Zusétzlich kénnen im Rahmen der IRT noch bis zu zwei weitere Parameter Beriicksich-
tigung finden. Auf diesen Aspekt wird gegen Ende des Kapitels noch einmal zuriickgegriffen. Es
sollte noch einmal deutlich gemacht werden, dass die einzelnen Parameter kennzeichnende Groflen
darstellen, die allerdings nicht direkt messbar sind, sondern geschéitzt werden miissen.

Bei der IRT ist es nun prinzipiell von Bedeutung die zugrundeliegenden Antwortformate zu
unterschieden. Demzufolge ist es moglich eine Unterteilung anhand der folgenden Eigenschaften

vorzunehmen:

1. Gibt es nur zwei Antwortmdoglichkeiten (dichotom) oder stehen mehrere Kategorien zur Aus-

wahl (polytom)?

2. Konnen die jeweiligen Kategorien einer Aufgabe angeordnet werden (ordinal) oder besitzen

sie keine natiirliche Ordnung (nominal)?

Es ist wichtig die vorliegenden Items einem Antwortformat zuordnen zu kénnen, da in Abhén-
gigkeit der Antwortformate eines Tests unterschiedliche Modelle zur Anwendung kommen kénnen.
So ist an dieser Stelle nun anzufiigen, dass die IRT nicht ein bestimmtes Modell beschreibt, sondern
eine Vielzahl verschiedener Modelle einschlieit. Anders ausgedriickt .,[...] ist die IRT nicht eine
einzelne Theorie, sondern umfasst eine Familie von formalen, mathematischen, probabilistischen
Messmodellen, welche postulieren, dass dem beobachtbaren Testverhalten (manifeste Variable) ei-
ne Féhigkeit/Eigenschaft bzw. Disposition (latente Variable) zugrunde liegt, die das Testverhalten
'steuert™ (Rost, (1978, S. 60).

Im Laufe der Geschichte wurden einige Modelle konzipiert, die sich explizit der IRT zuordnen
lassen. So begann die Entwicklung der IRT-Modelle bereits in den 40er/50er Jahren mit Vertretern
wie Lord, wobei dessen Analysen auf dem s.g. ,Normal Ogive“ Modell (NOM) basieren. Die spéter
konstruierten IRT-Modelle bauen allerdings vorwiegend auf der logistische Verteilungsfunktion auf.
Diese fand erstmals bei [Rasch| (1960) mit der Einfithrung des Rasch-Modells (RM) Verwendung
und damit legte er den Grundstein fiir die Konstruktion weiterer IRT-Modelle auf Basis des Logit-
Modells. So konstruierte auch |Birnbaum! (1968) zwei Modelle fiir dichotome Antwortformate, die als
direkte Erweiterungen des RMs angesehen werden konnen. Diese sind das 2PL- und 3PL-Modell,
welche im nachfolgenden Kapitel [3| noch einmal zur Sprache kommen. Auf der durch das RM
vermittelten Basis wurden schlieflich in den 80er Jahren auch Modelle entwickelt, die sich auf
polytome Antwortformate anwenden lassen. Hier sind etwa das Graded Response Modell (GRM)
von Samejima, das Rating Scale Modell (RSM) von Andrich und das Partial Credit Modell (PCM)
von Masters zu nennen.

Wie anhand der geschichtlichen Einordnung der IRT-Modelle im vorhergehenden Absatz er-
sichtlich werde konnte, spielt in den heute vorwiegend verwendeten IRT-Modellen das logistische
Regressionsmodell eine zentrale Rolle. Allgemein ldsst sich dieses anhand der logistischen Respon-

sefunktion oder der Logit-Linkfunktion folgendermafien darstellen:

e exp(n) B T
T+ren 1+fo(77) & g(m) =h"tn) =log(~——) =7 (2.1)

1—m

h(n) =m=
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Hieran wird ersichtlich, dass im Gegensatz zur linearen Regression nicht der konkrete Wert ei-
ner Responsevariable modelliert wird, sondern die Wahrscheinlichkeit fiir das konkrete Eintreten
einer Auspriagung der Responsevariable. In Anlehnung an [Fahrmeir| (2009, S. 190f.) koénnen al-
so die nachfolgende Tatsachen beriicksichtigt werden. So wird die Wahrscheinlichkeit = durch die
Responsefunktion A(n) mit dem linearen Pradiktor n verkniipft. Die Responsefunktion - auch Ant-
wortfunktion genannt - stellt dabei auf der ganzen reelen Achse streng monoton wachsende Funktion
mit h(n) € [0,1], Vn € R. Gleichzeitig wird durch g = h~! die Umkehrfunktion oder Inverse der
Responsefunktion reprisentiert und wird spezifisch auch als Linkfunktion bezeichnet. Die Darstel-
lung in Form von log[n/(1 — 7)] ergibt die s.g. logarithmierten Chancen oder kurz Logits. Zudem
wird fiir n das Logit-Modell als Verteilungsfunktion angenommen.

Insgesamt dient GI. als Grundlage zur Konstruktion beinahe aller IRT-Modelle, wobei hier
die jeweils interessierende Losungswahrscheinlichkeit einer Aufgabe in Abhéngigkeit von Personen-
und Itemparameter(n) modelliert wird. Das sich jeweils im Exponenten befindende 7 wird ent-
sprechend dem jeweiligen IRT-Modell durch eine spezifische Kombination eben dieser Personen-
und Itemparameter ersetzt. Anzumerken ist, dass konkret von allen IRT-Modellen ein Personen-
parameter pro Proband postuliert wird. Allerdings bedient man sich je nach verwendeten Modell
unterschiedlich vieler Itemparameter. Dieser Sachverhalt wird in einem spéteren Abschnitt jener
Sektion noch einmal aufgegriffen und eingehend erklart. Das Logit-Modell als Grundlage zur Be-
rechnung von Wahrscheinlichkeiten zu nehmen, ist insbesondere auch deshalb von Vorteil, da der
Wertebereich zwischen 0 und 1 liegt und sich zudem auch der Aspekt der strengen Monotonie
ausnutzen lidsst. An diese Tatsachen wird im Verlauf der Arbeit wiederholt angekniipft und diese
werden auch noch eingehender erklért.

Explizit sollte hier nun eine Besonderheit aller IRT-Modelle aufgefiihrt werden: die s.g. ,,Invarianz
Eigenschaft, entsprechend der die Item- und Personenparameter stichprobenunabhingig sind (vgl.
Hambleton, |1991}, S. 18) und demzufolge diese Parameter unabhéingig voneinander geschétzt werden
konnen. Damit bieten die Modelle der IRT auch einen entscheidenden Vorteil gegeniiber der KT'T,
die stichprobenabhéngig ist.

Trotz alledem muss beriicksichtigt werden, dass je nach verwendetem IRT-Modell und damit
aufgrund unterschiedlicher mathematischer Modellannahmen verschiedene Voraussetzungen erfiillt
sein miissen. Dabei gibt es sowohl zentrale Annahmen, die bei allen Modellen gegeben sein miissen,
aber auch Bedingungen, die explizit bei der Anwendung eines bestimmten Modells gewahrt sein
miissen. Zu Ersterem lassen sich die lokale stochastische Unabhingigkeit und die Homogenitét
nennen. Beide stellen notwendige Bedingungen fiir die bereits erwihnte Stichprobenunabhéngigkeit
dar. Da diese Eigenschaften im nachfolgenden Kapitel [3] und insbesondere [.4] noch ausfiihrlich
erklirt werden, soll hier nun nicht genauer auf diese Annahmen eingegangen werden. Ebenso sei
beziiglich der in allen eindimensional konzipierten Modellen geltenden Unidimensionalitéit auf diese
spater dargebotenen Sektionen verwiesen.

Zusammenfassend lassen sich gemé8 Irtel (1996, S. 46) drei wesentliche Unterscheidungsmerkmale
der logistischen IRT-Modelle zu der KTT erkennen:

1. Bei den besagten logistisch konzipierten IRT-Modellen wird zwischen den latenten Personen-

parametern und den beobachtbaren Variablen im Gegensatz zur K'TT kein linearer, sondern
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ein logistischer Zusammenhang angenommen.

2. Wéhrend die KTT auf direkten Messungen anhand der Testrohwerte aufbaut, geschieht diese
Art der Messung bei den IRT-Modellen auf indirektem Wege, basierend auf den einzelnen

Items eines Tests.

3. Es wird ein getrennt betrachteter Einfluss der Itemschwierigkeit und der Personenfiahigkeit
bezogen auf die Losungswahrscheinlichkeit suggeriert, womit spezifisch objektive Vergleiche

moglich werden.

Nun sollen noch kurz einige dieser logistischen IRT-Modelle gennant werden. Wie bereits indi-
rekt erwihnt, kann man die IRT-Modelle nicht nur nach den zugrundeliegenden Antwortformaten
unterscheiden. Es gibt eine Reihe von Aspekten, mittels derer sich die Modelle auf verschiedene
Weise taxonomisch ordnen lassen. So kann man die Modelle auch hinsichtlich der Zahl an Itempara-
metern aufgliedern, was eine hiufig genutzte Gliederung darbietet. Unter diesem Aspekt fand auch
die Einordnung der in Abb. dargestellten IRT-Modelle statt. Es sind jeweils die wichtigsten
Vertreter genannt und somit gilt es zu beachten, dass in dem Diagramm nicht alle existierenden
IRT-Modelle enthalten sind.

{IRT—Modelle}

1PL 2PL

Rasch- Rating Scale Partial Credit 1
Modell (RM) Modell (RSM) | | Modell (PCM) 3PL-Mode

{2PL—Modell} {Graded Response} {Generalisiertes}

Modell (GRM) | | PCM (GPCM)

Abb. 2.1: Darstellung der wichtigsten IRT-Modelle, taxonomische Anordnung anhand der Anzahl
von Itemparametern

Mit der vorhergehenden Abbildung wird also ersichtlich, dass sich die aufgefiihrten Modelle nach
ihrer Anzahl von einem, zwei oder drei Itemparameter(n) unterscheiden lassen. Hierbei modellie-
ren einparametrische (1PL-)IRT-Modelle das Antwortverhalten mit lediglich einem Itemparameter.
Dieser steht in direktem Zusammenhang mit der Positionierung des jeweiligen Items auf der Ska-
la der latenten Variable. Aus diesem Grund wird dieser auch als Lokationsparameter bezeichnet.
Grundsétzlich ist dieser in allen aufgezéhlten Modellen enthalten und wird in direkten Bezug zum
Personenparameter gesetzt, welcher als Maf} fiir die Fahigkeit eines betrachteten Probanden steht.
Zu dieser Art der IRT-Modelle gehort insbesondere das von Rasch 1960 eingefiihrte Rasch-Modell
und das 1982 von Masters entwickelte Partial Credit Modell, ebenso wie das Rating Scale Modell
von Andrich (1978).
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Entsprechend der vorhergehenden Erkliarung enthalten also zweiparametrische (2PL-)IRT-Modelle
zwei Itemparameter. Neben dem bereits genannten Lokationsparameter, wird ein s.g. Steigungs-
bzw. Diskriminationsparameter - auch als ,,Slope Parameter” bezeichnet - hinzugenommen. Spezi-
ell ist dazu zu erwéhnen, dass das Generalisierte Partial Credit Modell, dessen Begriinder Muraki
(1992) ist, den 2PL-IRT-Modellen angehort und letztlich auf dem einparametrischen PCM basiert.
Zudem auch die Erweiterung des RMs, das s.g. 2PL-Modell oder auch Birnbaum-Modell, was von
Birnbaum (1968) vorgestellt wurde. Auflerdem ldsst sich noch das Graded Response Modell von
Samjima (1969) zu dieser Art der IRT-Modell zuordnen.

Hinzu kommt, dass gerade bei Multiple Choice Tests unterstellt wird, dass eine korrekte Ant-
wort auch erraten werden kann. Diese Tatsache findet bei der Anwendung von 3PL-IRT-Modellen
Beriicksichtigung, indem das jeweilige Modell nicht nur den Lokations- und Steigungsparameter
beinhaltet, sondern zusétzlich einen s.g. Rateparameter, der auch als ,Guessing Parameter* be-
zeichnet wird. Dieser dritte Itemparameter findet sich z.B. bei der Anwendung von Birnbaum’s
(1968) eingefiihrten 3PL-Modell, welches keinen Zweitnamen besitzt. Dieses stellt eine Erweiterung
seines 2PL-Modells und damit auch des RMs dar.

Der Einfluss der verwendeten Itemparameter kann insbesondere auch grafisch gut nachvollzogen
werden. Zur genaueren Veranschaulichung wird daher in Kapitel [3] auch kurz auf die moglichen
Erweiterungen des RMs, das 2PL- und 3PL-Modell nach Birnbaum, eingegangen, und deren Cha-
rakteristiken anhand von entsprechenden Grafik verdeutlicht. Zun#chst soll dazu aber das RM

vorgestellt werden.
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Im Rahmen der IRT kommt man i.A. nicht um das Modell des Dénen Georg Rasch| (1960) herum.
Dieses kann explizit zur Auswertung psychologischer Tests, etwa zur Messung der Leistungsfihig-
keit oder Intelligenz einer Person, genutzt werden. Um das s.g. unidimensionalen Rasch-Modell
(RM) jedoch konkret anwenden zu kénnen, miissen die Antwortkategorien als dichotome Varia-
blen vorliegen. Genauer gesagt bedeutet dies, dass die Antwortmoglichkeiten in einem Test nur
als richtig oder falsch eingestuft werden kénnen oder eine Aussage bejaht oder verneint werden
kann. Insbesondere liegt diesem Modell damit die Idee zugrunde, dass die Ergebnisse eines Tests
nur von zwei wesentlichen Komponenten abhéngen. Diese sind die Fahigkeit einer Person, sowie
die Schwierigkeit des jeweiligen Items.

Nachfolgend soll eben dieses klassische RM genauer vorgestellt werden, da es - wie bereits zuvor
erwahnt - die Basis vieler IRT-Modelle darstellt und insbesondere auch als Grundlage zur Entwick-
lung des s.g. Partial Credit Modells (PCM) gilt, worauf im Kapitel 4| genauer eingegangen wird.
Hierzu werden die Modellgleichung, die im RM geltende Annahmen, sowie die s.g. itemcharakte-
ristischen Kurven (ICCs) und mogliche Parameterschitzungen néher erldautert. Diese Abschnitte
lassen sich auch anschaulich mittels Strobl (2012) nachvollziehen. Anschliefend werden zusétzlich
noch kurz die zwei und drei Itemparameter umfassenden Erweiterungen des RMs vorgestellt, was
in Anlehnung an Eid| (2014) geschieht.

Mithilfe des RMs lésst sich allgemein die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass eine Person p eine
Aufgabe i in einem Test l6sen kann unter gleichzeitiger Beriicksichtigung der latenten Fahigkeit
dieser Person ¢, und der Schwierigkeit des betrachteten Items ;. Dabei bezeichnet p eine der
p =1,..., P Personen und ¢ eines der ¢ = 1,...,I Items. Angemerkt sei hierzu, dass man von
dem Personen- oder Féhigkeitsparameter ¢, und vom Aufgaben/Item- oder auch Schwierigkeit-
sparameter (3; spricht. Diese beiden (latenten) Parametertypen liegen auf einer identischen Skala,
die theoretisch von —oo bis co geht. Zudem kann das dichotome Antwortformat durch Zuweisung
einer 0 oder 1 - wobei es sich um die s.g. Dummy-Kodierung handelt - zu der entsprechen di-
chotomen Zufallsvariable X,; veranschaulicht werden. Folglich wird in GIl. also mittels der
logistischen Verteilungsfunktion die Wahrscheinlichkeit eine Aufgabe zu l6sen unter gleichzeitiger
Berticksichtigung der Personenfihigkeit ¢, und der Itemschwierigkeit ; modelliert.

exp(6p — Bi)

7Tpi1 = P(sz = 1|9p7/81) = 1 + exp(ep - 52) (31)

Insbesondere gilt dabei stets, dass ein hoher Wert des #-Parameters eine hohe Personenfiahigkeit
impliziert, genauso wie ein hoher Wert des §-Parameters auf eine schwierige Aufgabe hindeutet.
Umgekehrtes gilt analog. Damit beriicksichtigt GI. also, dass die Losungswahrscheinlichkeit
fiir eine Aufgabe mit entsprechendem Schwierigkeitsgrad §; zunimmt, je fahiger eine Person ist.
Demnach ist in den vorhergehenden Formeln auch inbegriffen, dass fiir eine Person mit einer Fé-
higkeit von 60, bei steigender Aufgabenschwierigkeit die Losungswahrscheinlichkeit fiir dieses Item
abnimmt. Zudem ist in GI. durch die zugrundeliegende logistische Verteilungsfunktion ge-

wiahrleistet, dass die Losungswahrscheinlichkeit m;;, im Wertebereich von 0 bis 1 liegt.
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Ein besonderes Augenmerk sollte auch auf den Exponenten im Z#hler bzw. Nenner geworfen
werden. Hierbei ergibt sich, falls eine Person kompetenter ist als eine Aufgabe schwierig ist, eine
positive Differenz und damit eine Losungswahrscheinlichkeit, welche groer als 0.5 ist. Andersherum
erhilt man eine negative Differenz im Exponenten bzw. eine Losungswahrscheinlichkeit, die kleiner
ist als 0.5, falls ein Item schwieriger ist, als eine Person fdhig ist. Sind beide Parameter gleich,
so nimmt die Losungswahrscheinlichkeit einen Wert von 0.5 an. Diese Tatsache findet auch bei
den s.g. itemcharakteristischen Kurven Verwendung, welche in einem spéteren Abschnitt dieses
Kapitels kurz dargestellt und erklért werden sollen. Zunéchst wird aber noch auch auf weitere
Darstellunsgmoglichkeiten des RMs eingegangen.

Bisher wurde nur die Berechnung der Wahrscheinlichkeit betrachtet, dass eine Person ein ihr
vorgelegtes Item losen kann. Allerdings lasst sich der umgekehrte Fall - also dass eine Aufgabe
von einem Probanden nicht gel6st wird - ebenfalls berechnen. Dies erfolgt iiber die Ermittlung
der Gegenwahrscheinlichkeit, welche der nachstehenden GI. entnommen werden kann. Da die
Summe der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses und ihrer Gegenwahrscheinlichkeit bekanntlich 1
bzw. 100% ist, ldsst sich 7,0 ganz einfach durch Subtraktion der in Gl. dargestellten Wahr-
scheinlichkeit von 1 errechnen. Indem nun die entsprechende Formel eingesetzt und der Minuend
auf den gleichen Nenner gebracht wird wie der Subtrahend, ergibt sich schliefilich die gesuchte
Wahrscheinlichkeit fiir das Nicht-Losen einer Aufgabe ¢ durch eine Person p.

1
14 exp(8, — Bi)

Tpi0 = P(Xpl == 0|0pyﬁz) =1- P(sz == 1‘9p,ﬁl) (32)

Betrachtet man Gl. (3.1) und Gl. (3.2)) der bedingten Wahrscheinlichkeit fiir eine korrekte und
die fiir eine falsche Antwort noch einmal genauer, so liasst sich erkennen, dass diese sich auch zu
einer gemeinsamen Formel zusammenfassen lassen. Damit erhélt man die folgende Gl. (3.3) fiir die

jeweilige Wahrscheinlichkeit des Losens oder Nicht-Losens einer Aufgabe:

exp[xpi : (Hp — Bi)]

Mpiz = P(Xpl = l’piwpaﬁi) = 1+ €$p(9p — /81)

exp[l-(0p—0B:)] _  exp(0p—0;) .. o (33)
| a5 = Treapity—py> X wpi =1

exp[0-(0p—B:i)] _ 1 s o

l—l—ezL’p(@pp—ﬂi) T l+4exp(0p—0i)° fiir Lpi = 0

Im Zuge der GLMs - Kurzform fiir generalisierte lineare Modelle - ldsst sich die bisher dargestellte
logistische Responsefunktion von GI. auch umschreiben zur Logit-Linkfunktion, womit man
die logarithmierten Chancen/Odds - fiir das Eintreten einer korrekten Antwort gegeniiber einer
falschen - erhélt:

log(—22—) = log(“2) = 6, — ; (3.4)

1 —mpin Tpi0

An die moglichen Darstellungen der Modellgleichung soll als Nichstes die grafische Abbildung
des RMs néher erldutert werden. Hierzu bedient man sich der bereits angesprochenen itemchark-
teristischen Kurven, im Englischen bezeichnet als ,Item Charcteristic Curves“ (ICC). Dabei wird

die Losungswahrscheinlichkeit eines Items in Abhéngigkeit von der Personenféhigkeit 6, abgebildet.
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Derartige ICCs sind in allen Grafiken von Abb.[3.J]am Ende dieses Kapitels zu sehen. Zunéichst sind
zur Beschreibung des RMs aber nur die oberen beiden Grafiken von Bedeutung. Erstere entspricht
prinzipiell der grafischen Darstellung von GI. . Hierbei wird zu einem Item mit Schwierig-
keitsgrad 3; = 0 sowohl die Losungswahrscheinlichkeit 7,1, als auch die entsprechende Gegen-
wahrscheinlichkeit 7,0 in Abhéngigkeit von der latenten Personenféhigkeit dargestellt. Da sich die
Wabhrscheinlichkeit fiir das Nicht-Losen einer Aufgabe direkt aus der Losungswahrscheinlichkeit die-
ser Aufgabe ergibt, verzichtet man i.A. auf die Darstellung der Ersteren. Mittels dieser Grafik kann
auch erkléirt werden, wie sich der Schwierigkeitsparameter einer Aufgabe ¢ ablesen lésst: dieser ent-
spricht genau demjenigen Wert auf der Personenfihigkeits-Achse, bei dem ein Testteilnehmer eine
50%-ige Losungswahrscheinlichkeit fiir die betrachtete Aufgabe i hiitte. Fiir diesen Fihigkeitswert
ist also die Wahrscheinlichkeit fiir das Losen oder Nicht-Losen eines betrachteten Items gleich groS.
Wie in einem der vorhergehenden Abschnitte bereits beschrieben, ist das der Fall, wenn die beiden
Parameter 6, und 3; denselben Wert annehmen. Gleichzeitig befindet sich hier der Wendepunkt
einer derartigen 1CC.

Da fiir alle Aufgaben eines Tests dieselbe latente Skala angenommen wird, lassen sich auch die
ICCs mehrerer Aufgaben in einer Grafik abbilden. Dies ist in der mittleren Grafik von Abb. vor-
genommen worden. Anhand des Verlaufs der Kurven sollten einige weitere Eigenschaften des RMs
ersichtlich werden: bedingt durch den streng monoton steigenden Verlauf der ICCs - was ein typi-
sches Merkmal logistischer Verteilungsfunktionen ist - nahert sich die Losungswahrscheinlichkeit mit
zunehmender Personenfihigkeit dem Wert 1 an, mit abnehmender Kompetenz geht diese gegen 0.
Folglich bringt eine hohere oder niedrigere Personenfiahigkeit an den Randbereichen nur eine geringe
Anderung der Losungswahrscheinlichkeit mit sich. Dagegen bedingt eine zunehmende Kompetenz
im mittleren Bereich einen vergleichsweise starken Anstieg der Losungswahrscheinlichkeit. Hierbei
dient die Steigung der Kurve also als Maf3 dafiir, wie deutlich das jeweilige Item zwischen den un-
terschiedlichen Ausprigungen der gleichen Personenfidhigkeit differenzieren kann. Demzufolge kann
man umso besser zwischen zwei Testindividuen mit unterschiedlich stark ausgepragter Fihigkeit
unterscheiden, je stiarker die Steigung im mittleren Bereich der Kurve ist. Aufgrund dessen spricht
man allgemein auch von der s.g. Trennschérfe, wobei im RM die Trennschérfe aller Items gleich
grof} ist.

Auffallend ist in der mittleren Grafik zudem, dass alle Kurven parallel zueinander verlaufen und
lediglich entlang der Abszisse verschoben sind. Diese Verschiebung ergibt sich aus dem héheren oder
niedrigeren Schwierigkeitsgrad der gestellten Testfrage. Somit bezeichnen entlang der x-Achse nach
links verschobene Kurven die Losungswahrscheinlichkeit fiir leichtere Items, nach rechts verschobene
deuten entsprechend auf schwerere Aufgaben hin. Die Parallelitdt der Kurven ergibt sich aus der
Modellgleichung: fiir jede Aufgabe gibt es nur einen Parameter, der sich &ndern kann, und zwar die
Itemschwierigkeit ;. Inhaltlich gesehen bedingt dies, dass alle Aufgaben die gleiche Trennschérfe
besitzen miissen, insofern das RM zur Anwendung kommen soll. Diese Tatsache beziiglich der
Parallelitdt der Kurven kann als strenge Anforderung an einen Test gesehen werden oder bereits
als eine Eigenschaft des RMs.

Weitere grundlegende Eigenschaften, die bei Giiltigkeit des RMs erfiillt sein miissen, werden nun
folgend kurz erldutert. Allerdings gelten beim PCM, welches in Kapitel[dausfiihrlich behandelt wird,
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diese Annahmen und Eigenschaften des RMs in &hnlicher Weise. Daher sollen die Charakteristiken
des RMs lediglich kurz ausgefiihrt werden. Insbesondere wird nur die inhaltliche Bedeutung, nicht
aber die mathematische Darstellung dieser Eigenschaften dargelegt.

Zu einer der Annahmen des RMs gehort die Eindimensionalitét, welche die Item- und Personen-
homogenitat umfasst. Durch die Aufgabenhomogenitét wird festgesetzt, dass die Schwierigkeit der
Aufgaben fiir alle Testpersonen identisch sein muss. Umgekehrt muss aber auch gelten, dass die
gemessene Personenfahigkeit 6, unabhéngig von der gewéhlten Aufgabe ist, was als Personenhomo-
genitét bezeichnet wird. Damit impliziert die Eindimensionalitéit also, dass die Personenfihigkeit
0, und die Itemschwierigkeit 3; auf einer gemeinsamen latenten Dimension liegen.

Zudem ist auch die lokale stochastische Unabhingigkeit im RM von zentraler Bedeutung. Die
stochastische Unabhiingigkeit ist gegeben, insofern das Losen einer Aufgabe nicht von einer vor-
hergehenden abhéngt. Dies ist gewahrt, wenn die Items eines Tests nicht aufeinander aufbauen.
Andererseits konnte allerdings auch auf Personenseite diese Annahme verletzt werden, falls bei-
spielsweise die Testteilnehmer von einander abschreiben kénnen. Dies gilt es insbesondere bei der
Testplanung zu beriicksichtigen und dem ist moéglichst entgegenzuwirken. Der Zusatz ,lokale “ sto-
chastische Unabhéngigkeit bezieht sich auf die Konstanthaltung des Personenparameters. Damit
muss die Losungswahrscheinlichkeit zweier Aufgaben nur unabhingig voneinander sein, solange
man eine Person bzw. mehrere Personen mit der gleichen Fahigkeit betrachtet. Genauer gesagt,
ist damit also zugelassen, dass eine Person mit einem sehr hohen 6-Wert alle Aufgaben mit hoher
Wabhrscheinlichkeit 16st, im Vergleich zu einem Probanden mit einem niedrigeren Fahigkeitswert.

Des Weiteren spielt die spezifische Objektivitéit eine zentrale Rolle im RM. Indirekt wurde auf
diesen Sachverhalt im vorhergehenden Abschnitt bereits eingegangen. Die spezifische Objektivitét
garantiert ndmlich, dass es beim Vergleich der Fahigkeit zweier oder mehrerer Personen nicht von
Bedeutung ist, anhand welchen Items man sie vergleicht. Denn hat ein Testteilnehmer einen héhe-
ren Fahigkeitsscore als eine Vergleichsperson, so wird dieser betrachtete Teilnehmer auch mit einer
hoheren Wahrscheinlichkeit die Aufgabe 16sen kénnen als die Vergleichsperson. Umgekehrt ist ein
Item mit einem hohem S-Parameter schwieriger zu lsen als eines mit einem niedrigen Aufgaben-
parameter, unabhéngig davon welche Person betrachtet wird.

Aulerdem sei erwéhnt, dass es fiir die beiden unbekannten Parameter 6, und 3; im RM jeweils ei-
ne suffiziente Statistik gibt. Allgemein gesprochen wird eine Statistik 7'(x) fiir einen nicht bekannten
Parameter v als suffizient bezeichnet, insofern sie genauso viel Information iiber diesen Parameter
v enthiilt wie die Stichprobe selbst (vgl. Kauerman 2014, S. 15). Nun sei nur kurz erwihnt, dass im
RM die Gesamtzahl der von einer Person korrekt beantworteten Aufgaben eine suffiziente Statistik
fiir den Fahigkeitsparameter darstellt. In dhnlicher Weise ist die Summe der Personen, welche ei-
ne Aufgabe richtig 16sen konnten, eine suffiziente Statistik fiir den Schwierigkeitsparameter. Diese
Eigenschaft des RMs wird im nachfolgenden Kapitel durch Ubertragung des Sachverhalts auf
das PCM néher erldutert.

Zu alledem l&sst sich noch eine Annahme zum Messniveau des RMs treffen. So argumentiert
beispielsweise [Fischer| (1995, Kap. 2), dass das RM nur bis auf Intervallskalenniveau Eindeutigkeit
besitzt. Hierbei bezeichnen Intervallskalen metrische Skalen mit nur einem relativen Nullpunkt.

Dies liasst auch dadurch begriinden, dass sich Absolutskalen - im Gegensatz zu Intervallskalen - mit
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absolutem Nullpunkt fiir die beiden Parameter kaum rechtfertigen lassen, unter dem Aspekt, dass
diese Parameter latente, also nicht direkt messbare Eigenschaften darstellen.

Als Néchstes stellt sich noch die Frage, wie die Fahigkeits- und Aufgabenparameter bestimmt
werden konnen. Von besonderem Interesse ist dabei meistens die Schiatzung der Aufgabenschwierig-
keit. Hierzu sollen die moglichen Methoden zur Parameterschidtzung nur kurz namentlich erwahnt
werden. Wiederum sei darauf verwiesen, dass in den Kapiteln zum PCM - explizit in Kapitel
] - hierauf genauer eingegangen wird. Vorwiegend finden im RM drei Schitzmethoden zur Er-
mittlung der Itemparameter ihre Anwendung, welche auf dem Maximum-Likelihood (ML) Prinzip
basieren. Demzufolge werden die Parameter also so geschétzt, dass die Wahrscheinlichkeit die be-
obachteten Daten zu erhalten, maximiert wird. Die drei besagten Methoden sind die ,,Gemeinsame
ML-Schétzung® (JML), die ,Bedingte ML-Schétzung* (CML) und die ,Marginale ML-Schétzung*
(MML). Diese Schitzansétze unterscheiden sich jeweils im Vorgehen zur Bestimmung der Parame-
ter. Allerdings haben alle gemeinsam, dass hierbei insbesondere von der im RM geltenden lokale
stochastische Unabhéngigkeit Gebrauch gemacht wird. Im Zuge der JML-Methode werden die Per-
sonenparameter gleichzeitig mit denen der Aufgaben ermittelt. Insofern eine der anderen beiden
ML-Methoden verwendet wurde, bietet es sich an die Fahigkeitsparameter iiber die s.g. gewichtete
ML-Methode (WML) - Kurzform abgeleitet vom Englischen ,,weighted“ -, welche von [Warm, (1985)
ausfiihrlich behandelt wird, oder Bayes-Schiatzmethoden zu schétzen.

Nun folgend soll noch kurz auf die bereits in Kapitel |2 erwéhnten, von Birnbaum, (1968) vorge-
nommenen Erweiterungen des dichotomen RMs eingegangen werden und in diesem Zuge das 2PL-
und 3PL-Modell vorgestellt werden. Dies geschieht in Anlehnung an Eid (2014, Kapitel 4.6.1 und
4.6.2). Wie bereits in Kapitel [2] verdeutlicht wurde, wird im Unterschied zum RM im 2PL- oder
auch Birnbaum-Modell ein s.g. Diskriminations- oder Steigungsparameter aufgenommen. Dadurch
findet eine Gewichtung der Abweichung des Fahigkeitswertes vom Schwierigkeitsparameter mit dem
itemspezifischen Faktor «; statt. Die Modellgleichung lautet dann entsprechend wie folgt:

explai(0p — Bi)]

mpi1 = P(Xpi = 1|0p, 4, i) = 1+ explai (0, — Bi)] (3:5)

Gerade bei Multiple Choice Tests setzt man voraus, dass mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
auch durch Raten eine Frage korrekt beantwortet werden kann. Beriicksichtigt man also zu&tzlich
einen Rateparameter -;, so ergibt sich dann das 3PL-Modell in Form von GI. . Nach [Rost
(1996)) kann dieser Modellparameter «y; entweder geschitzt werden oder priaexperimentell vorgege-
ben werden. Letzteres bedeutet, dass man beispielsweise bei einem vier Kategorien umfassendem

Item von 7; = 1/4 = 0.25 ausgeht.

explai(6p — Bi)]
1+ ea:p[ai(ﬂp — ﬁz)]

Diese Erweiterungen von Birnbaum lassen sich auch graphisch gut nachvollziehen. Hierzu ist
beispielhaft die untere der drei Grafiken in Abb. 3] zu betrachten. Zunéchst soll auf einige Ei-

genschaften des 2PL-Modells eingegangen werden. Dazu betrachte man die hellblau eingezeichnete

Tpil = P(sz = 1“91370%@‘7%) =% + <1 - ’}/7») (36)

Linie, die zwar denselben Schwierigkeitsparameter (3; = 0 verglichen mit der griin dargestellten ICC
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3 Das Rasch-Modell (RM)

des RMs hat, allerdings durch Beriicksichtigung eines Diskriminationsparameters von a; = 2 eine
verénderte Steigung im mittleren Bereich der Kurve aufweist. So ist zu vermerken, dass sich diesel-
be Abweichung bzw. die gleiche Distanz von der Itemschwierigkeit 5; = 0 bei dem RM mit einem
Steigungsparameter von «; = 1 anders auswirkt als bei dem 2PL-Modell mit einem Steigungspa-
rameter von «; = 2. Unterhalb des Schwierigkeitsparameters besitzt eine Person eine insgesamt
niedrigere Losungswahrscheinlichkeit bei demjenigen Modell - hier also 2PL-Modell - mit einem ho-
heren Wert des Steigungsparameters. Allerdings gilt oberhalb des Aufgabenwertes 3; Umgekehrtes.
Je grofler also der Wert des a-Parameters ist, desto besser kann man Personen mit unterschiedli-
chem Fahigkeitswert unterscheiden bzw. dasjenige Item kann umso besser zwischen den Personen
diskriminieren.

Wie dadurch zudem ersichtlich wird, ergibt sich durch die Einfithrung verschiedener Diskrimi-
nationsparameter, dass sich die ICCs der einzelnen Items schneiden und damit unterschiedliche
Trennschérfen besitzen. Damit gilt insbesondere, dass die im RM geltende Annahme der spezifi-
schen Objektivitdt hier nun aufgegeben wird. Denn ,testet man nur Personen im oberen Fihig-
keitsspektrum, so wiirde man zu einer anderen Rangordnung der Itemschwierigkeiten gelangen, als
wenn man Personen im unteren Fahigkeitsspektrum testet. Die Rangfolge der Itemschwierigkeiten
ist somit abhéngig von der Auswahl der jeweiligen Personenstichprobe, was zur Konsequenz hat,
dass das zweiparametrige logistische Modell keine spezifisch objektiven Messungen erméglicht® (vgl.
Rost}, (1996, S. 134). Des Weiteren ergibt sich, dass weder die Anzahl der gelosten Aufgaben eine
suffiziente Statistik fiir den Fahigkeitsparameter darstellt, noch dass die Anzahl der Probanden,
die eine Aufgabe l6sen konnten, eine suffiziente Statistik fiir den Schwierigkeitsparameter ist. Im
2PL-Modell gilt stattdessen, dass die Summe der mit den Steigungsparametern gewichteten Aufga-
benparameter eine suffiziente Statistik fiir den Fahigkeitswert einer Person darbietet. Diese beiden
kurz erlduterten Tatsachen lassen sich z.B. mit [Rost (1996, Kapitel 3) genauer nachvollziehen,
sollen im Folgenden aber nicht weiter ausgefithrt werden. Allerdings sei auf eine Problematik der
suffizienten Statistik fiir den Personenparameter im 2PL-Modell hingewiesen: i.A. sind die Diskri-
minationsparameter nicht bekannt und folglich kann auch die mit den a-Parametern gewichtete
Summe der Itemantworten nicht berechnet werden. Dies fithrt dazu, dass die CML-Schatzung nicht
durchgefiihrt werden kann. Weiterhin sind aber die JML und MML-Methode anwendbar. Auf den
mathematischen Hintergrund dieser Schiatzmethoden wird in Kapitel [5| schliefSlich eingegangen.

Nun soll allerdings die Erklérung der grafischen Darstellung weiter ausgefiihrt werden. So sei
noch einmal daran erinnert, dass das 3PL-Modell neben dem Lokations- und Steigungsparameter
zusétzlich noch einen Rateparameter ~; beinhaltet. Dadurch ergibt sich bei grafischer Veranschau-
lichung dieses Modells - beispielhaft dargestellt anhand der dunkelblauen, gepunkteten Kurve in
der untersten Grafik von Abb. -, dass bei einem gegen —oco gehenden Féhigkeitsparameter die
Losungswahrscheinlichkeit nicht wie beim RM gegen 0 strebt, sondern stattdessen gegen ;. Nimmt
man also - wie bereits zuvor beispielhaft erwihnt - ein vier Kategorien umfassendes Item an, so
kann man den Rateparameter auf ; = 0.25 festsetzen.

Auf Basis dieses Wissens soll nun zum PCM von Masters (1982) und dem GPCM von Muraki
(1992) iibergeleitet werden. Hierzu sei angemerkt, dass der Hauptunterschied zwischen dem RM

und dem PCM wohl die Anwendbarkeit auf das jeweilige Datenformat darstellt.
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ICC zu RM mit Darstellung des Ldsens und Nicht-L&sens einer Aufgabe
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Abb. 3.1: Grafische Veranschaulichungen zu RM von Rasch, sowie zum 2PL- und 3PL-Modell Birn-
baum
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4 Grundlegendes zum Partial Credit Modell (PCM)

Das in dem vorhergehenden Kapitel beschriebene RM von Rasch! (1960)) diente Masters| (1982) als
Grundlage fiir die Ausarbeitung des s.g. Partial Credit Modells (PCM). Dabei geht das PCM, eben-
so wie das RM, davon aus, dass {iber die gegebene Itemantworten auf eine ihnen gemeinsame, latente
Variable geschlossen werden kann. Gerade in Anbetracht der Tatsache, dass es nicht nur dichotome
Bewertungsformate gibt - auf die das RM angewendet werden kénnte -, hat das PCM Einzug in
die IRT genommen. V.a. in der Schule/Universitit, im beruflichen Alltag oder insbesondere auch
in der Psychologie ist es oftmals notwendig nicht nur zwischen den Ausprigungen falsch/richtig
bzw. Ablehnung/Zustimmung zu unterscheiden. So miissen vielmehr auch ,Zwischenstufen* Be-
riicksichtigung finden und damit mehr als zwei Antwortmoglichkeiten bereitgestellt werden. Hat
man also Tests, Forschungsfragen, Klausuraufgaben, etc. mit mehrstufigen Antwortkategorien, de-
nen zusétzlich eine gewisse Ordnung zugrunde liegt, so sollte das PCM eine Moglichkeit der Analyse
darbieten. Generell ist das PCM bei Variablen mit geordneten Antwortkategorien und damit auf
ordinale Daten anwendbar. Dies ist auch der Grund, weshalb das PCM von vielen Autoren als
yordinales Rasch-Modell“ bezeichnet wird (siehe dazu beispielsweise Rost), 1996, Kapitel 3.3.1).

Um die Bedeutung des ordinalen Skalenniveaus und damit einer vergebenen Rangfolge noch
einmal zu verdeutlichen, denke man beispielhaft an eine Umfrage nach der Zufriedenheit mit der
aktuellen politischen Situation. Hierzu stellt man den Befragten die Antwortkategorien ,,sehr unzu-
frieden®, ,,mittel“ und ,sehr zufrieden® bereit. Damit vergibt folglich eine Person, die ,,sehr zufrieden®
ankreuzt, der politische Lage eine bessere Bewertung und damit einen héheren Rang, als eine Person
die nur mittelméfBig zufrieden mit den aktuellen Umsténden ist. Analoges gilt fiir den Vergleich der
abgestuften Antworten ,sehr unzufrieden“ und ,,mittel“. Zugleich sind diese drei Klassifizierungen
leicht erweiterbar, etwa indem man das Item um die weniger extremen Antworten ,,unzufrieden” und
yzufrieden” ergéinzt. Zu beachten ist, dass sich auch diese Antwortmdoglichkeiten in die geordnete
Struktur der vorhergehenden Kategorien einordnen lassen.

Bei diesen ordinalen Beobachtungsformaten kénnen nach Masters| (1982, S. 149ff.) grundsétzlich
vier verschiedenen Typen unterschieden werden: ,,Repeated Trials®, ,,Counts®, ,, Rating Scales* und
,Partial Credit“. In den nachfolgenden Kapiteln wird insbesondere auf eben dieses ,,Partial Credit“-
Format eingegangen, die beiden zuerst genannten Typen koénnen beispielsweise mithilfe Thissen
(1986) nachvollzogen werden. Ratingskalen koénnen als Spezialfall des Partial Credit Scorings ein-
geordnet werden und daher lésst sich die Modellgleichung des Rating Scale Modells nach [Andrich
(1978)) mittels einer gewissen Restriktion aus dem PCM herleiten. Auf den Unterschied zwischen
RSM und PCM wird gegen Ende von Sektion kurz eingegangen.

In diesem Kapitel wird dem Leser nun zunéchst aufgezeigt, wie ,,Partial Credit“-Bewertungen in
Matrixnotation repréisentiert werden kéonnen und wie sich die Modellgleichung des PCMs schritt-
weise mithilfe des RMs konstruieren lésst. Zudem wird auf die grafische Darstellung, sowie auf
die geltenden Modellannahmen und -eigenschaften niher eingegangen. Auflerdem wird noch die
Erweiterung des PCMs, das s.g. Generalisierte Partial Credit Modell (GPCM) vorgestellt.
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4.1 Darstellung von Partial Credit Scores in Matrixnotation

4.1 Darstellung von Partial Credit Scores in Matrixnotation

Diese Sektion baut im Wesentlichen auf Masters (1982, S. 155f.) auf. Das von ihm konstruierte PCM
stellt eine Erweiterung des in Kapitel [3| vorgestellten RMs dar und beinhaltet dieses insbesondere
auch als Spezialfall. Den Anreiz fiir Konstruktion des PCMs gab die Annahme durch Partial Credit
Scoring prézisere Schiatzungen der latenten Personfdhigkeit zu erhalten, als durch einfache Einstu-
fung einer Antwort als richtig/falsch bzw. Zustimmung/Ablehnung, was durch das RM postuliert
wird. Mithilfe der Partial Credit Bewertung kénnen also auch Fragen mit mehreren zur Verfiigung
stehenden Antworten beriicksichtigt werden oder Items stufenweise beurteilt werden. Beispielsweise
kann so eine umfangreiche Mathematikaufgabe nicht nur als falsch oder richtig gelost angesehen
werden, sondern es kann auch zugelassen werden, dass der erste Teil des Items korrekt bearbeitet
wurde, im weiteren Verlauf jedoch ein Fehler unterlaufen ist.

Allgemein wird somit als Erstes die Reihenfolge der einzelnen k = 0,...,m; geordneten Lo-
sungsabschnitte bzw. Kategorien eines Items ¢ bestimmt, wobei wiederum ¢ = 1,..., I gilt. Diese
Kategorien werden im Folgenden als Leistungsniveaus/-levels bezeichnet. In aufsteigender Reihen-
folge wird dann dem Ausgangsniveau der Wert 0, dem ersten Leistungsniveau der Wert 1, usw.
und schliefflich dem mj;-ten Level der Wert m; zugewiesen. Hierbei befindet man sich - je nach
betrachtetem Aufgabentyp - in der als Ausgangsniveau bezeichneten Kategorie 0, falls man noch
keine Antwort gegeben hat oder man bereits die erste Stufe nicht bewéltigen kann oder wenn man
die niedrigsten Antwortkategorie angibt. Entsprechend des Indizes von m; sollte zudem ersichtlich
werden, dass es sehr wohl zugelassen ist, dass die einzelnen Items unterschiedlich viele Kategorien
aufweisen.

Von diesen Leistungslevels klar abzugrenzen sind die (Losungs-)Stufen/Schwellen - auch als
,» Thresholds® bezeichnet -, die jeweils zwischen zwei benachbarten Kategorien liegen. Ein Item 3
umfasst entsprechend der Anzahl an Levels also m; Stufen. Genauer gesagt gelangt man durch
Bewiltigung der ersten Stufe auf das erste Leistungslevel, durch Meistern der zweiten auf das
zweite Level, usw. bis man schlieBlich durch Bewerkstelligung der m;-ten Stufe auf das hoéchste
Niveau m; der Aufgabe kommt. Dieser Sachverhalt kann auch mithilfe der spéter prisentierten
Abb. nachvollzogen werden. Allgemein wird im Folgenden die Anzahl erfolgreich absolvierter
Stufen einer Person p bei dem jeweils betrachteten Item ¢ als Score x,; bezeichnet, wobei somit gilt
Tpi € k =0,...,m;. Es sollte deutlich werden, dass x,; die aufsummierte Zahl der Schwellen bis
hin zu einer betrachteten Kategorie k darstellt. Entsprechend dazu wird X,; als Zufallsvariable mit
den moglichen Realisationen xp; definiert, wobei konsequenter Weise auch fiir X,; € £ =0,...,m;
gilt.

Da Kenntnisse iiber das Partial Credit Format unverzichtbar zum Versténdnis des PCMs sind,
wird zunichst diese Art der Bewertung ndher erldutert. Hierzu wird beispielhaft von einem Ma-

thematikitem ausgegangen, welches letztlich drei Rechenschritt - also m; = 3 - bis zur korrekten

21
o =12 =7
0.75

Der erste Schritt, um vom Leistungslevel 0 auf 1 zu gelangen, wire hier - geméfl mathematischen

Losung verlangt:

Rechenregeln - also 21 durch 0.75 zu teilen. Als Nachstes muss man von dem Ergebnis 28 die Zahl
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12 subtrahieren, um schliefllich im letzten Schritt die Wurzel aus 16 ziehen zu kénnen und damit
das hochste Leistungsniveau 3 erlangen zu kénnen. Nur wenn man diese Reihenfolge beachtet und
alle Teilschritte hin zum néchst hoheren Level meistern kann, erhélt man als Endergebnis schlieflich
die Zahl 4.

Hiermit sollte also deutlich werden, dass jedes einzelne Leistungsniveau bis hin zum Ergebnis
separat beurteilt wird und als korrekt oder inkorrekt geltst eingestuft wird. Wird also ein Teilschritt
korrekt absolviert und damit das néchst hchere Level k + 1 erlangt, so wird diesem nun erreichten
Level eine 1 zugewiesen, anderenfalls eine 0. Ist letzteres eingetreten, hat Proband p also eine Stufe
nicht meistern koénnen, so kann er auch alle darauf folgenden Teilabschnitte nicht mehr korrekt
beantworten und diese werden deshalb ebenfalls mit einer 0 versehen. Sollte man also bereits die
erste Losungsstufe nicht bewerkstelligen kénnen, so verharrt man auf dem untersten Leistungslevel
0. Um das Ganze bildlich darzustellen, kann Abb. betrachtet werden.

Leistungsniveau
0 1 2 3
21/0.75 =7 0 1.Stufe 1
e
2M-12 =7 1 2.Stufe 2
e
V16 =7 2 3.Stufe 3
-

Abb. 4.1: Dreistufiger Losungsweg am Beispiel eines Mathematikitems

Von dieser beispielhaften Darstellung kann auch direkt auf die Matrixnotation eines derartigen
Items iibergeleitet werden. Dazu sollte man sich vor Augen fithren, dass Niveau 0 einer bereits
auf den ersten Losungsabschnitt gegebenen, falschen Antwort entspricht. Level 1 erreicht man,
insofern man 21/0.75 richtig berechnet, und die anderen zwei Levels erlangt man analog durch
korrektes Losen der jeweiligen Teilschritte. Die Matrixnotation eines solchen Mathematikitems kann
dann mithilfe der 0-1-Kodierung bzw. Dummy-Kodierung wie in Tab. - beispielhaft anhand
von zehn Personen - dargestellt werden und es ergibt sich damit eine P x m;-Matrix. Hierbei
sei darauf hingewiesen, dass der Ubersicht halber, Nuller und damit inkorrekte Losungen, nicht
eingetragen sind. Folglich entsprechen diese also theoretisch gesehen den leeren Zellen der Tabelle.
Zudem sei angemerkt, dass sich die Anzahl der erfolgreich absolvierten Stufen bzw. der Score
xp; aus der Gesamtzahl notierter Einsen - ungeachtet der des Ausgangsniveaus - berechnen lésst.
Zugleich stellen die Spaltenrandsummen s;; die Anzahl der Personen dar, welche Level k bei dem
betrachteten Item erreichen konnten.

Mithilfe des Scores x,; ist es schliellich auch moglich eine Matrix aufzustellen, die nicht nur die
Ergebnisse eines Items, sondern von allen I Aufgaben eines Tests umfasst. Entsprechend ergibt sich
eine PxI-Matrix, deren Eintrige die jeweilige Scores x); der Person p bei Item 7 sind. Auf diese
Matrix wird im folgenden Verlauf dieser Arbeit vermehrt zuriickgegriffen und wird als Antwort-
Matrix X bezeichnet.

Generell kann die vorgestellte Art der stufenweisen Interpretation anhand der Mathematikaufga-
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Leistungsniveau

Person 0 1 2 3 Score
1 1 1 1 1 3
2 1 0
3 1 1 1 2
4 1 1 1 1 3
5 1 1 1
6 1 0
7 1 1 1 2
8 1 1 1 1 3
9 1 0
10 1 1 1 2

Gesamt: | s;0 = 10 $i1 =17 Si20 =106 Si3 =3

Tab. 4.1: Matrixnotation eines dreistufigen Losungsweges am Beispiel eines Mathematikitems

be auf jegliche Items mit ordinalen Antwortméglichkeiten iibertragen werden. So kann auch nochmal
auf das Beispiel zu Beginn des Kapitels [4] zuriickgegriffen werden. Geht man von der Frage nach der
Zufriedenheit mit der aktuellen politischen Situation aus und stellt die fiinf Antwortalternativen
nsehr unzufrieden”, ,unzufrieden®, ,mittel”, ,zufrieden und ,sehr zufrieden* bereit, so wird eine
gewisse aufsteigende Rangfolge erkennbar. Hierbei kann nédmlich von der eigentlichen Angabe, die
ein Befragter gibt, darauf geschlossen werden, welche Stufen dieser genommen hat, um bis zu eben
dieser Antwort zu gelangen. Eine Person, die unzufrieden ist mit den politischen Zustdnden des
Landes, hat so zu sagen eine Stufe mehr bewerkstelligt als eine Person, die sehr unzufrieden ist mit
der derzeitigen Situation. Wiirde man das Ganze analog zu Abb. bildlich veranschaulichen, so
ergeben sich 5 Levels mit entsprechend m; = 4 Losungsstufen. Dabei entspricht Level 0 also der
starken Unzufriedenheit und geht bis hin zu Level 4, was der einer sehr hohen Zufriedenheit gleich
kommt.

Mit diesem Vorwissen zum Partial Credit Format kann nun auch die Konstruktion des PCMs

nach Masters| (1982)) genauer erldutert werden.

4.2 Vom RM zum PCM

Nun folgend soll der Uberlegung nachgegangen werden, wie sich das dichotome RM mittels gewis-
ser Abwandlung auf ordinale Daten oder genauer gesagt auf Partial Credit Bewertungen anwenden
lasst. Um dies bestmoglich darlegen zu konnen, wird die Konstruktion des PCMs an Masters) (1982)
Vorgehen ankiipfend erldutert. Des Weiteren wurde auch [Masters| (1988, S. 282ff.) als Quelle her-
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4.2 Vom RM zum PCM

angezogen.

FEine erste Idee bestand darin, jedes Leistungsniveau k einzeln zu betrachten und jeweils zu
bestimmen, ob dieses Level k erreicht wurde oder nicht. Wiederum kann man sich also der 0-1-
Kodierung bzw. der Dummy-Kodierung bedienen und so fiir jedes Level k separat festhalten, ob
eine Personen p auf dieses gelangen konnte oder nicht. Folglich kann hiermit die bedingte Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten von X,;; = 1 berechnet werden, dass also Person p Level k bei der
betrachteten Aufgabe i erreicht:

exp(0p — i)

Wie bereits im RM (vgl. Kapitel bezeichnet ¢ eines der 1,...,1 Items, p eine der 1,..., P
Personen und 6, den zugehorigen Fahigkeitsparameter der betrachteten Person p. Allerdings wird
nun zusétzlich das jeweilige Level k der betrachteten Aufgabe i beriicksichtigt und folglich muss
der Schwierigkeitsparameter um einen Indizes erweitert werden. Da der Schwierigkeitsparameter im
Laufe der Konstruktion des PCMs noch abgeéndert wird, wird hier zunéchst die Bezeichnung §;;, fiir
diesen gewdhlt. Dieser Parameter bezeichnet also die Schwierigkeit das Level k bei der betrachteten
Aufgabe i zu erreichen.

Aufgrund des vorliegenden ordinalen Skalenniveaus gilt stets, dass die Anzahl der Personen, die
Level k erreichen, niemals grofler sein kann, als die Anzahl der Personen, die Level k — 1 erreicht
haben. Unter Beriicksichtigung von Tab[4.1] bedeutet dies also, dass fiir die Spaltenrandsummen
Sk gilt:

8i0 2 Si1 = Si2 =2+ 2 Sim,

Gleichzeitig gilt, dass s;; eine suffiziente Statistik fiir §;; darstellt. Der Begriff einer suffizienten
Statistik fiir einen bestimmten Parameter wurde bereits in Kapitel [3| definiert und bedeutet hier
inhaltlich also, dass durch s;; alle relevanten Informationen beziiglich d;; gegeben sind. Somit kann
dann geschlussfolgert werden, dass sich ebenso wie die Spaltenrandsummen auch die (Schétzer
der) Schwierigkeitsparameter einer Aufgabe i, aufgeteilt nach dem jeweiligen k-ten Level, anordnen
lassen. Dabei ist also das k-te Leistungsniveau einfacher oder zumindest gleichermaflen schwierig

zu erlangen wie das (k + 1)-te Level. Mathematisch ausdriicken ldsst sich dies wie folgt darstellen:
01 < iz < -+ < i,

Allerdings ist hier nun auf eine Problematik hinzuweisen: eine zentrale Annahme des RMs stellt
die Eindimensionalitét dar, geméfl der die dichotome Beobachtung bzw. Zufallsvariable X, nur
von dem jeweiligen Personenparameter ¢, und dem entsprechenden Aufgabenparameter abhingt,
unabhéngig von jeglichen anderen Einfliissen. Jedoch ist es hier fiir eine Person - auch ersichtlich
anhand von Tab. - nicht moglich Level 3 zu erreichen, wenn nicht zuvor Level 1 und daran
anschlieflend Level 2 bewerkstelligt wurden. Offensichtlich unterliegt also z.B. P(X,i3 = 1) weite-
ren Abhingigkeiten als nur der von 6, und d;3. Diese hierarchische Abhéngigkeit macht also eine
Ubertragung des RMs auf die Analyse von Partial Credit Scores in dieser Weise fraglich.

Masters (1982) schligt daher eine andere Vorgehensweise vor. Demzufolge sollte man sich - er-
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neut im Bezug auf das drei Kategorien umfassende Beispiel aus Tab. - von der Sichtweise der
drei aufsteigend angeordneten Levelschwierigkeiten §;1, d;0 und ;3 abwenden und damit allgemein
von dem Parameter d;;, welcher die Schwierigkeit beschreibt Level k& der Aufgabe i zu erreichen.
Stattdessen sollten gemé&f} |[Masters| (1982) die individuellen Schwierigkeiten der einzelnen Losungs-
stufen an sich betrachtet werden und damit 3;;. Hierbei entspricht j einer der moglichen Stufen bei
Item 7 und der Index lduft entsprechend bis hin zum erreichten Score z,; von Person p bei Item 4,
womit folglich gilt j =0, ..., z,; und gleichzeitig ,; € k.

Um diese nun gewéhlte Vorgehensweise moéglichst anschaulich darstellen zu kénnen, soll noch
einmal Bezug auf das zuvor erwihnte Mathematikitem aus Abb. [£.1] genommen werden. Hier be-
schreibt beispielsweise die Schwierigkeit von Stufe 3, wie wahrscheinlich es fiir eine Person p ist,
Leistungsniveau 3 zu erreichen unter gleichzeitiger Beriicksichtigung, dass Level 2 bereits erreicht
wurde. Anders ausgedriickt wird durch die Schwierigkeit von Stufe 3 also bestimmt, wie wahrschein-
lich es ist, dass die betrachtete Person eher auf Niveau 3 gelangt als auf Niveau 2 zu verweilen.
Eine mogliche Modellierung dieser bedingten Wahrscheinlichkeit ist in Formel dargestellt. Da-
bei beschreibt 7,2 4 m,;3 die Wahrscheinlichkeit fiir Person p entweder Leistungsniveau 2 oder
3 zu erzielen und folglich ldsst sich mittels der gesamten Gl. die bedingte Wahrscheinlich-
keit berechnen, eher die dritte Stufe zu bewiltigen und damit eher einen Score von z,; = 3 als
Zp; = 2 zu erhalten. Allgemein wird ®,,3 auch als Schwellenwahrscheinlichkeit bezeichnet, da die

Wahrscheinlichkeit modelliert wird, die Schwelle von Niveau 2 nach 3 zu iiberschreiten.

mpis __exp(fp — Pi3)
Tpi2 + Tpiz 1+ exp(0, — Biz)

D3 = (4.2)

Es ist zu beachten, dass zwar explizit durch ;3 die Wahrscheinlichkeit von Niveau 2 zu Niveau
3 zu gelangen beinhaltet ist, damit allerdings nichts iiber die Wahrscheinlichkeit zuvor Level 2
zu erreichen gesagt ist. Insbesondere sei noch auf den hinteren Teil von GI. hingewiesen.
Hierbei findet die Tatsache - wie auch im RM - Beriicksichtigung, dass die Wahrscheinlichkeit in
die hohere Kategorie zu gelangen mit zunehmender Personenfihigkeit 6, ebenfalls zunimmt. Dies
kommt durch die Differenz von ¢, — ;3 im jeweiligen Exponenten von Zahler bzw. Nenner zutage.
Da insbesondere wieder die logistische Verteilungsfunktion zugrunde liegt und diese streng monoton
steigend ist, nimmt mit einem gréfler werdenden Exponenten schliellich auch die Wahrscheinlichkeit
zu das jeweils hohere Leistungslevel zu erreichen. Ist also 8, grofler als §;3, so gilt wie im RM, dass
die Wahrscheinlichkeit die Schwelle von Kategorie 2 nach 3 zu iiberschreiten grofer als 0.5 ist.
Umgekehrtes gilt entsprechend.

Analog zu Gleichung lassen sich auch die Wahrscheinlichkeiten fiir die Bewiéltigung der ande-
ren beiden Stufen aufstellen. Damit kann also allgemein formuliert nachfolgende Gl. betrachtet
werden. Generell wird hierdurch die Wahrscheinlichkeit ausgedriickt, jeweils eher auf ein hoheres
Niveau und damit einen héheren Score von x zu erlangen, als auf das entsprechende, darunter
liegende Niveau zu verweilen bzw. einen niedrigeren Score von x — 1 zu erhalten. Letztlich wird
also Rasch’s Modell aus GI. auf jedes Paar benachbarter Kategorien aus einem Set geordneter
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Kategorien angewandt (vgl. Masters, |1988, S. 283).

Tpix exp( ﬁzz)
i = d = , 4.3
P 7sz'(:):fl) + Tpiz 1+ exp(ep - /Bzx) ( )

mit z=0,...,m; und m,_1)=0

Zu alldem gilt nun, dass jede Person eine der vier Niveauebenen - einschliefllich Level 0 - bei dem

beispielhaften Mathematikitem erreichen muss und daraus folgt dann, dass gelten muss:
Tpio + Tpil + Tpi2 + Tpiz = 1 (4.4)

Allgemein formuliert kann somit geschlussfolgert werden, dass bei einer begrenzten Anzahl an
m; moglichen Kategorien fiir Item ¢ und gleichzeitiger Notwendigkeit der Antwort einer Person p,

gilt:
m;
> ik =1 (4.5)
k=0

Anhand von GI. und kann nun direkt die Modellgleichung des PCMs hergeleitet werden
- was im Detail mithilfe von Rost| (1996} S. 201-203) nachvollziehbar ist -, die wie in Gl. darge-
stellt werden kann. Damit wird es also moéglich die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, dass Person p
bei Item ¢ einen Score von x,; erreicht, was der Anzahl an bewerkstelligten Stufen entspricht. Diese
Berechnung geschieht in Abhéngigkeit vom jeweiligen Personenparameter und Aufgabenparameter,
wobei zugleich die Anzahl zur Verfiigung stehender Antwortkategorien m; beriicksichtigt wird. Da-
mit gilt es also alle Schwellenparameter des Items ¢ zu beriicksichtigen und entsprechend geschieht
die Wahrscheinlichkeitsberechnung in Abh#ngigkeit von B; = (Si1, ..., Bim,), welcher als Vektor
alle Schwellenparameter zu einem spezifischen Item ¢ enthélt. Noch einmal sei darauf hingewiesen,
dass sehr wohl zugelassen ist, dass die Aufgaben eines Tests unterschiedlich viele Antwortkategori-
en - ersichtlich anhand des Indizes von m; - aufweisen konnen. Allgemein gesprochen wird die in
GL. berechnete Wahrscheinlichkeit als bedingte Kategorienwahrscheinlichkeit bezeichnet und
die Funktion als Item-Category-Response-Funktion (ICRF), mit der die Wahrscheinlichkeit einer
bestimmten Kategorie bzw. Scores als Funktion der Fahigkeit einer Person und dem jeweiligen

Schwellenparameter dargestellt wird.
exp[Yj—o(0p — Bij)]
Zk 0 ewp[Z o( P Bz])]

_eap(ay — 350 Bij)
S exp(ky, — SF_o Bij)

Tpiz = P(sz = $‘9puﬁzk)

exp(xb, — Tiz)
Zk oexp(kb, — 7i1)’

mit xr€k=0,1,...,m; und Z —Bij) =0
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Hierbei bezeichnet 7;, bzw. 7 die Summe {iber alle Schwellenparameter die kleiner oder gleich
dem Score z sind bzw. der Kategorie k. Auf diesen Parameter wird erst bei der konkreten Analyse
des PCMs/GPCMs mittels ausgewihlter R-Pakete zuriickgegriffen und kann deshalb zunéchst un-
geachtet bleiben. Zu erwdhnen ist an dieser Stelle noch, dass sich anhand von 7k, also der Summe
aller Schwellenparameter des Items ¢, der s.g. Lokationsparameter errechnen lédsst. Dieser Lage-
parameter des Items auf kontinuierlicher Dimension ergibt sich aus dem arithmetische Mittel von
;i und es gilt entsprechend %Ti x zu bestimmen. Hieran kann dann Folgendes abgelesen werden:
»Ist der Wert negativ, bedeutet dies, dass die Schwellen im Mittel negative Werte annehmen und
dass das Item eher im unteren Bereich des latenten Merkmals differenziert. Ist der Wert positiv,
diskriminiert das Item eher im oberen Bereich des latenten Merkmals* (Eid, 2014, S. 237).

Die nachfolgende eingehendere Erklarung der Modellformel - dargestellt in Gl. - erfolgt in
Anlehnung an [Eid (2014, Kapitel 5.4.1.1). Zunichst kann festgehalten werden, dass die Gleichung
des PCMs so allgemein formuliert ist, dass sie auch fiir das niedrigste Level 0 durch Einsetzen
eines Scores von x = 0 zutreffend ist. Wie aber bereits anhand von GI. ersichtlich wird, gibt
es theoretisch gesehen keinen Schwellenparameter fiir die Kategorie 0. Dies ist insbesondere auch
deshalb sinnvoll, da unabhéngig von der Fahigkeit einer Person das Ausgangsniveau immer erreicht
wird. Deshalb wird der notationellen Einfachkeit halber Z?:o (6p — Bij) = 0 gesetzt. Damit be-
tragt schlieflich die Wahrscheinlichkeit das Ausgangsniveau bzw. das niedrigste Level zu erlangen
logischerweise 1. Dazu ist nun auch anzumerken, dass gemafi Muraki (1992, S. 6) B;0 kein Lokati-
onsparameter im engeren Sinne darstellt. Dieser Parameter kann theoretisch gesehen jeden Wert

annehmen, da sich der Term, welcher diesen Parameter enthélt, sowieso aus Gl. (4.6)) kiirzen lésst:

exp(0p — Bio) - exp [23611 (6p — Bij)]
exp(6p — i) + Litty expl(0p — Bio) + X1 (6p — Bij)]
_ exp[57 (0, — Bij)]
1+ S0 eap[XF_ (6, — Bij)]

Tpiz =

AuBlerdem ist zu vermerken, dass der Nenner der Modellformel in GI. fiir einen spezifischen
Fahigkeitsparameter 6, konstant iiber alle Niveaus eines Items ¢ ist. Gleichzeitig sorgt der Nenner
somit fiir eine Normierung und damit dafiir, dass die bedingten Kategorienwahrscheinlichkeiten
Tpiz = P(Xpi = x|6)p, Bir,) Werte von 0 bis 1 annehmen kénnen.

Im Gegensatz zum Nenner werden im Zéhler nur die Schwellenparameter bis zum jeweils erlang-
ten Score x aufsummiert. Somit héngt der Zdhler nur von der Fihigkeit der betrachteten Person
0, und den bis hin zum Score x aufsummierten Schwellenparametern einer Aufgabe Z?Zo Bij ab.
Zu beachten ist allerdings, dass der Personenparameter mit dem Score bzw. den bis dahin be-
wiltigten Stufen x gewichtet wird. Diese Gewichtung ergibt sich, da alle Schwellen zwischen den
einzelnen Kategorien bis hin zur z-ten mit dem jeweiligen Personenparameter 6, verglichen wer-
den. In den Worten von Rost| (2013) ausgedriickt, .. ..setzt [jede Person| ihren Féhigkeits- oder
Attitude-Parameter so oft erfolgreich ein, bis sie ihre Stufe erreicht hat (daher ein x als Koeffizient
des Personenparameters)“. Entsprechend wird dann auch der Z#hler umso grofer, je grofier die

Differenz zwischen dem Fi#higkeitsparameter und den Schwellenparametern ist. Genauer kann dies
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auch anhand der spéter vorgestellten Gl. nachvollzogen werden.

Allerdings hiangt die bedingte Kategorienwahrscheinlichkeit nicht nur von den aufsummierten Dif-
ferenzen von Personenparameter und der Schwierigkeit der Stufen bis hin zum Score z ab, sondern
es finden durch den Nenner von Gl. auch die oberhalb von x liegenden Schwellen Beriicksich-
tigung. Dies bedingt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine der mittleren Kategorien bei Zunahme
der latenten Variable ¢, nicht ebenfalls immer gréBer wird, sondern nach Erreichen des jeweiligen
Maximums wieder abfiillt. Auf diesen Aspekt wird im anschlieenden Kapitel [.3] zuriickgegriffen.

Letztlich kann also anhand von GI. auch bestimmt werden, welches Leistungsniveau von
einer Person mit einem Fahigkeitswert 6, am wahrscheinlichsten erreicht wird. Dies héngt aber -
wie zuvor erldutert - von der Schwierigkeit aller vorhandenen Schwellen ab.

Kernstiick des PCMs stellt gemafi Masters (1997, S. 103) der lokale Vergleich zweier benachbarter
Kategorien x —1 und x dar, dementsprechend wird hier lokal das bindre RM unter Beriicksichtigung
des zugehorigen Kategorienparameters (;, postuliert, was in GI. dargestellt wurde. Ahnlich
wie in Gl lassen sich somit auch die Adjacent-Category Logits, also quasi die logarithmierte
Chancen zweier benachbarter Kategorien & und k — 1 bzw. bezogen auf den Score x — 1 und z,
bestimmen. Insgesamt stellt also der Quotient ®,;;/(1 — ®p;,; die Chancen (Odds) dar und es
wird damit angegeben, in welchem Verhéltnis die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ®;, zu dem

Nicht-Eintreten des Ereignisses, also 1 — ®,,;;, steht.

Tpiz/ (Tpi(z—1) + Tpiz)

logit(®piz) = log(+—1o—) = log[ﬂ i(e-1)/ (Tpi(e—1) + Tpiz)
pi(x— b r— v

1— P

(4.8)
= log(—P"—) = 0, — Bi,
Tpi(z—1)

Von besonderer Bedeutung ist beim PCM - wie bereits bei den Eigenschaften der IRT-Modelle
in Kapitel 2| erwéihnt wurde -, dass die stufenweisen Schwierigkeitsparameter 5;, bzw. allgemeiner
formuliert (8;; separiert betrachtet werden kénnen und damit auch unabhéngig von den jeweiligen
Personenparametern geschétzt werden. Auf diese Separierbarkeit und die damit einhergehende Suf-
fizienz wird im Kapitel [£.4.4] noch genauer eingegangen. Vermerkt sei, dass die Separierbarkeit der
einzelnen Schwierigkeitsparameter (3;, den entscheidenden Unterschied zu den Level-Parametern
0;5 aus GL darstellt. Um noch einmal explizit zwischen den beiden Parametern S;; und d;;
zu differenzieren, sei verdeutlicht, dass f3;, die Schwierigkeit der k-ten Stufe - wobei k =0, ..., m; -
bei Aufgabe i zum Ausdruck bringt. Folglich kennzeichnet der S-Parameter des PCMs die Lokation
der k-ten Schwellen auf der Skala der latenten Variable 6,. Dagegen steht d;;, fiir die Schwierigkeit
der k-ten Kategorie und ergibt sich damit als die Summe der Schwierigkeiten aller Schwellen, die
bis zum Erreichen der k-ten Kategorie gemeistert werden mussten. Insbesondere kann damit auch
geschlussfolgert werden, dass die Schwellenparameter eines Items ¢ nicht den Kategorien geméfl
aufsteigend sortiert sein miissen, was fiir die J-Parameter schon der Fall ist.

Um die Erkldrung zu den Schwellenparametern (3;; abzurunden, kann auch noch kurz auf den
Unterschied zwischen dem PCM und dem RSM von |Andrich| (1978) eingegangen werden, welches
bereits zu Beginn des Kapitels [4] angesprochen wurde. Im PCM werden keine Annahmen bzw. Fest-

setzungen beziiglich der relativen Schwierigkeit der einzelnen Schwellen der Test-Items zueinander
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getroffen. Prinzipiell kann es beispielsweise deutlich schwieriger sein Stufe 1 bei Item ¢ zu bewéltigen
als Stufe 1 bei Item 7, wobei gilt 7 # 7. Dagegen ist das Rating Scale Format gekennzeichnet durch
festen Satz geordneter ,Bewertungspunkte®, welcher bei allen I Items gegeben ist (vgl. [Masters,
1982, S. 162). DemgeméB sollte auch die relative Schwierigkeit der Schwellen sich zwischen den
einzelnen Items nicht (bzw. kaum) unterscheiden.

An die theoretischen Aspekte des PCMs ankniipfend, soll im nachfolgenden Kapitel niher auf
die grafische Darstellung des PCMs eingegangen werden.

4.3 Grafische Darstellung

Nun folgend sollen fiir das PCM zwei Moglichkeiten der grafischen Darstellung vorgestellt werden.
Dies geschieht in Anlehnung an Rost| (1996 Kapitel 3.3.1). Dazu ist es als insbesondere erforderlich
die Begriffe ,,Schwellenwahrscheinlichkeit* und ,,Kategorienwahrscheinlichkeit* noch einmal genau
voneinander abzugrenzen. Beide Arten der bedingten Wahrscheinlichkeiten wurden im vorhergehen-
den Kapitel bereits dargestellt. Die Schwellenwahrscheinlichkeit ®,;, lasst sich in allgemeiner Form
GL entnehmen und die Kategorienwahrscheinlichkeit 7p;; entspricht der bedingten Wahr-
scheinlichkeit des PCMs, welche in GI. dargestellt ist. Zunéchst soll auf Erstere eingegangen

werden.

4.3.1 Anhand der Schwellenwahrscheinlichkeiten

Um die grafische Darstellung des PCMs anhand der s.g. Schwellenwahrscheinlichkeiten verdeut-
lichen zu konnen, ist es vorerst erforderlich, den Ausdruck ,,Schwelle* und damit von S;; bzw. 5
- bei Betrachtung eines bestimmten Scores x - noch einmal genau zu definieren: ,,Der Begriff der
Schwelle soll suggerieren, dass an diesem Punkt auf dem Kontinuum der Ubergang von einer Kate-
gorie zur anderen stattfindet, d.h. die Wahrscheinlichkeit in der folgenden Kategorie zu antworten
von diesem Punkt an grofler wird als die Wahrscheinlichkeit, in der vorangegangenen Kategorie zu
antworten® (Rost), (1996, S.199). Konsequenter Weise haben auf der jeweiligen Schwelle, d.h. auf der
Skala der latenten Variable, die beiden betrachteten Kategorien exakt dieselbe Wahrscheinlichkeit.
Damit besteht an diesem Punkt also jeweils eine 50%-ige Wahrscheinlichkeit auf das niedrigere
Level x — 1 oder hohere Level x zweier benachbarter Niveaus zu gelangen. In Anlehnung an Kapitel
ist Bi; also genau derjenige Wert auf Skala der latenten Variable, an dem sich die jeweilige
Schwelle befindet.

Bei aufmerksamer Betrachtung dieser Definition kann man direkte Parallelen zum RM (vgl.
Kapitel feststellen. Auch hier gibt es eine Schwelle, ndmlich diejenige zwischen ,falsch® und
,richtig” bzw. zwischen Ablehnung und Zustimmung und somit zwischen Kategorie 0 und 1. Diese
Schwelle entspricht also auch hier dem Schwierigkeitsparameter 5; des RMs und entspricht damit
dem Schnittpunkt der beiden logistischen Funktionen in der oberen Grafik von Abb. auf der
latenten Skala.

An die vorhergehenden Uberlegungen ankniipfend kann nun generell die mathematische For-
mulierung der Schwellenwahrscheinlichkeit hergeleitet werden. Diese kann als relativer Anteil der

hoheren Kategorienwahrscheinlichkeit 7p;,; an der Gesamtwahrscheinlichkeit zweier benachbarter

24



4.3 Grafische Darstellung

Kategorien ;1) und mpi; beschrieben werden. Dementsprechend liegt die Schwelle - wie gefor-
dert - bei 0.5, falls die beiden Kategorienwahrscheinlichkeiten gleich sind. Insgesamt entspricht die
Schwellenwahrscheinlichkeit ®,;, also genau der in GI. bedingten Wahrscheinlichkeit von zwei
benachbarten Kategorien die jeweils niedrigere oder héhere zu erreichen und damit also die sich
dazwischen befindende z-te Stufe zu meistern unter gleichzeitig geltender Bedingung, dass Level
x — 1 oder z erlangt wird.

Hier kann noch einmal das RM gesondert betrachtet werden. Bei diesem gilt bei genauerer
Uberlegung némlich, dass die Schwellenwahrscheinlichkeit identisch zur Losungswahrscheinlichkeit
ist. Denn es gilt bei detaillierter Betrachtung des mittleren Teils von GI. , dass man fiir
Tpi(z—1)
der beiden Kategorien 0 und 1 an jedem Punkt auf der latenten Skala zu 1 addieren. Dadurch be-

+ Tpiz im dichotomen Fall 1 erhélt. Damit gilt auch, dass sich die Wahrscheinlichkeiten

dingt ergibt sich also, dass die zusétzliche Darstellung der Kategorienfunktion von der 0-Kategorie
redundant ist, was bereits anhand der obersten Grafik von Abb. dargestellt wurde. Diese Kurve
erhélt man ndmlich durch Spiegelung der ler-Kategorienfunktion an dem durch g; geféllten Lot.
Wie anhand der nachfolgenden Sektion noch ersichtlich wird, entspricht die Darstellung in der
obersten Grafik von Abb. damit den Kategorienwahrscheinlichkeiten.

Um nun wiederum auf die Schwellenwahrscheinlichkeiten des PCMs zuriickzukommen, nehme
man GL als Grundlage fiir diese Art der grafischen Darstellung, womit sich schliefilich auch ein
dghnliches Bild wie zuvor beim RM ergibt. Das Resultat sind demgeméf logistische Wahrscheinlich-
keitsfunktionen, wie sie in der oberen Grafik von Abb. beispielhaft anhand eines drei Kategorien
umfassenden Items auf Skala der Personenfiahigkeit dargestellt sind. Entsprechend wird anhand der
einzelnen Kurven also die Wahrscheinlichkeit fiir das Bewéltigen der Schwelle zweier benachbarter
Kategorien in Abhéngigkeit der zugrundeliegenden Personenfihigkeit abgebildet. Hierbei kann auch
die jeweilige Schwierigkeit einer Stufe x abgelesen werden, die demjenigen Wert auf der Skala der
latenten Variable entspricht, bei dem eine 50%-ige Wahrscheinlichkeit besteht das nichst hohere
Niveau x + 1 zu erreichen oder auf Level x zu verweilen.

Zu beachten ist generell, dass tendenziell nach links verschobene Kurven leichter zu bewélti-
genden Schwellen entsprechen. Demzufolge kennzeichnen eher rechts auf der Abszisse angeordnete
Kurven schwerer zu meisternde Schwellen. Hierdurch kommt die Tatsache zum Ausdruck, dass mit
zunehmender Schwierigkeit einer Stufe auch eine hohere Personenfihigkeit zum Erlangen der néchst
hoheren Niveauebene von No6ten ist. Dabei gilt es zu berticksichtigen, dass die Schwellen eines Items
nicht zwingend den Kategorien gemafl aufsteigend arrangiert sein miissen. Zwar ist dies in der obe-
ren Grafik von Abb. der Fall und so sind die einzelne g-Parameter des Items den Kategorien
entsprechend sortiert. Allerdings kann es auch vorkommen, dass sich beispielsweise die Bewéltigung
der Schwelle von Kategorie 1 zu 2 schwieriger gestaltet als die Uberschreitung der Stufe von Ka-
tegorie 0 zu 1 und damit die Anordnung der Kurven auf Skala der latenten Variable andersherum
erfolgt. Prinzipiell sollte noch erwihnt werden, dass sich auch die Schwellenwahrscheinlichkeiten
mehrerer Items gemeinsam darstellen lassen.

In der nachfolgenden Sektion soll nun auf die bereits mehrfach angesprochene Darstellung des

PCMs anhand der Kategorienwahrscheinlichkeiten eingegangen werden.
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4.3.2 Anhand der Kategorienwahrscheinlichkeiten

Nun soll eine weitere Moglichkeit der grafischen Darstellung iiber die einzelnen Kategorienwahr-
scheinlichkeiten und damit der ICRFs zur Sprache kommen. Insbesondere sollte man sich hierbei
im Klaren sein, welche zentrale Bedeutung die zugrundeliegende Ordnung der Antwortkategorien
hat. Wiederum auf Skala der latenten Personfihigkeit betrachtet hat dies folgende Auswirkung:
bei geringer Kompetenz einer Person dominiert die Wahrscheinlichkeit auf Niveauebene 0 zu ver-
weilen. Mit zunehmender Fihigkeit steigt dann jedoch die Wahrscheinlichkeit an, auf das néchst
hohere Level zu gelangen und damit sinkt allm&hlich die Wahrscheinlichkeit fiir Level 0 ab. Diese
Beobachtung setzt sich fiir die nachfolgenden Kategorien fort, bis schliellich ab einer gewissen Per-
sonenfihigkeit die Wahrscheinlichkeit fiir die hochste Kategorie bzw. das héchste Leistungsniveau
gegen 1 geht und entsprechend die Wahrscheinlichkeit fiir jegliche andere Kategorien gegen 0 strebt.
Diese Veranschaulichung sollte als Grundlage fiir die im Folgenden vorgestellt grafische Darstellung
der Kategorienwahrscheinlichkeiten dienen.

Eine relativ umfassende Erkldarung der bedingten Kategorienwahrscheinlichkeiten findet sich be-
reits in Kapitel bei der eingehenden Erklirung von der Modellformel des PCMs in Gl. (4.6)).
Der Anschaulichkeit halber soll nun diese GI. - wiederum bezogen auf ein dreistufiges und
damit vier Kategorien umfassendes Item - aufgeschliisselt nach den einzelnen vier Kategorien darge-
stellt werden. Insbesondere sollte hiermit deutlich werden, dass die zugrundeliegenden S-Parameter

graphisch gesehen Einfluss auf die relative Hohe der benachbarter Kategorienwahrscheinlichkeiten

nehmen.
P =0) =17 exp(fp — Bir) + exp(20, — Bu 1_ Biz) + exp(30p = Bir — Bz — Bis)’
P(Ypi=1) =1 + exp(Op — Bin) + e:np(QO:fpﬁ(ﬁp—_BfS)Jr exp(36p — Bir — Biz — Bis)’ (49)
Py =2) =17 exp(bp — Bi) + ea:p(;z:(fegu_—ﬁgiz_) %223317(3919 = Bin = Piz = Pis)”
P, = 3) exp(36, — Bin — Biz — Bis)

T 1+ exp(0, — Bi1) + exp(20, — Bir — Biz) + exp(30p — Bi1 — Biz — Bis)

Stellt man diese Kategorienwahrscheinlichkeiten als Kurven - s.g. ,Item Category Characteri-
stic Curves* (ICCCs) - abermals auf Skala der latenten Variable 6, dar, so ergeben sich derartige
Grafiken, wie sie mittig und unten in Abb. dargeboten sind. Die Aufgrund der Abhingigkeit
der bedingten Kategorienwahrscheinlichkeiten von der latenten Personenfihigkeit spricht man hier
allgemein auch von der s.g. Kategoriencharakteristik (-funktion) (vgl. Eid, 2014}, S.237). Es sei dar-
auf hingewiesen, dass die obere, sowie die mittlere Grafik aus Abb. in direkten Zusammenhang
stehen, wihrend die unterste Grafik der Erklirung eines spéter folgenden Sachverhaltes dient. An-
hand der oberen beiden Grafiken lassen sich nun beispielhaft die nachfolgenden Eigenschaften der
Kategoriencharakteristiken nachvollziehen (vgl. Eid, 2014, S.237):

1. Mit zunehmender Personenfihigkeit nimmt die Wahrscheinlichkeit fiir die erste Kategorie
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4.3 Grafische Darstellung

bzw. das Ausgangsniveau ab.

2. Die Wahrscheinlichkeiten fiir die mittleren Kategorien nehmen in aufsteigender Reihenfolge

bis zu einem Maximum hin zu und anschlielend wieder ab.

3. Dagegen nimmt die Wahrscheinlichkeit fiir das Erreichen der hichsten Leistungsebene mit

Zunahme der latenten Variable ebenfalls zu.

4. Die Schnittpunkte der Kategoriencharakteristiken kennzeichnen die jeweiligen Schwellenpa-
rameter [;;. Entsprechend ist hier die Wahrscheinlichkeit fiir die eine oder andere zweier

benachbarter Kategorien gleich grofl und betrigt entsprechend 50%. Somit gilt:
Op = Biz & Tpiz = Tpi(x—1)

5. Durch den Bezug zu den den Schwellenparameter lassen sich die jeweiligen Schnittpunkte der
Kategoriencharakteristiken auch als Wendepunkte der Schwellenwahrscheinlichkeiten deuten.
Daraus kann abgeleitet werden, dass bei einem hoher gelegenen Wert der Personfiahigkeit ver-
glichen mit dem Wert des Wendepunktes und damit von der Schwelle (3;,,, die Préaferenz hin zur
jeweils hoheren Kategorie steigt. Dies ldsst sich wiederum auf zweierlei Weisen mathematisch

ausdriicken:
9p < Biz & Tpiz < Tpi(z—1)

0[2 > Bzm = Tpiz > Tpi(z—1)

Insbesondere sollte auch deutlich werden, dass zwar die Kategorienwahrscheinlichkeiten an sich
in aufsteigender Reihenfolge geordnet sind, keinesfalls aber die einzelnen (;,-Parameter. Es kann
durchaus vorkommen, dass f;(,11) einen kleiner Wert aufweist als der Schwellenparameter einer
darunter liegenden Kategorie ;, und somit die Bewaltigung einer betrachteten Schwelle schwieri-
ger ist als die einer dariiber liegenden. Diese Tatsache lasst sich insbesondere anhand der untersten
Grafik von Abb. nachvollziehen. Hier ist nun beispielhaft ein drei Kategorien umfassendes Item
mit ungeordneten Schwellenparametern dargestellt, wobei also gilt B2 < 5;1 < Bi3. Demzufolge
besitzt die Kategoriencharakteristik der Kategorie 1 an keinem Punkt auf Skala der latenten Varia-
ble einen hoheren Wert als die Kategoriencharakteristik der iibrigen Kategorien des Items. Folglich
wird also Kategorie 1 gemieden und mit zunehmender Personenfihigkeit ergibt sich dann, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir Kategorie 0 in Kategorie 2 iibergeht. Bei derartigen Items bietet es sich
zumeist an, gemiedene Kategorien zu entfernen und zu Priifen, ,,ob die Antwortskala hierdurch
bessere Eigenschaften aufweisen wiirde* (Eid, 2014, S. 239).

Durch die vorhergehende Vorstellung der Modellformel, sowie durch die eben vorgestellten grafi-
schen Veranschaulichungen, lassen sich bereits einige Eigenschaften des PCMs erkennen. Auf eben
diese Eigenschaften und dem PCM zugrundeliegende Annahmen soll im anschliefenden Kapitel

genauer eingegangen werden.
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PCM: Darstellung der Schwellenwahrscheinlichkeiten
eines drei Kategorien umfassenden Items
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Abb. 4.2: Grafische Veranschaulichung des PCMs anhand der Schwellenwahrscheinlichkeiten, sowie
der Kategorienwahrscheinlichkeiten von (zwei) beispielhaften Items
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4.4 Annahmen und Eigenschaften

Da es sich bei dem PCM um eine mathematisches, probabilistisches Messmodell handelt, ist es
wohl auch naheliegend, dass einige Annahmen erfiillt sein miissen, um das PCM letztlich zur An-
wendung bringen zu kénnen. Sind diese Annahmen gegeben, so kénnen dann auch aussagekriftige
Schliisse aus den Parameterschitzungen gezogen werden. Zugleich bringt das PCM auch einige
niitzliche Eigenschaften mit sich, die insbesondere bei der spéter dargelegten Parameterschéitzung
ausgenutzt werden. Neben der Tatsache, dass zur Anwendung des PCMs ordinale Daten vorliegen
miissen, konnen im Wesentlichen fiinf weitere Annahmen und Eigenschaften des PCMs ausgemacht
werden. Dazu wird in den folgenden Abschnitten auf die Eindimensionalitit, lokale stochastische

Unabhéngigkeit, Suffizienz, spezifische Objektivitit und das Messniveau néiher eingegangen.

4.4.1 Eindimensionalitit

Von grundlegender Bedeutung fiir die Anwendung des PCMs ist u.a. die Eindimensionalitdt, mit
der die zentrale Annahme zum Ausdruck kommt, dass das Antwortverhalten einer Person nur von
einer einzigen latenten Variable gesteuert wird. Dies bedeutet beispielhaft dargestellt also, dass von
einem Mathematikitem verlangt wird, nur die mathematische Fahigkeit einer Person anzusprechen
und somit nicht zusétzlich sprachliche Fertigkeiten zum Losen einer Aufgabe verlangt werden. Die
anschlieBende kurze Erléduterung zur Eindimensionalitit erfolgt durch Ubertragung dieses in Strobl
(2012} S. 23) und Koller| (2012} S. 15f.) dargelegten Sachverhalts fiir das RM auf das PCM.

Die Annahme der Eindimensionalitit umfasst die s.g. Item- und Personenhomogenitét, welche
- wie in Kapitel [2] erwdhnt - in allen IRT-Modellen vorausgesetzt werden. Hierbei wird durch
die Aufgabenhomogenitéit festgesetzt, dass die Schwierigkeit der Aufgaben fiir alle Testpersonen
identisch sein muss. Umgekehrt muss aber auch gelten, dass die gemessene Personenféhigkeit 0,
unabhéngig von der gewidhlten Aufgabe ist, was als Personenhomogenitéit bezeichnet wird.

Damit impliziert die Eindimensionalitit also, dass die Personenfihigkeit und die Aufgabenschwie-
rigkeit bzw. genauer ausgedriickt die Schwellenparameter der einzelnen Aufgabe auf einer gemeinsa-
men latenten Dimension liegen. In der Modellgleichung wird dies durch die Subtraktion der beiden
Parameter(-typen) voneinander ersichtlich, in der grafischen Darstellung sowohl von den Schwellen-,
als auch von den Kategorienwahrscheinlichkeiten anhand der gemeinsamen Abtragung der Para-
meter auf der Abszisse. Damit wird auch klar, dass sich die Anordnung der Fihigkeitsparameter
der jeweils betrachteten Personen auf der x-Achse nicht dndern darf, egal fiir welches Item. Diese
Reihenfolge hingt also allein von der Losungskompetenz der entsprechenden Probanden ab, die

anhand der bewéltigten Aufgabenschwellen gemessen werden soll.

4.4.2 Spezifische Objetivitat

Eng mit der zuvor beschriebenen Annahme der Eindimensionalitdt bzw. deren Voraussetzungen
der Item- und Personenhomogenitit verkniipft, ist die im RM wie PCM geltende Eigenschaft der
spezifischen Objektivitit. Wiederum lésst sich diese Charakteristik, die anschaulich fiir das RM
in Strobl (2012 S.20-23), Koller| (2012, S. 19-22) und [Irtel (1996) beschrieben wird, auf das PCM

iibertragen.
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Garantiert wird mit dieser Annahme - wie dem Begriff bereits abzuleiten ist -, dass spezifisch
objektive Vergleiche mittels des PCMs moglich sind. Genauer gesagt, wird dadurch einerseits ge-
wéhrleistet, dass der Vergleich zweier Personen bzw. deren F#higkeit nicht von den betrachten
Items abhéngt, und andererseits, dass der Vergleich zweier Items anhand ihrer Schwellenparameter
unabhéngig von den Personen ist, die diese Aufgaben bearbeitet haben.

Um das Ganze mathematisch zu veranschaulichen, betrachte man noch einmal die in GI.
dargebotenen Adjacent-Categorie Logits. Mithilfe derer kann besonders gut die Annahme der spe-
zifischen Objektivitidt verdeutlicht werden. Vergleicht man némlich zwei verschiedene Personen p

und p, so gilt dann Folgendes beim Vergleich anhand zweier benachbarter Kategorien:

P(Xpi = z) P(Xp=z) .
lOg[P(Xpi =x— 1)] - lOg[P(X,;i e 1)] =
(4.10)
P(Xp=12)/P(Xpi=2—-1), ~
log[P(Xﬁi =12)/P(Xpi =z — 1)] = —(0p — 0p)

Wie anhand von Gl. ersichtlich wird, héngt der Vergleich zweier Personen einzig von deren
f-Parametern, nicht aber von der Kategorien der jeweiligen Aufgabe bzw. den Schwellenparametern
ab, anhand deren man die F&higkeit der beiden Probanden untersucht.

In analoger Weise kann auch gezeigt werden, dass beim Vergleich zweier Items i und 7 bzw.
genauer gesagt deren Schwellenparameter es keinen Einfluss hat, welche Personen die jeweiligen

Items bearbeitet haben:

P(Xy; = ) P(sz =) =
log[P(sz‘: _1)]_ZOQ[P(ng:$_1)]
(4.11)
log[P(XpZ - :E)/P(sz - 1)] = —(Biz — 6{1)

Somit gilt stets, dass leichtere Aufgaben insgesamt eine hohere Losungswahrscheinlichkeit aufwei-
sen als schwierigere. Dies fithrt dann zu der bereits erwédhnten Verschiebung der Schwellenparameter
entlang der Abszisse. In der oberen Grafik von Abb. ist dieser Sachverhalt gut erkennbar. Damit
kann schliellich geschlussfolgert werden, dass unter der gegebenen Annahme spezifischer Objektivi-
tét die logistischen Kurven - dargestellt anhand der Schwellenwahrscheinlichkeit - entweder identisch
sind oder aber parallel zueinander verlaufen, was abhéngig von den jeweiligen Schwellenparametern
ist. Jedoch schneiden sie sich keinesfalls.

Gleichzeitig wire die Annahme spezifischer Objektivitiat auch verletzt, insofern eine Aufgabe fiir
einzelne Personengruppen leichter zu losen ist, als fiir andere. Beispielsweise konnten Aufgaben
fiir Probanden mit unterschiedlicher Ethnizitdt bzw. Muttersprache unterschiedlich schwierig sein.
Damit konnte sich also bei einer Aufteilung der Testteilnehmer nach deutschsprachig und nicht-
deutschsprachig fiir die zweite Gruppe erhebliche Verstédndnisfragen herauskristallisieren, welche
nicht im Zusammenhang mit der eigentlichen Testfrage stehen. Dies bezeichnet man als ,,Differential
Item Functioning®* oder kurz DIF. Derartige Aufgaben miissen zur Anwendung des PCMs aus

dem Test entfernt werden. Wie dieses DIF erkannt werden kann, wird kurz in Kapitel [6] bei der
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Vorstellung ausgewéhlter R-Pakete erklart.
Zunéchst sollen nun aber weitere Annahmen des PCMs présentiert werden. Hierzu wird im

Folgenden die lokale stochastische Unabhéngigkeit genauer behandelt.

4.4.3 (Lokale) Stochastische Unabhangigkeit

Wie bereits in Kapitel [2| beschrieben wurde, zidhlt zu einer der grundlegenden Bedingungen der IRT-
Modelle die Annahme der lokalen stochastischen Unabhingigkeit. Diese ist unverzichtbar fiir die
Gewihrleistung der Stichprobenunabhéingigkeit der IRT-Modelle, durch welche ein klarer Vorteil
gegeniiber der KTT gegeben ist. Erneut lédsst sich diese Eigenschaft, welche ausfiihrlich in |Strobl
(2012, S. 16-20) und Koller| (2012} S. 16ff.) behandelt wird, vom RM auf das PCM iibertragen.

Ganz allgemein gesprochen ist die Unabhéngigkeit zweier Ereignisse A und B wie folgt definiert:
»Oind zwei Ereignisse [...] unabhéingig [...], so ist es fiir die Wahrscheinlichkeit von A ohne Bedeu-
tung, ob B eintritt, d.h. P(A|B) = P(A)* (Fahrmeir, 2010, S. 206). Im PCM ist die stochastische
Unabhéngigkeit nun gegeben, insofern das Losen einer Aufgabe nicht von einer vorhergehenden
abhingt bzw. falls das Bewiltigen einer Aufgabenschwelle unabhingig von der eines anderen Items
moglich ist. Hatte man beispielsweise zwei Mathematikitems, bei denen man das Ergebnis der
ersten Aufgabe zum Losen der zweiten Aufgabe bendtigt, so wire das Prinzip der stochastischen
Unabhéngigkeit verletzt.

Andersherum kann die Annahme der stochastischen Unabhéngigkeit aber auch auf der Personen-
seite verletzt sein. Dies wire der Fall, falls eine Person bei einem anderen Testteilnehmer abschreiben
kann. Diese Tatsache muss insbesondere bei der Planung der Testdurchfithrung Beriicksichtigung
finden.

Insofern die stochastische Unabhéingigkeit gegeben ist, kann schliefllich auch die Wahrscheinlich-
keitberechnung aus GI. nicht nur beziiglich eines Items und einer Person betrachtet werden,
sondern durch Multiplikation der Einzelwahrscheinlichkeiten auf beliebig viele P Personen und/oder
I Ttems erweitert werden. Hiervon wird v.a. im nachfolgenden Unterkapitel zur Suffizienz Ge-
brauch gemacht.

Der Zusatz ,lokale“ stochastische Unabhéngigkeit bezieht sich auf die Konstanthaltung des Per-
sonenparameters. Demzufolge miissen zwei Aufgaben nur voneinander unabhingig sein, solange
man Personen mit der gleichen Fahigkeit betrachtet. Genauer gesagt, ist damit also zugelassen,
dass eine Person mit einem sehr hohen 6-Wert alle Aufgaben mit hoher Wahrscheinlichkeit 16sen
kann, bzw. jeweils eine recht hohes Leistungslevel erreichen kann im Vergleich zu einem Probanden
mit einem niedrigeren Fahigkeitswert. Insgesamt ldsst sich schlussfolgern, dass bei Giiltigkeit der
Annahme lokaler stochastischer Unabhéngigkeit die Inter-Itemkorrelation (nahezu) génzlich durch

die Personenfihigkeit erkléirt werden kann.

4.4.4 Suffizienz

Eine der wohl wichtigsten Eigenschaften des PCMs und allgemein von den IRT-Modellen ist die
Separierbarkeit der Parameter und die damit einhergehende Suffizienz. Wie im RM gibt es auch

im PCM fiir die beiden unbekannten Parameter 6, und 3;, jeweils eine suffiziente Statistik. Auch
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hier ldsst sich die Suffizienz analog zu Kapitel [3| definieren: eine Statistik 7'(z) fiir einen nicht
bekannten Parameter v wird als suffizient bezeichnet, insofern sie genauso viel Information tiber
diesen Parameter v enthilt wie die Stichprobe selbst (vgl. Kauerman, 2014} S. 15).

In dieser Sektion soll nun entsprechend gezeigt werden, dass die einzelnen Zeilenrandsummen
von Tab. bzw. der Score x eine suffiziente Statistik fiir den Fahigkeitsparameter 0, reprisen-
tieren und die entsprechenden Spaltenrandsummen s;, als suffiziente Statistik fiir den jeweiligen
Schwellenparameter (3;, angesehen werden kénnen. Der nachfolgende Beweis zur im PCM geltenden
Suffizienz geschieht in Anlehnung an Masters (1982, S. 159ff.).

Zunichst wird die Wahrscheinlichkeit modelliert, dass sich fiir eine Person p ein beliebiger Ant-
wortvektor @, = (zp1,...,2pr) bei einem I Aufgaben umfassenden Test ergibt. Um diese Wahr-
scheinlichkeit zu berechnen werden die Einzelwahrscheinlichkeiten der ¢ = 1,...,I Items - wie sie
in GL dargestellt sind - miteinander multipliziert, was aufgrund der zuvor erléduterten lokalen
stochastischen Unabhéngigkeit moglich ist. Dementsprechend wird zur Berechnung der gesuchten
Wahrscheinlichkeit dann auf den Vektor 8 = (S11,. .-, Bimyy- -+, 811 - - -, Bim;) mit den einzelnen

Schwellenparametern aller I Aufgaben bedingt und es ergibt sich:

A e[ (0p — Biy)]
Peylt,.8) = 11| R M}

=1

655?[ z‘I:1 Z?ﬁo(ep - Bw)]

_ - , (4.12)
I msg k
mit ¥, =[] {Z exp[y (6, — 5ij)]]
i=1"k=0 Jj=0

Da im Folgenden verschiedene Personen und Items betrachtete werden, erstreckt sich die Summe
im Z#hler jetzt bis zum jeweiligen Score der p-ten Person beim i-ten Item und daher findet eine
entsprechende Kennzeichnung mit x,; statt. Zudem wird der Ubersicht halber der Nenner in der
letzten Zeile von Gl. als ¥, zusammengefasst. Im Nachfolgenden Beweis der Suffizienz ist
dieser dann sowieso zweitrangig, da ¥,, gekiirzt werden kann.

Geht man davon aus, dass der Testscore 7, eines betrachteten Teilnehmers bekannt ist, so ldsst
sich GI. faktorisieren. Vorher definiere man nun allerdings noch den Gesamt- bzw. Testscore
rp einer Person p bei einem I Items umfassenden Test. Dieser ergibt sich aus der Summe aller
insgesamt von dem betrachteten Probanden bewéltigten Stufen eines Tests, also als Summe der
einzelnen Scores x, und somit gilt r, = ZZ'I:1 Zp;. Nimmt man nun die bereits angesprochene
Faktorisierung von GIL. vor, so ergibt sich Nachfolgendes:

P(xy|0y, B) = P(apl|rp, B) - P(rp|0p, B) (4.13)

SchlieBlich kann noch die in vorhergehender Formel enthaltene bedingte Wahrscheinlichkeit fiir
eine Person p einen Score von r in einem Test mit I Aufgaben zu erreichen, folgendermafien errechnet

werden:

32



4.4 Annahmen und Eigenschaften

S, e[S 5770 (0, — Bij))

P(prpvﬁ) = \I]p
— L (4.14)
_ el p Zeﬂfp >N By)
i=1j=0

Hierbei bezeichnet Z;f; entsprechend die Summe iiber alle diejenigen Antwortvektoren x,, sodass
sich insgesamt ein Score von 7, ergibt. Demnach kann schliellich auch die bedingte Wahrscheinlich-
keit berechnet werden, eine bestimmten Antwortvektor &, zu erlangen, gegeben eines Gesamtscores
von 7. Hierzu ist es lediglich erforderlich Gl. umzustellen und entsprechend dividiere man die
bedingte Wahrscheinlichkeit aus GI. durch die von GI. . Somit ldsst sich dann Folgendes

errechnen:

P(z,)0,,
Plenhn9) = Bt

_caplrydy) - eop(— SLy S5 )
o) - £, eop— S S )

(4.15)

_eap(= X 5% Byy)
>, exp(— Zz 1 5% Big)

Wie der vorhergehenden Gl. zu entnehmen ist, ist zur Berechnung der bedingten Wahr-
scheinlichkeit einen bestimmten Antwortvektor @, in einem Test zu erhalten, gegeben dem Gesamt-
score 7, nicht von Bedeutung, welchen Fahigkeitswert die jeweils betrachtete Person p besitzt. Es
wird lediglich der Testscore r, benstigt. Der Antwortvektor x, beinhaltet also keine zusétzlichen
Informationen {iiber die Féhigkeit einer Person p, die nicht bereits mittels des Testscores 7, ver-
mittelt werden konnten und demgeméf stellt r, also eine suffiziente Statistik fiir 6, dar. Anders
ausgedriickt bedeutet dies, dass fiir die Anwendung des PCMs nicht von Bedeutung ist, welchen
Fahigkeitsparameter eine Person besitzt, die einen Score von 7, bei einem Test erreicht, sondern
ist nur abhéngig von der relativen Schwierigkeit der einzelnen Stufen der I Items.

Fithrt man diese Uberlegungen weiter, so kann auch die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir die
ganze Matrix X py s gegebener Antworten - also eine Matrix bestehend aus den Antwortvektoren x,
aller P betrachteten Personen - gegeben dem Vektor mit den jeweiligen Gesamtscore der einzelnen

Teilnehmer r = (71, ...,rp) formuliert werden:

P

p=1

Z, 65610(— =1 sz Bij)

(4.16)

In analoger Weise kann ebenso gezeigt werden, dass die jeweilige Anzahl der Personen, die die
einzelnen Stufen eines Items i bewerkstelligen kénnen, eine suffiziente Statistik fiir die Schwellen-

schwierigkeiten darstellen. Wiederum soll dies schrittweise gezeigt werden. Dazu iiberlege man sich
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zunéchst, wie sich die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Beobachten eines bestimmten Antwort-
vektors x; = (r1,...,2p;) zu einem Item ¢ von P Personen ermitteln ldsst, was in GI.
dargestellt ist. Dabei miissen nun auch alle P Fahigkeitsparameter beriicksichtigt werden. Diese
sind in dem Vektor 8 = (61, ...,0p) zusammengefasst. AuBerdem gilt zu beachten, dass nun mehr
nur die m; Schwellenparameter des betrachteten Items ¢ von Interesse sind, welche in dem Vektor
Bi = (Bit, - - -, Bim;) inbegriffen sind.

P exp[3570(0p — Bij)]
P(x;]0,8;
0.5 U { Yo exp[Xf_o(0p — ﬁz’j)]]

_ [ewp(Zle pifp)] [e:vp(—zp 1 me ﬁ”)] (4.17)
v;
m; k
mit W¥; = H[Zeiﬁp Z (0p — Bij) }
p=1"k=0 Jj=0

Zugleich kann auch die Wahrscheinlichkeit ermittelt werden einen spezifischen Vektor s; =
(Sily- -, Sim;) bel dem betrachteten Item i zu erhalten. Dabei beinhaltet dieser Vektor s; die ein-
zelnen Summen der Personen, die ein Level k bzw. Score x erreicht haben und somit die j-te Stufe

bis hin zu Kategorie k bzw. Score x bewerkstelligen konnten. Es ergibt sich also Folgendes:

[ ;1 61‘}7(25:1 xpiep)] [e:vp(— Zp 1 me 6@))]
v,

P(sil0,8:) = (4.18)

Entsprechend stellt in Gl. (4.18)) die Summe > 7' die Summe aller Antwortvektoren dar, die
den Vektor s; bilden. Wiederum kann nun die bedingte Wahrscheinlichkeit berechnet werden, den

Antwortvektor @; zu erhalten, gegeben den Vektor s;. Hierzu dividiere man die modellierte Wahr-
scheinlichkeit aus Gl. (4.17) durch die von GIl. (4.18)), womit sich schliellich das Folgende ergibt:

P(si]0,8i)

_ 695?(25:1 Tpifp)
Ziﬁ ewp(Zle Tpifp)

P(ibzw, Si) =
(4.19)

Mit GI. wird nun ersichtlich, dass die Schwierigkeit der einzelnen Aufgabenstufen (3;, durch
Bedingen auf den Vektor s; génzlich unberiicksichtigt bleibt. Damit ist es bei Anwendung des PCMs
also nicht notig all die Information, die einer Datenmatrix - in Form von Tab. - bezitiglich der
Schwierigkeit der einzelnen Schwellen eines Items entnommen werden kénnen, genau zu kennen.
Stattdessen reicht es aus die Anzahl der Personen zu kennen, die die jeweilige Stufe eines Items
bewerkstelligen konnten und damit stellt die einzelnen Spaltenrandsummen - zusammengefasst
als Vektor s; - eine suffiziente Statistik fiir den jeweiligen Schwellenparameter (;; dar. Insgesamt
umfasst also der Vektor s = (S11,...,S1my,---+SI1,---,5m,) all die nétigen Informationen, die
einer Datenmatrix X iiber die Schwellenparameter 3 entnommen werden kénnen.

Insbesondere wird hier auch eine fiir die Praxis relevante Tatsache deutlich: insofern Daten mittels

34



4.5 Generalisiertes Partial Credit Modell (GPCM)

des PCMs ausgewertet werden konnen, ist die Moglichkeit gegeben, die Kompetenz einer Person
unabhéngig von den genutzten Items zu beurteilen. Genauer gesagt kénnen dann statistisch gesehen
dquivalente Fahigkeitsmessungen mittels Tests durchgefithrt werden, die sich entweder in der Anzahl
an Items und/oder der Stufenstruktur der einzelnen Aufgaben und/oder der Schwierigkeit der
Bewiltigung einzelner Schwellen unterscheiden.

Um dieses Kapitel zu den grundlegenden Eigenschaften bzw. Annahmen des PCMs abzurun-
den, gilt es noch auf eine weiter bedeutende Charakteristik des PCMs einzugehen, welche in der

nachfolgenden Sektion dargelegt wird.

4.4.5 Messniveau

Abschlielend sei noch das zugrundeliegende Messniveau zu beschreiben. Beziiglich dessen lésst sich
die in Kapitel [3] getroffene Annahme direkt auf das PCM iibertragen: das PCM besitzt nur bis auf
Intervallskalenniveau, die metrische Skalen mit nur einem relativen Nullpunkt kennzeichnen, Ein-
deutigkeit. Gemif} |Fischer| (1995 Kap. 2) lisst sich dies dadurch begriinden, dass sich Absolutskalen
- im Gegensatz zu Intervallskalen - mit absolutem Nullpunkt fiir die Féhigkeits- und Schwellenpara-
meter kaum rechtfertigen lassen, unter dem Aspekt, dass diese Parameter latente, also nicht direkt
messbare Eigenschaften darstellen, ihnen insbesondere also kein natiirlicher Nullpunkt zugeordnet
werden kann.

Im Rahmen der Beschreibung des PCMs sollte noch auf eine generell gehalteneres, weniger re-
striktives Modell, das s.g. Generalisierte Partial Credit Modell (GPCM), eingegangen werden. Dieses
ldsst im Gegensatz zum PCM unterschiedliche Steigungsparameter zu, wodurch sich teilweise auch
verinderte Annahmen/Eigenschaften ergeben. Eben dieses GPCM wird im nachfolgenden Kapitel

noch genauer eingegangen.

4.5 Generalisiertes Partial Credit Modell (GPCM)

In dhnlicher Weise wie Birnbaum Erweiterungen zu Rasch’s RM konstruierte, erarbeitete auch
Muraki| (1992) ein verallgemeinertes Modell zum PCM, das s.g. Generalisierte Partial Credit Modell
(GPCM). Grundlegender Unterschied zwischen dem 2PL-Modell und dem GPCM ist das zugrun-
deliegende Datenformat: Birnbaum’s Modell ldsst sich bei Items mit dichotomer Antwortstruktur
anwenden, wiahrend das von Muraki bei polytomen Items genutzt werden kann. Nun folgend soll
auf eben dieses GPCM kurz eingegangen werden und die Unterschiede bzw. die Gemeinsamkeiten
mit dem PCM herausgearbeitet werden. Dazu wird im Wesentlichen Bezug auf Muraki (1992) und
Muraki (1997)) genommen.

Wie bereits in Kapitel 2] anhand von Abb. ersichtlich wird, handelt es sich dabei um ein
2PL-IRT-Modell. Entsprechend beinhaltet das GPCM sowohl einen Lokations-, als auch einen Stei-
gungsparameter. Daher konstruierte Muraki - wie |Masters (1982) das PCM - auch das GPCM
schrittweise, wobei eben ein Steigungs-/Diskriminationsparameter «; ergénzt wurde. Das GPCM
entspricht letztlich also dem PCM unter Hinzunahme des Diskriminationsparameters «;, der ent-

sprechend des Indizes zwischen den einzelnen Items eines Tests variieren kann.
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exp[Xf_o (0 — Bij)]
ko exp[S5—o @i(6p — Bij))]

Theoretisch kann der Steigungsparameter «; jeglichen Wert zwischen —oo und oo annehmen.
Nach De Ayala (2009)) sollte dieser aber in einem Bereich zwischen 0.8 und 2.5 liegen. Letztlich be-

einflusst dieser Steigungsparameter, den Grad bzw. das Ausmaf}, mit welchem die kategoriellen Ant-

Tpiz = P(sz = l"gp, ai)ﬁik) = (420)

worten zwischen den Items variieren, wenn sich der Fihigkeitsparameter éndert. Der a-Parameter
im GPCM bringt also wie beim 2PL-Modell zum Ausdruck, wie stark die einzelnen Items, mittels
der gegebenen Antworten der Probanden, zwischen den jeweiligen Personenfihigkeiten unterschei-
den bzw. diskriminieren kénnen.

Zudem soll noch kurz eine weitere Darstellung, welche auch beim PCM dargeboten wurde, be-
riicksichtigt werden. Auch fiir das GPCM kann wieder ein lokaler Vergleich zweier benachbarter
Kategorien z — 1 und z vorgenommen werden. Infolgedessen ergeben sich die Adjacent-Category

Logits. Diese nehmen fiir das GPCM die folgende Form an:

. Tpix
logit(Ppiz) = log(ﬁ) = a;(0p — Bix) (4.21)
pi(x—

Etwas weiter ausholend soll eine weitere Darstellungsmoglichkeit fiir das GPCM bzw. durch
entsprechende Anpassung auch fiir das PCM vorgestellt werden. Hiufig geht man - gerade beim
GPCM - in ahnlicher Weise vor wie Andrich| (1978) bei dem von ihm konstruierten RSM und

unterteilt den Schwierigkeitsparameter folgendermafien:

Biz = Bi — Vi (4.22)

Die Erlduterungen hierzu beziehen sich auf |[Muraki (1997, S. 154ff.). Der Kategorien-Schwellen-
parameter vy lasst sich dann als relative Schwierigkeit der Kategorie k verglichen mit den anderen
Kategorien eines Items ¢ interpretieren oder als Abweichung von dem Item-Lokationsparameter ;.
Demgeméf3 miissen also die einzelnen v;’s nicht unbedingt der Reihenfolge der Kategorien folgend
sortiert sein. Um diesen Parameter letztlich auch eindeutig bestimmen zu kénnen wird die folgende

Bedingung gestellt:
mi
> =0 (4.23)
k=2

Unter Beriicksichtigung dieser Aufteilung des -Parameters kann dann der Exponent - hier be-
zogen auf den Zghler - von Gl. (4.20) umgeschrieben werden zu:

> ailTu(0p — Bi) + Kal, (4.24)
§=0
mit K, = Z Uy
j=0

Andrich (1978)) bezeichnet T, und K, als Scoring-Funktion und Kategorienkoeffizient. Fiir das
GPCM - sowie auch das PCM - ist die Scoring-Funktion T} bzw. T, eine lineare, ganzzahlige
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Funktion der Form T} = k bzw. T, = x. Hierbei gilt allgemein, dass das GPCM nur dann als
Modell fiir geordnete, kategoriale Antworten dient, wenn die Scoring-Funktion eine linear steigende
Funkion darstellt, also wenn T} > Tj — 1 fiir alle Kategorien innerhalb eines Items ¢ gilt und
insofern «; > 0 ist. Entsprechend kann der erwartete Wert der Scoring-Funktion - wie nachfolgend
dargestellt - berechnet werden. Hierbei bezeichnet T'(#) die s.g. Ttem-Response-Funktion (IRF) fiir
ein Item mit polytomen Bewertungsformat und zugleich gegebenen Scoring-Funktionen T}, wobei
k=1,...,m; gilt. Damit kann die IRF als Regression des Item-Scores beziiglich der Fahigkeitsskala
angesehen werden (vgl. Muraki, 1997, S. 156). Im GPCM ergibt sich gem#f Muraki (1993) die IRF

als bedingtes, arithmetisches Mittel von Item-Scores zu einem gegeben 6,,.

T(6p) =Y Timpin (4.25)
k=1

Unter Beriicksichtigung der bisher vorgestellten Informationen zum GPCM lésst sich das PCM
also als Spezialfall aus diesem ableiten, indem man fiir alle Items ¢ = 1,...,I den gleichen Stei-
gungsparameter von «; = 1 annimmt. Hier sei erwdhnt, dass bei der Vorstellung der R-Pakete in
Kapitel [6] zudem eine weniger restriktive Form des PCMs vorgestellt wird, die zunéchst allerdings
unberiicksichtigt bleibt.

In jedem Fall sollte dementsprechend also ersichtlich werden, dass sich bei der grafischen Dar-
stellung der Kategorienwahrscheinlichkeiten des GPCMs im Vergleich zu der des PCMs lediglich
der Anstieg der Kurven dndert, nicht aber die Lokation der Schwellenparameter auf Skala der
latenten Variable. Weiterhin entspricht der g-Parameter also demjenigen Wert auf der Personen-
fihigkeitsskala, bei dem eine 50%-ige Chance fiir das hohere oder niedrigere Level zweier benach-
barter Kategorien besteht. Damit ist der Lokationsparameter bei der grafischen Darstellung der
Kategorienwahrscheinlichkeiten anhand des Schnittpunkts zweier benachbarter Kurven abzulesen.
Demzufolge werden die Kurven des GPCMs mit a; < 1 flacher im Vergleich zu denen des PCMs
und damit die Pradiktion des Fahigkeitsparameters ungenauer. Umgekehrt liasst sich festhalten,
dass bei a; > 1 der Anstieg der Kurven verglichen mit dem des PCMs zunimmt und damit Aus-
sagen iiber die Kompetenz einer Person umso préziser werden. Es ldsst sich also wiederum Bezug
zu der in Kapitel [3| erwédhnten Trennschérfe nehmen, derzufolge man umso besser zwischen zwei
Testindividuen mit unterschiedlich stark ausgeprigter Fahigkeit unterscheiden kann, je stédrker die
Steigung im mittleren Bereich der Kurve ist. In der Praxis verfolgt man also das Ziel, moglichst
Items mit hohem «; zu ermitteln, um somit mehr bzw. genauere Informationen zu einer Person zu
erfassen.

Nun sollte noch geklart werden, inwiefern die Annahmen und Eigenschaften, die im PCM gelten
- siehe dazu Kapitel -, auf das GPCM f{ibertragbar sind. Da das GPCM, ebenso wie das PCM,
ein eindimensionales IRT-Modell darstellt, ldsst sich die Annahme der Eindimensionalitét, welche
in Sektion genauer behandelt wurde, direkt auf das GPCM anwenden. Wie bereits in Kapitel
bei der Vorstellung des 2PL-Modells von Birnbaum| (1968) ersichtlich wurde, gilt schliellich auch
beim GPCM, dass aufgrund der Einfithrung des Diskriminationsparameters «; keine objektiven
Vergleiche mehr moglich sind. Wegen des Steigungsparameters werden ndmlich unterschiedliche

Trennschérfen der einzelnen Items zugelassen und damit ist die Annahme der spezifischen Objekti-
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vitdt hier nicht gegeben. Dementgegen éndert die Einfiihrung des Diskriminationsparameters aber
nichts an der Giiltigkeit der lokalen stochastischen Unabhéngigkeit. Anders ausgedriickt ist die lo-
kale stochastische Unabhéngigkeit eine notwendige Bedingung fiir die Anwendbarkeit des GPCMs.
Dieser Sachverhalt wurde bereits in Sektion 2| dargelegt, wobei darauf hingewiesen wurde, dass die
angesprochene Eigenschaft fiir die in IRT-Modellen geltende Stichprobenunabhéngigkeit unbedingt
erfiillt sein muss. Beziiglich der Suffizienz lisst sich wohl wie beim 2PL-Modll von Birnbaum! (1968)
annehmen, dass jeweils die Summe der mit den Steigungsparametern gewichteten Schwellenpara-
meter eine suffiziente Statistik fiir den Fahigkeitswert einer Person darstellt. Aufgrund fehlender
Quellen kann dieser Aspekt jedoch nur durch Ubertragung der Annahme, welche in dargestellt in
Rost| (1996) ausfiihrlich beschrieben wird, vom 2PL-Modell auf das GPCM bewerkstelligt werden.
Allerdings ldsst sich dies nicht aussagekriftig belegen. Die Annahme beziiglich des Messniveaus
andert sich bei der Einfithrung des Steigungsparameters nicht und damit ist diese Annahme des
PCMs, welche in Kapitel dargelegt wurde, direkt {ibertragbar auf das GPCM.

Mit diesen grundlegendem Wissen zum PCM, sowie GPCM kann im nachfolgenden Kapitel ndher
auf die moglichen Parameterschitzungen der beiden Modelle eingegangen werden. Hierzu sind einige
der vorgestellten Annahmen unverzichtbar, worauf aber explizit bei der Vorstellung der einzelnen

Methoden eingegangen wird.
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Bisher wurde eingehend das PCM, sowie hieran ankniipfend das GPCM vorgestellt und insbeson-
dere die Eignung fiir die Analyse von Tests mit ordinalen Items. Doch wie kann man denn nun die
Schwierigkeit einer Aufgabenschwelle ermitteln oder wie geht die Fahigkeit einer Person aus den
jeweiligen Antwortverhalten hervor? Um dies zu bestimmen, bedient man sich der Parameterschit-
zung. Hierbei gibt es verschiedene Ansétze, wobei diese sich zumeist an der Maximum-Likelihood-
Methodik oder an bayesschen Verfahren orientieren. Die meisten der in diesem Kapitel ausfiihrlicher
dargestellten Methoden basieren auf der Maximum-Likelihood (ML) Schitzung, womit insbesonde-
re die Itemparameter abgeschétzt werden. Fiir die Schitzung der Personenparameter wird zudem
kurz auf zwei bayessche Verfahren eingegangen.

Zunachst soll kurz der Grundgedanke der ML-Methode umrissen werden. Prinzipiell ergibt sich
fiir jede Person eine Stichprobe von xp1, zp2,...,2,r Antworten - zusammengefasst in dem Vektor
x, - zu den insgesamt I Aufgaben und fiir jedes Item erhélt man eine Stichprobe s;1, s;2,. .., Sim,,
welche die Anzahl der Personen, die die jeweilige Kategorie k des Items ¢ erreichen konnten, wider-
spiegelt und im Vektor s; inbegriffen sind. Nun kann man die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten
einer derartigen Stichprobe berechnen, wobei gleichzeitig davon ausgegangen wird, dass die ein-
zelnen xp;’s bzw. die s;,’s einer jeweiligen Wahrscheinlichkeitsdichte von f(zpi|6),) bzw. g(Sik|Bik)
folgen. Nachdem im PCM die lokale stochastische Unabhingigkeit gilt, ldsst sich dann allgemein
das Auftreten der entsprechenden Stichprobe als ,,Produkt der Wahrscheinlichkeiten fiir das Auf-
treten jedes einzelnen Elements der Stichprobe“ (Kolanoski, 2008) ermitteln. Die so errechnete
Wabhrscheinlichkeit wird als Likelihood-Funktion bezeichnet, welche im Folgenden stets durch ein
A gekennzeichnet wird.

Gemaf [Eid (2014, S. 158) soll hierbei der Begriff ,Likelihood“ verdeutlichen, dass nicht die
Wabhrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines bestimmten Ereignisses ermittelt wird, sondern ledig-
lich der Parameterwert geschétzt wird, der am ,naheliegensten® bzw. ,plausibelsten* erscheint -
im Englischen ,likely* - unter Beriicksichtigung der bereits eingetretenen Itemantworten. Entspre-
chend bedient man sich zwar in beiden Fallen derselben Gleichung, doch besteht ein konzeptueller
Unterschied.

Um nun eben denjenigen bzw. diejenigen Modellparameter zu ermitteln, die am ,,plausibelsten
fiir die vorliegende Stichprobe sind, gilt es das Maximum der Likelihood-Funktion zu ermitteln. Hier-
in begriindet sich der Begriff der Maximum-Likelihood (ML) Schitzung. Es sei darauf hingewiesen,
dass man aus numerischen Griinden zumeist den Logarithmus der Likelihood-Funktion zur Bestim-
mung des Maximums verwendet, welcher in dieser Arbeit durch den Parameter A = log(A) gekenn-
zeichnet ist. Um dieses Maximum zu berechnen, bedarf es der ersten Ableitung der Likelihood-
Funktion A bzw. der Log-Likelihood-Funktion A. Diese wird gleich 0 gesetzt und nach dem/den
gesuchten Parameter(n) aufgelost. Generell handelt es sich hierbei um eine Reihe an partiellen Ab-

leitungen der Log-Likelihood beziiglich 3. Dies wird auch als s.g. Score-Funktion s(3) bezeichnet,

39



5 Schétzmethoden fiir das PCM/GPCM

woraus dann also der ML-Schétzer folgendermafien hervor geht:

0
s(B) == %)\ =0 (5.1)

Demgemés ist s(3) also ein Vektor, bestehend aus den ersten Ableitungen zu jedem Element aus
B. Durch Null setzen der Score-Funktion ergibt sich ein nichtlineares Gleichungssystem, welches
mit numerischen Verfahren - etwa der Newton-Raphson-Methode - gelost werden kann.

Da mittels der ersten Ableitung allgemein Extremwerte bestimmt werden, wozu auch das/die
Minima einer Funktion gehoren, muss zusétzlich bestimmt werden, um welche Art von Extremwert
es sich konkret handelt. Dies geschieht in diesem Fall iiber die s.g. Hesse-Matrix H(/3), die existiert,
insofern die untersuchte Funktion zweimal stetig differenzierbar ist. Demgeméf sind in dieser Matrix
die zweiten partiellen Ableitungen zusammengefasst. Die Hesse-Marix lésst sich also folgendermafien

definieren:
)
- 9poB” 0B

Damit sich schliefSlich zeigt, dass es sich bei den ermittelten Extremwerten um Maxima handelt,

H(B) s(B) (5:2)

muss gelten, dass die Hesse-Matrix immer negativ definit ist. Die Definitheit wird dabei mithilfe
der Determinante bestimmt.

Auf Basis dieses Wissens kénnen nachfolgend drei mogliche Methoden der Itemparameterschéit-
zung vorgestellt werden. Diese sind die gemeinsame, die bedingte und die marginale ML-Schétzung,
abgekiirzt mit JML, CML und MML. Bei ersterer Methode werden die Fihigkeits- und Aufga-
benparameter gleichzeitig geschétzt. Bei den anderen beiden Methoden werden zunéchst nur die
Itemparameter geschétzt, wobei hier jeweils ein unterschiedliches Vorgehen gewéhlt wird, um die
Personenparameter anfangs unberiicksichtigt zu lassen. Detailliert werden diese Schéitzungen in den
nachfolgenden Sektionen beschrieben. Es sei vermerkt, dass alle drei Methoden auf das PCM an-
wendbar sind, sich fiir das GPCM nur die MML-Methode eignet. Aus diesem Grund werden die
drei Methoden im Wesentlichen anhand des PCMs dargestellt, wobei bei der MML-Methode kurz
das Vorgehen bei der Schitzung von Itemparametern des GPCMs umrissen wird.

Gleichzeitig sei noch einmal darauf hingewiesen, dass im PCM insbesondere die Annahme der
spezifischen Objektivitéit zu gelten hat. Es wird also vorausgesetzt, dass kein DIF vorliegt und sich
somit die Losungswahrscheinlichkeit eines Items bzw. die Bewiltigung einer Schwelle bei Perso-
nen mit gleich grofler Fihigkeit nicht zwischen einzelnen Subgruppen unterscheidet. Zudem gilt zu
beachten, dass bei der nachfolgenden Vorstellung der Schiatzmethoden von vollsténdigen Daten aus-
gegangen wird. Zum Umgang mit diesen fehlenden Werten gibt es unterschiedliche Vorgehensweisen,
auf einige dieser wird bei der Vorstellung der R-Pakete in Kapitel [6] noch genauer eingegangen.

Zusétzlich ist noch anzumerken, dass zur eindeutigen Identifizierbarkeit der Parameter eine Nor-
mierung vorgenommen werden muss. Hierbei gibt es prinzipiell zwei Moglichkeiten, bei der entwe-
der die s.g. Summennormierung oder eine Fixierung gew#hlt werden konnen. Bei Ersterem wird die
Summe der Schwellenparameter innerhalb jedes Items auf 0 festgesetzt. Dagegen wird bei Letzte-
rem ein Schwierigkeitsparameter als Referenz gewihlt - i.A. der des Ausgangslevels - und dessen
Wert auf 0 fixiert.
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5.1 Gemeinsame ML-Schatzung (JML)

Eine Moglichkeit die S-Parameter des PCMs zu schitzen bietet die s.g. unbedingte bzw. gemeinsame
- im Englischen ,, joint“ - Maximum-Likelihood (JML) Methode. Die nachfolgende Erklérung zur
JML orientiert sich an Masters| (1982, S.163-166) und |Masters (1997, S. 109f.) und wird hier nur
fiir das PCM dargestellt.

Bei der JML-Methode wird nun die Likelihood der gesamten Datenmatrix X als Produkt der
Einzelwahrscheinlichkeiten m,;; iiber alle p = 1,..., P Personen und alle i = 1,...,I Items aufge-
stellt. Es wird also insbesondere wieder die Eigenschaft der lokalen stochastischen Unabhingigkeit
ausgenutzt. In diesem Fall ergibt sich somit die Likelihood Ajjsr wie in nachstehender Formel

dargestellt:

P I Zpi — A..
AJML _ H H 7Tpm _ exp[Zp—l ZZ 1 Z ( p 6%])] (53)

p=1li=1 Hp 1 Hz 1{Zk 0 el"p[Zj:o(ep - Bij)]}
Entsprechend lésst sich nun die Log-Likelihood Ajasr durch logarithmieren des Ausdrucks aus
Gl. (5.3)) berechnen:

P I I Tpi
Asnvn =log(Aynr) =D wpify — Z SN By - Z Z 109{2 exp Z 0, — Bij)]},  (5.4)
p=1i=1 p=1i=1j=1 p=1i=1 7=0
Tpi Tpi
wobei Z Bij = Zﬂij, da BiO =0
§=0 j=1

Hierbei kann Gl. noch weiter vereinfacht werden, v.a. mittels der im PCM vorhandenen
suffizienten Statistiken fiir die beiden Parameter 6, und 3;,. So gilt r, = Zle Zpi, Wobei sich also
der Test-Score 7, einer Person p aus der Gesamtzahl der vom Probanden bewtéltigten Stufen ergibt.
AuBerdem stellt EI” ', Bi;j die aufsummierten Schwierigkeiten der Schwellen von Item i dar, welche
von Teilnehmer p absolviert werden konnten. Dies kann auch fiir alle P Personen ermittelt werden
und folglich erh&lt man Zgzl Z;C:l Bi;j. Da zugleich gilt, dass s;; die Zahl der Personen umfasst,
welche die k-te Kategorie erreichen konnten und folglich die j Schwellen bis hin zu Kategorie k
bei Item ¢ meistern konnten, kann der vorhergehende Ausdruck auch umgeschrieben werden zu

1 pr Y Bij = Z;”:il sijBij. Unter Berticksichtigung der beiden vorgestellten Tatsachen ldsst sich
Gl. . folgendermaflen umformen:

P I m; m; k
Aanr =3 b= DD siibij = Z Zlog{Z exp[)_(6p = Biy)]} (5.5)
p=1 1=1j=1 p=1i=1 k=0 §=0

Hierzu sei nun Folgendes angemerkt: da in GI. die Beobachtung 7, nur einmal in Kombi-
nation mit dem Fiahigkeitsparameter 6, und die Beobachtung s;; nur einmal in Kombination mit
dem Schwellenparameter ;. vorkommt, wird der objektiven Vergleich von Personen und Items
ermoglicht. Die Log-Likelihood nimmt diese Form n&mlich einzig dann an, wenn die Parameter des
Modells linear im Argument der Exponentialfunktion sind (vgl. Masters, [1982).

Schliefilich lassen sich nun auch die erste und zweite Ableitung von A ypsr, nach 6, und jeweiligem

Bi; ermitteln. Um dies anschaulich darzustellen, wird zunéchst jeweils nur die erste Ableitung von
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demjenigen Teil des Terms aus Gl. (5.4), welcher sowohl den Fahigkeitsparameter, als auch den
Schwellenparameter enthélt. Entsprechend wird also zuerst nur die Ableitung vom logarithmierten
Teil der Log-Likelihood gebildet, um so stiickweise die Ableitung nach den jeweiligen Parametern

zu konstruieren. Demgeméif ergibt sich dann beim Ableiten nach 6, zunéchst Nachstehendes:

m; k
i Zk’ok’ exp[§ o(bp — Bij)]
l 7,
09{ E_ exp jz:% = Bij)l} [eajp§ i=0(0p — Bij)]

(5.6)
= Z kmpir, = Z kT pik
k=0 k=1

Analog kann auch die erste Ableitung des logarithmierten Ausdrucks von Ajjrr, nach dem jewei-

ligen Schwellenparameter (3;; ermittelt werden:

— > exp[Sk_o(0p — Bin)]
Iy oexp[Zh 0(0p — Bin)]

051] log{z exp hz;; — Bin)]} =

m;
== Tpik
k=3

Bei letzterer Formel ist zu beachten, dass die Schwierigkeit 3;; von Schwelle j nur dann vorkommt,
falls k& > j gilt. Daraus kann dann geschlussfolgert werden, dass sich bei der Ableitung von Y /" | 3;;
nach f;; die Summe »7)", abkiirzen ldsst zu 377"

Anschliefend kann nun auch die vollstindige erste Ableitung von A, nach den latenten Para-
metern unter Beriicksichtigung von Gl und GI. vereinfacht berechnet werden:

a I m;
%AJML:TP_ZZkWPik’ p=1,...,P (5.8)
p i=1 k=1
8 P m;
— ML = Sij—i-ZZﬂ'pik, i1=1,....1;5ek=1,...,my; (5.9)

dBij

Bildet man nun auch die zweite Ableitung von Ajy/r, leitet man also Gl (5.8) und GI. (5.9))

nochmals nach dem jeweiligen Parameter ab, so ergeben sich die nachfolgenden beiden Gleichun-

p=1k=j

gen. Dieser Schritt ist fiir den Nachweis des Maximums erforderlich, soll jedoch bei den in den
nachfolgenden Kapitel vorgestellten ML-Methoden nicht explizit dargeboten werden. Hier wird
nun allerdings ersichtlich, dass durch das Nullsetzen von GI. und Gl. mit anschlieflen-
dem Auflésen nach den gesuchten Parametern jeweils das Maximum bestimmt wird, da die zweite

Ableitung von Ajpsr in beiden Féllen echt kleiner 0 ist:

82 I m; m; 2
Gag ML =~ > {Z KT pise — (Z lmrm-k) } (5.10)
p i=1 k=1 k=1
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92 P rm; m; 2
o2 —AJML = - Z [Z Mpik — (Z 7Tpik:> ] (5.11)
Bl] p:l k-:J k:]

Anschlielend an den Nachweis der Maxima, lassen sich nun die einzelnen 6- bzw. S-Parameter
bestimmen, indem man GI. und GI. jeweils gleich 0 setzt und nach dem Fahigkeitspa-
rameter einer Person p oder einem Schwellenparameter des Items ¢ auflost. Dies geschieht mittels
iterativer Verfahren, wie zum Beispiel mithilfe der Newton-Raphson-Methode. Hierbei werden die

Personen- und Itemparameter folgendermaflen bestimmt:

I m; {n}
fint1} — pint _ Tp = 2i=1 2kt KMy (5.12)
p p 72 [Zmz k27 {n} (Zml L {n}) ] '
k=1 pzk k pzk
i
B gl - St T i T (5.13)
i 17 n n ’
Z [Zk =j ;Zk} ( k—j }{77,16‘})]

In der vorhergehenden Formel bezeichnen ép und @‘j die jeweiligen geschétzten Parameter. Zu-
gleich wird durch ein geschweifte Klammern gekennzeichnete n die n-te Iteration des Algorithmus
angezeigt. Entsprechend kennzeichnet n + 1 dann die darauffolgende Iteration. Bei jeder Iterati-
on wird hier die Differenz zwischen dem neuen und dem vorhergehenden Schétzer bestimmt, also
(|9A£n+1}| — \é;n}\) bzw. (|3 {nH}\ 165 plnt |). Die Iterationen wiederholen sich schlieBlich solange, bis
ein im Vorhinein festgesetzter, mmlmaler Wert bei diesen Differenzen erreicht wird und damit die
Schitzungen konvergieren. Der in der letzten Iteration errechnete Wert entspricht dann somit dem
Maximum der Likelihood.

Die Nutzung der JML-Schétzung birgt jedoch einige Probleme. So miissen zunéchst Aufgaben,
die von keiner bzw. von allen Personen beantwortet werden konnten, aus der zu analysierenden
Datenmatrix entfernt werden. Hier wiirden sich nédmlich fiir die Itemparameter Schitzwerte von
jeweils —oo bzw. oo ergeben. Inhaltlich liasst sich dies folgendermaflen begriinden: wird eine Auf-
gabe von allen Personen gelost, dann kann nicht abgeschétzt werden, wie leicht dieses Item im
Vergleich zu anderen ist. Dieses konnte eine extrem leichte Frage darstellen, aber andererseits auch
nur ein klein wenig einfacher als ein anderes Item sein, welches zumindest von einer Person nicht
beantwortet werden konnte. Andersherum kann man nicht abschitzen, wie schwierig eine Frage
wirklich ist, wenn sie von keinem der Testteilnehmer beantwortet werden konnte. Andersherum
miissen auch Personen die keines der Items oder alle Items korrekt beantworten konnten von den
Analysen ausgeschlossen werden. Hier gilt analog wie vorher, dass die Fahigkeit dieser Personen im
Vergleich zu den anderen Probanden nicht abgeschéitzt werden kann.

Prinzipiell ist die praktische Anwendung der JML-Methode insbesondere deswegen wenig verbrei-
tet, da sich ein Problem beziiglich der Konsistenz der Parameterschétzer ergibt. Diese Problematik
ldsst sich auch mithilfe von [Fischer| (1995)) oder |Sijtsma/ (2006) nachvollziehen. Generell wird der
mit der JML einhergehende Nachteil als ,Incidental Parameter Problem* bezeichnet (vgl. hierzu
Koller} 2012, S. 36): steigt die Anzahl der Personen, welche den Test durchfiihren, steigt also der
Stichprobenumfang, so fithrt dies theoretisch zu einer immer genauer werdenden Schitzung der

Itemparameter. Genauso gilt, dass bei einer grofler werdenden Anzahl der Items, die Schitzung der
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5.2 Bedingte ML-Schétzung (CML)

Personenparameter genauer wird. Problem hierbei ist jedoch, dass man die Stichprobenzahl ver-
héltnismaBig leicht erhchen kann, indem man zusétzliche Probanden den Test durchfithren lasst.
Allerdings weist ein Test im Normalfall eine fixe Zahl an Fragen auf, die nicht nach Belieben erwei-
tert werden kénnen. Hieraus kann abgeleitet werden, dass durch Erh6hung des Stichprobenumfangs
jede zusétzliche Person einen weiteren §-Parameter einbringt, ohne die Mdoglichkeit die Schétzge-
nauigkeit des ergidnzten Parameters durch mehr Items zu erhchen. Folglich fiihrt die gleichzeitige
Maximierung von Personen- und Aufgabenparametern zur Inkonsistenz der Schwierigkeitsparame-
ter fiir eine endliche Anzahl an Items. Dabei gilt, dass ,Ein Schétzer [...] konsistent [ist], wenn
er fiir immer gréfere Stichproben immer genauer wird. Mit anderen Worten kann man die Schét-
zung beliebig genau machen, indem man die Stichprobe weit genug erhoht“ (Pernerstorfer, 2005,
S. 2). Zusammenfassend lésst sich also festhalten, dass die Itemparameterschétzer inkonsistent fiir
P — oo und gleichzeitig fixierter Anzahl an Items I, obwohl die Konsistenz fiir P — oo, I — o0,
P/I — oo gegeben wire (vgl. Fischer, (1995, S. 43). Zudem gilt es zu beachten, dass die mittels der
JML-Methode ermittelten Schétzer einen Bias aufweisen. Anhand von Simulationsstudien konnte
gezeigt werden, dass diese Verzerrung, welche insbesondere bei einer kleinen Anzahl an Items zu-
tage kommt, signifikant reduziert werden kann durch Multiplikation des errechneten Schéitzwertes
mit dem Korrekturfaktors (I —1)/I (vgl. Masters, 1997, S. 110). Diese korrigierten Schétzer sind
zumeist dquivalent zu denjenigen, welche sich durch die bedingte ML-Methode ermitteln lassen.

Diese CML-Methode wird im nun nachfolgenden Kapitel dargestellt.

5.2 Bedingte ML-Schatzung (CML)

In diesem Kapitel wird nun die bedingte - im Englischen ,conditional* - Maximum-Likelihood
(CML) Schétzung vorgestellt. Diese Methode bedient sich insbesondere der suffizienten Statistik ry,
fiir den Personenparamter 6, und beruht im Wesentlichen auf der in Kapitel beschriebenen
spezifischen Objektivitat. Hieran wird eventuell schon deutlich, dass sich die CML-Schétzung effek-
tiv auf das PCM anwenden lédsst, allerdings keine Moglichkeit der Parameterschétzung im GPCM
bietet.

Im Gegensatz zur gemeinsamen ML-Schétzung handelt es sich bei der in dieser Sektion darge-
botenen bedingten und der im nachfolgenden Kapitel vorgestellten marginalen ML-Schitzung um
zweistufige Verfahren. Wiahrend bei der JML die beiden latenten Parameter gleichzeitig geschétzt
werden, werden bei der CML- und MML-Methode im ersten Schritt nur die Itemparameter ge-
schétzt, wobei die Fahigkeitsparameter auf verschiedene Weisen zunéchst unberiicksichtigt bleiben.
Diese 6-Parameter werden dann erst im zweiten Schritt ermittelt. Damit werden durch die nach-
folgend beschriebenen Methoden konsistente Itemparameterschéitzer dargeboten. In Anlehnung an
Masters| (1997, S. 108f.) soll zunéichst das Vorgehen bei der CML-Methode niher erldutert werden.

Bei dieser ML-Methode bedient man sich GI. , mittels derer die bedingte Wahrscheinlichkeit
fiir einen Antwortvektor x, einer Person p ermittelt werden kann. Diese hingt nicht von 6, ab,
sondern es bedarf einzig dem Testscore r, der betrachteten Person. Von dieser Gleichung kann nun

auch die Wahrscheinlichkeit abgeleitet werden, in einer bestimmten Kategorie k& des Items i zu
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5.2 Bedingte ML-Schétzung (CML)

antworten, gegeben dem Gesamtscore 7):

k —k
exp(— Zj:O /BZJ) ’ ;p,q# exp( q;&z prq 5(13)
i h —h
nolemp(= 00 Bij) - X, exp(— Xy 3557 Baj)]

Trik =
(5.14)

exp(— Z?:o Bij) * Er—kyi
Ry

Es sei darauf hingewiesen, dass Z;;’:ﬂ die Summe iiber alle Antwortvektoren x, ,+; kennzeich-
net, bei denen das i-te Item ausgeschlossen ist und sich der Score r — k ergibt. SchliefSlich l4sst sich
nun mithilfe von GI. und GI. die bedingte Likelihood iiber P Personen und variieren-
den Testscores konstruieren, was in GI. - dargestellt ist. Bezogen auf die zweite Zeile dieser
bedingten Likelihood stellt M = E —1m; den maximal moglichen Score eines Tests dar. Unter
Beriicksichtigung dessen kann man dann schlussfolgern, dass sich das Produkt H —1 Kr im Nenner

der ersten Zeile von Gl.- zu [[M-1

der Personen, die den spezifischen Score r erreicht haben.

kI umschreiben lisst. Hierbei bezeichnet P, die Anzahl

Y Y50 Big)

Ry

P
Acmr = H i
r (5.15)
exp(—Yh1 Sl 12%’ Bij)
e

Anschlieflend kann wiederum durch logarithmieren des Ausdrucks Acjpsr die Log-Likelihood
Acm L ermittelt werden, wobei sich Nachfolgendes ergibt:

I m; M-1
AcMmrL = ZOQ(ACML Z Z sl_]ﬂl_] Z PTZOQ(KVT) (5'16)
i=17=1 T

Hierbei bezeichnet s;; wiederum die Gesamtzahl der Personen, die Schwelle j oder eine hohere
bewiltigen konnten. Da zudem das Ausgangsniveau - also Kategorie 0 - von allen Personen erreicht
wird, beginnt der Indizes j in diesem Fall erst bei 1. Erneut wurde hier ausgenutzt, dass Zp 1 sz
dquivalent ist zu Zml]s” Big , was bereits in der vorhergehenden Sektion begriindet wurde.

Um nun die gesuchten g-Parameter bestimmen zu kénnen, gilt es die erste Ableitung von Acrr
beziiglich der einzelnen §;;’s zu ermitteln und anschliefend zu priifen, ob die zweite Ableitung klei-
ner 0 ist, um so garantieren zu kénnen, dass es sich bei den mittels der ersten Ableitung geschétzten
Itemparametern tatséchlich um ein Maximum handelt. Beide Ableitungen sind nachfolgend ange-
geben, wobei nicht im Detail auf diese eingegangen werden soll. Angemerkt sei, dass hier Z?Zk Trij
die bedingte Wahrscheinlichkeit einer Person p mit einem Testscore von 7, bezeichnet, Level k oder

ein hoheres Leistungsniveau bei einem Item ¢ zu erreichen.

T

a M—-1 PT 8 M-1 m;
A = -5 — — | 5 Rkr | = =95 P, rijs 1
apyM* Sin = 2. Ky (3@1@,{ > Sk ; J’§Ic7r ! 10
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5.3 Marginale ML-Schétzung (MML)

92 M-1 m; m;
%ACML =-> P, (Z wm-j> (1 - Z wm-j> (5.18)
T j=k j=k

Um schlieBlich die Schwellenparameter schiitzen zu kénnen muss Gl. maximiert werden.
Wie auch schon bei der JML-Schétzung werden auch hier die S-Parameter mittels eines interativen
Verfahrens ermittelt. Dafiir eignet sich wiederum die numerische Optimierung mittels des Newton-
Raphson-Verfahrens. Hier sei noch darauf hingewiesen, dass diese Schiatzmethode der g-Parameter
im Gegensatz zur JML konsistente Schitzer liefert, was allgemein von |Andersen| (1970, S. 285-288)
fiir die CML-Methode gezeigt wird. Zu beachten ist, dass auch bei dieser ML-Methode Parameter
von Aufgaben, die von keinem oder allen Personen gelost werden konnten, nicht ermittelbar sind.
Hier gilt dieselbe Begriindung, die bereits in Sektion zur JML dargelegt wurde.

In einem zweiten Schritt konnen anschlieBend die Personenparameter bestimmt werden. Hierzu
verwendet man i.A. die unbedingte ML-Methode und nutzt dabei die im ersten Schritt geschétzten
Itemparameter. Allerdings muss man sich vor Augen fiihren, dass die Verwendung der geschétzten
Itemparameter zu Ermittlung der Personenparameter eine zusétzlich Unsicherheit bei der Schit-
zung dieser f-Parameter bewirkt. Alternativ bietet sich auch an die Personenparameter mittels der
s.g. gewichteten - im Englischen ,weighted“ - Maximum-Likelihood (WML) Methode zu schétzen.
Die WML-Methode soll in dieser Arbeit nicht genauer ausgefithrt werden. Es sei lediglich gesagt,
dass hierbei die Likelihood mit der Quadratwurzel der Diagonalelemente von der beobachteten
Fisher-Informationsmatrix gewichtet wird (vgl. [Welchowski, 2014, S. 7). Dies baut auf der von
Warm| (1985) vorgeschlagenen WML-Methodik zur Reduzierung der Verzerrung, welche mit der
ML-Schétzung einhergeht, auf.

Allgemein gilt geméf|Andersen| (1970)) fiir die CML-Methode, dass - bei Giiltigkeit der hier erfiill-
ten Annahmen (siehe dazu |Andersen) 1970, S. 286) - die Itemparameter-Schitzungen fiir P — oo
und bei gleichzeitig fester Anzahl von I Items konsistent sind und zudem auch unverzerrt, asym-
ptotisch effizient, sowie asymptotisch normalverteilt. Eine weitere Methode konsistente Schétzer zu

erhalten, bietet die im nachfolgenden Abschnitt vorgestellte marginale ML-Schéitzung.

5.3 Marginale ML-Schédtzung (MML)

FEine andere Moglichkeit die Parameter von IRT-Modellen zu schétzen, stellt die marginale Maxi-
mum-Likelihood (MML) Methode dar. Diese ist besonders niitzlich in Hinsicht auf Modelle, welche
keine ,einfache” suffiziente Statistik fiir den Fahigkeitsparameter 0, aufweisen und somit nicht mit-
tels der CML-Methode geschitzt werden koénnen. Hierzu sei insbesondere das GPCM zu nennen.
Zudem ist wiederum auf den bereits angesprochenen Vorteil gegeniiber der JML-Schétzung hinzu-
weisen: die MML-Methode erlaubt konsistente Schéitzungen der Itemparameter, selbst dann wenn
ein Test eine feste Zahl an Items hat und nur die Zahl der befragten Personen steigt (vgl. Sijtsmal
2006, S. 85). Einen deutlichen Vorteil stellt auch die Tatsache dar, dass mittels der MML auch
Personen, die keine bzw. alle Aufgaben korrekt 16sen konnten, bzw. Aufgaben, die von keinem oder
allen Probanden richtig beantwortete werden konnten, Beriicksichtigung finden. Das genaue Vor-
gehen bei dieser Art der Parameter-Schétzung soll mittels [Masters| (1997, S. 110ff.) und |Johnson
(2007, S. 7f.) verdeutlicht werden.
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5.3 Marginale ML-Schétzung (MML)

Bei der MML-Schéitzung handelt es sich ebenso wie bei der CML-Schitzung um ein zweistufi-
ges Verfahren. Im ersten Schritt werden also wiederum nur die Itemparameter geschéitzt. Dabei
betrachtet man die Personenparameter als ,nebenséchlich® bzw. als , Stor-Parameter und lésst
diese in der Likelihood-Funktion unberiicksichtigt, indem man davon ausgeht, dass es sich bei den
betrachteten Personen um eine zufillige Stichprobe aus einer Population handelt, in welcher die Fa-
higkeiten gem#f einer bestimmten Dichtefunktion f(6) verteilt sind. Im Allgemeinen erachtet man
latenten Variablen als stetig verteilte Zufallsvariablen, was auch bei den hier gesuchten, latenten
Féhigkeits- und Schwellenparametern durchaus Sinn macht. Entsprechend kann man annehmen,
dass die f-Parameter beispielsweise normalverteilt sind und somit gilt 0 kN (u,02), wobei u den
Erwartungswert und o2 die Varianz repriisentieren. Auch wenn bei dieser Art der Itemparameter-
schéitzung die Personenparameter unberiicksichtigt bleiben, ist eine korrekte Verteilungsannahme
der Fihigkeiten unerlasslich. Anderenfalls konnen sich starke Verzerrungen der Schéitzung ergeben.
Insgesamt lédsst sich also festhalten, dass die Itemparameter feste Effekt darstellen, wiahrend die
Personenparameter als zufillig angenommen werden.

Zunichst iiberlege man nun konkret, dass sich mithilfe der Wahrscheinlichkeit mp;; die Wahr-
scheinlichkeit fiir den beobachteten Antwortvektor x, der Person p gegeben der Fahigkeit dieser
Person ), und einem Set von Itemparametern 3 folgendermaflen ermitteln lisst, was ausgeschrieben
schliefflich GIL. entspricht:

P(xp|0,,8) = H Tpiz (5.19)

Nimmt man nun an, dass eine Person zufillig aus einer Population mit stetig verteilter Fahig-
keitsdichte f(0) gezogen wurde, so ergibt sich demgeméfl die marginale Wahrscheinlichkeit fiir den

Antwortvektor x, einer Person p als:

P(@,|6.8) = [ Pty B)1(0, ¢)do (5.20)

Hierbei bezeichnet ¢ ein Set von Populationsparametern, beispielsweise mit ¢ = (u, o?),wobei
1 den Fihigkeits-Mittelwert eben dieser Population und o2 die Varianz der Fahigkeitswerte wider-
spiegelt. Zieht man nun zufillig P Personen aus der betrachteten Population, so kann die marginale
Likelihood Az, wie in GL dargestellt werden. Hierbei sind nun die einzelnen ,,Stor-* Pa-

rameter 0, génzlich ausgeschlossen.

P
Apnr = [] Pyl B) (5.21)

p=1

Schlieflich erhilt man die Item- oder auch die Populationsparameterschitzer durch Ableiten der
Log-Likelihood Aysarr = log(Aprarr) nach dem jeweiligen Parameter und darauffolgender Bestim-

mung des Maximums. Entsprechend gilt es also folgende Likelihood-Gleichungen zu 16sen:

E)\MML und i)\MML (5.22)

B 9o

In der Praxis zeigt sich jedoch ein deutlicher Nachteil dieser Methode: bei der Bestimmung der
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5.3 Marginale ML-Schétzung (MML)

einzelnen Likelihoods miissen bei P betrachteten Personen jeweils P Integrale bestimmt werden.
Auch wenn dies mittels geeigneter Software-Pakete bewerkstelligt werden kann, ist die Prozedur
rechenintensiv und damit zeitaufwendig. Eine Alternative bietet der s.g. EM-Algorithmus, welcher
durch Anwendung auf das GPCM von Muraki| (1992) eingehend erldutert wird.

Fiir das PCM lésst sich der EM-Algorithmus - was die Kurzform des eigentlichen Begriffs
Expectation-Maximization-Algorithmus darstellt - in Anlehnung an Masters (1997, S. 111f.) zusam-
menfassen. Anstatt also die Gl nach dem jeweils gesuchten Parameter aufzulésen, bedient
man sich des von Bock (1981)) dargelegten EM-Algorithmus. Ginge man davon aus, dass neben
den jeweiligen Antworten x,; auch die Personenparameter 8 bekannt wéren, so liele sich die ge-
meinsame Likelihood schreiben als Apspr (8, ¢| X, 0) und damit die Log-Likelihood als Ayspp =
logAniarn (B, ¢ X, ). Tatséchlich kann dieser Ausdruck aber nicht direkt maximiert werden, da
dies von dem Wissen iiber die Fihigkeitsparameter 6 abhéngt. Alternativ kann allerdings der
Erwartungswert E(Aynr) gegeben aktuellen Schitzungen der einzelnen Personenparameter (6,)
maximiert werden. Hierzu wird zunéchst die marginale posteriori-Dichte von 6, gegeben dem Test-
Score x, der Person p bestimmt, wobei ,provisorische Schétzer fiir die Item- und Populations-
parameter verwendet werden. Dies bezeichnet man als den s.g. Expectation- oder kurz E-Schritt.
Anschlieflend maximiert man im Maximization- oder kurz M-Schritt die zuvor aufgestellte gemein-
same Log-Likelihood, um so besser angepasste Schétzer fiir die Item- und Populationsparameter zu

erlangen:

;@E()\MML) =0 und ;;SE()\MML) =0 (5.23)

Diese zwei Schritte werden solange wiederholt, bis Konvergenz erreicht ist und sich damit der
Schitzer geméif eines Konvergenzkriteriums nahe genug an den tatséchlichen Wert des Parameters
angendhert ist.

Im engsten Sinne lésst sich auch fiir das GPCM die MML-Methode in der beschrieben Form zum
PCM bewerkstelligen. Dabei gilt es jedoch auch den jeweiligen Steigungsparameter der einzelnen
Items zu beriicksichtigen und demgeméfl auch bei der Aufstellung der Likelihood-Funktion die jewei-
ligen a-Parameter zu beachten, sowie zusitzlich die partiellen Ableitungen von der Log-Likelihood
nach dem itemspezifischen Diskriminationsparameter, wobei dem Vektor « alle I Steigungspara-

meter angehoren:

0
— .24
£ AMML (5.24)

Schliefllich gilt es auch hier wieder bei Verwendung des EM-Algorithmus die nachfolgende parti-

ellen Ableitungen zu bestimmen:

2 Bwm) (5.25)

Analoges Vorgehen wie beim PCM liefert so schlielich ein Set von Itemparameter-Schéitzern -

wobei hier die Steigungsparameter inbegriffen sind - sowie die posteriori-Verteilung der Fahigkeit-

sparameter. Zur eingehenden Erlduterung der MML-Methode angewandt auf das GPCM sei auf
Muraki (1992, S. 9-14) oder Muraki (1997, S. 156-159) verwiesen.

Mittels der MML-Methode ergeben sich also insbesondere konsistente Itemparameterschétzer.

Allerdings héingt die Unverzerrtheit der MML-Schétzer davon ab, ob die Verteilung der Personen-
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5.3 Marginale ML-Schétzung (MML)

fahigkeit f(0) korrekt spezifiziert wurde. Im Falle einer falschen Annahme beziiglich der Dichte-
funktion ergeben sich konsequenter Weise verzerrte Schitzungen (siehe hierzu |Mair} 2009, S. 9).
Insofern die angesprochenen Verteilung korrekt spezifiziert ist, sind die {iber die CML- und die
MML-Methode ermittelten Schitzungen der Itemparameter asymptotisch dquivalent. Hierauf wird
in Kapitel [7] bei der konkreten Anwendung der Schéitzmethoden noch einmal eingegangen.

Um nun im zweiten Schritt auch die Personenparameter ermitteln zu konnen bieten sich ver-
schiedene Verfahren an, auf welche in Anlehnung an [De Ayalal (2009, 75-78) kurz eingegangen
wird: im Rahmen der ML-Schétzung kann u.a. auch auf die bereits in der vorhergehenden Sektion
vorgestellte WML-Methode zuriickgegriffen werden. Generell ist die Schétzung iiber ML-Methoden
kritisch zu betrachten, da fiir Personen mit einem Score von 0 oder perfektem Score keine endlichen
Fahigkeitsparameter berechnet werden kénnen.

Allerdings gibt es auch einige bayessche Verfahren, um die latenten Parameter zu ermitteln. Die
zugrundeliegende Strategien bauen hauptséichlich auf der Information beziiglich der im Vorhinein
bzw. vor der Beobachtung der Stichprobe gegebenen (a priori) Wahrscheinlichkeitsverteilung des 6-
Parameter auf. Diese wurde insbesondere auch bei der vorhergehenden Schitzung der [temparame-
ter iiber die MML-Methode ausgenutzt. Das Ergebnis von der Integration der priori-Verteilung mit
den beobachteten Daten ist die posteriori- Verteilung. Damit ldsst sich also die posteriori-Verteilung
durch Einarbeitung der priori-Verteilung in die beobachteten Daten - z.B. Likelihoodfunktion - be-
schreiben. Nimmt man beispielsweise die Normalverteilung als priori-Verteilung an, und integriert
diese Information in die Likelihood, so kann die Unsicherheit beziiglich der Fihigkeitsparameter in
der sich ergebenden posteriori-Verteilung reduziert werden. Um nun die Lokation des Fahigkeitspa-
rameters ép einer Person p abzuschétzen, kann der Modus oder der Median der posteriori-Verteilung
herangezogen werden. Im Falle einer symmetrischen Verteilung weisen der diese denselben Wert auf.

In diesem Zusammenhang sind hier nun die bayesschen Verfahren ,Maximum A Posteriori,
(MAP) und ,,Expected A Posteriori“ (EAP) aufzufithren, die generell zur Ermittlung der Personen-
parameter im PCM oder GPCM genutzt werden konnen. Bei Ersterem wird jeweils der Modus der
posteriori-Verteilung fiir die Schitzung der Fahigkeitsparameter 0}, genutzt, wihrend bei Letzterem
der Median verwendet wird. Insbesondere beim Vergleich der ML-Methode (mit Newton-Verfahren)
und der EAP konnte in verschiedenen Kontexten des Testens gezeigt werden, dass EAP gegeniiber
der ML-Schétzung zu favorisieren ist (vgl. Chen, (1998, S. 571). Zudem bieten EAP und MAP den
klaren Vorteil auch die Fahigkeitsparameter bei allen Antwortmustern, explizit als auch bei einem
Score von 0 oder perfektem Ergebnis, abschétzen zu konnen, d.h. fiir alle Personen kann iiber die
bayesschen Verfahre ein finiter Parameter ermittelt werden.

Gleichzeitig gibt es einige Gesichtspunkte, in den sich MAP und EAP unterscheiden. Im We-
sentlichen sollte hier aufgefithrt werden, dass MAP eine iterative Methode der Parameterschit-
zung darstellt, wihrend EAP ein nicht-iteratives Verfahren ist, welches auf numerischer Quadra-
tur/Integration beruht. Zudem erweist sich die mittlere quadratische Abweichung der Schitzungen
resultieren aus dem EAP-Verfahren als geringer gegeniiber der MAP-Technik. Weitere Unterschiede,
sowie die mathematische Methodik der Schitzungen konnen mittels De Ayalal (2009)) nachvollzogen
werden. Zudem gilt es zu beachten, dass sich durch die Verwendung der geschétzten Itemparameter

zur Ermittlung der Personenparameter zusétzliche Unsicherheiten bei letzteren auftreten.
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6 Schiatzung von PCM/GPCM mittels ausgewahlter
R-Pakete

An die Erklirung moglicher Schiatzmethoden der Parameter, welche im PCM bzw. GPCM vor-
handen sind, anschlieflend, sollen in diesem Kapitel nun R-Pakete vorgestellt werden, die fiir die
Analyse von ordinalen Antwortformaten und damit explizit fiir das Partial Credit Format geeignet
sind. Ganz allgemein handelt es sich bei R um eine Statistik-Software, mittels derer insbesondere
statistische Analysen, sowie auch die Erzeugung hochwertiger Grafiken moglich ist. Die Program-
miersprache R ist eng verwandt mit der 1980 konstruierten Programmiersprache S und die Syntax
weist Ahnlichkeiten mit C auf (vgl. R Core Team, 2016, S. 1).

In R selber werden Einheiten reproduzierbaren Codes in Form von Paketen, im Englischen be-
zeichnet als ,,Packages”, zur Verfiigung gestellt. Hier werden neben Funktionen auch Dokumentatio-
nen zur Handhabung der jeweiligen Funktionen, sowie Beispieldaten bereitgestellt (vgl. Wickham)
2015). Auch fir die Anwendung des PCMs bzw. GPCMs gibt es in R zur Verfiigung stehende
Pakete. Im Rahmen dieser Arbeit sollen nun drei derer vorgestellt werden und gesondert auf die
implementierte Funktion zur Konstruktion des PCMs bzw. GPCMs, sowie auf einige gebrauliche,
weiterfiihrende Funktionen aus dem jeweiligen Paket eingegangen werden. Im anschliefenden Ka-
pitel [7] werden diese auch noch konkret zur Anwendung gebracht.

Hierzu wird nun auf das eRm-, das Itm- und das TAM -Paket néher eingegangen. Angemerkt
sei vorab, dass das eRm - Kurzform fiir ,,Extended Rasch Modeling® - nur Analysen mittels des
PCMs, nicht aber des GPCMs erméglicht. Die Namen der anderen beiden Pakete ergeben sich aus
,Latent Trait Models (under IRT)* und ,, Test Analysis Modules“. Mit diesen Paketen kann sowohl
das PCM, als auch das GPCM zur Anwendung gebracht werden. Nun folgend soll zunéchst auf das
eRm genauer eingegangen werden.

Zusétzlich sollte vorab noch darauf hingewiesen werden, dass in Hinsicht auf die Modellierung des
PCMs der a-Parameter im eRm-Paket iiber alle Items hinweg unabénderlich auf 1 festgesetzt ist.
Dagegen ist bei den anderen beiden R-Paketen eine weniger restriktive Form des PCMs zugelassen,
demgeméf auch ein Steigungsparameter geschétzt wird, der zwar {iber alle Items hinweg gleich ist,
allerdings nicht unbedingt einen Wert von 1 annehmen muss. Wie diese weniger restriktive Form
des PCMs zustande kommt, wird explizit in Sektion aufgezeigt-

6.1 Paket 'eRm’

Das R-Paket eRm bietet - wie bereits erwiahnt - nur die Moglichkeit das PCM auf einen Datensatz
mit ordinalen Antwortformat anzuwenden, nicht aber das GPCM. Hierbei werden die Itempa-
rameter mittels der CML-Methode ermittelt, welche in Kapitel bereits dargestellt wurde. Die
F#higkeits- bzw. Personenparameter werden auf Basis der geschéitzten Aufgabenparameter iiber die
unbedingte ML ermittelt. Die nun folgende ausfiihrlichere Darstellung des eRm-Paketes geschieht
in Anlehnung an Mair (2007b) und Kiefer| (2016b). Anzumerken sei, dass in der zugrundeliegenden

Datenmatrix fehlende Werte zugelassen sind, welche mit "NA’ kodiert werden. Zudem kénnen mit-
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tels des eRm-Paketes auch Fahigkeitswerte von Personen ermittelt werden, die einen Testscore von
0 hatten oder einen perfekten Score erreichten.

Allgemein wird in diesem Paket die bisher bekannte Modellformel des PCMs, wie sie GI.
dargestellt ist, quasi in abgewandelter Form genutzt. Generell basiert die Parameterisierung der im
eRm-Paket verfiigharen Modelle auf dem s.g. ,linear-logistischen Test-Modell* (LLTM). Die Beson-
derheit dieses Modells ist die Annahme/lineare Bedingung, dass sich die Itemparameter aus einer
Linearkombination von s.g. Basisparametern und einer gegebenen Gewichtung pro Item zusammen-
setzen. Nimmt man diese Verdinderung angewandt auf das PCM vor, so ergibt sich das ,Lineare
Partial Credit Modell* (LPCM) von Fischer| (1994). Hierbei dient dieses Modell hauptséchlich der
Erfassung von Verdnderungen - beispielsweise von Behandlungseffekten - durch die Verwendung
des Konzeptes s.g. virtueller Items. Durch geeignete Festlegung des Designs ist das LPCM wie-
derum in das PCM f{iberfiihrbar. Um dies zu veranschaulichen sei nachfolgend die Modellgleichung
des LPCMs mit gewohnter Benennung gegeben, wobei durch die lineare Restriktion jedem 7 alle
moglichen ¢ x m; Kombination zugeordnet werden. Die nun folgende Erlduterung dazu basiert auf
Mair| (2007a), S. 37) und [Fischer| (1994)).

exp(xbp + Tiz)

P(Xpi = ]0,,i) = —t : 1
( V4 xwl’ Z) Zkéo(kap—i_Tzk) (6 )

L
mit i=1,...,I, k=1,...,m; und 7 = Zwmml

=1
Hierbei bezeichnet man 7; zumeist als ,Basisparameter” (vgl. Mair, 2007a, S.28) und es gilt
L= Zle m;. Derweilen stellen die w;,;’s festgelegte Gewichte der Basisparameter dar. Insgesamt
findet also eine linearen Zerlegung der einzelnen 7;;-Parameter in gewichtete Teilkompetenzen statt.
Gleichzeitig gilt hier nun - im Vergleich zur bisher bekannten Modellformel des PCMs -, dass die ein-
zelnen 7-Parameter nun zur jeweiligen Personenfiahigkeit addiert werden und demzufolge die Leich-
tigkeit anstelle der Schwierigkeit betrachtet wird. Um das Modell identifizierbar zu machen, werden
die Parameter wiederum folgendermaflen normiert: 7;0 = 0 fiir ¢ = 1, ..., I und Z{Zl >t Tik = 0.
Fiir die konkrete Schitzung der 7-Parameter - mit 7 = (711, ..., Timys -« 71, - - -, TIm, ) - wird
nun also die Linearkombination + = W1 verwendet, wobei W der Designmatrix entspricht und n =
(m,...,nr)" einem Vektor mit allen Basisparametern. Insbesondere kann also abgeleitet werden,
dass fiir das PCM die Basisparameter den einzelnen Schwellenparametern entsprechen. Insgesamt
sollte also auch deutlich werden, dass W einer L x (L — 1)-Matrix entspricht, also zeilenweise auf

die einzelnen Kategorien zu den I Items bezieht und spaltenweise auf die Basisparameter.

-1 -1 ... -1
1

w=| 1 0
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Damit ist die Designmatrix W des PCMs - bei dem keine konkrete Gewichtung der einzelnen
Teilkomponenten stattfindet - unter Beriicksichtigung der aufgezeigten Summennormierung - wie
vorhergehend abgebildet darstellbar.

Zur eingehenderen Vertiefung des LPCMs, sowie die dazu entsprechend angepassten CML- und
MML-Methoden kénnen anschaulich anhand von Fischer| (1994) nachvollzogen werden. Im eRm-
Paket wird zur konkreten Schétzung die CML-Methode verwendet, da diese gemafl Mair (2007b, S.
6) abgesehen von den wiinschenswerten Eigenschaften einer Schitzung, auch nahe an dem Konzept
der spezifischen Objektivitit orientiert ist und sich auf Basis der Schéitzung direkt der Likelihood-
Quotienten-Test durchfithren lédsst, welcher im weiteren Verlauf dieses Kapitels noch eingehend
beschrieben wird.

Der Befehl zur konkreten Anwendung des PCMs lautet in diesem Paket nun folgendermafien,
wobei basierend auf der CML-Methode - in der Art wie in[5.2] priisentiert ist - der Newton-Raphson-

Algorithmus angewandt wird, um die Schwellenparameter zu bestimmen:

PCM(X, W, se = TRUE, sumO = TRUE, etaStart)

Hierbei bezeichnet 'PCM’ den eigentlichen Funktionsaufruf, wihrend in der Klammer darge-
stellte Variablen Parameter sind, die der Funktion iibergeben werden miissen bzw. kénnen. Wie
anhand des vorhergehenden Satzes bereits ersichtlich wird, sind einige der Parameter optional.
Bei den nachfolgenden Darlegungen zu gebrauchlichen Funktionen der drei R-Pakete wird zumeist
nicht auf alle Parameter eingegangen, die jeweils iibergeben werden kénnen, sondern es erfolgt eine
Beschréinkung auf die wesentlichsten. Weitere mogliche Einstellungen lassen sich aber anhand der
Handbiicher zu den entsprechenden R-Paketen eruieren.

Bei dem vorliegenden Befehl ist nur die Ubergabe der Datenmatrix "X’ erforderlich, die restlichen
Parameter kénnen zur Konkretisierung zusétzlich angegeben werden. Diese Datenmatrix beinhaltet
als Eintrége die jeweiligen Scores - beginnend bei Kategorie 0 - aller Person, welche zeilenweise
abgetragen werden, und der entsprechenden Items, welche spaltenweise angegeben sind. Folglich
entspricht diese Matrix einer Matrix in der Form von X, wie sie in Kapitel 4] vorgestellt wurde.
Des Weiteren bezeichnet "W’ die Designmatrix W des PCMs wie sie in einem der vorhergehenden
Absitze dieser Sektion dargestellt wurde und wird von R automatisch erzeugt, insofern sie nicht
als Parameter iibergeben wird. Insgesamt entspricht diese also einer optionalen Designmatrix zur
Normierung auf ein bestimmtes Item, was bei konkreter Umsetzung in der Analyse mittels des
LPCMs iibergehen wiirde. Zudem wird durch ’se’ vom Benutzer angegeben, ob die Standardfehler
ausgegeben werden sollen oder nicht. Der Default-Wert ist hierbei "TRUE’, was beutet, dass die
Standardfehler bei der Ausfithrung des PCM-Befehls aufgefiithrt werden, falls der logische Wert nicht
vorab als 'TFALSE’ festgesetzt wird. Mittels ’sum0’ wird die Normierung bestimmt, wobei durch den
Standardwert "TRUE’ - mit angepasster Designmatrix "W’ - die Itemparameter so normiert werden,
dass sie in der Summe 0 ergeben. Anderenfalls wird der erste Itemparameter auf 0 gesetzt und der
Schitzwert aller anderen in Abhéngigkeit von diesem bestimmt. Durch ’etaStart’ kann ein Vektor
von Itemparametern, welche als Startwerte benutzt werden, iibergeben werden. Insofern ’etaStart’
nicht angegeben wird, wird der Nullvektor verwendet.

Nach der Anwendung der Funktion 'PCM’ auf einen konkreten Datensatz erhélt man ein Objekt
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der Klasse ’eRm’, wozu u.a. folgende Werte ausgegeben werden: der Wert der Log-Likelihood ’loglik’,
die Anzahl der Iteration ’iter’, bis die CML konvergiert, sowie die Gesamtzahl der Parameter 'npar’,
die geschétzt wurden. Aulerdem werden natiirlich die mittels des Newton-Raphson-Verfahrens - an-
gewandt auf die CML-Methode - geschiitzten 7-Parameter und - wenn nicht anders festgesetzt - die
Standardfehler dieser ausgegeben. Das Konvergenzkriterium wird dabei durch die s.g. nichtlineare
Minimierung/Optimierung bestimmt, was hier nun aber nicht weiter ausgefiihrt wird. Generell biete
es sich an den 'summary()’-Befehl zu nutzen und so eine iibersichtliche Darstellung der Schitzwerte
7ik, sowie der zugehorigen Standardfehler und das daraus ermittelbare 0.95%-Konfidenzintervall zu
erhalten. Es sei erwdhnt, dass hierbei sowohl die Schwierigkeits-, als auch Leichtigkeitsparameter
angegeben werden, welche simple Anderung des Vorzeichens, also Multiplikation mit —1 ineinander
iiberfithrbar sind.

Anstatt sich nun die einzelnen Schwellenparameter sz: aus den jeweiligen Kategorien-Schwier-
igkeitsparametern 7;, zu berechnen, kann man sich der folgenden, im eRm-Paket implementierten

Funktion bedienen:

thresholds(object)

Hierbei muss ’object’ einem Objekt der Klasse ’eRm’ entsprechen. Nach Aufruf dieser Funktion
wird eine Matrix ausgegeben, deren Eintrége den jeweiligen Schwellenparametern der betrachteten
Aufgaben entsprechen. Zusétzlich wird eine Spalte ’location’ ausgegeben, welche zeilenweise das
arithmetische Mittel der Schwellenparameter einer Aufgabe enthélt und damit dem in Kapitel4.2]
vorgestellten Lokalisationsparameter entspricht.

Die so ermittelten Schwellenparameter stellen auch diejenigen Parameter dar, welche bei der
grafischen Veranschaulichung des PCMs in Form der Schwellenwahrscheinlichkeit - wie sie in Kapitel
dargestellt wurden - genutzt werden. Hier kann nun direkt tibergeleitet werden zur grafischen
Darstellung mittels des eRm-Paketes. Durch Aufruf der Funktion ’plotICC()’ kann man sich die
Kategorienwahrscheinlichkeiten der einzelnen Items als Grafik(en) ausgeben lassen. Die Funktion

sieht i.A. folgendermaflen aus:

plotICC(object, item.subset,...)

Bei dem Parameter 'object’” handelt es sich um ein Objekt der Klasse ’eRm’, welcher notwendi-
gerweise libergeben werden muss. Mithilfe des Arguments ’item.subset’ kann man diejenigen Items
bestimmen, welche in der erzeugten Grafik angezeigt werden sollen. Wenn nicht anders angegeben
werden die Grafiken zu allen I Items ausgegeben. Die iibrigen Parameter, welche der plotICC’-
Funktion theoretisch iibergeben werden kénnen entsprechen weitestgehend den gebraulichen Grafik-
Argumenten.

Auf Basis der bereits geschéitzten Itemparamter konnen im zweiten Schritt schlieflich die Per-
sonenparameter iiber die unbedingte Log-Likelihood ermittelt werden und so die einzelnen ép’s
ermittelt werden. Da durch Simulationsstudien gezeigt werden konnte, dass bayessche Methoden
Schitzer mit hoherer Genauigkeit hervorbringen, ist es geplant derartige Methoden in zukiinftigen
Versionen des Paketes zu implementieren (vgl. Mair, 2007al S. 37). Gesondert zu erwéhnen ist, dass

es mittels des eRm-Paketes moglich ist auch die Fahigkeitswerte fiir Personen zu ermitteln, die bei
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einer (oder mehreren) Aufgaben einen nicht-beobachteten Score (NA-Wert) eingetragen haben und
auch fiir Probanden, die eine Testscore von 0 oder einen perfekten Score aufweisen. Dies geschieht
iiber s.g. Spline-Interpolation. Dabei bezeichnet ein Spline im mathematischen Sinne eine Funktion,
welche stiickweise - also jeweils zwischen zwei Knotenpunkten - aus Polynomen von héchstens n-ten
Grades zusammengesetzt ist. An diesen Knotenpunkten werden bestimmte Differenzierbarkeitsei-
genschaften gefordert, sodass ein glatter Verlauf der Kurve gewéhrleistet ist. Damit kénnen folglich
die fehlenden Fahigkeitswerte bzw. diejenigen von Personen mit einem Testscore von 0 oder voller
Punktzahl angendhert werden.

Die Schétzung der Personenparameter erfolgt im eRm-Paket letztlich {iber nachfolgenden Befehl,
wobei es sich bei dem {ibergebenen Parameter 'object’ wiederum um ein Objekt der Klasse ’eRm’
handelt:

person.parameter (object)

Die Funktion ’person.parameter()’ erzeugt ein Objekt der Klasse 'ppar’. Angemerkt sei nun, dass
bei der Aufstellung der Likelihood Personen mit dem gleichen Testscore entfernt werden, damit die
Schitzung der Fihigkeitsparameter schneller bewerkstelligt werden kann. Demzufolge ist die aus-
gegebene Log-Likelihood ’loglik’ auf die verringerten Daten bezogen. Zudem bezieht sich auch die
Anzahl der geschétzten Parameter 'npar’ auf die reduzierten Daten. Weitere Riickgabe-Werte sind
die Anzahl an Iterationen bis zur Konvergenz ’'niter’, die iiber die Likelihood ermittelten Fahigkeit-
sparameter 'thetapar’, sowie die zugehorigen Standardfehler ’se.theta’. Zusétzlich kénnen auch die
entsprechende Hesse-Matrix ’hessian’, 'theta.table’, 'pers.ex’ und ’X.ex’ abgerufen werden. Dabei
beinhaltet ’theta.table’ alle Fihigkeitsparameter der Personen aus dem Orginaldatensatz, sowie
die zugehorigen Standardfehler und die Grenzen des 2.5%- und 97.5%-Konfidenzintervalles. Zudem
konnen auch diejenigen Personen bzw. der Indizes dieser Probanden ’pers.ex’ angezeigt werden,
die aufgrund eines Testscores von 0 oder vollem Score ausgeschlossen wurden. Die entsprechende
Matrix zu diesen ausgeschlossenen Teilnehmern ist in ’X.ex’ inbegriffen.

Bisher noch recht wenig zur Sprache kamen mogliche Tests zur Uberpriifung der Modellgiiltigkeit
bzw. der Modellannahmen. Im Rahmen dessen gilt es vorwiegend die Annahme der spezifischen Ob-
jektivitat zu Priifen und somit genauer gesagt zu testen, ob ,Differential Item Functioning®* (DIF) -
siehe dazu - vorliegt und damit die Items fiir verschiedene Gruppen/Subpopulationen unter-
schiedlich schwierig zu 16sen sind. Allgemeiner gesprochen diirfen sich bei der Giiltigkeit des PCMs
die Aufgabenparameter der einzelnen Teilgruppen nicht systematisch unterscheiden. Insofern DIF
vorliegt, ,kann kein fairer Vergleich der Merkmalsausprigungen mittels der entsprechenden Ska-
la vorgenommen werden. Ein Vergleich einer Merkmalsausprigung zw. verschiedenen Stufen einer
Moderatorvariable wire verzerrt, weil in den Gruppen das entsprechende Einzelitem in unterschied-
licher Weise die zu messende latente Merkmalsauspragung anzeigt® (Wirtz, 2014, S. 404). Damit
kann konkret fiir das PCM also auch getestet werden, ob die Steigung aller kurven - dargestellt
anhand der Schwellenwahrscheinlichkeiten - gleich ist bzw. ob alle Items die gleiche Trennschérfe
aufweisen. Zum konkreten Priifen der Annahme der spezifischen Objektivitit stehen im eRm-Paket
nun verschiedene Tests zur Verfiigung: der Likelihood-Quotienten-Test (LQ-Test), Martin-Lof-Test,
Wald-Test (global und lokal), sowie der x?-Anpassungstest. Im Rahmen dieser Arbeit soll nur auf
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den zuerst genannten eingegangen werden, wobei die nachfolgenden Schilderungen zum LQ-Test in
Anlehnung an |Strobl| (2012) und Koller| (2012) erfolgen.

Die Basis des LQ-Tests bildet die aus der CML-Schéitzung resultierende Likelihood (siehe dazu
Kapitel [5.2). Die zugrunde liegende Idee ist dabei folgende: man berechnet einerseits die Likelihood
fiir den gesamten Datensatz und dann andererseits auch noch die Likelihoods getrennt fiir die
gebildeten zwei oder mehr Gruppen. Wenn nun die Parameterschiatzung fiir die Gesamt- und die
Teilgruppen gleich sind, diirften sich auch die jeweiligen Likelihoods nicht unterscheiden. Damit

konnen also zwei Féalle eintreten:

1. Die Itemschwierigkeiten in den Gruppen sind gleich: Insofern man die einzelnen Likelihoods
der Gruppen multipliziert, ergibt sich die gleiche Gesamtlikelihood, die man bei einer Para-

meterschéitzung ohne Gruppenbildung erhalten wiirde.

2. Die Itemschwierigkeiten in den Gruppen sind ungleich: Man erhélt unterschiedliche Parame-
terschitzwerte in den Gruppen, d.h. die geschétzte Itemschwierigkeit zwischen den einzelnen
Gruppen unterscheidet sich deutlich. Durch Multiplikation der Gruppenlikelihoods steigt so
schliellich auch die Gesamtlikelihood.

Im eRm-Paket ist der LQ-Test nun folgendermaflen implementiert, wobei sich der Name der

Funktion von der englischen Bezeichnung Likelihood-Ratio-Test (LR-Test) ableiten ldsst:

LRtest(object, splitcr = "median", se = TRUE)

Als ’object” wird wiederum ein Objekt der Klasse ’eRm’ - welches mit der Funktion 'PCM()’
erstellt wurde - iibergeben. Zugleich wird durch ’splitcr’ das Kriterium festgelegt, nach welchem
die einzelnen Subpopulationen gebildet werden sollen. Die zugrundeliegende Standardeinstellung
ist hierbei der s.g. Mediansplit. Die Zuordnung zu den jeweiligen Gruppen erfolgt dann anhand
des Medians der von den betrachteten Probanden erzielten Testscores r,, wobei p = 1,..., P
gilt. Dementsprechend werden zwei Gruppen gebildet, wobei eine Gruppe all diejenigen Personen
umfasst, die einen Testscore kleiner oder gleich dem Wert des Medians erreicht haben, und in der
zweiten Gruppe sind somit all diejenigen Testteilnehmer inbegriffen, die einen gréfleren Testscore
als der Median aufweisen. Auch andere Gruppierungen kénnen vorgenommen werden, beispielsweise
nach dem arithmetischen Mittel durch Angabe von ’splitcr=,,mean*’ oder indem man alle Personen

(1%

mit demselben Testscore zu Subpopulation mittels ’splitcr=,,all.r*’ zugeteilt werden. Auch kann
die Einteilung anhand eines Vektors festgesetzt werden, der jede Personen explizit einer Gruppe
zuweist, wobei dieser Vektor vom Typ 'numeric’, ’character’ oder ’factor’ sein kann.

Im Rahmen des LQ-Tests wird also die Gesamtpopulation in h Subpopulationen - wobei gilt
h=1,...,H - geméaf eines bestimmten Kriteriums unterteilt. Unter Giiltigkeit des PCMs erwartet
man nun, dass die geschitzten Itemparameter der einzelnen Gruppen in etwa gleich sind und
insbesondere dem B-Parameter - geschéitzt auf Basis der Gesamtpopulation - entsprechen. Damit
lassen sich die Null- und Alternativhypothese folgendermafien aufstellen:

Hy : 51-]-:68):---:52-(51) vSs. Hy: Ju,v: ﬁg)iﬁg)); u,v € h
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Beim LQ-Test werden die geschitzten Aufgabenparameter der Gruppen Bth ) nun mit dem der
Gesamtstichprobe 3;; verglichen. Als Schitzer ergeben sich dann diejenigen Werte, welche die be-
dingte Likelihood maximieren. Dabei gehen in die Schitzung nur noch die in der entsprechenden
Gruppe enthaltenen Personen ein, nicht alle P Testteilnehmer. Der Likelihood-Quotient ergibt sich
dann, indem man die Gesamtlikelihood der geschétzten Itemparameter Bij durch das Produkt der

Gruppenlikelihoods mit den geschitzten Aufgabenparameter der einzelnen Gruppen BZ(Jh) teilt:

Acwmr

- h
7L, A(C])\/[L

Wiirde nun das Rasch-Modell Giiltigkeit besitzen, so ergibt sich fiir den LQ in etwa der Wert

1, da es - abgesehen von zufilligen Abweichungen - keinen Unterschied machen wiirde, ob man

LQ (6.2)

eine nach Gruppen getrennte oder eine gemeinsame Schitzung durchfithren wiirde. Dieses Szenario
wird als Nullhypothese des Tests angenommen. Erhélt man ein signifikantes Ergebnis, so deutet dies
dementsprechend darauf hin, dass das PCM nicht giiltig ist. Dementsprechend gilt fiir die Alterna-
tivhypothese, dass in den gebildeten Subpopulationen jeweils unterschiedliche Itemparameter B(h)
zu den gegebenen Daten innerhalb der Gruppe passen. Damit ergibt sich dann, dass das Produkt
im Nenner von GI. grofer wird und man insgesamt schliefilich einen Likelihood-Quotienten
erhalt, der kleiner als 1 und damit als die Nullhypothese ist.

Allerdings kann der Likelihood-Quotient L.Q nicht direkt zum Testen der Hypothese angewendet
werden. Jedoch kann angenommen werden, dass die Teststatistik 7" einer x2-Verteilung mit entspre-
chender Anzahl an Freiheitsgraden folgt. Dabei errechnen sich die Freiheitsgrade aus der Differenz
zwischen der aufsummierten Anzahl von Parametern in den einzelnen Subpopulationen abziiglich

der Anzahl an Parametern der Gesamtpopulation.

H
T = —2in(LQ) = 23 A, = Aowrr) (6.3)
h=1

Mithilfe der Teststatistik 7" kann nun der statistische Test folgendermaflen konstruiert werden:
besitzt das PCM Giiltigkeit, betréigt also LQ = 1, so ergibt sich T" = 0. Andrerseits erhilt man
bei Verletzung des Modells L) < 1 und damit fiir die Teststatistik T > 0. Ergibt sich also ein
groer Wert fiir T - beispielsweise groler als das 95%-Quantil der y2-Verteilung mit entsprechender
Anzahl an Freiheitsgraden - so liegt eine eben beschriebene, signifikante Modellverletzung vor.

Nachteil an diesem R-Paket ist - wie bereits erwahnt - die Tatsache, dass ordinale Daten basie-
rend auf dem PCM analysiert werden koénnen, allerdings nicht mittels des GPCMs. Hierzu kénnen
allerdings die nachfolgend vorgestellten Pakete, das ltm- und das TAM-Paket genutzt werden. In

dem nun anschliefend Kapitel wird zunéchst auf Ersteres eingegangen.
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6.2 Paket 'Itm’

Das ltm-Paket wurde zur Analyse von multivariaten dichotomen, sowie polytomen Daten entwickelt
und baut auf Anwendung von ,Latente-Variablen-Modellen*. Hierbei werden je nach Skalenniveau
der beobachteten und der latenten Variable unterschiedliche Modellierungsannahmen getroffen. Um
dies zu veranschaulichen ist nachfolgend Tab. dargeboten, welche in Anlehnung an |Cai| (2012])
erstellt wurde. Allgemein gesprochen stellen Latente-Variablen-Modelle multivariate Regressions-
modelle dar, die die Moglichkeit bieten von stetigen oder kategorialen Antworten/-mustern auf
unbeobachtete Kovariablen zu schlieflen (vgl. Rizopoulos, 2006, S.1). Konkret wird im ltm-Paket
nun das Latente-Variablen-Modell unter Betrachtung der IRT umgesetzt.

Latente Variable
Beobachtete Variable Diskret Stetig

Diskret Latente Klassenanalyse Item Response Theorie/
Latent Trait Analyse

Stetig Latente Profileanalyse Faktorenanalyse

Tab. 6.1: Unterschiedliche Anwendung von Latenten-Variablen-Modellen je nach Ausprigung (ste-
tig oder diskret) der beobachteten und der latenten Variable

Die nun anschlieende Beschreibung geschieht in Anlehnung an |Rizopoulos| (2006)). Die Grundidee
der latenten Variablenanalyse ist es fiir ein gegebenes Set an Antwortvariablen x1,...,zx ein Set
latenter Variablen @ = #1,...,0p zu finden - wobei P << K -, sodass dieses Set im Wesentlichen
dieselbe Information wie die latente Variablen selbst beinhaltet. Wihrend im ltm-Paket vorwiegend
das GRM zur Analyse polytomer, ordinaler Daten bereitgestellt wird, kann auch das PCM bzw.
GPCM, sowie das RSM herangezogen werden.

Die Parameterisierung orientiert sich bei der Anwendung des PCMs bzw. GPCMs an der Mo-
dellformel des GPCMs, wie sie in GI. dargestellt ist. Hierbei kann der Nutzer festlegen, ob
das PCM in seiner restriktivsten Form, also mit einem a-Parameter, der fiir alle Items bei 1 liegt,
anzuwenden ist oder ob die Analyse mittels des PCMs, mit einem fiir alle Items konstanten, aber
angepassten a-Parameter durchgefiithrt werden soll. Des Weiteren kann aber auch vom PCM in sei-
ner allgemeinsten Form, also dem GPCM, mit a;-Parameter, der fiir jedes Item separat geschéitzt
wird, Gebrauch gemacht werden.

Hierzu soll nun kurz auf den wesentliche Unterschied in der Verwendung des PCMs in seiner
restriktivsten Form oder der ebenso moglichen, weniger restriktiven Form verdeutlicht werden. Das
PCM in seiner restriktivsten Form weist einen Steigungsparameter von «; = 1 auf und setzt voraus,
dass die Féhigkeiten der Personen der Standardnormalverteilung 6, ~ N (0, 1) folgen. Diese Form
des PCMs wird im Itm-Paket mit 'rasch’ bezeichnet. Im Vergleich hierzu geht man nun bei der we-
niger restriktive Form - im ltm-Paket bezeichnet mit ’1PL’ - davon aus, dass die Personenparameter
normalverteilt sind mit Erwartungswert 0, setzt die Varianz o2 jedoch als nicht bekannt voraus,
also gilt 8, ~ N(0, 02). Diese Annahme ist dquivalent zu derjenigen, die Standardnormalverteilung

der Personenparameter anzunehmen und demzufolge aber einen Steigungsparameter o; = o = o
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zuzulassen. Die Aquivalenz dieser beiden Ansitze ist in der nachfolgenden Gl. 1D dargestellt.
Hierbei gilt zunéchst 6, ~ N(0,0%) und a; = 1.

;i (0p — Bij) = ci(bp — 5@‘)%

= a;-o(% - D) (6.4)
= U(ép - ﬁ;j)

d—io=lo=o=a G~ N0

Nachdem die zugrundeliegende Parameterisierung im ltm-Paket iiber das GPCM erfolgt, ist es
naheliegend, dass die Berechnung der gesuchten Itemparameter auf Basis der MML-Methode ge-
schieht, in der Form wie sie in Kapitel bereits ausfiihrlich dargestellt wurde. Hierbei werden
die einzelnen Fahigkeitsparameter als standardnormalverteilt angenommen, wobei je nach Modell
schliefflich die a-Parameter festgelegt werden. Gleichzeitig erfolgt die numerische Integration iiber
die s.g. ,,GauB-Hermite-Quadratur®, wobei die zu integrierende Funktion in eine Gewichtsfunktion
und ein spezielles Polynom jeweils an bestimmten Auswertungspunkten zerlegt wird. Zu beach-
ten ist hierbei, dass die vom Benutzer festgelegt Anzahl eben dieser Auswertungspunkte, Einfluss
auf die Parameterschéitzungen, die Standardfehler, sowie den Wert der Log-Likelihood haben kann
(vgl. Rizopoulos|, 2006, S. 4). Fiir eine genauere Darstellung dieser Methode kann beispielswei-
se [Liu/ (1994) genutzt werden. Zusétzlich sei noch gesagt, dass die Maximierung der integrierten
Log-Likelihood in Hinsicht auf die Itemparameter - also die logarithmierte Form von GI.
- iiber den s.g. ,Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno* (BFGS) Algorithmus erfolgt. Dieser ist der
Gruppe der ,Quasi-Newton-Verfahren“ zuzuordnen und bietet die Moglichkeit nicht-lineare Op-
timierungsprobleme zu losen. Hierbei bezeichnet das Quasi-Newton Verfahren eine Variante des
Newton-Verfahrens, wobei die Hessematrix eines Funktionals nicht direkt erforderlich ist, sondern
bei dem stattdessen die Hesse-Matrix iterativ approximiert wird.

Die nun nachfolgenden Erkldrungen zum Itm-Paket bzw. zu den implementierten Funktionen, die
bei der Analyse mittels des PCMs und GPCMs hauptsSchlich von Bedeutung sind, stiitzen sich auf
Rizopoulos (2006) und [Rizopoulos| (2015)). Um zunéchst das PCM bzw. GPCM auf die ordinalen

Daten anzuwenden, bedient man sich der nachstehenden Funktion:

gpcm(data, constraint = c("gpcm", "1PL", "rasch"), IRT.param = TRUE,
start.val = NULL, na.action = NULL, control = list())

Hierbei muss es sich bei dem iibergebenen Parameter ’data’ entweder um einen s.g. ’data.frame’
oder eine numerische Matrix handeln und damit wird letztlich also wieder eine Matrix der Form
X verlangt. Mittels 'constraint’ kann der Benutzer iiber einen ’character’-Wert angeben, welches
Modell auf die gegebenen Daten angewandt werden soll. Wie bereits erwéhnt kann man den Stei-
gungsparameter des PCMs konsequent auf 1 festlegen, wobei hierzu der Parameter 'constraint =
“rasch” iibergeben wird, oder aber man lisst einen a-Parameter zu, der fiir alle Items gleich ist,

indem man ’constraint = "1PL* wahlt. Die Analyse der Daten mittels des GPCMs und damit -
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Parametern, die fiir jedes Item gesondert geschitzt werden, ist durch Angabe von ’constraint =
“gpcm” moglich. Die iibrigen Parameter sind optional, so kann etwa mittels ’control’ eine Liste von
Einstellungen iibergeben werden, beispielsweise wie viele Iterationen der Quasi-Newton Algorith-
mus, der zur Schitzung der Itemparameter genutzt wird, maximal durchlaufen soll. Als Optimie-
rungsmethode wird - wie bereits erwédhnt - zumeist das BFGS-Verfahren verwendet, welches auch
in dem eRm-Paket als Standard festgelegt ist. Gesondert betrachtet werden sollte nur noch kurz
der Parameter 'na.action’, anhand dessen sich festlegen lidsst, wie mit den fehlenden Daten bzw.
"NA’-Werten umgegangen werden soll. Durch den Default-Wert 'na.action=NULL’ werden fehlende
Werte zugelassen.

Das mit dem ’gpcm’-Befehl erzeugt Objekt beinhaltet u.a folgende Komponenten: eine Liste ’co-
efficents’, welche aufgeschliisselt nach den einzelnen Aufgaben die geschitzten Schwellenparameter
7;k und den jeweils zugehorigen Diskriminationsparameter umfasst, die Log-Likelihood ’loglik’; so-
wie die approximierte Hesse-Matrix ’hessian’ bei erreichter Konvergenz. Will man sich statt der
aufsummierten Schwellenparameter 7;;, die einzelnen Schwierigkeitsparameter [3;; ausgeben lassen,
ist es empfehlenswert die Funktion ’coefficients()’ auf das erzeugte Objekt der Klasse 'gpecm’ anzu-
wenden.

Des Weiteren sind noch einige weitere Informationen bei dem Aufruf der ’gpem()’-Funktion
inbegriffen und so kann man sich beispielsweise auch die Liste ’GH’ ausgeben lassen, welche die
zwei Bestandteile beinhaltet, die bei der Gau-Quadratur verwendet werden: der erste Eintrag ’Z’
umfasst die numerische Matrix, welche die jeweiligen Abszissen-Werte bzw. den Auswertungspunkte
enthilt, und der zweite Eintrag 'GHw’ birgt einen nummerischen Vektor mit den zugehorigen
Gewichtungen. Daneben sind noch weitere Werte des Objekts ’gpcm’ abrufbar, die hier aber nun
nicht weiter von Bedeutung sind.

Zusétzlich kann auch die Varianz-Kovarianz-Matrix ausgegeben werden durch Aufrufen der nach-
folgenden Funktion. Hierbei sollte es sich bei ’object’ um ein Objekt der Klasse ’gpcm’ handeln.
Insofern der logische Parameter 'robust’ auf "TRUE’ gesetzt wird, wird der Sandwich-Schétzer
verwendet. Nach Ausfithrung der Funktion erhilt man eine numerische Matrix, welche die Varianz-

Kovarianz-Matrix der aus der MML-Schétzungen hervorgehenden Parameter représentiert.

vcov(object, robust = FALSE, ...)

Das mittels der ’gpem()’-Funktion angepasste PCM bzw. GPCM kann im ltm-Paket auch grafisch

dargestellt werden. Hierzu bedient man sich der nachstehenden Funktion:

plot(x, type = c("ICC", "IIC", "OCCu", "OCCl"), items = NULL,
categorie = NULL, ...)

Wiederum erfordert 'x’ also die Angabe eines Objekts der Klasse 'gpcm’. Mittels 'type’ lisst
sich festlegen, in welcher Form das angepasste Modell dargestellt werden soll. Hierbei kann das
Modell mittels der Einstellung 'ICC’ {iber die Kategorienwahrscheinlichkeiten - wie in Kapitel
beschrieben - dargestellt werden. Auf die iibrigen Werte, die als Grafik-Typen gew#hlt werden
konnen, sollen hier nicht weiter eingegangen werden, jedoch kénnen anhand von [Rizopoulos| (2015)

nihere Informationen dazu gewonnen werden. Anhand des Parameters ’items’ kann man diejenigen
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Aufgaben auswihlen, die grafisch dargestellt werden sollen. Mittels ’categorie’ lasst sich in Form
eines Skalars festsetzen, welche Antwort-Kategorie eines Items jeweils abgebildet wird. Insofern die
Standard-Einstellung 'NULL’ vorliegt, werden alle Kategorien dargeboten. Alle weiteren Parameter,
die der Funktion ’plot()’ iibergeben werden kénnen, sind Grafik-Einstellungen und werden hier nicht
weiter ausgefiihrt.

Zudem gilt es nach der Itemparameterschitzung auch diejenigen Schétzer fiir die Fahigkeit der
Probanden zu ermitteln. Hierzu kann die im ltm-Paket bereitgestellte Funktion ’factor.scores()’
genutzt werden. Dabei sind im Folgenden nur einige wesentliche Parameter dargestellt, die der

Funktion {ibergeben werden kénnen.

factor.scores(object, method = c("EB", "EAP", "MI"), prior = TRUE, ...)

Wie iiblich wird der Funktion zunéchst der Name des Objekts iibermittelt, welches von der Klas-
se 'gpcem’ sein muss. Mittels des Parameters 'method’ kann die gewiinschte Methode zur Schéitzung
der Personenparameter festgelegt werden. Dabei stehen die drei folgenden Verfahren zur Auswahl:
Empirischer Bayes (EB), Exected A Posteriori (EAP) und Multiple Imputation (MI). Zu Ersterem
lasst sich beispielsweise die im vorhergehenden Kapitel beschriebene MAP-Methode zuordnen.
Ebenfalls in dem angesprochenen Kapitel wurde das EAP-Verfahren dargestellt. Zusétzlich sei ge-
sagt, dass sich gerade beim Auftreten fehlender Werte die Anwendung der MI-Methode eignet, deren
Schitzwertbestimmung zumeist auf der Simulation eines plausiblen multivariaten Verteilungsmo-
dells beruht. Insofern die Methode 'EB’ gewahlt wurde, kann mittels 'prior’ festgelegt werden, ob
als a priori Verteilung die Normalverteilung fiir die Fahigkeitsparameter angenommen werden soll,
um schliellich den jeweiligen Modus der posteriori Verteilung zu ermitteln. Hierbei wird durch die
Standard-Einstellung 'prior = TRUE’ eben dies festgesetzt.

Nach Aufruf der Funktion ’factor.scores’ erfolgt die Ausgabe einer Liste der Klasse ’fscores’, mit
insbesondere der folgenden Komponenten: ’score.dat’ umfasst als ’data.frame’ alle beobachteten
Antwortmuster, mit sowohl den beobachteten, als auch erwarteten Hiufigkeiten. Hierzu werden die
entsprechenden Fihigkeitsparameter, sowie der Standardfehler angegeben.

Die Dichte der Fahigkeitsparameter ldsst sich grafisch mittels Kerndichteschétzer darstellen,
wobei dies auf dem entsprechende, gewéhlten Verfahren zur Schitzung der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung beruht. Geméf eines s.g. Kerns, welcher selbst eine Dichte darstellt, und einer festgesetzten
Bandbreite ergibt sich der Kerndichteschiitzer quasi aus der Uberlagerung von entsprechend skalier-
ten Kernen,die geméf einer Stichprobenrealisation positioniert werden. Zur genaueren Erklarung
der Kerndichteschiitzung sei beispielsweise auf Schomaker| (2008, S. 42ff.) verwiesen. Hierbei ste-
hen auch im ltm-Paket verschiedene Kerne bei Dichteschétzung zur Verfiigung. So kann u.a. der
Gaufl-Kern, welcher dem Default-Wert der Funktion entspricht, oder etwa der Epanechnikov-Kern
gewihlt werden. Die Bandbreite kann mit dem Parameter ’bw’ angepasst werden. Durch Aufruf
der Funktion ’plot()’ mit entsprechender Angabe eines Objekts 'x’ der Klasse 'fscores’ erfolgt die
Ausgabe einer Grafik mit der Kerndichteschéitzung der Fahigkeitsparameter.

plot(x, bw = "nrdO", kernel = "gaussian", ...)

Eine weitere niitzliche Funktion im ltm-Paket stellt anova()’ dar. Hiermit kénnen explizit zwei
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Modelle verglichen werden bzw. genauer gesagt, ldsst sich bestimmen, ob ggf. eines der Modelle bes-
ser zu den vorliegenden Daten passt. Insgesamt bedeutet dies hier also, dass man das PCM, welches
das Modell unter der Nullhypothese darstellt, und GPCM zur Anwendung bringt und anschlieflend
bestimmt, ob die Beriicksichtigung des Diskriminationsparameters einen signifikanten Unterschied
birgt. Um diese Signifikanz der hierarchisch geschachtelten Modelle - s.g. ,,nested models“ - zu testen,
bedient man sich des Likelihood-Quotienten-Tests. Konkret wird beim Likelihood-Quotienten-Test
die Differenz der x?-Werte von den beiden betrachteten Modellen gebildet, sowie die Differenz der
entsprechenden Freiheitsgrade, welche sich konsequenter Weise nur um einen Freiheitsgrad unter-
scheiden (vgl. Gonzalez|, 2001}, S. 263). Bei normalverteilten Daten und einer ausreichend grofien
Stichprobe ist der Betrag der errechneten Differenz selbst y2-verteilt mit einem Freiheitsgrad. In R

kann dieser Test schlieflich mittels der implementierten Funktion 'anova()’ durchgefiihrt werden:

anova.gpcm(objectl, object2, simulate.p.value = FALSE, B = 200,
seed = NULL, ...)

Des Weiteren bietet diese Funktion die Moglichkeit die p-Werte des Likelihood-Quotienten-Tests
zu schéitzen, indem man sich des parametrischen Bootstrappings bedient, welches insbesondere auf-
grund der nicht bekannten Verteilung der Priifgrofle von Nutzen ist. ,,Bootstrapping® bezeichnet
hierbei eine computergestiitzte Methode des Resamplings, wobei ,man unter einem Resampling-
Verfahren eine statistische Methode, die auf Basis einer Ausgangsstichprobe [...]| durch wiederhol-
tes Erzeugen einer neuen Stichprobe nach einem vorgeschriebenen Muster Informationen iiber die
Zusammensetzung der zugrundeliegenden Verteilung liefert* (Pauls, 2003, S. 1). Die Anzahl der
Stichproben unter der Nullhypothese lidsst sich durch Festsetzen von "B’ auf den gewiinschten Wert
bewerkstelligen, die Standardeinstellung betrédgt hierbei 'B=200’. Der p-Wert wird schliefSlich iiber
die nachfolgende Gl. approximiert, wobei T, den Wert der Likelihood-Quotienten-Statistik
des Orginal-Datensatzes bezeichnet und 7j denjenigen Wert der Statistik, der sich fiir die i-te

Bootstrap-Stichprobe ergibt.
B

1+ I(Ty > Tos)] /(B + 1) (6.5)
b=1

Insofern ’simulate.p.value = TRUE’ gesetzt wurde, kann mittels der 'plot()’-Funktion ein QQ-
Plot ausgegeben werden, bei dem die Likelihood-Quotienten-Statistik der Bootstrap-Stichproben
mit der asymptotischen y2-Verteilung verglichen wird. Anzumerken sei noch, dass es sich beim
Bootstrapping zwar jeweils um eine (Pseudo-)Zufallsstichproben handelt, diese jedoch auf einem
gewissen Algorithmus beruhen und so durch Festlegung eines Startwertes reproduzierbar werden.
Dazu kann der Parameter 'seed’ verwendet werden, wobei - wenn nicht anders angegeben - ein
zufilliger Startwert gewahlt wird.

Auch der nachfolgend vorgestellte Test zum Priifen der Anpassungsgiite - im Englischen bezeich-
net mit ,Goodness of Fit“ - eines Modells, stiitzt sich auf das Bootstrapping. Will man mittels des
ltm-Paketes testen, wie gut das angepasste PCM oder GPCM die Beobachtungen erkldaren kann, so
verwendet man die nachstehende Funktion. Demgeméfl besagt die Nullhypothese, dass die Zufalls-
variable die angegebene Verteilung besitzt und damit das angepasste Modell ausreichend gut zu den

Daten passt. Diesbeziiglich ldsst sich dann auch die entsprechende Alternativhypothese formulieren.
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GoF.gpcm(object, simulate.p.value = TRUE, B = 99, seed = NULL)

Diese Funktion fiihrt fiir das mittels ’object’ {ibergebene Modell - also hier PCM oder GPCM -
einen parametrischen Bootstrap-Test basierend auf Pearson’s y2-Statistik durch, welcher folgende-

maflen definiert ist:

2. [0(q) - E(q))*
q; B O (6.6)

Hierbei steht ¢ fiir ein bestimmtes Antwortmuster, I stellt wiederum die Gesamtzahl an Items dar
und O(q), sowie E(q) reprisentieren jeweils die beobachteten bzw. erwarteten Hiufigkeiten. Die

)

iibrigen Parameter, welche der Funktion "GoF.gpcm()’ iibergeben werden koénnen, entsprechen in
analoger Weise den bei der ’anova()’-Funktion verwendbaren Parametern. Das genau schrittweise
Vorgehen beim Bootstrap-Test ldsst sich mittels |Rizopoulos| (2015) nachvollziehen. Die wichtigsten
Riickgabewerte des erzeugten Objektes der Klasse 'GoF.gpem’ sind der Wert der x2-Statistik fiir
die beobachteten Daten, die Anzahl der Bootstrap-Stichproben "B’ und insbesondere der p-Wert des
Tests 'p.value’. Anhand Letzterem kann entsprechend abgelesen werden, ob sich die beobachteten
Hiufigkeiten signifikant von den erwarteten unterscheiden.

Anschliefend an die Erliduterungen zum ltm-Paket soll nachfolgend noch ein weiteres R-Paket
vorgestellt werden, mithilfe dessen die Analyse von Daten durch das PCM bzw. GPCM erméglicht

wird.

6.3 Paket 'TAM’

Um das Kapitel der R-Pakete abzuschlieflen, soll im Folgenden noch das recht neue Paket TAM
vorgestellt werden, dass sowohl die Analyse ordinaler Daten mittels des PCMs, als auch des GPCMs
zuléisst. Fiir das PCM ist es moglich die Parameter iiber die JML-Methode, wie sie in Kapitel
dargeboten wurde, zu schitzen. Dagegen bietet sich die MML-Methode, welche in Kapitel vor-
gestellt wurde, sowohl fiir das PCM, als auch das GPCM an. Bei der anschliefenden Schitzung der
Personenparameter werden verschiedene Methoden bereitgestellt: insofern man die MML-Methode
zur Bestimmung der Itemparameter genutzt hat, kann man sich der unbedingten ML-Methode
bedienen oder der gewichteten ML-Methode, wie sie in Kapitel beschrieben wurde, oder der
Exected A Posteriori (EAP) Methode, wobei dieses bayessche Verfahren in Sektion erlautert
wurde. Dagegen erfolgt die Personenparameterschitzung bei Anwendung der JML-Methode gleich-
zeitig mit der Itemparameterschitzung, was bereits in Kapitel erklart wurde.

Generell stellt das TAM-Paket wohl dasjenige der drei vorgestellten Pakete dar, in welchem das
»,Basismodell“ so allgemein formuliert ist, dass sich durch jeweilige Spezifikation eine Reihe unter-
schiedlicher IRT-Modelle anwenden lassen und sich insbesondere auch mehrdimensionale Modelle
konstruieren lassen. Dieses ,Basismodell“ ist das s.g. ,Random Coeflicients Multinomial Logit*
Modell (RCMLM). Konkret lisst sich das unidimensionale RCMLM nachfolgend in Anlehnung an
Adams (1997, S. 49-52) und Volodin| (2002, S. 2-5) beschreiben. Hierbei soll konkret geklirt werden,

wie das PCM aus diesem hervorgeht.
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Wiederum geht man von p =1, ..., P Personen, sowie von i = 1,..., I Items aus, wobei jedes die-
ser k =1,...,m; Kategorien aufweist. Hierbei bringt jedes Individuum ein Satz an Item-Antworten
I, mit sich, was sich fiir alle P Personen als Vektor I zusammenfassen lédsst. Gleichzeitig wird ein
Vektor von Zufallsvariablen X,,; = (sz'h .. ,Xm-mi)’ eingefiihrt, dessen Eintrége X,,;; den Wert 1
annehmen, falls die Antwort von Person p zu Item ¢ in Kategorie j - wobei wiederum gilt j € k
- fallt und anderenfalls wird dieser der Wert 0 zugewiesen. Eine Antwort in der Kategorie j = 0
bzw. im Ausgangsniveau wird prinzipiell mit einer 0 versehen und bewirkt damit, dass diese zur

Referenzkategorie wird, was zur Modellidentifikation erforderlich ist. Damit kann das Antwortmus-

ter einer Person schlieBlich in dem Zufallsvariablen-Vektor X}, = (X, ..., X, )’ zusammengefasst
werden.
Die Personen selber werden anhand eines D-dimensionalen Fahigkeitsparameter 8 = (61,...,60p)

beschrieben, welcher als zufillig verteilt mit einer Populationsdichte, die durch die multivariate
Normalveteilungs-Dichtefunktion beschrieben wird, angesehen wird. Hierbei bezeichnet g den Mit-

telwertsvektor und X die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors 8. Entsprechend gilt also Folgendes:

1

oS = ———

1 _
expl—5(0 — w)'S7H(0 - p)] (6.7)
Im RCMLM sind nun die Itemparameter im Vektor £ = (&1, ...,&r)" zusammengefasst. Bei der

anschlieBend prisentierten Modellierung der Antwortwahrscheinlichkeiten werden Linearkombina-

tionen der £’s genutzt, um die empirische Charakteristik der Antwortkategorien eines jeden Items

’
]

definiert, wobei die einzelnen Vektoren zur Design-Matrix A = (aly,...,@4,,,,...,a,...,af,.)

zu beschreiben. Die jeweiligen linearen Kombinationen werden mittels der Design-Vektoren a

zusammengefasst werden konnen. Definiert man die Anzahl der Kategorien eines Tests als K =
Zle m;, so entspricht die Designmatrix also einer K x L-Matrix. Aufgrund dieses Ansatzes, den
Itemparameteren ein lineare Modell zugrundezulegen, ermdglicht das RCMLM die Anwendung vie-
ler existierender IRT-Modelle.

Des Weiteren beinhaltet das RCMLM eine Scoring-Funktion, die es erlaubt den jeweiligen Ant-
wortscore bzw. das Leistungsniveau zu beschreiben, welches sich zu jeder Antwortkategorie der
D-Dimensionen zuordnen lasst. Damit wird es moglich die Notation eines Antwortscores einzufiih-
ren, durch den das Scorelevel fiir die Dimension d der beobachteten Antwort in Kategorie k des
Items i angegeben wird. Falls die Antwortkategorie eines bestimmten Items einer betrachteten la-
tenten Dimension d nicht angehort, so wird der Score dieser Dimension entsprechend auf 0 gesetzt.
Die einzelnen Score ¢y, kénnen in dem Vektor ¢;, = (ciik, - - -, cpir)’ zusammengefasst werden und
diese wiederum lassen sich gemeinsam in Form einer Matrix C' = (¢{y,..., €y -+ €1y -+ Comy)
betrachten. Generell wird durch die Einfiihrung von ¢ als Scoring-Funktion eine flexiblere Beziehung
zwischen der Qualitidt einer Antwort und dem Leistungslevel, welches von dieser reflektiert wird,
zugelassen. Allgemein wird mit der Einfithrung der Scoring-Matrix C, sowie der Design-Matrix A
die Moglichkeit eroffnet ein generelles gemischtes multinomiales Logit-Regressionsmodell zu kon-
struieren, welches eine Vielzahl existierender IRT-Modelle bzw. insbesondere der Rasch-Familie
angehorende Modelle beinhaltet.

Aufbauend auf den eben beschriebenen Bezeichnungen kann nun die Wahrscheinlichkeit einer
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bestimmten Item-Antwort mittels des RCMLM folgendermaflen dargestellt werden:

explxyix(ci;0p + a;;é)]
Zum:ll el‘p[mpiu(cliuep + a;ué.)]

P(szk = Tpik; A, C, §|‘9p) = (68)

Damit ldsst sich auch die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Antwortvektor @ der p-ten

Person modellieren, wobei € das Set aller méglichen Antwortvektoren bezeichnet:

"(CO+ A
P(X, = 2, A, B.€|0) = exp[mgfw 5 o (6.9)
I my
mit ©(0,&) = [[ > eap(c,;0+al;€) = [ explz'(CO, + AE)]]
i=1j5=1 z€Q)

Folglich kann man schliellich auch die marginale Formulierung der Wahrscheinlichkeit eines Ant-
wortvektors @, bilden, wobei man davon ausgeht, dass die Fahigkeitsparameter € einen Mittelwert

von g = 0 und Varianz ¥ aufweisen:
P(X, =2 A, C.&.u,E) = [ P(X, =2, A, C.€0)f(68: p. £)do (6.10)
R

Generell sollte anhand der vorhergehenden Gleichungen ersichtlich werden, wie sich das PCM
basierend auf dem RCMLM konstruieren lisst. In Anlehnung an Volodin/ (2002, S. 5) gilt Folgendes:
die A-Matrix besteht aus einer Abfolge von Blécken, die geméfl den einzelnen Items ergeben. Die
Grofle dieser Blocke entspricht der jeweiligen Anzahl der Kategorien m; innerhalb der Items. Damit
ergibt sich schliellich fiir das PCM, dass Elemente oberhalb der Hauptdiagonalen 0 sind, wihrend
die Elemente, welche auf eben dieser Hauptdiagonalen liegen gleich -1 sind. Das negative Vorzeichen
ergibt sich, da anderenfalls die Leichtigkeitsparameter anstatt der Schwierigkeitsparameter ermittelt
werden. Beispielhaft ist eine derartige Matrix A fiir zwei Items mit je drei und vier Kategorien
nachstehend abgebildet, ebenso wie der sich fiir das PCM ergebende C-Vektor, dessen Eintrige
sich prinzipiell aus den Sequenzen aufeinanderfolgender ganzzahliger Werte fiir jedes der Items

zusammensetzt.

-1 1

-1 -1 O 2

-1 -1 -1 3

Apon = -1 , Cpom =11
-1 -1 2

O -1 -1 -1 3

-1 -1 -1 -1 4

Zu beachten gilt, dass Apcys und Cpepy nicht direkt in dieser Form in Gl. (6.10]) einsetzbar sind,

da hiermit keine eindeutige Identifizierbarkeit des Models gegeben ist. Eine genauere Ausfithrung
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hierzu findet sich in Volodin/ (2002, S. 6-11). Das GPCM lésst sich durch entsprechende Anpassung
von C' generieren.

An die Beschreibung der Parameterisierung des PCMs im TAM-Paket anschliefend soll nun
niher auf das TAM-Paket an sich eingegangen werden, wobei die nachfolgende Beschreibung in
Anlehnung an Kiefer| (2013) und Kiefer| (2016al) geschieht. Zunéchst soll kurz auf die im TAM-Paket
implementierte Funktion ’tam.jml2()’ zur Parameterschétzung des PCMs iiber die JML-Methode
eingegangen werden. Nachfolgend ist wiederum die Funktion mit den (optionalen) Parametern
dargestellt. Dieser Methode kénnen prinzipiell relativ viele weitere Werte iibergeben werden, die
aber hier nicht alle von grundlegender Bedeutung sind. Zur genaueren Vertiefung bietet sich dazu
allerdings Kiefer| (2016al S. 88-93) an.

tam.jml2(resp, adj = .3, bias = TRUE, pweights = NULL, ...)

Mit ’resp’ wird eine Matrix mit den Itemantworten und damit wieder eine Matrix mit der Gestalt
von X iibergeben. Bei ’adj’ handelt es sich um eine Anpassungs-Konstante, die zu extremen Scores
- also bei perfektem Score oder einem von 0 - subtrahiert bzw. addiert wird. Standardgema$ ist hier
der Wert 0.3 festgelegt. Durch Ubergabe des logischen Wertes *bias’ kann der Benutzer angeben, ob
der JML-Bias durch Multiplikation mit (I —1)/I reduziert werden soll oder nicht. Zugleich bezeich-
net 'pweights’ einen optionalen Vektor, mittels dessen einzelnen Personen eine gewisse Gewichtung
zugeteilt werden kann. Nach korrektem Ausfithren der Funktion erhilt man eine Liste, die u.a.
folgende Eintrige beinhaltet: ’item’ gibt in Form einer Tabelle die geschitzten 7-Parameter 'xsi’,
sowie deren Namen ’xsi.label’ und den zugehé¢rigen Standardfehler 'xsi.se’ wider, wihrend ’theta’
die gleichzeitig geschétzten Personenparameter enthélt und "WLE’ die unter Beriicksichtigung der
Anpassungskonstante ’adj’ geschitzten Personenparameter.

Nun soll die mittels des TAM-Pakets mogliche MML-Schétzung, die sowohl fiir das PCM, als auch
das GPCM moglich ist, beschrieben werden. Wie auch beim ltm-Paket wird hierbei zur numerischen
Integration die Gaufl-Quadratur genutzt. Erneut sollen bei der dargestellten Funkion nur auf die
wichtigsten zu iibergebenden Parameter eingegangen werden, wobei angemerkt sei, dass zahlreiche
zusétzliche Einstellungen vorgenommen werden konnen, die sich im Handbuch zum TAM-Paket

nachlesen lassen.

tam.mml (resp, irtmodel = "1PL", constraint = "cases", est.variance = FALSE,
pweights = NULL, item.elim = TRUE, control = list(), ...)
tam.mml2(resp, irt.model = "2PL", ...)

Die ’tam.mml()’-Funktion erkennt automatisch, ob die in Form eines 'data.frames’ ibergebenen
Daten vom Partial Credit Format sind oder dichotom und entsprechend die Analyse mittels des
RMs bewerkstelligt werden soll. Die Analyse der Daten mittels des PCMs mit einem fixen Dis-
kriminationsparameter erfolgt iiber die Festsetzung des Parameters ’irtmodel = "1PL“. Will man
hingegen zulassen, dass fiir jedes Item ein eigener Steigungsparameter geschétzt wird und infolge
dessen das GPCM zur Anwendung bringen, so wird die ’tam.mml.2pl()’-Funktion aufgerufen und
irtmodel = "2PL¢ angegeben.Uber den Parameter ’constraint’ lisst sich wiederum die Normierung

festlegen. Mit ’est.variance’ kann bestimmt werden, ob die zugehorige Kovarianzmatrix geschétzt
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werden soll oder nicht. Mittels der Einstellung 'person.weights’ kann optional ein Vektor mit Ge-
wichtungen der einzelnen Personen iibergeben werden. Uber den logischen Parameter ’item.elim’
ldsst sich angeben, ob ein Item, welches nur 0-Eintréige hat, von der Analyse ausgeschlossen wer-
den soll. Standargemésf ist hier "TRUE’ eingestellt. Zudem kann mittels ’control()’ eine Reihe von
Argumenten iibergeben werden, mit denen sich Einstellungen beziiglich des Algorithmus festlegen
lassen. Beispielsweise lassen sich Konvergenzkriterien oder die maximale Anzahl an Iterationen
bestimmen.

Nach Anwendung der Funktion tam.mml()’ bzw. tam.mml2()’ kénnen eine Vielzahl an Riick-
gabewerten ausgegeben werden, wobei hier wiederum eine Beschrinkung auf die wesentlichsten
erfolgt. Die gewichteten Schwellenparameter (5;; werden in Form eines Vektors ’xsi’ ausgegeben,
die wie vorhergehend erldutert den &’s entsprechen. Unter 'Ttem Parameters -A*Xsi’ finden sich die
aufsummierten, gewichteten Schwellenparameter. Gleichzeit kann man auch die ermittelte Kovari-
anzmatrix kann iiber ’variance’ abrufen. Die Personenparameterschitzungen lassen sich mit 'person’
anzeigen. Hier erfolgt die Ausgabe in Form einer Matrix, bei welcher der jeweilige Score des Proban-
den und der zugehorige Mittelwert der posteriori-Verteilung "EAP’, sowie die Standardabweichung
'SD.EAP’ aufgelistet werden. Zudem kann auch die automatisch generierte Design-Matrix A’ ab-
gerufen werden, ebenso wie die zuvor mit C' beschriebene Scoring-Matrix 'B’.

Wiederum kann man sich auch des ’summary()’-Befehls bedienen und so eine iibersichtliche Dar-
stellung der Ergebnisse nach Anwendung der ’tam.mml()’- bzw. tam.mml2()’-Funktion erhalten.
Hierbei wird u.a die Anzahl der Iterationen, die Gesamtzahl der Auswertungspunkte der nume-
rischen Integration, die Log-Likelihood, die Zahl der Personen, sowie Items und hierzu auch die
Anzahl der Schwellen- und Steigungsparameter ausgegeben. Ebenso niitzlich sind die Angabe des
AICs, BICs, sowie des Bias-korrigierten AICs und adjustierten BICs. Des Weiteren kénnen hier
auch wieder die einzelnen gewichteten Schwellenparameter (;; oder aber auch das aufsummierte
Analogon, also die 7-Parameter, betrachtete werden.

Die angezeigten Standardfehler werden iiber die nachstehende Funktion berechnet. Hierbei wer-
den die Kovarianzen zwischen den Parameterschitzungen bei der Berechnung der Standardfehler
nicht beriicksichtigt. Zugleich erfolgt die Ermittlung der Standardfehler iiber numerische Diffe-

)

renzierung. Bei der Funktion ’tam.se()’ wird mit ’tam.obj’ dasjenige Objekt iibergeben, welches

" erzeugt wurde. Durch 'numdiff.parm’ lésst sich festlegen,

zuvor mittels der Funktion 'tam.mml()
mit welcher Schrittweite der Parameter die numerische Differenzierung stattfinden soll, falls dies

Standardeinstellung nicht abgeéndert wird liegt dies bei 0.001.

tam.se(tamobj, numdiff.parm = 0.001, ...)

Wiederum gilt es die Personenparameter zu ermitteln. Insofern dies nicht iiber die EAP-Methode
geschehen soll, wobei sich die zugehorigen Parameter dann bereits nach Aufruf der "tam.mml()’-
Funktion abrufen lassen, kann die nachstehende 'IRT.factor.scores()’-Funktion genutzt werden.
Hierbei wird mittels ’object’ das sich aus nach der konkreten Durchfithrung der MML-Schétzung
ergebende Objekt der Klasse 'tam.mml’ iibergeben. Mit dem Parameter 'type’ lisst sich die ge-
wiinschte Methode zur Personenparameterschéitzung festlegen. Dabei kann durch entsprechende
Angabe die EAP, die MLE- oder WLE-Methode genutzt werden.

66



6.3 Paket "TAM’

IRT.factor.scores(object, type= "EAP", ...)

Zudem stellt auch dieses Paket die Mo6glichkeit bereit zwei - hier also iiber die MML-Methode
geschétzte - Modelle auf Basis des Likelihood-Quotienten-Tests zu vergleichen. Somit kann also
wiederum getestet werden, ob ein unter der Nullhypothese angenommenes Untermodell, hier ent-
sprechend das PCM, ausreichend gut an die Daten angepasst ist oder ob ggf. das GPCM, durch
Beriicksichtigung von pro Item variierenden Steigungsparametern, einen signifikanten Unterschied
aufweist. Dieser Test wurde bereits beim ltm-Paket in Sektion eingehende beschrieben und soll
daher nicht weiter ausgefiihrt werden. Konkret wird dieser Test im TAM-Paket mittels der nach-
stehenden Funktion ausgefiihrt. Dabei werden durch den Parameter ‘object’ zwei Modelle verlangt,
die es zu vergleichen gilt, entsprechend wére es in diesem Fall {iber die MML-Methode erzeugte
Objekte, angepasst fiir das PCM und GPCM.

anova(object, ...)

Auf Basis der vermittelten Kenntnisse zu den drei Paketen, mittels derer die Analyse von Daten
des Partial Credit Formates moéglich ist, sollen im nachfolgenden Kapitel diese bzw. die inbegriffenen

Funktionen genutzt werden, um die Daten der s.g. , Freiburger Beschwerdenliste“ zu analysieren.
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7 Datenbeispiel

Im letzten Kapitel dieser Arbeit sollen die in der Theorie dargestellten Methoden zum PCM und
GPCM noch auf einen Datensatz praktisch angewendet werden bzw. insbesondere die in der vor-
hergehenden Sektion vorgestellten R-Pakete zur Anwendung gebracht werden. Dazu wird zunéchst
ein kurzer Uberblick zu den vorliegenden Daten der s.g. Freiburger Beschwerdenlist (FBL) gegeben
und in diesem Rahmen das Ganze deskriptiv veranschaulicht. Anschliefend werden die vorgestellten
R-Pakete genutzt, um einen Teil der Daten konkret auszuwerten. Im Wesentlichen sollen hierbei die
sich ergebenden Schétzer - ermittelt iiber die CML- und die MML-Methode - verglichen werden,
sowie die konkreten Ergebnisse, die durch Anwendung des PCMs bzw. des GPCMs zutage kommen.

Konkret werden hierzu zwei verschiedene Teildatensétze der FBL genutzt. Einer dieser wird dabei
relativ ausfiihrlich analysiert, wihrend die dem anderen Teildatensatz zugehorigen Ergebnisse vor-
wiegend der vergleichenden Veranschaulichung dienen sollen. Die jeweiligen Fragen, die den beiden

Teildatensétzen zugeteilt sind, werden ebenfalls in der nun anschlieBenden Sektion dargeboten.

7.1 Beschreibung des FBL-Datensatzes und deskriptive Analyse

Im Folgenden wird zuniichst der zugrundeliegende Datensatz anhand von [Fahrenberg| (1994) be-
schrieben. Hierbei handelt es sich bei dem besagten Datensatz um die Angaben von insgesamt
2070 Personen aus den alten und neuen Bundesldndern auf Fragen der s.g. Freiburger Beschwer-
denliste, kurz FBL. Dieser Fragebogen wird seit 1975 vielfach genutzt, um insbesondere korperliche
Beschwerden bei Jugendlichen - ab 16 Jahren -, sowie Erwachsenen zu erfassen. Hierbei geht es
v.a. darum aktuelle, situativ-bedingte und chronisch-habituelle Beschwerden abzufragen. Bis heu-
te wurde die FBL jedoch weiterentwickelt und normiert. Mittlerweile umfasst der Fragebogen 80
Items, der nach zwei Schliisseln eingeteilt werden kann. Einer davon ist die revidierte Form, wel-
che als FBL-R bezeichnet wird, und besitzt neun Skalen. Diese ergeben sich durch Einteilung in
funktionelle Syndrome bzw. Organsysteme und sind nachfolgend aufgelistet: Allgemeinbefinden,
Miidigkeit, Herz-Kreislauf, Magen-Darm, Kopf-Hals-Reizsyndrom, Anspannung, Emotionale Reak-
tivitdt, Schmerz und Sensorik. Auf Basis dessen ldsst sich auch der Summenwert der Items bilden,
welcher den Index der korperlichen Beschwerdenhaftigkeit darstellt.

Hierbei liegen bei jedem Item 5 Antwortkategorien, die aufsteigend nummeriert sind mit Zah-
lenwerten von 1 bis 5 vor. Allgemein bezeichnet ein hoher Zahlenwert eine niedrige Auspriagung,
beispielsweise kann Kategorie 5 fiir die Antwort ,,selten stehen, wohingegen ein niedriger Zahlen-
wert eine starke oder haufig auftretende Kategorie umfasst.

Der im Rahmen dieser Arbeit analysierte Datensatz mit den Antworten von 2070 Personen stiitzt
sich auf die Einteilung und damit auf die 80 Items des vorgestellten FBL-R-Schliissels. Hier wird
nun das PCM bzw. GPCM im Wesentlichen auf die Skala des Allgemeinbefindens - nachfolgend
bezeichnet mit FBL-R-ALL - angewandt. Diese umfasst insgesamt acht Items, welchen die in Tab.
dargestellten Fragen angehoren. Zudem werden auch noch kurz die Ergebnisse der Analyse zur
Skala der Emotionalen Reaktivitat prasentiert. Die entsprechenden Fragen dieser Skala lassen sich
Tab. [7.2] entnehmen.
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Item- Benennung Fragestellung

Nr.

FBLI_8 || Kopfschmerzen »2Haben Sie Kopfschmerzen?“

FBLI_9 || Appetitmangel ,2Haben Sie Appetitmangel?*

FBLI56 || Wetterfiihligkeit »3ind Sie wetterfithlig?«

FBLI_74 || Kalte Hinde »2Haben Sie selbst bei warmer Witterung kalte Hande?“

FBLL75 || Empfindliche Haut »2Haben Sie empfindliche Haut?“

FBLI78 || Schmerzempfindlichkeit | ,Sind Sie schmerzempfindlich?*

FBLL79 || Stress ~Haben Sie das Gefiihl im Stress zu sein?*

FBLI80 || Gesundheit »2Haben Sie sich in letzter Zeit Sorgen um Ihre Gesund-
heit gemacht?

Tab. 7.1: FBL-R-ALL: Revidierte Form der Freiburger Beschwerdenliste mit den acht Items der
Skala Allgemeinbefinden

Item- Benennung Fragestellung

Nr.

FBLIL57 || Aufregung »opiiren Sie es am ganzen Korper, wenn Sie sich {iber etwas
aufregen?

FBLI58 || Tranen ,2Kommen Thnen in bestimmten Situationen die Trénen?“

FBLI59 || Stottern ,2Kommt es in bestimmten Situationen vor, dass Sie zu stot-
tern beginnen?“

FBLI 60 || Erréten LErroten Sie?

FBLL61 || Luft wegbleiben ,»,Bleibt Thnen in aufregenden Situationen die Luft weg?“

FBLL62 || Herzklopfen »Spiiren Sie bei Aufregung Herzklopfen?

FBLI63 || Stuhldrang »Pflegt sich bei Ihnen in aufregenden Situationen Stuhldrang
einzustellen?“

FBLI64 || Weiche Knie »,Beginnen Sie bei Aufregung zu zittern oder bekommen Sie
'weiche Knie’ 7

Tab. 7.2: FBL-R-EMO: Revidierte Form der Freiburger Beschwerdenliste mit den acht Items der
Skala Emotionale Reaktivitéit

Wie bereits erwéhnt, ist die individuelle Einstufung in fiinf Kategorien moglich. Bei Betrach-
tung der Skala des Allgemeinbefindens liegt den beiden Items 8 und 9 eine andere Einteilung der
Kategorien zugrunde als den iibrigen. Die unterschiedlichen Auspriagungen, die sich anhand der ver-
schiedenen Kategorien widerspiegeln, sind in Tab. [7.3] aufgelistet, sowie zusétzlich auch diejenigen
der FBL-R-EMO-Fragen.

Mit diesem Wissen zu den vorliegenden Daten kann nun das konkrete Vorgehen bei der Analyse
der Teildatensdtze geschildert werden. So wurden im ersten Schritt zunéchst einige Anpassungen
vorgenommen. Zum einen wurden die anfinglich gegebenen Kategorien, welche Werte von 1 bis 5
aufwiesen, um jeweils 1 erniedrigt und erstrecken sich damit von 0 bis 4. Diese Verdnderung wurde

durch die Anforderungen der R-Pakete impliziert, welche eine Nullkategorie verlangen, soll aber
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FBL-R-ALL-Items || FBLL 8, FBLI_9 FBLI56, FBLI_74, FBLI_75, FBLI_78,
FBLI_79, FBLI 80
FBL-R-ALL-Items FBLI57, FBLI_58, FBLI_59, FBLI 60,

FBLL 61, FBLL 62, FBLL 63, FBLL 64

Kategorie 1 Hfast taglich® ,sehr stark”
Kategorie 2 »etwa 3-mal pro Woche* nStark®
Kategorie 3 »etwa 2-mal pro Monat* ,mittel“
Kategorie 4 n,etwa 2-mal pro Jahr Hkaum®
Kategorie 5 ,praktisch nie“ »praktisch nie*

Tab. 7.3: Bedeutung der Kategorien von FBL-R-ALL und FBL-R-EMO zugehorigen Items

hier nun nicht weiter beachtet werden. Zum anderen wurden alle diejenigen Personen entfernt, fiir
die bei einem der FBL-R-Items keine Angabe vermerkt ist. Dies begriindet sich darin, dass die
verschiedenen R-Pakete - wie in Kapitel [6] dargelegt - unterschiedliches Vorgehen beim Umgang mit
diesen fehlenden Werten aufweisen. Damit reduziert sich der zu analysierende Datensatz von 2070
Personen auf 2035 fiir die FBL-R-ALL-Fragen und auf 2032 Personen fiir die FBL-R-EMO-Fragen.

Nun folgend soll zunichst kurz deskriptiv auf die zugrundeliegende Datensituation eingegangen

werden.
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Abb. 7.1: Darstellung der absoluten Héufigkeiten (bearbeiteter Datensatz): Geschlechterverteilung,
Altersklassen und Selbsteinschitzung des eigenen Gesundheitszustandes

Neben den Ergebnissen bei der Abfragung der Beschwerden umfasst der FBL-R-Datensatz noch

eine Reihe weiterer Informationen. So sind u.a. auch das Geschlecht, die Altersgruppe, der Fami-

lienstand, Hausarzt-, Facharzt- und Zahnarztbesuche, die Medikamenteneinnahme von Schlaf-/Be-
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ruhigungsmitteln, anderen Medikamenten, sowie homoopathischen Préiparaten und die Zufrieden-
heit etwa mit der finanziellen oder gesundheitlichen Situation inbegriffen. Auch wurde beispielsweise
abgefragt, ob man sich in psychotherapeutischer Behandlung befindet, an einer chronischen Krank-
heit leidet oder etwa wie man den eigenen gesundheitlichen Zustand bewertet.

Um einen groben Uberblick {iber die vorliegenden Daten zu vermitteln, sind in Abbildung 7.1
Séulendiagramme dargestellt. So wird mittels der ersten Grafik links ersichtlich, dass beim bear-
beitete Datensatz der Frauenanteil iiberwiegt, wobei den Frauen ein absoluter Wert von 1101 und
den Ménnern einer von 969 zukommt. In der néchsten Grafik beziiglich der Aufteilung befragter
Personen auf die einzelnen Altersgruppen ist kein klares Muster zu erkennen. Die Verteilung auf die
einzelnen Gruppen ist eher linkssteil und multimodal, wobei ein relativ hoher Anteil der Befragten
in die Altersklasse von 25 bis 29 Jahren fillt. Gleichzeitig sollte beachtet werden, dass die Klas-
senbreite der ersten beiden Gruppen sich von den iibrigen unterscheidet. Beispielhaft sind in der
Grafik rechts noch die absoluten Haufigkeiten beziiglich Selbsteinschitzung des eigenen Gesund-
heitszustandes dargestellt. Demzufolge sehen die meisten der Befragten ihren Gesundheitszustand
als ,,mittel“ bis ,, gut“ an.

Um die deskriptive Analyse abzurunden sind nachfolgend die absoluten Haufigkeiten der angege-
benen Kategorien pro Item, welche sich auf das Allgemeinbefinden und die Emotionale Reaktivitét
beziehen, in Abb. und abgetragen. Besonders auffallend bei ersterer sind hierbei FBLI_9
und FBLI_74 mit einem relativ hohen Anteil an Personen, die sich Kategorie 1 zugeordnet haben.
Demzufolge verzeichnen 1548 Personen ,fast téglich® Appetitmangel zu haben und so vermerken
zudem 1050 Befragte selbst bei warmer Witterung kalte Hande zu haben. Fiir die anderen Items

ist im weitestgehenden Sinne keine derartige Préferenz einer bestimmten Kategorie zu erkennen.

Absolute Haufigkeit der einzelnen Kategorien
innerhalb der FBL-R—-ALL-Items
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Abb. 7.2: Darstellung der absoluten Hiufigkeiten (bearbeiteter Datensatz): ausgewéhlte Kategorien
innerhalb der FBL-R-ALL-Items

Absolute Haufigkeit
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Absolute Haufigkeit der einzelnen Kategorien
innerhalb der FBL-R-EMO-Items
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Abb. 7.3: Darstellung der absoluten Haufigkeiten (bearbeiteter Datensatz): ausgewéhlte Kategorien
innerhalb der FBL-R-EMO-Items

Dagegen stechen in Abb. die ersten Kategorien von Item FBLI_59 und FBLI_63 besonders
hervor. Demgemé&fi gaben 1359 Personen an, dass sie in bestimmten Situationen sehr stark zu
stottern beginnen, und 1257 Personen verzeichnen demnach sehr starken Stuhldrang, sobald sie in
aufregende Situationen kommen. Gerade bei FBLI_57, FBLI_58 und FBLI_62 zeigt sich eine hohe
Priferenz der mittleren Kategorie. Insbesondere die Items FBLI_59, FBLI_60, FBLI1, FBLI_63 und
FBLI_64 weisen eine sehr geringe Zahl an Befragten auf, die sich der letzten Kategorie zuordnen

und damit ,praktisch nie“ bei den jeweiligen Fragen angeben wiirden.

7.2 Auswertung des FBL-R-Datensatzes

An diesen Uberblick anschlieBend sollen im Folgenden nun die im vorherigen Kapitel |§| préasen-
tierten R-Pakete konkret zur Analyse der FBL-R-Daten verwendet werden. Hierzu wird sowohl
das PCM, als auch das GPCM angewandt. Insbesondere sollen zur Parameterschitzung die CML-
und die MML-Methode genutzt werden, dagegen wird die JML-Methode aufgrund der in Sektion
dargelegten Nachteile ungeachtet bleiben. Generell sei noch einmal darauf hingewiesen, dass
die CML-Schitzung einzig mittels des eRm-Paketes moglich ist und dabei nur die Modellierung
des PCMs mit einem konstanten Steigungsparameter von a = 1 fiir alle Items bereitgestellt wird.
Allerdings bieten das ltm- und TAM-Paket eine Bewerkstelligung der Analyse mittels des PCMs,
bei welchem auch ein angepasster a-Parameter zuléssig ist, und zusétzlich des GPCMs, fiir wel-
ches jeweils mittels des beschriebenen EM-Algorithmus auch die «;-Parameter geschiitzt werden.

Diese weniger restriktive Form des PCMs kommt durch die Annahme beziiglich der Verteilung der
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Personenparameter zutage, welche ausfiihrlich in Sektion dargestellt wurde.

Entsprechend dem jeweils zugrundeliegenden Modell liefert die MML-Schétzung fiir das ltm- und
das TAM-Paket - bis auf die zweite Nachkommastelle genau - dieselben Schéatzwerte. Dies lésst sich
dadurch begriinden, dass in den beiden Paketen zwar jeweils unterschiedliche Parameterisierungen
der Modelle vorliegen, diese aber beide auf die allgemeine Modellformel zuriickfithrbar sind - wie es
v.a. fiir das PCM in dem vorhergehenden Kapitel gezeigt wurde -, und insbesondere auch dieselbe
Annahme bzgl. der Verteilung der Féhigkeitsparameter getroffen wird, sowie derselben Algorith-
mus zur Bestimmung der Schwellenparameter genutzt wird. So kann in beiden Paketen ausgewéhlt
werden, ob die restriktivste Form des PCMs verwendet werden soll, indem man die Standard-
normalverteilung der Personenparameter voraussetzt, also 6, ~ N(0,1). Gleichzeitig besteht aber
auch die Moglichkeit die weniger restriktive Form des PCMs zur Anwendung zu bringen, wobei die

2 angenommen werden.

Personenparameter als normalverteilt mit Mittelwert ; = 0 und Varianz o
Wie in Kapitel gezeigt wurde, ist letzteres dquivalent zur Annahme standardnormalverteilter
Personenparameter und eines geschétzten, aber fiir alle Items konstanten a-Parameters. Diese we-
niger restriktive Form des PCMs wird im Folgenden stets bei der Anwendung der MMIL-Methode
genutzt.

Auch wenn dies im vorherigen Kapitel nicht derartig ausfiihrlich behandelt wurde, lasst sich
anfiigen, dass die aus der MML-Methode resultierenden Schétzungen des GPCMs fiir das ltm- und
TAM-Paket ebenfalls nahezu identische Schitzwerte liefert. Wobei dies in analoger Weise wie beim
PCM begriindbar ist.

In der ersten nachfolgenden Sektion sollen die Aquivalenz der CML- und MML-Schétzung
anhand der FBL-R-ALL-Daten aufgezeigt werden, ebenso werden hierzu die konkret errechneten
Schétzwerte dargeboten und im vorherigen Kapitel [6] vorgestellte Tests durchgefiihrt. Zum Vergleich
wird in der nachfolgenden Sektion eine deutlich kiirzer gehaltene Auswertung der Skala FBL-
R-ALL-EMO prisentiert.

Auf die Analyse der Personenparameter soll hier weitestgehend verzichtet werden. Allerdings soll-
te festgehalten werden, dass in diesem Sinne nun nicht mehr von Fihigkeitsparametern gesprochen
werden kann, sondern hier durch die -Parameter einzig das Allgemeinbefinden bzw. die emotionale

Reaktivitdt der im Datensatz inbegriffenen Personen beschrieben werden sollte.

7.2.1 Analyse des Allgemeinbefindens (FBL-R-ALL)

Zunéchst soll nun anhand dieser Auswertung der in Sektion erwiahnte Sachverhalt der asympto-
tischen Aquivalenz von CML- und MML-Schiitzungen der Itemparameter veranschaulicht werden.
Um dies darzustellen, wird auf die aufsummierten Schwellenparameter 7;;. Bezug genommen, al-
lerdings wiirde man mittels der S-Parameter zu demselben Ergebnis gelangen. Zugleich sei darauf
hingewiesen, dass die asymptotische Aquivalenz unter der angenommenen Nebenbedingung einer
korrekt spezifizierten Verteilung der Personenparameter bei der MML-Schéitzung zu zeigen ist.
Insgesamt muss fiir diese Aquivalenz also gelten, dass fiir eine gegen oo strebende Zahl an Beob-
achtungen der Quotient der jeweiligen Parameterschitzer der CML- und MML-Methode gegen 1
geht. Konkret wird nun zur Analyse das PCM auf die FBL-R-ALL-Daten angewandt.

Grundsétzlich gilt Folgendes: will man von der weniger restriktiven Form mit a; = o« = o, welche
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bei den jeweiligen MML-Schétzungen angenommen wird, auf die restriktive Form, welche bei der
CML-Methode vorausgesetzt wird, riickschliefen, so muss man geméfl Gl. die iiber die MML-
Methode geschétzten Schwellenparameter mit dem entsprechenden s -Parameter gewichten.
Damit ldssen sich die Schétzwerte der restriktiven und der weniger restriktiven Form des PCMs
ineinander {iberfiihren.

Unter Beriicksichtigung dessen gilt es im vorliegenden Fall die geschéitzten 7-Parameter mit dem
Steigungsparameter von dpsasr, = 0.614 zu gewichten. Damit ergeben sich die in nachfolgender Ta-
belle dargestellten Schitzwerte, die jeweils aus der CML-, welche mit dem eRm-Paket bewerk-
stelligt wurde, und MML-Methode, welche mit dem Itm-Paket durchgefiihrt wurde, hervorgehen.
Die angegebenen Werte sind auf die dritte Nachkommastelle genau gerundet und die summierten
Schwellenparameter der MML-Methode sind um den entsprechenden a-Parameter angepasst. Die
nachfolgend dargestellten 7;; r7p/1, bezeichnen also die gewichteten, aufsummierten Schwellenpara-

meter. Gleichzeitig kennzeichnet die erste Schwelle den Ubergang von Kategorie 0 zu 1, usw.

PCM
Schwelle 1 Schwelle 2 Schwelle 3 Schwelle 4
Item i Ti,oML | TammL || Tio,oMmL | TiomMmL || Tis,oMmL | Tis,MML || Tis,oML | Tia,MML

FBLL_8 || -0.017 0.499 -0.957 0.036 0.298 1.800 1.094 3.151
FBLI_9 || 1.551 2.051 1.488 2.493 2.567 4.120 3.320 5.467
FBLL56 || -0.717 | -0.183 -1.253 -0.247 -0.629 0.874 -0.340 1.699
FBLIL 74 || 0.219 0.721 0.314 1.304 1.042 2.555 2.012 4.094
FBLL75 || -0.185 0.329 -0.626 0.363 -0.121 1.370 0.597 2.634
FBLL78 || -0.914 -0.369 -1.721 -0.699 -0.417 1.111 0.526 2.607
FBLL79 || -0.689 -0.153 -1.410 -0.400 -0.681 0.830 0.217 2.271
FBLILS&O0 || -1.015 -0.461 -1.721 -0.694 -1.229 0.290 -0.602 1.452

Tab. 7.4: Summierte Schwellenparameter 7;; der FBL-R-ALL-Items (gewichtet: a-Parameter ein-
gerechnet) geschétzt iiber CML- und MML-Methode

Anhand dieser Tabelle kann bereits eine erste Feststellung gemacht werden: so scheinen sich
fiir die Absténde der summierten Schwellenparameter - geschétzt iiber die CML- und der MML-
Methode - jeweils sehr dhnliche Werte zu ergeben. Insgesamt ist es also naheliegend zu vermuten,
dass die Parameterschitzungen der CML-Methode durch lineare Transformation aus der MML-
Methode hervorgehen bzw. umgekehrt. Dies lidsst sich grafisch bestétigen, indem man die jeweili-
gen Schitzer - resultierend aus der CML- und MML-Methodik - gegeneinander abtrégt. Derartige
Scatterplots sind - aufgeteilt nach den vier Schwellen - in nachstehender Abb. [7.4] dargestellt.

Die gegeneinander abgetragene Parameterschétzer liegen auf einer Geraden, was bedeutet, dass
diese asymptotisch dquivalent sind bis auf eine im PCM zuléssige, lineare Transformation. Diese
Transformation lédsst sich durch die Verschiebung des Nullpunktes, welcher durch die unterschied-

liche Normierung der Parameter in den zwei Paketen zutage kommt, begriinden. Vergleicht man
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Scatterplots: Gewichtete, aufsummierte Schwellenparameter
resultierend aus der CML- und MML-Methode
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Abb. 7.4: Scatterplots: Abtragung der aus CML- und MML-Methode resultierenden (gewichteten)
7-Parameter der FBL-R-ALL-Items gegeneinander, aufgeteilt nach den einzelnen vier
Schwellen

nun also explizit das eRm-Paket, welches die CML-Methode zur Parameterschéitzung nutzt, mit
dem ltm- oder TAM-Paket, in denen jeweils die MML-Schétzung zur Anwendung kommt, so muss
noch eine weitere Tatsache beriicksichtigt werden: es liegen jeweils unterschiedliche Konventionen
beziiglich der Restriktion zur Identifizierbarkeit des Modells vor. Hierbei gilt im eRm-Paket, dass
die Summe aller betrachteten 7-Parameter 0 ergeben muss, womit also gilt >, >, ijomr = 0.
Beim ltm- und TAM-Paket geschieht die Restriktion hingegen iiber die Annahme beziiglich der
Personenparameter, fiir die hier nun 6, ~ N (0,02) gilt. Letztlich ergibt sich bei diesen beiden
Paketen dann also beim Aufsummieren aller 7-Parameter ein unbekannter Wert xo ararr,, genauer
gesagt gilt dementsprechend )", Zj Tij, MML = T0,MML-

Unter Beriicksichtigung aller zuvor genannten Aspekte sollte bei der Anwendung der jeweiligen
Pakete gelten, dass die CML- und die MML-Methode - von Schétzungenauigkeiten abgesehen -

dquivalente Schitzungen liefern, die durch folgende Umrechnung ineinander iiberfithrbar sind:
Tij,CML & Tij MML - CMML — 0,MML (7.1)

Letztlich kann hiermit auf die asymptotische Aquvalenz der Schiitzer geschlossen werden, womit

schliefflich - wie zuvor gefordert - der Quotient aus den jeweiligen Schéitzern gegen 1 strebt.
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Nun folgend sollen auch die Schwellenparameter der einzelnen Kategorien und damit explizit die
geschétzten S-Parameter dargestellt werden, um einen Eindruck von dem relativen ,,Schwierigkeits-
grad“ zu bekommen. Zur konkreten Veranschaulichung der geschétzten Schwellenparameter kann
Abb. [7.5] betrachtet werden. Hier sind die aus der MML-Schétzung resultierenden Schwellenparame-
ter des FBL-R-ALL-Ttems mitsamt der zugehdrigen Standardfehler dargestellt. Demgeméfl wiirden
sich also die CML-Schétzer durch Berticksichtigung des Abstandes g a7arr, bzw. durch Angleichen
des Nullpunktes ergeben, womit sich also lediglich die Position der Schiatzwerte auf der y-Achse
dndert. In Abb. sind nun die Schwellenparameterwerte an sich farblich gekennzeichnet, wobei
ein hellerer Blauton eine verhéltnisméfig ,,schwierigere* Stufe kennzeichnet, dunklere Blautone re-
préasentieren entsprechend ,leichtere® Schwellen. Zudem zeigen sich fiir einige Kategorieniibergéinge
groflere Unsicherheiten - ersichtlich anhand des Konfindenzintervalles - als fiir andere. Dies ldsst
sich durch die jeweils gegebene Anzahl an Beobachtungen erklidren, wozu man die untere Grafik
von Abb. heranziehen kann. Demgeméf3 ergeben sich fiir Kategorien mit relativ gesehen wenig

Beobachtungen grofiere Unsicherheiten in der Schitzung der Schwierigkeitsparameter.
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Abb. 7.5: Konkrete Darstellung der aus der MML-Methode resultierenden (gewichteten) Schwell-
parameterwerte der FBL-R-ALL-Items mit zugehoriger Standardabweichung

Hier sollte nun zunéchst Folgendes festgehalten werden: die aus der MML-Methode resultieren-
den Schéatzungen fiir das PCM, sowie auch die des GPCMs, ergeben durch Anwendung des ltm- und
des TAM-Paketes - abgesehen von Schitzungenauigkeiten - die gleichen Werte. Gleichzeitig sind die
Schitzer der MML-Methode und die der CML-Methode fiir das PCM durch entsprechende Anpas-
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sung ineinander iiberfithrbar und damit unter Beriicksichtigung der jeweiligen Zentrierung nahezu
identisch. Damit sollten die nachfolgenden durchgefiihrten Tests, welche in den verschiedenen Pake-
ten implementiert sind, auch zu dhnlichen Ergebnissen kommen und auch die jeweiligen grafischen
Darstellungen entsprechend aufeinander anpassbar sein. Zunéchst sollen nun anschliefend auch die
aus der Anwendung des GPCMs resultierenden Schitzungen présentiert werden.

Basierend auf der MML-Methode werden die Schétzwerte, welche aus der Analyse der Daten
mittels des GPCMs hervorgehen, berechnet. Um diese Werte nun einmal konkret vorzustellen, ist
die nachfolgende Tab. dargeboten, bei der die Schwellenparameter §;; présentiert werden. Zu-
gleich sind fiir das PCM die Schitzwerte resultierend aus der weniger restriktiven Form und folglich
mit einem fiir alle Items konstanten Steigungsparameter angegeben. Konkret sind die Schwellen-
parameter in ihrer ungewichteten Form dargestellt, d.h. der jeweilige Diskriminationsparameter
ist nicht eingerechnet, sondern der entsprechenden mit ,,a* bzw. , ;% gekennzeichneten Spalte zu

entnehmen.

PCM GPCM

Item Bi1 Bi2 Bi3 Bia a Bi1 Bi2 Bi3 Bia a;

FBLI_8 || 0.812 | -0.754 | 2.873 | 2.201 | 0.614 || 0.796 | -0.744 | 2.849 | 2.196 | 0.621
FBLI_9 || 3.340 | 0.720 | 2.650 | 2.194 | 0.614 || 3.398 | 0.718 | 2.675 | 2.208 | 0.603
FBLI 56 || -0.298 | -0.104 | 1.825 | 1.344 | 0.614 || -0.316 | -0.097 | 1.766 | 1.342 | 0.646
FBLI_74 || 1.174 | 0.950 | 2.038 | 2.506 | 0.614 || 1.032 | 0.907 | 1.948 | 2.426 | 0.683
FBLI_75 || 0.536 | 0.055 | 1.641 | 2.058 | 0.614 || 0.719 | 0.022 | 1.795 | 2.194 | 0.518
FBLI_78 || -0.601 | -0.537 | 2.948 | 2.436 | 0.614 || -0.624 | -0.402 | 2.506 | 2.245 | 0.776
FBLI_79 || -0.249 | -0.402 | 2.002 | 2.348 | 0.614 || -0.039 | -0.688 | 2.778 | 3.004 | 0.386
FBLI 80 || -0.751 | -0.380 | 1.604 | 1.892 | 0.614 || -0.763 | -0.295 | 1.370 | 1.741 | 0.812

Tab. 7.5: Schwellenparameter (;; der FBL-R-ALL-Items zu PCM und GPCM (ungewichtet: a-
bzw. a;-Parameter nicht eingerechnet) geschétzt iiber MML-Methode

Zu beachten ist, dass die Anwendung des GPCMs auf die FBL-R-ALL-Daten fiir alle inbegriffenen
Items einen Diskriminationsparameter «; < 1 hervorbringt. Bezogen auf die Trennschérfe bedeutet
dies, dass bei der grafischen Darstellung anhand der Kategorienwahrscheinlichkeit die Kurven relativ
flach verlaufen, die Steigung im mittleren Bereich der Kurve also eher gering ausfillt und sich
somit die Prognose der latenten Variable anhand der Items eher schwierig gestaltet. Wahrend die
Diskriminationsparameter der ersten vier Items - also von FBLI_8, FBLI_9, FBLI_56 und FBLI_74
- relativ dhnlich zu dem konstanten Steigungsparamter apcps = 0.614 sind, unterscheiden die der
anderen vier Items sich deutlich stirker von diesem. Gerade die Steigungsparameter der Items
FBLI_78 und FBLI_80 weisen einen wesentlich hoheren Wert auf, wihrend der des Items FBLI_79
dulerst niedrig angesiedelt ist. Da sich die Unterschiede in den Schéitzungen - hervorgehend aus
dem PCM und dem GPCM - besonders gut grafisch darstellen lassen, sind die nachfolgenden Abb.
und dargeboten, wobei eben gerade fiir die ersten vier Items kaum Unterschiede im Anstieg

der Kurven zu erkennen sind.

77



7.2 Auswertung des FBL-R-Datensatzes

PCM: Kategorienwahrscheinlichkeiten der FBL-R-ALL-Items
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Abb. 7.6: Grafische Veranschaulichung des PCMs (konstanter a-Parameter) angewandt auf die
FBL-R-ALL-Daten anhand der Kategorienwahrscheinlichkeiten

78



7.2 Auswertung des FBL-R-Datensatzes

GPCM: Kategorienwahrscheinlichkeiten der FBL-R-ALL-Items
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Abb. 7.7: Grafische Veranschaulichung des GPCMs («;-Parameter) angewandt auf die FBL-R-ALL-
Daten anhand der Kategorienwahrscheinlichkeiten
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Anhand von Tab. sowie den vorhergehenden Abb. [7.6] und [7.7] sollten einige weitere Dinge
ersichtlich werden, die bereits in den vorherigen Kapiteln angesprochen wurden. Einerseits sollte
somit gelten, dass - wie in erldutert - durch Anwendung des GPCMs lediglich der Diskriminati-
onsparameter «; hinzukommen sollte, sich aber die Lokalisation der Schwellenparameter auf Skala
der latenten Variable und infolgedessen die (3;;’s nicht dndern sollten. Dies ist weitestgehend auch
erfiillt, allerdings zeigt sich gerade fiir das Item FBLI_79 ein groflerer Unterschied zwischen den
Bik,pcym und Bix. g pom, was wahrscheinlich im hohen Mafle auf die niedrige Trennschérfe des Items
zuriickzufithren ist.

Zudem ist zu vermerken, dass relativ viele ungeordnete Schwellenparameter auftreten. Somit
weist der S-Parameter zweier benachbarter Kategorien fiir die entsprechend hohere Kategorie B,
einen niedrigeren Wert auf als der Schwellenparameter der darunter liegenden Kategorie (3;(,_1)-
Grafisch driickt sich dies - wie in Kapitel beschrieben - dann darin aus, dass eine derartige
Kategorie z ,,gemieden” wird und dementsprechend die Kategoriencharakteristik von z — 1 in z + 1
iibergeht, d.h. ein Score von z ist nie wahrscheinlicher als das Erreichen der iibrigen Scores. Unter
Beachtung dieses Aspekts lisst sich die Frage aufstellen, ob es bei einigen der Items nicht erforderlich
wére die ,, gemiedenen® Kategorie zu entfernen bzw. ob es nicht sinnvoll wére einige der Kategorien
zusammenzufassen.

Die bisherigen Analysen werfen zudem die Fragen auf, welches Modell - also das PCM oder
GPCM - besser zur Analyse der vorliegenden FBL-R-ALL-Daten geeignet ist und zudem, ob die
beiden Modelle iiberhaupt ausreichend gut an die Daten angepasst sind. Um dies zu kldren, werden
nachfolgend die in Kapitel [6] vorgestellten Funktionen der jeweiligen R-Pakete genutzt. Zunéchst
soll der Frage nachgegangen werden, welches der beiden Modelle - also PCM oder GPCM - die
vorliegenden Daten besser beschreibt bzw. ob es einen signifikanten Unterschied macht, eine fiir
jedes Item angepassten a;-Parameter zuzulassen. Um dies zu testen kann man sich der im ltm- und
TAM-Paket implementierten anova()’-Funktion bedienen. Hierzu sei zunéchst auf das jeweilige AIC
des PCMs und GPCMs hingewiesen: fiir das PCM ergibt sich - basierend auf der Analyse mittels
des ltm-Paketes - ’AIC = 41997.79’, wihrend man fiir das GPCM 'AIC = 41921.84’ erhilt. Bereits
an dem niedriger angesiedelten Wert des AIC’s fiir das GPCM konnte die Vermutung aufkommen,
dass ggf. ein signifikanter Unterschied zwischen der Anwendung des PCMs und des GPCMs bei
der Anwendung auf die gegebenen Daten vorliegt. Fithrt man also die ’anova()’-Funktion - wobei
hier der ausgegebene p-Wert auf Basis von 'B = 200’ Boostrapstichproben angendhert wird, mit
,seed = 123“ - konkret durch, so ergibt sich als Wert der LQ-Teststatistik 89.95 und schlieflich
zum Signifikanzniveau von 0.01, dass die Nullhypothese verworfen werden muss. Demgeméf sind
die Modellanpassungen von PCM und GPCM nicht dquivalent und damit die Verwendung des
GPCM bzw. die Beriicksichtigung des a;-Parameters zur Beschreibung der Daten signifikant besser
geeignet.

Konkret ldsst sich aber auch testen, wie gut die Modelle einzeln betrachtet zu den Daten passen.
Diese Beurteilung geschieht iiber das Testen der Anpassungsgiite, beispielsweise mithilfe der im
Itm-Paket zur Verfiigung gestellten 'GoF.gpem()’-Funktion. Hier wird also basierend auf der para-
metrischen Bootstrap-Approximation Pearson’s x?-Test verwendet - wie er in Sektion beschrie-

ben ist -, um die Anpassungsgiite des jeweils betrachteten Modells zu beurteilen. Beide Male wurde
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hier bei der konkreten Durchfithrung mittels der im ltm-Paket integrierten 'GoF.gpcm()’-Funktion
die Standardeinstellung von 'B = 99’ Bootstrap-Stichproben beibehalten und der Reproduzierbar-
keit halber ’seed = 123" gew#hlt. Bei der Anwendung dieser Funktion auf das PCM-Objekt ergab
sich "Tobs = 823326’ als Wert der Teststatistik. Bei Betrachtung des p-Wertes von 0.01 muss dabei
die Nullhypothese zu einem Signifikanzniveau von 0.05 verworfen werden und damit die Annahme,
dass das PCM ausreichend gut an die vorliegenden Daten angepasst ist. Obwohl das GPCM - wie
im vorhergehenden Absatz dargestellt - dem PCM vorgezogen wird, muss auch hier die Feststellung
gemacht werden, dass die Nullhypothese aufgrund eines p-Wertes von 0.01 verworfen wird, wobei
die Teststatistik einen Wert von *Tobs = 920313’ aufweist. Diese Ergebnisse machen die Anwendung
des PCMs, als auch des GPCMs zur Analyse der FBL-R-ALL-Daten fraglich.

Damit sich die Analyse der FBL-Daten nicht nur auf einen Teildatensatz beschrinkt, werden in
der nachfolgenden Sektion noch kurz die Ergebnisse der Analyse mittels des PCMs und GPCMs

beziiglich der Emotionalen Reaktivitéit vorgestellt.

7.2.2 Analyse der Emotionalen Reaktivitit (FBL-R-EMO)

Abschliefend sollen zusammengefasst die Auswertungen der FBL-R-EMO-Daten in dhnlicher Weise
wie in der vorhergehenden Sektion dargestellt werden. Um die konkrete Fragestellung, welche hinter
den inbegriffenen Items steckt, nachvollziehen zu kénnen, sei auf Tab. zu Beginn des Kapitels
verwiesen. Zunéchst sollen die sich fiir die Items der Emotionalen Reaktivitédtsskala ergebenden

Schwellenparameter ;; dargeboten werden. Diese sind wiederum in ungewichteter Form fiir das
PCM und das GPCM in Tab. [7.6] dargestellt.

PCM GPCM

Item Bi1 Bi2 Bi3 Bia a Bi1 Bi2 Bi3 Bia a;

FBLI57 || -1.087 | -0.760 | 0.912 | 1.911 | 0.886 || -1.079 | -0.746 | 0.888 | 1.894 | 0.921
FBLI58 || -0.689 | -0.458 | 1.367 | 1.952 | 0.886 || -0.665 | -0.526 | 1.454 | 2.053 | 0.782
FBLI59 || 1.293 | 1.771 | 2.782 | 3.568 | 0.886 || 1.908 | 2.198 | 3.417 | 4.334 | 0.582
FBLI 60 || -0.259 | 0.766 | 2.518 | 2.773 | 0.886 || -0.186 | 0.937 | 3.311 | 3.383 | 0.565
FBLI61 || 0.385 | 1.010 | 2.469 | 3.197 | 0.886 || 0.258 | 0.936 | 2.254 | 3.004 | 1.121
FBLI62 || -0.850 | -0.882 | 1.280 | 2.265 | 0.886 || -0.907 | -0.682 | 1.037 | 1.967 | 1.379
FBLI 63 || 1.253 | 1.062 | 2.112 | 2.795 | 0.886 || 1.873 | 1.203 | 2.498 | 3.286 | 0.594
FBLI 64 || 0.020 | 0.491 | 1.982 | 2.645 | 0.886 || -0.171 | 0.465 | 1.602 | 2.297 | 1.600

Tab. 7.6: Schwellenparameter (3;; der FBL-R-EMO-Items zu PCM und GPCM (ungewichtet: a-
bzw. c;-Parameter nicht eingerechnet) geschétzt iiber MML-Methode

Auffallend ist in Tab. bereits, dass - verglichen mit den Ergebnissen zu dem FBL-R-ALL-
Teildatensatz - der geschéitzten Steigungsparameter des PCMs einen hcheren Wert mit o = 0.886
aufweist und es damit bei dieser Skala leichter ist, mittels der jeweils angegebenen Antwortkategorie

zwischen den einzelnen Personenparametern zu differenzieren.
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7.2 Auswertung des FBL-R-Datensatzes

PCM: Kategorienwahrscheinlichkeiten der FBL-R-EMO-Items
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Abb. 7.8: Grafische Veranschaulichung des PCMs (konstanter a-Parameter) angewandt auf die
FBL-R-EMO-Daten anhand der Kategorienwahrscheinlichkeiten
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7.2 Auswertung des FBL-R-Datensatzes

GPCM: Kategorienwahrscheinlichkeiten der FBL-R-EMO-Items
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Abb. 7.9: Grafische Veranschaulichung des GPCMs («;-Parameter) angewandt auf die FBL-R-
EMO-Daten anhand der Kategorienwahrscheinlichkeiten

83



7.2 Auswertung des FBL-R-Datensatzes

Zudem lésst sich auch bei der Analyse mittels des GPCMs festhalten, dass insbesondere mithilfe
der Items FBLI_61, FBLI 62 und FBLI_64 aufgrund eines Diskriminationsparameters, der grofler
ist als 1, zwischen den verschiedenen Auspriagungen der latenten Variable differenziert werden kann.
Ausflerdem sind hier die Schwellenparameter beinahe aller Items - jeweils ausgenommen FBLI 63
- den Kategorien geméfl aufsteigend angeordnet und damit ist die Problematik ,, gemiedener” Ka-
tegorien weitestgehend nicht gegeben. Diese Feststellungen lassen sich auch gut anhand der Abb.
und nachvollziehen.

Fithrt man nun auch wieder den LQ-Test zwischen zwei geschachtelten Modellen - hier mittels
der 'anova.gpcm()’-Funktion des ltm-Paketes - durch, so ergibt sich ein p-Wert, der kleiner als 0.01
ist, und damit ein signifikanter Unterschied in der Verwendung der itemspezifischen Diskriminati-
onsparameter «;. Infolgedessen scheint es auch bei der Skala der Emotionalen Reaktivitidt ratsam
zu sein, das GPCM zur Analyse der Daten zu verwenden. Bereits anhand der AIC’s hiitte eine der-
artige Vermutung aufkommen kénnen. So ergibt sich fiir das PCM eine Wert von 'AIC = 38684.42’,
wéhrend man fiir das GPCM ’AIC = 38404.73’ erhiilt.

Untersucht man nun wiederum, ob die Modelle {iberhaupt ausreichend gut an die Daten angepasst
sind und verwendet dazu die im ltm-Paket integrierte 'GoF.gpcm()’-Funktion mit einer Standarde-
instellung von 'B = 99’ Bootstrapstichproben und gleichzeitiger Wahl von ’seed = 123’, so ergibt
sich beziiglich der Anpassungsgiite Folgendes: gemif3 der parametrischen Bootstrap-Approximation
an Pearson’s y2?-Test wird in beiden Fillen die Nullhypothese zu einem Signifikanzniveau von 0.05
verworfen. Konkret ergibt sich bei der Anwendung der 'GoF.gpcm()’-Funktion auf das PCM-Objekt
eine Teststatistik von "Tobs = 954642’ und fithrt damit zu einem p-Wert von 0.03. Dagegen erhélt
man fiir das GPCM als Wert der Teststatistik "Tobs = 1479216’ mit einem zugehorigem p-Wert
von 0.03. Auch fiir die Skala der Emotionalen Reaktivitéit ist somit die Anwendung des PCMs bzw.
des GPCMs zur Analyse der inbegriffenen Daten fraglich.

Damit verdeutlichen die Tests zur Anpassungsgiite der Modelle insgesamt, dass mittels der er-
rechneten Schétzer keine genauen Prognosen anhand gegebener Scores gemacht werden kénnen.
Insofern sollte gepriift werden, ob ein anderes Modell eine bessere Anpassung an die vorliegenden
Daten garantiert oder aber, ob im Vorhinein bei der Konstruktion der Fragen bzw. den moéglichen
Antwortkategorien einige Tatsache beriicksichtigt werden miissten. Diese Aspekte werden im nach-
folgenden Kapitel noch kurz diskutiert, wobei hier ebenso die wichtigsten Punkte dieser Arbeit

noch einmal zusammengefasst werden.
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8 Résumé

Abschlieflend sollen noch einmal die wichtigsten Punkte dieser Arbeit zusammengefasst werden.
Zunichst sei dazu als Oberbegriff die (psychologische) Testtheorie zu nennen, die das Ziel verfolgt
iiber wissenschaftlich - bzw. hier statistische - Methoden von einer erfassbaren Aussage auf die in-
dividuelle, latente Ausprigung des Merkmals einer Person, beispielsweise die politische Einstellung,
zu schlieflen. Im Rahmen der Testtheorie unterscheidet man prinzipiell zwei Arten: zum einen die
Klassische Testtheorie (KTT) und zum anderen die Item Response Theorie (IRT). Trotz der weiten
Verbreitung sollte bei der Anwendung der KTT die Stichprobenabhéngigkeit als klarer Nachteil
nicht aufler Acht gelassen werden, welcher fiir die IRT nicht gegeben ist. Die IRT als solche fo-
kussiert im Gegensatz zur KT'T nicht den Test als Ganzen, sondern auf die einzelnen, dem Test
inbegriffenen Items. Dem Oberbegriff der IRT lassen sich einige probabilitische Modelle zuordnen,
wobei die meisten derer einen Funktionstyp logistischer Art aufweisen. In ihrer Anwendbarkeit sind
sie prinzipiell entsprechend des vorliegenden Datenformates zu unterscheiden. So ldsst sich etwa
vom Rasch-Modell (RM) bei dichotomen Antwortmustern Gebrauch machen, wéhrend sich das
im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte Partial Credit Modell, ebenso wie das Generalisierte Partial
Credit Modell zur Analyse polytomer, ordinal skalierter Items eignet.

Um diesem Datenformat gerecht zu werden, wird pro Item nicht nur ein einziger Schwierigkeitspa-
rameter - wie im RM - betrachtet, sondern es werden die einzelnen vorliegenden Kategorien beriick-
sichtigt, indem die Schwierigkeit der jeweiligen Stufen zwischen diesen Kategorien geachtet wird.
Diese Parameter werden als Schwellenparameter bezeichnet, welche wiederum in wahrscheinlich-
keitsfunktionalen Zusammenhang mit den einzelnen Personenparametern gesetzt werden. Hiermit
kann letztlich durch die Einbettung in das logistische Regressionsmodell die Wahrscheinlichkeit fiir
das Erreichen eines bestimmten Testscores - der sich additiv aus der Anzahl der insgesamt bewéltig-
ten Stufen zusammensetzt - in Abhéingigkeit der benannten Parameter modelliert werden. Wihrend
das PCM nur die einzelnen Schwellenparameter im Bezug auf die Itemparameter beriicksichtigt,
wird im GPCM durch die Hinzunahme eines s.g. Diskriminations- bzw. Steigungsparameters eine
flexiblere Modellierung zugelassen.

Da die Konstruktion des PCMs im Wesentlichen auf dem RM aufbaut, ist es naheliegend, dass
einige der geltenden Annahmen des RMs auf das PCM iibertragen werden kénnen. Tatséchlich ist
dies - unter Beriicksichtigung einiger Abwandlungen - sogar génzlich moglich und damit werden
dem PCM folgende Eigenschaften zuteil: die Eindimensionalitit, geméfl der das Antwortverhalten
einer Person nur von einem einzigen latenten Parameter gesteuert wird, die spezifische Objektivtiit,
welche objektive Vergleiche von Personen bzw. von Aufgaben garantiert, ebenso wie die aus der
Stichprobenunabhéngigkeit resultierende Eigenschaft der lokalen stochastischen Unabhéngigkeit,
die u.a. bei der Parameterschitzung ein niitzliches Werkzeug darstellt. Des Weiteren lassen sich in
diesem Zusammenhang noch die Suffizienz, worunter allgemein zusammengefasst ist, dass es fiir die
beiden im PCM inbegriffenen Parameter jeweils eine suffiziente Statistik gibt, erw&hnen. Zusétzlich
gilt fiir das Messniveau, dass dieses bis auf Intervallskalenniveau Eindeutigkeit besitzt.

Fiir das GPCM konnen dagegen nicht alle Eigenschaften in dieser Form, wie sie beim PCM

vorliegen, iibernommen werden. Aufgrund der Beriicksichtigung des Steigungsparameters ist es
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v.a. nicht mehr moglich spezifisch objektive Vergleiche von Personen und/oder Items anzustellen.
Zudem kann man sich nicht mehr der suffizienten Statistiken in dem Ausmafle bedienen, wie es fiir
das PCM der Fall ist.

Vorrangiges Interesse besteht nun an der konkreten Parameterschéitzung, welche im PCM, sowie
GPCM moglich sind. Fiir das PCM bieten sich zur Schétzung der Itemparameter im Wesentli-
chen drei Verfahren an, welche alle auf der Maximum-Likelihood (ML) basieren: die gemeinsame
ML-Methode (JML), die bedingte ML-Methode (CML) und die marginal ML-Methode (MML).
Dagegen stellt fiir das GPCM nur letztere ein sinnvolle Moglichkeit der Itemparameterschétzung
dar. Prinzipiell unterscheiden sich die drei genannten Verfahren in ihrem konkreten Vorgehen. Bei
der JML-Methode werden dabei alle Parameter - also Personenparameter eingeschlossen - gleichzei-
tig maximiert und auf dieser Basis geschétzt. Bei dem allgemein vorliegenden Szenario, demgeméfl
ein Test eine fixe Anzahl an Items aufweist und lediglich die Zahl der Testteilnehmer erhtht wird/
werden kann, zeigt sich der deutliche Nachteil der JML-Methode in resultierenden, inkonsistenten
Itemparameterschiatzungen. Daher wird zumeist auf eine der anderen beiden Methoden zuriickge-
griffen, die jeweils zweistufige Verfahren darstellen und die Personenparameter zunéchst auf un-
terschiedliche Weise unberiicksichtigt lassen. Die CML-Methode geht hierbei so vor, dass auf die
suffiziente Statistik fiir die Personenparameter bedingt wird und damit diese Parameter zun#chst
unberiicksichtigt bleiben kénnen. Bei der MML-Methode wird dagegen davon ausgegangen, dass
die Personenparameter einer bestimmten Verteilung folgen - zumeist geht man von der Normalver-
teilung mit Erwartungswert 0 und Varianz o2 oder gar der Standardnormalverteilung aus - und
werden damit aus der ML herausintegriert. Sowohl das CML-, als auch das MML-Verfahren liefert
konsistent Schitzungen und die beiden Methoden sind bei korrekter Spezifizierung der Personen-
dichte fiir das MML-Vorgehen asymptotisch dquivalent.

Zur an die CML- bzw. MML-Methode anschlieenden Ermittlung der Personenparameter kon-
nen wiederum verschiedene Ansétze gewéihlt werden. Hierbei stehen insbesondere die unbedingte,
sowie die gewichtete ML-Methode (WML) zur Verfiigung. Bei der MML-Methode kénnen auf-
bauend auf der priori-Verteilung der Personenparameter hauptsichlich zwei bayessche Verfahren
ausgenutzt werden: die ,Expected A Posteriori“ (EAP) und ,Maximum A Posteriori“ (MAP) Me-
thode, wobei die jeweiligen EAP-Werte die Median und die MAP-Werte den jeweiligen Modus der
a-posteriori-Verteilung der Personenparameter darstellen. Hierbei bieten die bayesschen Verfahren
den klaren Vorteil, dass auch die Fihigkeiten von Personen mit vollem Gesamtscore oder einem
von 0 abgeschéitzt werden kénnen.

Die Analyse von Daten mittels des PCMs bzw. GPCMs kann iiber die Statistik-Software R durch
Nutzung implementierter Pakete durchgefiihrt werden. Hierzu bieten sich z.B. das eRm-, das ltm-
oder das TAM-Paket an. Grundsétzlich kann das eRm-Paket nur das PCM fiir gegebene Daten
anpassen, wiahrend die beiden anderen Pakete sowohl das PCM, als auch das GPCM bereitstellen.
Innerhalb dieser Pakete sind die Modelle jeweils iiber verschiedene Ausgangsmodelle integriert. So
l&sst sich im eRm-Paket das linear-logitische Testmodell als Basis ausmachen, von welchem sich das
Lineare Partial Credit Modell und durch gewisse Restriktion dessen das Partial Credit Modell an
sich ableiten ldsst. Im ltm-Paket stellt das Generalisiert Partial Credit Modell die Grundlage der

Analyse von Daten mit Partial Credit Format dar, von dem sich durch entsprechende Anpassung
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des Steigungsparameters das Partial Credit Modell konstruieren ldsst. Im TAM-Paket ist das Basis-
modell durch das s.g. Random Coefficients Multinomiale Logit-Modell gegeben. Durch die jeweilige
Wahl der inbegriffenen Matrizen kann hiervon sowohl das Partial Credit, als auch das Generalisierte
Partial Credit Modell abgeleitet werden.

Diese Pakete wurden abschlieffend zur Analyse der s.g. Freiburger Beschwerdenliste mittels des
PCMs und GPCMs genutzt. Generell beinhaltet dieser Datensatz die in Form von Kategorien an-
gegebenen Antworten von insgesamt 2070 Personen zu aktuellen, situativ-bedingten und chronisch-
habituellen Beschwerden. Die 80 Items des Datensatzes in seiner revidierten Form kénnen dabei in
neun Skalen untergliedert werden. In dieser Arbeit wurden dabei die Skala des Allgemeinbefindens,
sowie auch die der Emotionalen Reaktivitdt ndher untersucht. Hierbei konnte auf Basis des ersten
Teildatensatzes die asymptotische Aquivalenz der CML- und der MML-Methode verdeutlicht wer-
den. Fiir beide genannten Skalen wurde konkret sowohl das PCM als auch das GPCM zur Analyse
der Daten herangezogen.

In diesem Zusammenhang wurde jeweils auch mittels der parametrischen Bootstrap-Approximation
an Pearson’s y2-Test gepriift, welches der beiden (geschachtelten) Modelle jeweils besser zur Ana-
lyse der Daten geeignet ist. Genauer gesagt wurde hiermit getestet, ob die Beriicksichtigung eines
itemspezifischen Steigungsparameters und damit das GPCM einen signifikanten Unterschied im
Vergleich zum PCM birgt. Fiir beide Teildatensétze konnte so gezeigt werden, dass zu einem Signi-
fikanzniveau von 0.05 jeweils das GPCM priferiert werden sollte.

Daran anschlieBend wurde auch die Anpassungsgiite der jeweiligen Modelle gepriift. Hierbei
ergab sich fiir beide Skalen, also die des Allgemeinbefindens und die der Emotionalen Reaktivitiéit,
dass weder das Partial Credit Modell, noch das Generalisierte Partial Credit Modell ausreichend
gut an die Daten angepasst sind. Damit stellt sich allgemein die Frage, ob die beiden genannten
Modell zur Analyse der Freiburger Beschwerdenliste geeignet sind oder ggf. ein anderes Modell
bevorzugt werden sollte. In diesem Rahmen konnte eventuell das Rating Scale Modell, bei welchem
vorausgesetzt wird, dass die Distanz zwischen den einzelnen Antwortkategorien gleich grof3 ist, einen
Ausweg bieten.

Zudem kann auch eine im Vorhinein genauere Definition der einzelnen Kategorien erforderlich
sein. So kdnnten beispielsweise die einzelnen Abstufungen von ,sehr stark®,  stark”, ,mittel“, , kaum“
und ,,praktisch nie“ von den einzelnen Befragten unterschiedlich aufgefasst werden. Generell ist es
bei der konkreten Auswertung mittels des PCMs oder GPCMs némlich ratsam , gemiedene“ Ka-
tegorien zu entfernen. Dies wére dann ggf. auch bei der Konstruktion von Items nachfolgender
Befragungen zu beriicksichtigen und demzufolge sollten vielleicht bestimmte Kategorien zusam-
mengefasst oder klarer von den iibrigen abgegrenzt werden. Genauso problematisch kénnte in die
andere Richtung gehend aber auch die recht grobe Einteilung in die Kategorien ,fast tédglich“, , etwa
3-mal pro Woche“, ,etwa 2-mal pro Monat®, ,etwa 2-mal pro Jahr“ und , praktisch nie“ sein. Hier-
bei wire es eventuell erforderlich, mehr Kategorien und damit mehr Abstufungen der verfiigharen
Antworten bereitzustellen. In diesem Hinblick sollte wohl als kritischer Punkt auch aufgefiihrt wer-
den, dass die Zuteilung zu den einzelnen Kategorien anhand der Selbsteinschitzung der Befragten
geschieht und damit sehr subjektiv ausfillt. So kdnnte es beispielsweise passieren, dass Frauen ih-

re Beschwerden insgesamt als schwerwiegender bewerten, als dies Ménner tun wiirden. Damit ist
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generell die Frage nach einer ojektiveren Moglichkeit der Beschwerden-Abfrage gegeben.

Ein Problem konnte allerdings auch darin liegen, dass die Skalen nicht korrekt zugeteilt sind. In
diesem Sinne konnte eine bestimmte Frage ggf. nicht auf beispielsweise das Allgemeinbefinden oder
die Emotionale Reaktivitét abzielen, sondern eher auf eine andere oder zusétzliche latente Variable.
Wie anhand letzterem zu erkennen ist, kann es vorkommen, dass mittels eines bestimmten Items
auf mehrdimensionaler Ebene mehrere latente Personenmerkmale abgefragt werden. Damit wire
die Annahme der Eindimensionalitét nicht gegeben und demzufolge das PCM bzw. das GPCM nicht
zur Analyse der Daten geeignet. Stattdessen miisste man hier auf mehrdimensionale IRT-Modell
zuriickgreifen.

Obwohl die Anwendung des PCMs, sowie des GPCMs zur Analyse der Freiburger Beschwerden-
liste fraglich ist bzw. insbesondere Prognosen auf Basis der geschéitzten Parameter kritisch bewertet
werden sollten, stellen die beiden Modelle dennoch eine gute Moglichkeit bereit, latente Eigenschaf-
ten auf eine quantitativ, messbare Ebene zu iiberfithren. Um noch einmal Bezug zur Einleitung zu
nehmen, sei daran erinnert, dass gerade Personlichkeitsmerkmale wie die politische Einstellung, die
Intelligenz, das Allgemeinbefinden, etc. nicht einfach mittels einer Stoppuhr oder einem Metermafl
messbar sind und damit komplexere Losungsanséitze verlangen. Diese finden sich z.B. im Rahmen
der psychologischen Testtheorie und hier insbesondere in Form der IRT-Modelle, denen gleichzei-
tig niitzliche mathematische Eigenschaften zu eigen sind. Je nach zugrundeliegendem Datenformat
konnen so v.a. das PCM und das GPCM aussagekriiftige Ergebnisse liefern. Auch bietet hierzu
die Statistik-Software R einfache Modellierungs- und umfassende Analysemdglichkeiten mittels der
beiden Modelle, welche in Form von verschiedenen Paketen bereitgestellt sind. Zusammenfassend
ldsst sich das PCM und in generell gehaltenerer Form auch das GPCM als geeignetes Werkzeug
zur Analyse von ordinalen Daten, genauer gesagt von Daten des Partial Credit Formates, ansehen

und empfiehlt sich insbesondere mithilfe von R-Paketen anzuwenden.
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