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EIN AUSGEZEICHNETES MODELL
FUR DIE INTUITIONISTISCHE TYPENLOGIK*

Wilfried Buchholz

In {3] beweist Osswald den Hauptsatz (Zulissigkeit der Schnittregel) fiir den hier
mit IT bezeichneten Kalkiil von Schiitte fiir die intuitionistische Typenlogik.
Schiitte (unverdffentlicht) hat diesen Beweis umgeformt, indem er die in [3]
definierten ,Berechnungspridikate* Wt und ,neuen Variablen* z(r,q) zur
Konstruktion eines ausgezeichneten Kripke-Modells verwendete, in welchem
genau die in IT herleitbaren Formeln giiltig sind, woraus sich sofort auch der
Hauptsatz fiir IT ergibt. Die Beweise von Osswald und Schiitte beziehen sich
nur auf das (—, V)-Fragment von IT, lassen sich aber nicht ohne weiteres auf das
volle System IT (welches auch die Junktoren L A v und den Quantor 3 als
Grundzeichen enthilt) ausdehnen. Diese Aufgabe soll hier gelost werden; und
zwar durch Angabe eines ausgezeichneten algebraischen Modells (Q, (I*),). Dabei
bezeichnet Q einen vollstéindigen Pseudo-Boolschen Verband, der sich als Menge
von moglichen Wahrheitswerten auffassen 148t, wobei 1:=maxQ dem Wert
»wahr* und 0:=minQ dem Wert ,falsch* entspricht. I* bezeichnet den Bereich
der Objekte vom Typ 7; und entsprechend dazu, daB die IT-Terme vom Typ
(ety5...,0,) n-stellige Pridikate mit Argumenten der Typen a, ..., a, darstellen,
ist jedes Element von I’ mit einer Abbildung von I** x --- x I** in Q ver-
bunden.

Zusammenstellung der im Text verwendeten Mitteilungszeichen

7,a; fiir Typen; (@) fiir Typen der Gestalt (a4, ..., a,);
a’, x* fiir freie bzw. gebundene Variablen vom Typ t;
t",u* fiir Terme bzw. I-Terme von Typ 7;
a*  fiir die Folge a3, ..., a%" (entsprechend x° t*, u");
A, U fiir Formeln bzw. I-Formeln;
I', 4 fiir endliche Formelmengen;
¢ fiir I-Grundterme, d. h. Elemente von | ) I';

T

Alz,,...,2,] (U[z;,...,2,]) bezeichne diejenige Zeichenreihe, die sich aus der
Formel A (I-Formel U) ergibt, wenn in ihr gewisse freie Variablen a,...,a,
(I-Grundterme c,, ..., c,) durch die Zeichenreihen z,, ..., z, ersetzt werden.

* Eingegangen am 8. 5. 1973.
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»Ae=>Satz i, LjB“ bedeute, daB sich aus der Aussage U mit Hilfe von Satz i und
Lemma j auf die Aussage B schlieBen 148t.

Das Formale System IT

Typen

1. Oist ein Typ.
2. Sind «a,, ..., a, Typen (n = 1), so ist auch (¢, ..., ,) ein Typ.

Grundzeichen

1. Freie und gebundene Variablen eines jeden Typs.

2. Zu jedem Typ eine gewisse (evtl. leere) Menge von Konstanten.
3. Funktionszeichen (jedoch nur fiir den Typ 0).

4. Av-13Vie()

Terme und Formeln

1. Jede freie Variable oder Konstante vom Typ t ist ein Term vom Typ «.

2. Sind ¢,,...,t, Terme vom Typ 0, und ist f ein n-stelliges Funktionszeichen,
soist ft,...t, ein Term vom Typ 0.

3. Ist A[a"] eine Formel, so ist A x* A[x*] ein Term vom Typ ().

4. Sind tq, ..., t,(n=1) Terme der Typen (®), &;, ..., ,, S0 ist (f;, ..., t, €t,) eine
Formel.

5. 1 ist eine Formel. Sind A4, B, A[a"] Formeln, so auch (4 A B), (4 v B), (A— B),
Vx®A[x], IxF A[x"].

Axiome

1. A->A.
2. 1-A.

Grundschlufregeln

1. A,»--—»A4,-C+B,—---—B,—C, falls {4,,...,4,}S{B,,..., B,}.

2. 4,»->A,~A4,4,> - —>A,-B->C+tA, - —>A4,-(A->B)->C.

3~-12. Je zwei Einfiihrungsregeln fiir jedes der logischen Zeichen v A3VA
(»Vorderglied-“ und ,,Hinterglied“-Einfiihrung).!

»FA“ besage wie iblich, daB die Formel 4 im System IT herleitbar ist. Ist

{4,,...,A}={B,,...,B,}, so git +A, —---->A4,—-C genau dann, wenn

b B, —---— B, — C gilt; deshalb ist ,,- I'— A“ eine wohldefinierte Aussage, falls I

eine endliche Formelmenge bezeichnet.

! Siehe: Osswald [4], 1.5 (2) (¢) (f) (g) (h), Satz 1 (1)—6).
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Das ausgezeichnete Modell (Q, (I7),)

Definition von Q

peQ:<>pS {l|I endl. Formelmenge}, und es gilt (Q1)}HQ 8);

Q1) {L}ep;

(Q2) I'ep=>4dep, falls I'C 4;

(Q3) 'v{B}ep=>I'u{A—>B}ep, falls FI'> A4;

(Q4) rv{d}ep=T'V{AAB}, I'U{BA A} e€p, fiir jede Formel B;

(Q5) rv{d},rv{B}ep=rv{AvB}ep;

(Q6) T'u{A[r]}ep=>Tu{¥x* A[x}ep;

Q7 I'v{Adl[a‘]}ep firr jede freie Var. a° vom Typ t==I'u{3x*A[x"]}ep;
(Q8) I'v{dAt1}tep=>Iru{(t*eAx* A[x*])} ep.

Definition von p—+q
Firp,qeQseip-+q:={I'|AusI'C 4 und 4 ep folgt 4 eq}.

Lemma 1. Firp,qeQ gilt: (1) p—~qeQ,
@ prp—9E9
(3) re@ und pnrSq=r<(p—9).

Beweis: klar.

(Q, £) ist ein vollstdndiger Pseudo-Boolescher Verband, d.h.

1. zu jeder Teilmenge M von Q existiert in Q das S-Infimum (=~ M) und das
C-Supremum (=:U M=n{peQ|uMSp}) von M,

2. fiir je zwei Elemente p, q aus Q besitzt die Menge {r € @|pr < g} ein Maximum,
nidmlich p —+q.

Definition. 0:=nQ, 1:=U Q = {I'|I" endl. Formelmenge}.

Definition von QA fiir jede Formel A
QA:={peQ|{A}ep und +tI'—> A fiir alle I' e p}.

Induktive Definition von I* (Induktion nach 7)

1. I°:= Menge aller Terme vom Typ 0.
2. ceI™:<«>cist ein Paar (t?, f) mit f€ Q' """ und
flei, ..., c)€Q(ck, ..., c* et fiir alle ¢; e I*.

Fiir c e I sei c*:= {° falls =0
t, falls 140 und c= (t{, f)

Lemma 2. (1) Fiir jede Formel A4 gilt {I'|F > A} eQA.
(2) Zu jedem Term ¢ gibt es ein ¢ € I mit c* =t".

Beweis: klar.
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Satz1. (1) 0eQl.
(2) peQA und ge QB=>pngeQ(AAB)
pUgeQ(4vB)
p—+q€Q(A—B).
(3) p.€QA[c*] firalle ceI'=>n{p.|ceI'} e QVx" A[x7],
U{plcel'teQIAx* A[x7]
4 QA ] Q" eAx® A[x"]).

Beweis:
(1) Q)={L}e0; L2(\)=>{'|t > L}eQ=+T—1 fiir I'e0.

(2) Vorauss.: (i) {A}ep, {B}eq; p,q€Q.
(i) Fr'>A fir 'ep, +I'>B fiir I'egq.

@: (@), (Q4)={AAB}epnq.
I'epng=@ii)tI'-A4 und tI'->B=>+T">AAB.

(b): (@), (Q5)={AvB}epuglpUq.
I'epug=(ii)bI'>A oder ' >B=>+tI'—>AvB;
also ist puq& {I'|F ' - A v B}; nach L2(1) folgt daraus
Fr—->AvB firalle 'epUgq.

(c): A ep=(ii), (1),(Q2)F 4—A4, 4Uu{B} eq=>(Q3) Au{A—-B}eq=>4 €q,
falls {A—»B}< 4; alsoist {A—B}ep-q.
I'ep—sg=>(i)Iv{A}eq=(i)t ' >A—-B.

(3) Vorauss.: (i) p.€eQ und {A[c*]}ep, firalle cel".
(i) FIr—>A[c*] firalle ceI', I'ep,.
@: (), (QO={Vx'A[xT}en{p|cel}.
I'en{p.lcel'}=>L2(2), (i) FI'—-A[a"],
a" nichtin I'-Vx* A[x" =+ ->Vx" A[x"].
(b): (), L2(Q)={A[t 1} e U {p.|c eI"} fiir jeden Term ¢*
=(Q7) {3x* A[x" )} el {p.|ceI'}.
IFeu{p.|ceI'}=>(ii) - I - A[t"] fiir einen Term t*=FI'->3x* A[x"];
also ist U{p|jcel’}S{I'|F—>3x A[x"]}; daraus folgt nach L2(1)
Fr-3x*A[x7] fir T'elU {p.|cel}.

(4) Sei peQA["];
{A[t"]} ep=(Q8) {(t*€Ax* A[x"])} €p;
Tep=tT—A[t] =+ —(t* € Ax* A[x%]).

Definition der I-Formeln und I-Terme

Die Elemente von I° heilen I-Grundterme vom Typ 7. Eine I-Formel (ein I-Term
vom Typ 1) entsteht aus einer Formel (einem Term vom Typ t), wenn alle darin
auftretenden freien Variablen durch I-Grundterme entsprechender Typen ersetzt
werden.

Ist U eine I-Formel (ein I-Term), so bezeichne U* diejenige Formel (denjenigen
Term), die (der) aus U entsteht, wenn jeder in U auftretende I-Grundterm ¢
durch c* ersetzt wird.
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Induktive Definition von WU und Wu* fiir jede I-Formel U und jeden I-Term u*
Ist o=, NelI® und (c,,...,c)eI* x -+ x I,

s0 sei ¢g(Cyy....C)i=f(Cqs.errCy).

f bezeichne stets Abbildungen mit Def.bereich I* x --- x I*~,

(W 1) We:=c, fiir jeden I-Grundterm c;

(W2) Sei k eine Konstante vom Typ t:

k , falls t=0
(k, f), mit f(cy,...,c):={|\FT=(ck,...,ck e k)}, falls t=(a);
(W3) Wix*U[x*]:=Ax*U[x*]*, f) mit f(ci,...,c):=WUl[cy,...,Col;
(W4 W eu®):= (Wuldy (Wus, ..., Wuir)

Ws)y wil:=0

Wé) WUl v):=wulwy

W7) Wix*ULxT:= D {WU[cllcel}.

Aus dem folgenden Satz2 geht hervor, daB diese Definition tatsdchlich jeder
I-Formel U einen Wert WU zuordnet. Bis jetzt ist ja noch nicht gesichert, daB
jedes gemiB (W 3) definierte Wu'® ein Element von I ist; andernfalls wiire aber
(W4) nicht in jedem Falle anwendbar.

Satz 2. Fiir jeden I-Term u® gilt Wu' e I".
Fiir jede I-Formel U gilt WU e Q U*.

Beweis durch Ind. nach der Def. von W:
(W1) klar; (W2) sieche L2(1); (W 5-7) siehe Satz 1 (1)}3);
(W3) Ind. vor, Satz 1 @)=>WU[c,,...,c,]€QU]c,,...,c,]* und

QUlcy, ..., e )* SOk, ..., c¥ e Ax* U[x*]¥).

-]

(W4) Nach Ind. vor. gilt Wul® € I'Y, Wu € I; wie man sich leicht iiberlegt ist
auBerdem (Wu")* = u**; also gilt:

(Wug)' (Wuy, ..., Wu,) € Q((Wu,)*, ..., (Wu;,)* €(Wug)*) = Q(uy, ..., u, € ug)*.

Lemma 3. (1) WU [u"] = WU[Wu"] fiir jede I-Formel U [u"].
2 WU[u] = Wu*eix* U[x"]).
3 WU, = =2UsV)=ten{WUli=1,..,n}CWV.

Beweis: (1) Durch Ind. nach der Def. von WU [c].
2 WU by WU [Wu ] o (WAix*ULxT]) (Wu) = W eix* U[x*]).

3) (W4)
B) WU=V)=1=WU-WV=1<WUCWYV, siche L1.
Definition. Ist a eine freie Variable vom Typ (x), so sei a:=(a, f)€I® mit
Sy, s c)i={TIFT > (c}, ..., cr €a)}.
Ist A eine Formel, so sei A4 diejenige I-Formel, die entsteht, wenn in A jede freie
Variable a eines Typs +0 durch a ersetzt wird. Offensichtlich ist A* = A4.
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Eine I-Formel U heiBe Spezialisierung der Formel 4, wenn U aus A durch Ein-
setzung von I-Grundtermen fiir simtliche freien Variablen von A hervorgeht.

Satz3. (1) FA=WU =1, fiir jede Spezialisierung U von A.
2 WA=1=t+A4.
(3) A, A— B} Bist eine zulidssige SchluBregel des Systems IT.

Beweis:

(1) Beweis durch Herleitungsind. mit Hilfe von Lemma 3.

2 WA=1=Satz2 1 eQA* = Q A=(wegen ¢ € 1)I- A (siche Def. Q 4).
(3) tA4, A»B=>(1) WA=W(A->B)=1=L33)WB=1=(2)}B.
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