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Einleitung .

" Ay sei die Arithmetik 2. Ordnung mit den Axiomen und SchluB~
regeln der klassischen Pradikatenlogik 2. Ordnung und der rekur-
siven Zahlentheorie. Wir betrachten Teilsysteme der klassischen
Analysis, die sich aus A, durch Hinzunahme von gewissen Kom-
_prehensionsaxiomen oder Komprehensionsregeln mit oder ohne
Bar-Induktion ergeben,

T sei A, mit dem Axiomenschema der IT:-Komprehension:
(I-¢4) 3YVzx¥Y(x)o Fla])
fiir jede IT3-Formel Fla]. T, sei 7y mit Bar-Induktlon

Ty sei A, mit der SchluBregel der 43-Komprehension:
(4-CR) Vax(A[x]< Bl2])FIY Vx (V(x)<cAd[])
fiur Z3-Formelne [4] und I7;-Formeln B [4]. 7, sei 7, mit Bar-
Induktion.

Ty sei A, mit dem Axiomenschema der A;—Kompr‘ehensmn:
(43-CA) Vz(Ax]o Bl#]) > IV Var (Y (x)<eds])
-ebenfalls fiir X}-Formeln e4[4] und II}-Formeln Bl[a].

Als Grenzzahl | T;| einer solchen Theorie 7; bezeichnen wir
die kleinste Ordinalzahl y; mit der Eigenschaft, daB keine rekur-
sive Wohlordnung vom Ordnungstyp y; in 7; als wohlgeordnet
beweisbar ist. Die Grenzzahlen aller fiinf genannten Teilsysteme
der Analysis sind bekannt. Wir bezeichnen sie durch Ordinal-
terme des Bezeichnungssystems @(£) (gemiB [10], § 25).

Nach J. Zucker [12] hat 7} dieselbe Grenzzahl wie ein schwa-
ches System W-1D,, von w-fach iterierten induktiven Definitionen.
Nach S. Feferman [5] haben 7, und 7y (ebenso 77,) dieselben
Grenzzahlen wie Systeme /D, und /D ,» von w-fach und weni-
ger als w®-fach iterierten induktiven Definitionen. Nach H.

“Friedman [6] hat T dieselbe Grenzzahl wie /D o Durch
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Nachweise der Grenzzahlen fir die betreffenden Systemie induk-
tiver Definitionen ergaben sich nach [2] und [3] | 73] = &(2,,
- &)0, nach [4], [8] und [9] 175 = B¢y, 0, | T3] =T, =
= 0 L,00und 75 = 02, o. Dic diesen Grenzzahlen von 7}
bis 7 entsprechenden ordinal diagrams von G. Takeuti wurden
vorher in [11] aufgewiesen.

Wir beweisen in dieser Arbeit 7, <y, fur die Dbetreffenden
Grenzzahlen v, direkt in syntaktischer Weise ohne Bezugnahme
auf Systeme induktiver Definitionen. Dies gelingt unter Verwen-
dung der in [2] eingefihrten Q, _ -SchluBregel und fur 75 unter
zusidtzlicher Verwendung einer <Z-Relation zwischen Pradikaten,
wie sie in [7] far die syntaktische Abgrenzung der schwiicheren
(A}-CA)-Analysis benutzt wurde.

Die Theorien 77 bis 77 formalisieren wir durch Systeme P,CA,
GP,CA, D;CR, GD,CR, D,CA in einer Weise, wie es fir dic
syntaktischen Untersuchungen technisch vorteilhaft ist.

Das formale System P;CA wird eingebettet in ein halbformales
System P¥, in dem sich die starken Schnitte der Herleitungen
von IT -Formeln eliminieren lassen. Die Systeme Pf, GP,CA und
GD,CR werden in einem geschichteten halbformeln System R
{mit £, ;-Regel) interpretiert. Hiermit ergibt sich

1P1C/‘1:‘: 7, <6(, &0
GPCA = Ty <Be, 10
chk = 3‘ < lG‘Dgc‘R = [ < 0 (J",vn O

Das formale System D,CA betten wir ein in ein halbformales
System DF, das sich aus Pf durch Hinzunahme der <7-Relation
crgibt. Hierbei \vird (43-CA) auf cin schwaches Komprehensions-
axiom und cine X}-Reflexion zuriickgefithrt. Fur DF wird dhn-
lich wic in [7] (fiir ein schwicheres System DY) ein schwacher
Schnitt-Eliminationssatz bewiesen. Dy wird interpretiert in einem
geschichteten halbformalen System RDJ, das sich aus RP} durch
Hinzunahme der ~-Rclation ergibt. Hiermit erhidlt man

DA = T5. <O o
In § 1 werden die benétigten Eigenschaften der Ordinalterme

des Bezeichnungssystems @ (£2) zusammengestellt. In den §§ 2-4
werden die stirksten hier betrachteten Svsteme 0,C.4, DY und
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RD3 behandelt. Mit den hierfir bewiesenen Sidtzen erhilt man
in § 5 die beweistheoretische Abgrenzung des formalen Systems
DyCA. Als gewisse Spezialfille ergeben sich in § 6 die entspre-
chenden Sitze fur P;CA,in § 7 fur GP;CA und in § 8 fur GD,CR.

§ 1. Ordinalterme des Systems @ ()

Dic kleinen griechischen Buchstaben «, g, y, u, v, £, 0, v (auch
mit Indizes) bezeichnen im folgenden immer Ordinalterme des
in [10], § 25 entwickelten Ordinalzahl-Bezeichnungssystems @ (£).
Mit 2, 2 bezeichnen wir natirliche Zahlen und die entsprechen-
den Ordinalterme <w. Wie in [10], § 25 sind die Koeffizienten-
mengen K}y, K,y, die Stufe Sy eines Ordinalterms y und fol-
gende Verkniipfungen von Ordinaltermen definiert:

7 =B, a4k B, 0, o, (0, &, £, (mit 2,: = o0)

sowie @aff, falls K¥ o < 2 ist. Dabei ist
S(o + p) = S(a4p) = max {Se, S}, So* = So_(¢) = Se, =
= Sa, SQ, = 2 und SO«f = Sp.

Far beliebige Ordinalterme «, § sei («, f) wie in [1], S. 91 de-
finiert. Entsprechend wie in [2] definieren wir

v o, wenn Sa < ¢ ist,
D= . )
(o, 22,), wenn o << Sa ist.

D, ist die Kollabierungsfunktion mit der Eigenschaft SO« < o.
Fir o <2 v < g, ergibt sich

DO!")I’ - g'(")vo’ DO <'Qr “%— €0> = g (‘{21 ’ “’0) O’ DOSQ,- -1 = 98.0 0.

Definitionen.

1. o &, p gelte genau dann, wenn o <2 f und Koo < D g fur
alle T > o gilt.

2. a & f (aist wesentlich kleiner als 8) gelte genau dann, wenn
a Ko f gilt.

3. o & p gelte genau dann, wenn o & 8 oder o = f gilt.
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Aus diesen Definitionen folgt:

Lemma 1.

2) 6 KoByo < T &, P
bya <p<Q =a0&l,p

Q) a&,p0<T=Da,Dp

D) a K B BLoy=aoy

O alppLy=ay

f) o <t <Sa= D0 < D,(D,)
galatpaloale, al,

h) e K f=adty K3y o Ko e, ey 2, K8,

Lemma 2. Fir o, <o <¢, (=1, 2), u<o<e¢ und v < ¢
gilt
a) w, (£, +n) L L,
b) w, (D, (2, + o) # 2,) L Q, + =
c) w, (Du (Qy + o) #H D, (2, + ) K 2, + 2.

Mit T bezeichnen wir eine endliche, eventuell leere Folge von
Ordinaltermen. Wir setzen

o, wenn T leer ist,

Dzo:= - .
,oc D, (..(D, o). ..),wennT =14, ..., 7, ist.

o < T gelte genau dann, wenn entweder 7 leer ist oder 6 - 1,
furalles =1,...,nim FallT =175, ..., 7, gilt.

Definition (entsprechend wie in [2]).

@ K, o gelte genau dann, wenn @ eine Abbildung von der
Menge aller Ordinalterme < £, | in @(£) mit folgenden Eigen-
schaften ist:

1) .QaJrl_(Soc
2)§<-Qa+1:¢'(7’5<<0,.17.
3)E< R, 1,0 <7 ELy Dioa Ly = Di(gé) < y.

ag

Offenbar gilt dann:
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Lemma 3. o &, o, a K =9 KB

Mit id(£, . ) bezeichnen wir die identische Abbildung aller
Ordinalterme < £, | aufsich. Unter der Voraussetzung ¢ &, . ; «
bezeichnen wir mit ¢ # f, »” und D,p die durch

§ > gf # B, > 0 und £ = D, (p)

definierten Abbildungen von der Menge aller Ordinalterme <€, _ ,
in @(£). Dann gilt:

Lemma 4.

ay id (-QU o HFrL Qu+ 1
b) ¢ &, q2= @4 Lo eH o Ky o”
Q) gk, o<t=D 9L, D

§ 2. Das formale System D,CA

2.1. Die formale Sprache des Systems D,CA

Das System DyCA hat dieselben Grundzeichen wie das in [7]
angegebene System D CA. Terme, Ziffern und Primformeln
scien wie in D,CA definiert. Nennformen werden in Ublicher
Weise verwendet und mit groBen Skriptbuchstaben bezeichnet.

Induktive Definition der Formeln des Systems D,CA, des
Grades gr(F) einer Formel # und der Menge Var () von freien
Priadikatenvariablen, die in einer Formel # im Bereich eines Pri-
dikatenquantors auftreten.

1. Jede Primformel # ist eine Formel mit gr(#):= o und
leerer Menge Var(F).

2. Sind A und B Formeln, so ist (4 — B) cine Formel mit
gr(4-—B): = max {gr(4), gr(B)} + 1 und Var(4d—B): =
= Var(4) v Var(B).

3. Ist F[o] eine Formel und x eine gebundenc Zahlenvariable,
die in F nicht auftritt, so ist V x F[x] eine Formel mit gr(V x

Fla) = gr(F[o]) + 1 und Var(¥ x Flx]): = Var(Fo]).
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4. Ist U eine freie Pradikatenvariable, F[U] eine Formel und
X eine gebundene Pridikatenvariable, die in J nicht auftritt,
so ist 3 X F[X] eine Formel. Var(3 X F[X)) ist dann die Menge
der in JF auftretenden freien Pridikatenvariablen. Der Quantor
3 X der Formel 3 X F[X] ist ein schwacher Pridikatenquantor,
falls U & Var(F[U]) ist und in JF[U] kein starker Pradikaten-
quantor auftritt. In diesem Fall ist gr(3 X F[X]):= o. Andern-
falls ist 3 X ein starker Pridikatenguantor der Formel 3 X F[X]
und gr@ X F[XD: = gr(F[U]) + 1.

Eine Formel hei3t schwack, wenn sie keinen starken Pridi-
katenquantor enthilt. Andernfalls heilt sie star£.

Positivteile und Negativteile der Formeln, P-Formen, N-For-
men, NP-Formen, F ,iG (aus F folgt struturell G), die Gleich-
wertigkeit von Formeln, (4 v B) und (A <> B) seien entspre-
chend wie in D;CA definiert. Wir verwenden auch die entspre-
chenden Mitteilungszeichen und lassen im allgemeinen die duf3c-
ren Klammern um Formeln der Gestalt (4 — B) oder (A v B)
fort.

Induktive Definition der Xi-Formeln und [ly-Formeln des Sy-
stems Dy,CA.

1. Jede Formel vom Grad o ist cine Z3-Formel und einc
IT;-Formel.

2. Eine Formel (4 -> B) ist genau dann ecine Zj-Formel
(II3-Formel), wenn A einc [Ty-Formel (Z3-Formel) und B eine
23-Formel (ITy-Formel) ist.

3. Eine Formel V x F[x] ist genau dann einc 23-Formel
(IT;-Formel), wenn F[o] einc Xj-Formel (IT;-Formel) ist.

4. Eine starke Formel 3 X F[X] ist genau dann eine Xj-For-
mel, wenn F[U] eine Z}-Formel ist. Sie ist keine /7}-Formel.

Folgerung. Einc IFormel des Systems D,CA ist genau dann
sowohl eine Z}-Formel als auch eine /7T}-Formel, wenn sic einc
schwache Formel ist.

Anmerkung. Die vorstehende Definition der 23-Formeln und
/13-Formeln ist eine Verallgemeinerung der tblichen Definition
dieser Formeln.
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2.2. Das Herleitungsverfahren des Systems D,CA
Axiome des Systems 0,04 :
"Ax 1) P|A4], wenn A eine wahre konstante Primformel ist.

‘Ax 2; 9y [A4], wenn A eine falsche konstante Primformel ist.

(Ax 3) Q[A, B}, wenn 4 und B gleichwertige Formeln vom
Grad o sind.

‘Ax4) Flay, - - -, a,), wenn aq, . . ., a, paarweise verschiedene

freic Zahlenvariablen sind, die in F nicht auftreten, und JFlmzy,

, m,) fOr je n Ziffern my, . .., me, eines der Axiome (Ax 1)-
{Ax 3) ist.

(VL) Vo Flel o FLED > Flol -V x Flal,
Ay-CA) YV x (c/l[x] < ‘B[x]/ -3 VVax (Vi —edl|x|),

wenn eA (o] eine X3-Formel und Blo| eine /T3-Formel ist.

Hauptschliisse des Systems 2,04
L9y A > LL9y 1Bl - 9y 1id — B),
wenn B nicht die Formel | ist.
S2.0)P[Flal] = PV Flxl)
wenn « nicht in der Konklusion auftritt.
S22y 9y [FIU -9y [3 X FLA,
wenn (O nicht in der Konklusion auftritt.
3:0, J'lel = Gy [V x Flal) =9y [V v F [ #]]
S3.1) FUIvP|3 Y]:fX]| A X F[X1]

Der bezeichnete minimale Positiv- oder Negativteil in der Kon-
klusion cines Hauptschlusses hei3t der Hawuptred/ des betreffen-
den Schlusses.

Schnitte des Svstems Dy
Av B, A4 BB

Dic mit 4 bezeichnete Formel in den Pramissen eines Schnittes
hei3t die Schnittformiel/ des betreffenden Schnittes,
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Induktive Definition von D,CA jl—"— F.

1. Ist 7 ein Axiom des Systems D,CA, so gelte D,CA - F fiir
jede natlrliche Zahl .

2. Gilt D,CA4 }EF, mit 7; << 7 fur jede Pramisse #, eines

7

Hauptschlusses oder Schnittes des Systems D,CA, so gelte
DyCA PF fur die zugehérige Konklusion £.

3. Gilt D,CA™ Fund F = G, so gelte DyCA 1 G

Folgerung D,CA ™ F, m < n= D,CA * F.

Eine Formel & heil3t serleitbar im System D,CA, wenn es einc
natiirliche Zahl 7 gibt, so daB D,CA I F gilt.

§ 3. Das halbformale System Dy
3.1. Die formale Sprache des Systems D}

Grundzeichen des Systems D} :

1. Die Grundzeichen des Systems D,CA unter Ausschlul} der
freien Zahlenvariablen.

2. Das Symbol <.

Terme, Ziffern und Primformeln seien wie in D,CA definiert,
jedoch unter Ausschluf3 der freien Zahlenvariablen. Jeder Term
des Systems Dy ist numerisch, hat also einen berechenbaren Wert,
der eine Ziffer ist.

Induktive Definition der Formeln des Systems Dy, des Grades
gr(F) einer Formel # und der Menge Var(F) von freien Pri-
dikatenvariablen, die in einer Formel # im Bercich eines Prii-
dikatenquantors oder des Symbols < auftreten.

1.—-3. entsprechend wie fur D,CA4.

4. Sind U und V freie Pradikatenvariablen, so ist & <2 I eine
Formel mit gr(U < I"):=ound Var(U < V):= {U, VV}.

5. Ist U eine freic Priadikatenvariable, # [U] einc Formel und
X eine gebundene Priadikatenvariable, die in JF nicht auftritt,
so gelte:



Beweistheorie, Analysis 9

5.1. 3 X < U F[X] ist eine Formel mit einem beschrdnkten
Pridikatenquantor 3 X und gr(3X < U F[X]): = gr(F[U]) -+ 1.
Var(3 X << U F[#]) ist die Menge der in der Formel auftreten-
den freien Priddikatenvariablen.

5.2. 3 X F[X]ist eine Formel. Var(3 X F[X]) ist die Menge
der in J auftretenden freien Priddikatenvariablen. 3 X ist ein
schwacher Pridikatenquantor der Formel 31X F [X], wenn
U & Var(F[U]) ist und in JF weder ein beschridnkter noch ein
starker Priddikatenquantor auftritt. In diesem Fall ist gr(3 X
FIX]) :==o. Andernfalls ist 3 X ein starker Pridikatenquantor

der Formel 3 X F[X)und gr(3 X F[X]):= gr(F[U]) + 1.
Eine Formel des Systems Dj heiBt schwack, wenn sie keinen
starken Prddikatenquantor enthilt. Andernfalls heiflt sie staré.

Induktive Definition der X3-Formeln und Ily-Formeln des Sy-
stems Dy,

1.—4. entsprechend wie fur Dy,CA.

5. Einc Formel 3 X < U F[X]ist genau dann eine Xj-Formel
(ITy-Formel), wenn F[U] einc Z}-Formel (II;-Formel) ist.

Folgerung. Einc Formel des Systems Dy ist genau dann zu-
gleich eine Z}-Formel und eine IT3-Formel, wenn sie cine schwa-
che Formel ist.

Induktive Definition des Komplexititsgrades kg (£ ciner For-
mel 7 des Systems Dy

1. Ist £/ eine Formel vom Grad o, so sei kg(#) = o.
kg(A —> B) — n’lay{kg(A)’ kO'<B)} 'I" 1.
kg (Vo Fla]):— kg (Flo)) + 1.

lu

’.N

4+ kg(@X U FLXD) = kg(F[U]) 11
5. Ist 3X FlX] cine Formel mit cinem starken Pridikaten-
quantor 3 X, so sei
’o wenn _F[U] eine schwache Formel ist,
kg3 A FIX] = | kg(F[U] + 1, wenn F[U] cine starke For-

mel ist.f
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Bezeichnung. Ist A cine Formel des Systems Dy, so sei o, dic-
jenige Formel, die sich aus 4 ergibt, wenn jeder in 4 auftretende
starke Pridikatenquantor 3 X durch 3 X < { ersetzt wird.
A, ist dann eine schwache Formel des Systems D5

3.2. Das Herleitungsverfahren des Systems DJ

Axiome des Systems Dy :
{Ax 1)--{Ax 3) entsprechend wie fur D,('A.
(W-CAYP[3 VY 2 (V(x) = Fla)),

wenn J [0] eine schwache Formel ist.

Hauptschliisse des Systems D :

(51), (S 2.1, (53.0), (S 3.1, entsprechend wie fur D,CA.

(S 2.0%) P [ Fln]] fir jede Ziffer n =P [V x Flx]]

(S22)U <V gy [FIV) = 9y [3.X = ¥ FLX]],
wenn U nicht in der Konklusion auftritt.

(S32) U= Vv P3N VFX], FICv]3 N
< VFIX - P[IX < VFLY])

(X3Ref) AvP([I Y AN P[I VA,

wenn A4 cine X3-Formel ist | X3-Reflexion .

Schnitte des Systems D3 entsprechend wie tar Dy,CA.

Der Komplexititsgrad eines Sclhnittes ist der Komplexitits-
grad kg(A4) seiner Schnittformel 4.

Induktive Definition von D¥ e

1. Ist £ ein Axiom des Systems D5, so gelte DF 2/ fur jeden
Ordinalterm o aus @(£) und jede naturliche Zahl .

2. Gilt OF 2 F, mit «, - = fur jede Pramisse £, eines Haupt-
schlusses des Systems D} oder eines Schnittes, dessen Komplexi-
titsgrad < s ist, so gelte DY £ I fir dic zugchérige Konklu-
sion F.
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Folgerung. D} “ F, 0. < f, m < n= DJ = F.

3.3. Deduktive Eigenschaften des Systems D}

F — G heilt cin schwacher Schiuff, wenn
DY F= D¥ 2¢

2 T 2 im

fur jeden Ordinalterm 2 und fur jede naturliche Zahl m gilt.

Umsetzungsregel. Sind # und G gleichwertige Formeln, so ist
F |- G ein schwacher Schlul3.

Substitutionsregel. F [U] - J [V] ist ein schwacher Schlu,
wenn {/ nicht in JF auftritt.
Beweise durch Herleitungsinduktion.

Inversionsregeln. Schwache Schlisse sind:

a) 9y [(A=B)| = Iy [(d-- L]
b) 9y (A —=B) = oy [B]
& PV ¢ Flxl] - P [Fe]
d) oy 3X FIXI] - oy [FLV]
O Gy [BY -V FIX-C < Ve 5y [FIU]]
Beweis durch Herleitungsinduktion unter Benutzung der Um-
setzungsregel fur ¢) und der Substitutionsregel fiir d) und ¢;.

Strukturschluiregel. Gilt / =~ ¢, so ist &} ( cin schwacher
Schlug. |

Beweis durch Herleitungsinduktion unter Benutzung der In-
versionsregeln.

Tautologiesatz. Ist / cine Formel vom Grad w, so gilt DF 27
Q [F, F] fur jede VP-Form Q.

Beweis durch Induktion nach .

Fine Formel F heilde endlich herileitbar, wenn c¢s 2 - o und
cine natiirliche Zahl » gibt, so dal3 Df 5 F gilt.
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Beschrinkungslemma. Endlich herleitbare Formein sind:

a) F,— F, wenn F eine 23-Formel ist.
by F — F,, wenn F eine IT;-Formel ist.

Beweis durch Induktion nach gr(#) mit dem Tautologiesatz.

Schwacher Reduktionssatz. Aus D &, £ folgt D} }%“A e

Beweis durch Induktion nach « (wie fir Df in [7]).

Schwacher Schnitt-Eliminationssatz. Gilt D = £, mit x < ¢, so
gibt es f < g, mit DF [ F.

Beweis mit dem schwachen Reduktionssatz durch Induktion
nach .

3.4. Einbettung von D,CA in D}

(V.1.)-Lemma. Fiir jede Formel JF[o] des Systems Dy gilt
Dy gV (Flx] — F '] — (Flo] =V x Jl«]).

Beweis wic in [7] fur D7,
(A}-CA)-Lemma. Ist c4 [0] cine 23-Formel und B[o]eine IT,-For-
mel, so ist die Formel

V x(eA[x] <- Blx]) — 3 ¥V x (V(x)<»eAlx])

endlich herleitbar.

Beweis mit dem Beschrinkungslemma, der Hauptschlufiregel
(X3-Ref) und dem Axiomenschema (W-CA) entsprechend wie in
[7] fiir das (4}-CA)-Lemma des Systems Dy

Eine Formel 7* des Systems DF heillc einc numerische Spe-
zéalisierung ciner Formel £ des Systems 0,CA, wenn F* durch
Einsetzungen von Ziffern fur freic Zahlenvariablen aus / her-
vorgeht.

Einbettungssatz. Gilt D,C'A * F, so gibt es cine nattrliche Zahl
me, so daf3
* jw o 2
Dy R

fir jede numerische Spezialisierung A* von /& gilt.
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Beweis durch Induktion nach » mit dem (V.I.)-Lemma, dem
(A3-CA)-Lemma und der StrukturschluBregel.

§ 4. Das geschichtete halbformale System RDy

4.1. Die formale Sprache des Systems RDy

Grundzeichen des Systems RDY

1. Die Grundzeichen des Systems Dy.
. Das Symbol 2.

3. Ordinalterme des Systems @ (£2) (als obere Indizes von freien
und gebundenen Pridikatenvariablen).

Terme, Ziffern und konstante Primformeln seien wie in Df
definiert.

l\)

Induktive Definition der Formeln und Pradikatoren des Systems
RDY, des Grades gr(F) einer Formel £ und der Mengen Var (#)
und Var(P) von freien Priddikatenvariablen, die in einer For-
mel # und in einem Pridikator /2 im Bereich cines Préadikaten-
quantors oder eines Symbols < oder 4 auftreten.

1. Jede konstante Primformel # ist einc Formel mit gr(#):== o
und leerer Menge Var({(#).

2. Ist { eine freie Pridikatenvariable und o aus @(£2), so ist
( “ ein Prddikator mit lecrer Menge Var(U°).

. Ist P cin Pridikator und 7 cin numerischer Term, so ist
P(t) einc Formel mit gr (P(#)): = 0 und Var (P(¢)): = Var(P).

4. Sind 2 und Q Pridikatoren, so ist 2 < @ eine Formel mit
gr(P <2 @):= o. Var(P < Q) ist dann dic Menge der freien Pri-
dikatenvariablen, die in 2 oder @ auftreten.

5. Sind 4 und B Formeln, so ist (4 — B) cinc Formel mit
gr(A — B):==max {gr(A), gr(B)} + 1 und Var(4d — B):=
== Var(4) ' Var(B).

6. Ist F[o] eine Formel und x ¢ine gebundene Zahlenvariable,
dicin JF nicht auftritt, so ist V x JF [x] eine Formel und 22 F [«]
ein Pradikator mit gr(V » J'[x]): = gr(F [0]) + 1 und Var(V v
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JFlx]) = Var(F[o]). Var(Ax F[x]) ist dann die Menge der in
J auftretenden freien Pridikatenvariablen.

7. Ist U eine freic Pridikatenvariable, F[U9 ecine Formel,
X eine gebundene Pridikatenvariable, die in J nicht auftritt,
und ¢ ein Ordinalterm > o aus @(£), so ist 3 X° F[X] einc
Formel mit einem geschichteten Quantor 3 X° und gr(3 X° F[X])
c= gr(F[U%) + 1. Var(3 X° F[X]) ist dann die Menge der in
JF auftretenden freien Priddikatenvariablen.

8. Ist U ecine freie Préddikatenvariable, F'[U9] cine Formel,
P ein Priddikator und X eine gebundene Pridikatenvariable, dic
weder in 2 noch in F auftritt, so ist 3 X < P F[X] eine Formel
mit einem beschrinkten Quantor 3 X und gr(3 X < P F[X]): =
= gr(F[U®)+ 1. Var(F X < P F[X]) ist dann die Menge der
freien Prddikatenvariablen, die in 7 oder JF auftreten.

9. Ist U eine freie Priadikatenvariable, F'[U?) eine Formel mit
U & Var(F [U%) und X eine gebundenc Pridikatenvariable, die
in F nicht auftritt, so ist 3 X F[X] eine Formel mit einem uzn-
beschrankten Quantor 3 X und gr(3 X F[X]):=o0. Var(3 X
F[X]) ist dann die Menge der in F auftretenden freien Pridi-
katenvariablen.

Wir verwenden die entsprechenden Mitteilungszeichen wie in
DY und auBerdem P, Q, R fur Pridikatoren.

Gradlemma.

a) Je zwei Formeln J[o] und F[¢] haben gleichen Grad.

b) Je zwei Formeln F[U% und F[2P] haben gleichen Grad.

¢) A und B haben kleinere Grade als (4 — 5).

d) JF[#] hat kleincren Grad als V x F[x].

e) F[P] hat kleineren Grad als 3 X7 F[X]und als 3 X <= Q F[X].

Induktive Definition des positiver und negativen Auftretens cines
geschichteten Quantors in einer Formel des Systems RDY.

1. In einer Formel vom Grad o tritt kein geschichteter Quantor
positiv oder negativ auf.

2. In einer Formel {4 -~ B) tritt ein geschichteter Quantor
genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in .4 negativ {positiv)
oder in B positiv {negativ) auftritt.
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3. In ciner Formel V a F[x] tritt cin geschichteter Quantor
genau dann positiv {negativ) auf, wenn er in _F[o] positiv (nega-
tivy auftritt.

4. Inciner Formel 3 X < P F[X] tritt cin geschichteter Quan-
tor genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in F[U®] positiv
‘negativ) auftritt.

5. In ciner Formel 3 X° F[X] tritt der geschichtete Quantor
3 X7 positiv auf. AuBBerdem tritt in dieser Formel ein geschich-
teter Quantor genau dann positiv ‘negativ) auf, wenn er in JF[{/°]
positiv ‘negativ) auftritt,

Induktive Definition der Stufen st(F; und st(P} ciner Formel <
und eines Pridikarors P des Systems RD}.
1. Fur jede konstante Primformel Fseist(F) =st(F— | ):=o.
st (0% = st (U°(8)) = st (U°(£) - |):=o0.
3 SUP < Q) = (P < Qv | )= max {st(P), st(O)}.
4. st{A > B):= max{st{4d — |}, st(B)},
st (4 — B) — 1= max{st(4), st(B - | )}.
5.5tV x Fla]) = st{Flo],.
st(V o Fla] — 1) = st(Flo] — L.
6. st(3 X° F[X]) : = max{o, st(F[U))},
st(3 X° F[X] — L) := max{o, st(F[U] — L)}
7.5t(3 X < P F[X]): = max {st(P), st(F[U))},
st(F X < P FIX] — L) = max {st(P), st(F[U% - L}}
8. st(I3X F[X] = st(F[U® — L) 4+ 1,
st(3 X FIX] - L) = st(F[U — L.
0. st(ix Fle 0): == st(Flol > L) + 1,
st(Ax Fla]) = st Flx] (A -~ 1 ): = st(Flo] — | ).

1. Stufenlemma.

18]

a; Je zwei Formeln Flo] und F|#] haben gleiche Stufe.
by Tritt {7 in F{U°] auf, so ist
st F[U°]) = max{o, st(F[UD}.
o) Istst(7) - o, soist st(F[P]) < st(F[U7)).
d) Ist st(P) -7 q, so ist st(JF[P]) < st(3F X7 F[X]) und
WOFIP) - L < st (3 X0 FX] > L.



16 Wilfried Buchholz /| Kurt Schiitte

e) Ist st(P) <st(Q), so ist st(F[P]) <st(FN -2 Q F[X]
und st(F[P] — 1) <st(3X < Q F[X]— _L).

f) Istst(3 X F[X]) =0 + 1, so ist
st(FIU°) — 1) = st(3 X FIX] — L =0

g) Istst(Ax F[x] (£)) = o + 1, so ist
st(FlA] = L) = st (22 Flx] (&) — L) = o

Beweis. a)-c) folgen induktiv aus der Definition der Stufen.

d) Aus b) folgt st(F[U°]) < st(3 X° F[.X]) und
st(FIU°] — 1) <st(3 X7 F[X] — | ). Mit ¢) folgt dic Behaup-
tung.

e) Istst(Q) = o, so folgt aus b st(F[U°]) <st(3 X < Q F|X))
und st(F[U] — 1) <st(3 X < Q F[X]—_L). Mit ¢) folgt dic
Behauptung.

f) folgt aus b).

g) folgt aus a).

2. Stufenlemma. Fir jede P-Form £ und jede NV-Form ) gilt:

a) st(P[A4)) = max{st(A4), st(P[_L])}

h) st(9Y [A]) = max{st(4 — L), st( 9y LD}

Beweis durch Induktion nach den Lingen von © und 9y . Man
beachte dabei, daBl P[A] eine Formel 4 oder B — Py [A4] oder
(Po[A] — L) — B und 9y [A] cine Formel 4 — B oder
B — Gy ,[A] oder (9Y ,[A] — L -~ B ist.

Streichung von Negativteilen. Tritt 4 in cincr Formel £ als Ne-
gativteil auf, so ist # eine Formel P[(4 — B)]. Dann sei P[B)]
diejenige Formel, die sich aus # durch Streichung ihres Negativ-
teils A ergibt. In dieser Weise lassen sich in einer Formel / be-
liebig viele Negativteile streichen. Das Ergebnis solcher Strei-
chungen ist immer eine Formel /7, mit F, = F.

4.2. Das Herleitungsverfahren des Systems RD

Axiome des Systems RDy:

(Ax R1) P[A], wenn A einc wahre konstante Primformel oder
cine Formel P < Q mit st(P) < st(Q) ist.
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(Ax R2) gy [A], wenn 4 einc falsche konstante Primformel
oder eine Formel P < @ mit st(Q) < st(P) oder eine Formel
I X < P F[X] mit st(P) = o ist.

(Ax R3) Q[A4, B], wenn A und B gleichwertige Formeln vom
Grad o sind.

Hauptschliisse des Systems RDj :

(S 1), (S 2.0%), (S 3.0) entsprechend wie fir Dy.
(RS 2.1%) 9y [ F[P]] fur alle P mitst(P)<ol 9y [I X° F[X]]
(RS 2.2%) 9y [ F[P]] fir alle 2 mit st(P) < st(0)
9y [3X <@ F[X]], wenn st(Q) > o ist.
(RS 2.3) 9o [FIU7] 9y [3 X FXT)
wenn st(3 X F[X]) =0 + 1 ist, Gy o[ F[U°]] aus 9¥ [ F[U7]]
durch Streichung aller darin auftretenden Negativteile 3 X F[X]
hervorgeht und U nicht in der Konklusion auftritt.
RS 3.1 F[P)vP[3 X FLX)]- P[3 X° FLXT],
wenn st(P) < o ist.
(RS 3.2) F[PIvP[IX < Q FIX]JFP[3 X < Q F[X]],
wenn st(P) < st(Q) ist.
RS 4) 9o [FIAI= IV [« Flx] @],
wenn 9V o[ Fl£]] aus ¥ [ F[¢]] durch Streichung aller darin auf-
tretenden Negativteile 4 x F[«x] (¢) hervorgeht.

Anmerkung. Die Invarianz dieser Hauptschliisse gegeniiber
Strukturschlissen ergibt sich fur (S 1), (S 2.0%), (RS 2.1*) und
(RS 2.2*) mit Hilfe der entsprechenden Inversionsregeln, fur
(RS 2.3) und (RS 4) durch die Wahl von g, anstatt 9¥ in den
Primissen und fir (S 3.0), (RS 3.1) und (RS 3.2) durch die Auf-
nahme der Hauptteile in den Pridmissen.

Schnitte des Systems RDj entsprechend wic fur Dy,
Der Grad eines Schnities ist der Grad gr(A4) seiner Schnitt-
formel A4.

3. Stufenlemma. Hat die Konklusion eines Hauptschlusses des
Systems RD?% die Stufe o, so hat jede Priamisse dieses Schlusses
cine Stufe < o.

Beweis mit Hilfe des 1. und 2. Stufenlemmas.

2 Minchen Ak. Sh. 1950
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Induktive Definition von RDJS < F.

1. Ist 7 ein Axiom des Systems RDJ, so gelte RDY %/ fir
jeden Ordinalterm o« aus @ () und jede natirliche Zahl .

2. Gilt RDF % F, mit o, < « fur jede Priamissc £, cines Haupt-
schlusses des Systems RD} oder cines Schnittes vom Grad =,
so gelte RD} & F fiir die zugehérige Konklusion 7.

3. £, . -Regel. Voraussetzungen:

a) A seieine Formel 3 X F[X ] oder A x F|[x](#) der Stufe o = 1.

b) ' <<UT 1 %.

¢) RDF 2 4 — F.

d) Fur alle & < £, ., und jede Formel B mit st{B) <o gelte
RD} £ 4 -~ B=RDyEFvEA
SchluBfolgerung: RD¥ & F

tm

Folgerung. RD; - F, o L B, m < n=> RD; L
Beweis mit den Lemmata 1¢) und 3.

Anmerkungen.

1. Das System RDJ hat keinc Hauptschlisse zur Einfihrung
von unbeschrinkten Quantoren 3 X und A-Ausdricken in Po-
sitivteilen von Formeln. Die Herleitung von Formeln

FIP1 =3 X FIX] und Flé] - 2x Flx] (2.
erfolgt hier mit Hilfe der £, ,-Regel, wic im folgenden dic Be-
weise der beiden Hauptsitze zeigen. Im 1. Hauptsatz kommt dic
Impridikativitdt der Pridikatenquantifizierung zum Ausdruck.

Diesc wird also durch dic €, _;-Regel gewonnen.

2. Fur die Herleitungsreduktionen hat ¢s sich als zweckimalBig
erwiesen, in der £, . ;-Regel cinen Schnitt aufzunchmen, namlich
in folgender Weisc: Dic Voraussetzung d) der £, . -Regel be-
deutet, daB3 dic Formel A4 v F herleitbar ist. Mit der Voraus-
sctzung ¢) folgt durch einen Schnitt dic Herleitbarkeit von /.
Der in der 2, _
zu den Schnitten hinzugerechnet. Er wird crst bei der Kollabie-
rung einer Herleitung zugleich mit Anwendungen der £, -Regel

-Regel enthaltene Schnitt wird aber formal nicht

climiniert.



Beweistheorie, Analvsis 19
4.3. Deduktive Eigenschaften des Systems RDY

Schwache Schliisse sind entsprechend wie in DF zu verstehen.
In RD} gilt dic

Umsetzungsregel entsprechend wie in Dy
AuBerdem hat man hier folgende schwache SchluBregeln:

Inversionsregeln. Schwache Schlsse sind:
a)-c) wie fur Dy,
d)y 9y [3 X° FIX])—=9Y [F[P]], wenn st(P) < o ist.
e) Y [3X <Q FIXI1= 9y [F[P]], wenn st(P) < st(Q) ist.

StrukturschluBregel wie fur Dy.

Verumregel. Ist 4 eine wahre konstante Primformel oder eine
Formel P < Q mit st(P) < st(Q), so ist

A—F-F
ein schwacher Schluf3.

Falsumregel. Ist 4 cine falsche konstante Primformel oder cine
Formel P < Q mit st(Q) <st(P) oder 3 X < P F[X] mit
st(P) = o, so ist

Av F-F

ein schwacher Schluf3.

< -Einfithrung. Entsteht ¢ aus einer Formel / dadurch, dal
gewisse geschichtete Quantoren 3 X°, die in /& positiv oder nega-
tiv auftreten, durch 3 X < U° ersetzt werden, so ist #} G ein
schwacher Schlul3.

X-Persistenz. Entstcht & aus einer Formel # dadurch, daf3
gewisse geschichtete Quantoren 3 X7, die in F positiv auftreten,
durch 3 X° mit ¢ > 7 ersetzt werden, so ist #}— G ein schwacher
SchluB3.

Die Bewcise der vorstehenden Sétze crfolgen durch Herlei-
tungsinduktion.

Substitutionsregeln.
a) F[U° - F[V") ist cin schwacher Schlul3, wenn U nicht in F
auftritt.

2"
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by Gilt RDF & F[U7) mit &< 2, ,, wobei U nicht in J auf-
tritt und & & Var(F[U°]) ist, so folgt RDY 5 F[P] fir jeden
Priadikator P.

Beweis von a) durch Herleitungsinduktion.

Beweis von b) folgendermalBen durch Induktion nach &.

1. F[U] sei ein Axiom. Dann ist auch F[P] cin Axiom.

2. RDY E— JF[U?) seidurch einen HauptschluB erschlossen. Auf-
grund von U & Var(F[U?)]) folgt dann dic Behauptung aus der
1.V. (Induktionsvoraussetzung .

3. RD} l;; JF[U°) sei durch cine 2. -Regel erschlossen. Aus
§< Q, ., folgt dann 7 < 0. Nach dem 1. Stufenlemma b) tritt
U’ in keiner Formel einer Stufe < v auf. Die Behauptung folgt
daher aus der 1.\

Spezielle Inversionsregeln. Sind 3 .Y F[X] und 2 G[x] (¢) For-
meln der Stufe ¢ -+ 1, ist £ << 2., und st(B) < g, so gilt

a) RD} £ 3 X F[X] — B= RD} & F[U°] — B,
by RDY Adx Glx] (£ -- B= RDf 5 G[t] — B.
Beweis von a) durch Induktion nach &.

1. 3X F[X] — B sei ein Axiom. Nach dem 2. Stufenlemma
tritt 3 X F[X] nicht als Positivteil in B auf. Daher ist auch
FU°] — B ein Axiom.

2. RD} fg— 3 X F[X] -~ B sci durch cinen HauptschluB3 erschlos-
sen. Ist dies kein Hauptschluf3 /RS 2.3) mit Hauptteil 3 X F[X],
so folgt die Behauptung aufgrund des 3. Stufenlemmas und der
Strukturschlufregel aus der [.\. Andernfalls hat man &; < ¢
und By = B mit RD} ‘%’ FIV° » B, wobei 7 weder in F noch
in B auftritt. Dann folgt dic Behauptung mit der StrukturschluB3-
regel und Substitutionsregel a .

3. RDY £E-3X F[X]— B sci durch eine £, ,-Regel erschlos-
sen. Aus & << 2, _, folgtdann 7 - . In diesem Fall tritt 3 X F[.X]
in keiner Formel eincr Stufe < 7 auf. Die Behauptung folgt daher
aus der LV,

Beweis von b) entsprechend wie von a .
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1. Hauptsatz. Ist 3 X' F[X] einc Formel der Stute ¢ <+ 1, so gilt
RD} flo=1 F[P] -3 X F[X]

fur jeden Préddikator P.

Beweis. Fur & << Q| und st(B) <o folgt aus
RD¥ 3 X F[X]— B nach der speziellen Inversionsregel a)
RD3 + E & FLU°] — B. Dabei sci U so gewihlt, daB es weder in J
noch 1n B auftritt. Dann gilt U & Var(F[U°]) aufgrund der
Voraussetzungen zur Bildung der Formel 3 X F[X]. Nach der

Substitutionsregel b) folgt RD¥ l&- F[P] — B. Mit der Struktur-
schluBregel folgt

RD¥ 53 X F|X] 8= RDF & F[P| ~3 X F[X]v B

far alle S < Q. und jede Formel B mit st(B8) < o. Als (Ax R 3)
gilt auch

RDF ¢ 3 X FIX) - F(P] -3 X FlX])
Nach Lemma 4a) giltid (£, . ) &, ., £, .. Die Behauptung cr-
gibt sich daher mit der 2, . |-Regel.
2. Hauptsatz. [st A v F[x] {¢; cine Formel der Stufe o -4 1, so
gilt
RDY eV Flz] ~ dx Flal (#)
Beweis mit Hilfe der speziellen Inversionsregel b) entsprechend

wie fur den 1. Hauptsatz.

Tautologiesatz. Ist / eine Formel vom Grad e, so gilt
RDY 2" Q[F. F] fir jede NP-Form Q.
Be wuq durch Induktion nach .

4.4. Herlcitungsreduktionen in RD}

Schnittlemma. Ist 4 cine Formel vom Grad m, die nicht die
Gestalt 4, -~ 4, hat, so gilt

RDS g AN F, RDY & A - 1= RD} £#7 F

Beweis. 1. Es sei == 0. Dann fuhren wie den Beweis folgen-
dermaBen durch Induktion nach .
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1.1. Av F sei ein Axiom. Ist /& kein Axiom, so ist 4 cinc
wahre konstante Primformel oder eine Formel 2 << Q mit st(P) =
< st(Q) oder F eine Formel 9) [A4,], wobei 4 und A, gleich-
wertig sind. In diesen Fillen folgt die Behauptung aus der 2. Vor-
aussetzung mit der Verumregel oder mit der Umsetzungsregel
und StrukturschluBregel.

1.2. RDy }%— Av F sei durch einen HauptschluB3 erschlossen.
Der Hauptteil eines solchen Schlusses liegt in ~. Daher hat
jede Priamisse die Gestalt P,[A4]. Hierfir hat man «, € « mit
RDy }E;'J‘Z’,.[A]. Mit der StrukturschluBregel und nach I.V. folgt
RD} %#ﬂ P.[F]. Hieraus folgt mit einem entsprechenden
HauptschluB RD§ [&*## Fv F und nach der StrukturschluBregel
RD} [#0 R,

1.3. RD§ }g— A v F sei durch die £ _ -Regel erschlossen unter
Benutzung von ¢ &, .;«. Nach Lemmagb)folgt g H K, . ja Hp.
Hiermit ergibt sich die Behauptung aus der I.V.

2. A sei eine Formel V x F[x]. Dann erfolgt der Beweis durch
Induktion nach £ mit der StrukturschluBregel und Inversions-
regel c).

3. A4 sei einc Formel 3 X? F[X] oder 3 X < 2 F[X]. Dann
erfolgt der Beweis durch Induktion nach o mit der Struktur-
schlufiregel und Inversionsregel d) oder e).

Reduktionssatz. Aus RD} % | F folgt RD} & F.

Beweis durch Induktion nach «.

1. & sei ein Axiom. Dann ist die Behauptung erfullt.

2. RD} t’—ﬁ_ 1 £ seidurch einen Hauptschluf3 oder eincn Schnitt
vom Grad <C m erschlossen. Dann folgt die Behauptung aus der
[.V., denn aus «; € « folgt o™ & o*.

3. RD} = .| F sei durch einen Schnitt vom Grad m crschlossen.

m+ 1
Dann hat man nach I.V.
(1) RD} |2 4v F
(2) RD;'E %“2 A —F

mit o, o (z = 1,2) und gr(A4) = w.

3.1. A habe nicht dic Gestalt 4, — 4,. Dann folgt dic Be-
hauptung aus (1) und (2) nach dem Schnittlemma, da
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~
)

e ALy . %
oo & w* ist.

3.2. .4 set eine Formel 4 — 4,. Dann folgt aus (1) nach der
StrukturschluBregel

{3, RD; .‘:.:11 Ay dyv F

und aus (2) nach den Inversionsregeln a) und b,
4) RDY 2% 4,v F

(s5) RDF 12" 4, — F

Aus 4) und (3) tolgt mit der StrukturschluBregel und einem
Schnitt vom Grad < m

6) RD} 2% -v2 4, v F

Aus (6) und {35) folgt die Behauptung mit einem Schnitt vom
Grad < m.

4. RDy % | Fscidurch die £, . -Regel erschlossen unter Be-
nutzung von ¢ &, _,o. Nach Lemma 4b folgt o &, ., 0%
Hicrmit ergibt sich die Behauptung aus der 1.V.

Starker Schnitt-Eliminationssatz. Aus RDJ < F folgt
RD} "% F.
Beweis mit dem Reduktionssatz durch Induktion nach .
Kollabierungssatz. Aus RD} & /- mit st(#) <o folgt RD} {27 F.
Beweis durch Induktion nach o.
1. F sci ein Axiom. Dann ist dic Behauptung erfallt.
la

2. RD¥ o £ sci durch cinen Hauptschluf3 erschlossen. Dann

folgt dic Bc‘hauptung aufgrund des 3. Stufenlemmas aus der I.V |
da aus o « « nach Lemma 1¢) D, x, € D, o folgt.

3. RDJ '3 F sei durch eine 2, -Regel erschlossen. Dann hat
man

{1./ ¢ <<~r %
und cine Formel A4 der Gestalt 3. F|X| oder Ax Flx] (#) mit

2 RDE 20 | o K

Nt 0
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(3) £ < ,,st(B) <71, RD} & 4~ B= RD} & Fv B.

3.1. Es sei T < 0. Aus (1) folgt dann nach Lemma 4¢) D ¢ <«
Lep1 Dy, Mit (2) und (3) folgt die Behauptung aus der I\
nach der £, . -Regel.

3.2. Es sei 0 < 7. Aus (2) folgt dann nach 1.\,
RD} {70 4 — F
Da D, (po) < £, ist, folgt nach (3) und der StrukturschluBregel
RD} frg;(Df(w)) F
Aus (1) folgt
¢ (D (p0)) < o
Nach der I.V. und Lemma 1c¢) folgt die Behauptung.

4.5. Interpretation von D} in RDy

Definition. Firr einen Limesterm o aus O (£2). Einc Formel £#°
des Systems RDj heil3t eine o-Znterpretation ciner Formel £ des
Systems D, wenn F£° durch folgende Ersetzungen aus /7 her-
vorgeht:

1. Fur jede in F auftretende freie Priadikatenvariable wird cin
Pridikator des Systems RDj ciner Stufe < ¢ cingesetzt.

2. Jeder in # auftretende starke Priadikatenquantor 3 X7 wird
durch 3 X ersetzt.

Folgerungen. Fir jede o-Interpretation /7 einer Formel /7 des
Systems Dy gilt:

a) gr(£°) = gr(#)

b) Ist & eine schwache Formel, so ist st(/°) < a.

c) Ist 7 cine starke Formel, so ist st(#°) = o.

d) Ist # eine Z}-Formel, so tritt jeder in # vorkommende ge-
schichtete Quantor 3 X° positiv in /¢ auf.

Interpretationssatz. Gilt Dy |+ /' mit o < ¢, fur cine X)-For-
mel F und ist 0 = o' T B mit 0 < B < g, so folgt

]‘)D*‘ 86 20 j’vr
20
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fur jede o-Interpretation /¢ von F.

Beweis durch Induktion nach o.

1. F sei ein Axiom des Systems Dy,

1.1. Ist F eines der Axiome “Ax 1)-(Ax 3), so ist ~° eines der
Axiome (Ax R 1)-(Ax R 3).

1.2. Ist / ein Axiom (W-CA), so ist F° eine Formel

PV e (Vix - Flx]),

wobei F[o] eine Stufe <Z o hat. Aus dem Tautologiesatz des
Systems RDj folgt mit einem HauptschluB3 (RS 4)
® RD} {2 2 Flzl () — Finl
fur jede Zitfer ». Die Formel 4z F [z] (%) hat cinc Stufe <Co.
Nach dem 2. Hauptsatz gilt daher
(2) RD} 2 Fln| 12 Flz] (n)
Aus (1) und (2) folgt mit der Strukturschlufiregel und Haupt-

schltussen (S 1) und (S 2.0*

3, RDY 130 PV (s Flz] (x) - > Flab.

2 1o

Die Formel 3 V'V x (Y (x) <~ F|a]) hat chenfalls eine Stufe < 0.
Nach dem 1. Hauptsatz gilt daher

‘4 RDE Y (i Flel (o)<~ Flal) =3 ¥V x (Via) = Fla]).

Aus (3) und 4 folgt mit der StrukturschluBregel und cinem
Schnitt

RDY = *3 YV x (¥Yix)-> Flx])

fir eine geeignete nattrliche Zahl . Mit der StrukturschluBBregel
und dem starken Schnitt-Eliminationssatz folgt die Behauptung,
denn nach Lemma 2a) ist m, (2, + 3) < 2, .

m w:

2. DY 1 /7 sei durch cinen HauptschluB3 des Systems DJ or-
schlossen. Dann ist auch jede Priamisse dieses Schlusses cine
2 -Formel.

2.1. Es handle sich um einen Hauptschluf3 (S5 1), 'S 2.0% .
(521,75 2.2), 'S 3.0 oder 'S 3.2, Dann folgt dic Behauptung
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aus der 1.V, wobei im Fall von (S 3.2) auch die Falsumregel
heranzuziehen ist.

2.2. Es handle sich um e¢inen HauptschluB3 (S 3.1). Ist der
Hauptteil dieses Schlusses eine starke Formel, so folgt die Be-
hauptung unmittelbar aus der 1.V. Andernfalls ist #° cinc Formel

P[3 X Fx],

und man hat nach 1.V.
0 RD§ - o FP)v [3 X FIX]]

mit a, < «. Die unter (1) angegebene Formel hat eine Stufe
1 < o. Aus (1) folgt daher nach dem Kollabierungssatz

(2) RD} 2wl w20 TPy PII X FLX]).

Die Formel 3 X F[X] hat eine Stufe 7 + 1 <Z¢. Nach dem
1. Hauptsatz hat man

3 RDY J- 1 FIPl~3 X FX].

Aus (2) und (3) folgt mit der StrukturschluBlregel und einem
Schnitt
RDY 2P (3 X F X))

m

fary:= D, (82, , + 224 #F £, ,und cine geeignete natirliche
Zahl z. Nach dem starken Schnitt-Eliminationssatz folgt die Be-

hauptung, da nach Lemma 2b) o, () € 2, _, + 20 ist.

2.3. Es handle sich um einen HauptschluB (X3-Ref). Dann ist
F cine Formel P[3 ¥ 4,], und man hat o, << 2 mit

0 DY S AVP[EY Ay

Ist3 ¥ A4, eine schwache Formel, so ist U & Var(4,), folg-
lich } nicht in A4,- enthalten. In diesem Fall ergibt sich dic Be-
hauptung ihnlich wic im Fall 2.2. Andernfalls ist 77 c¢ine Formel

Pe (3 yeed| V],

wobel «4[U9) cine Stufe < ¢ hat. Dann gibt ¢s oy < o derart,
daB bei der Bildung von #° nur Pridikatoren von Stufen < g,
far dic in # auftretenden freien Priadikatenvariablen cingesctzt
sind. Hierzu gibt es f, mit
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(S}
~I

(o «(T::(ul"""[}o <.i(7:w' 7/)’

A" sei diejenige T-Interpretation von A, bei der fur die in 4 auf-
tretenden freien Priddikatenvariablen dieselben Priadikatoren wie
bei der Bildung von #7 in F eingesctzt sind. Aus P? bilden wir 7,
indem wir jeden geschichteten Quantor 3 X° durch 3 X7 ersetzen.
Aus (1) folgt nach I.V.

RD* !21 o 2% /jtv (1-" 3 )/IQA Y
2 10

Nach Voraussetzung ist # eine Xy-Formel. Daher folgt aufgrund
der 2-Persistenz

(2 RDY tgr o 2% 47y P [ Yed [ Y]]

eA[U7] ist diejenige Formel, dic sich aus A7 crgibt, wenn jeder
darin auftrctende geschichtete Quantor 3 X* durch 3 .X < U7
ersetzt wird. Aus (2) folgt daher durch <Z-Einfihrung

RD} §r o AU v P [ Yoed[ Y]]
Mit cinem HauptschluB3 (RS 3.1) folgt dic Behauptung.
3. DY 5 F sei durch einen Schnitt erschlossen. Dann hat man
o, << o (2 = 1,2) mit

(1 D¥ & v F

1
(2 Dy A - F
Die Schnittformel 4 ist entweder cine schwache Formel oder cine
starke Formel 3 XeA[X], wobei e4[U] cine schwache Formel
ist. Im zweiten Fall folgt aus 72) nach der Inversionsregel d)
des Systems Dy

3 Dy g eAdU] = F

Dabet sei {7 so gewiihlt, dal3 es weder in ed noch in & auftritt.
Bei (1) und (3) handeclt es sich um X}-Formeln. Nach I.V. folgt
daher

oy RDY o v 2R %y FY
(3) RDY (e 2 AT P> 47

tar jeden Pridikator £ mit st(P; < o. Aus (5) folgt durch einen
HauptschluBl ‘RS 2.1*
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©6) 2 R

{4, und (6) gelten auch im crsten Fall, in dem 4 cine schwache
Formel ist. Man hat == st(4°v F°) < g und v:== st(A4° - F"
< g. Aus (4) und (6) folgt nach dem Kollabierungssatz

RDY Gui@o w2 47y Fe
RD; I[02,,(96,: w 20 1) Ao JO
Durch einen Schnitt folgt

RD}¥ |z 7
far
Vo= D/t (‘{26 b + 2 0(1) :H:Dv (520‘ @ 'C—' 2 % —T_ I

und = gr(A4) 4+ 1. Nach dem starken Schnitt-Eliminations-
satz folgt die Behauptung, da nach Lemma 2¢) w,, (y) € 2, ., —+
-+ 2 o ist.

§ 5. Beweistheoretische Abgrenzung des Systems D,CA

Eine Formel des Systems D, A heille geschlossen, wenn sic
keine freic Zahlenvariable enthilt. Jede geschlossene Formel des
Systems DyCA ist zugleich eine Formel des Systems Dy

Ist ¢ cin Limestern aus @(£) und F cine Formel des Sy-
stems Dy, so verstehen wir unter der enfachen o-Interpretation
von £ diejenige ¢-Interpretation von #, bei der fiir jede in £ auf-
tretende freie Préadikatenvariable ¢ der Pridikator U0 eingesetzt
ist. Die einfache o-Interpretation einer schwachen Formel des
Systems Dy ist eine von o unabhingige Formel einer Stufe - w.
Diese Stufe bezeichnen wir als dic Stufe der schwachen Formel
des Systems Dy.

Abgrenzungssatz. Ist / cinc in 0,04 herleitbare geschlossenc
schwache Formel der Stufe o, so gibt ¢s » <2 @82, o, so dal3
RD¥ }—g— £ fur die {von ¢ unabhingige, cinfache o-Interpretation
F?von F gilt.

Beweis. Nach dem Einbettungssatz des § 3 gibt ¢s @ < @+ 2
und cine natiirliche Zahl 7, so daB D¥ '¢ F gilt. Dann gibt cs
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nach dem schwachen Schnitt-Eliminationssatz des § 3 f < ¢, mit
D¥ & F.Firo:=- ' "folgt nach dem Interpretationssatz des § 4

RD* L.QU.A m 2B jj;o'

20
Da £ die Stufe o hat, folgt nach dem Kollabierungssatz des § 4
RD} L F° fur
yi=D0,00, 28 <D,Q, =62, o.

Folgerung. In D,CA ist die formalisierte tranfinite Induktion
nicht bis @ £, o herleitbar, d. h. ¢s gilt 1D,C4| < © L2, o.

§ 6. Beweistheoretische Abgrenzung des Systems P,CA

Das formale System P;CA hat dieselbe formale Sprache wie
das System D,CA. Es unterscheidet sich von D,CA nur dadurch,
daB e¢s anstelle des Axiomenschemas (43-CA) das schwichere
Axiomenschema (W-CA) hat (wie D¥ in § 3, jedoch auf die for-
male Sprache von P;C.4 bezogen).

Das halbformale System P§ unterscheidet sich von dem System
D3 dadurch, daB hier das Symbol < und somit auch die be-
schriankten Priddikatenquantoren fortfallen. Hiermit entfallen
auch die Hauptschliisse (S 2.2), (S 3.2) und (Z3-Ref). AuBerdem
wird in Py der Komplexititsgrad kg(#) durch den Grad gr(#)
crsetzt.

lintsprechend wie in § 3 crgeben sich die folgenden zwei Sidtze.

Einbettungssatz. Gilt 2, C4 " F, so gibt c¢s cine natirliche
7Zahl 2, so daf3
Py

@ on Ik
» ’

fir jede numerische Spezialisicrung 7% von / gilt.

Schwacher Schnitt-Eliminationssatz. (iilt PF i% Fomit o < g, s0
gibt es << gq mit P} I 7.

Das geschichtete halbformale System RPF unterscheidet sich
von dem System RDJ cbenfalls nur dadurch, dafB3 hier das Sym-
bol <. und die beschrinkten Quantoren fortfallen. Hiermit ent-

fallen auch die Hauptschliisse (RS 2.2*) und (RS 3.2).
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Entsprechend wie in § 4 ergeben sich die folgenden drei Sitze:

1 m

Starker Schnitt-Eliminationssatz. Aus RP} = F folgt RP; %’,,,(z) )3
Kollabierungssatz. Aus RP¥ & F mit st(F, <o folgt RPY £ I,

Interpretationssatz. Gilt Pf < / mit a < g, fir cine schwache
Formel F, so folgt

RP?é ]%)u) e

fir jede w-Interpretation # von F.

Ist ndmlich P¥ [[‘11' F fur eine schwache Formel # durch einen
HauptschluB oder Schnitt des Systems Py erschlossen, so ist auch
jede Priamisse dieses Schlusses eine schwache Formel. Thre w-In-
terpretationen haben Stufen < w. Daher ergibt sich der Inter-
pretationssatz fir Pf entsprechend wic in § 4 fur DF.

Entsprechend wie in § 5 folgt der

Abgrenzungssatz. Ist / eine in P;CA herleitbare geschlossene
schwache Formel der Stufe o, so gibt cs y << O (2, - &) 0, so
dall RP} %’— F* fur die einfache w-Interpretation ~#“ von £ gilt.

Beweis. Nach dem Einbettungssatz und dem schwachen
Schnitt-Eliminationssatz gibt cs f < &, mit 2§ £ 7. Nach dem
Interpretationssatz und Kollabierungssatz folgt RPY & F* fur

y L= ‘DO (Qm “—‘ ﬂ) < DO (Qt!l - FO} == 6 (\!210 : 80>o
Folgerung. |P\CA 1 < @ (Q,) - g)0.

§ 7. Beweistheoretische Abgrenzung des Systems GP,CA

Das formale System GP,CA hat dieselbe formale Sprache wic
dic Systeme D,CA und P,CA. Sind F[U] und G[o] Formeln
dieses Systems, wobei U nicht in J auftritt, so bezeichnen wir
mit F[G] dicjenige Formel des Systems GP,CA, die sich aus
JFIU] ergibt, wenn jeder darin auftretende Bestandteil der Ge-
stalt U(a) durch G[#] ersetzt wird (eventuell unter Umbenennung
von gebundenen Variablen zur Vermeidung von Variablenkolli-
sionen). GP,CA sei P,CA mit der zusitzlichen HauptschluB3regel

(34 FIGIv P[3 X FIX)) - P[3 X FIXT),
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wenn 3 X F[X] eine schwache Formel und G[o] eine beliebige
Formel ist. (Durch diese zusdtzliche SchluBregel wird die Bar-
[nduktion fir arithmetische Prddikate gewonnen.)

Wir interpretieren GP,CA dirckt in dem geschichteten halb-
formalen System RP} des § 6, ohne cine Einbettung in 2§ zwi-
schenzuschalten. Als o-/nterpretationen ciner Formel / des Sy-
stems GP;CA erkldaren wir dic o-Interpretationen (gemiB § 4) der
numerischen Spezialisierungen von . Diese o-Interpretationen
sind Formeln des Systems RP¥.

Das System RPJ hat die entsprechenden deduktiven Eigen-
schaften wie das System RD¥. Insbesondere gelten in RPJ dic
Inversionsregeln a)-d), die Strukturschiufregel!, dic Swubstitu-
tionsregeln a) und b), dic speziellen [nversionsregeln a) und b),
der 1. und 2. Hauptsatz, der Tautologiesatz und das (V.1.)-Lemma
entsprechend wie in RDj . In Erginzung zur Substitutionsregel b)
und zum 1. Hauptsatz brauchen wir noch die folgenden zwei
Sitze.

Substitutionsregel. c;. Gilt RP} j;; FIU°] mit & < £, ., wobei
(" nicht in [ auftritt und " & Var(F[U°]) ist, so folgt
RPY ¥ F[G] fur jede Formel G[o] vom Grad .

Beweis durch Induktion nach &.

1. FlU?] sei ein Axiom. Dann ist J[G] ein Axiom oder eine
Formel Q[G[s], G[#]] mit numerischen Termen s, # vom gleichen

Wert. Im zweiten Fall folgt die Behauptung aus dem Tauto-
logiesatz.

2. RPY 5 JF1U?] sei durch einen Hauptschluf3 erschlossen. Auf-
grund von {7 & Var( F[U°)) folgt dann dic Behauptung aus der
[\,

3. RPY 5 FIU°) sci durch cine Q, -Regel crschlossen unter
Benutzung von ¢ &, . & Nach Lemma 4b) folgt ¢ 3 2m &
. & 3 2m. Hiermit ergibt sich die Behauptung aus der 1.V.
wic im Beweis der Substitutionsregel b).

3. Hauptsatz. Ist 3 X F[X] cinc Formel der Stufe o -+ 1, so gilt

RPY 37V FIG] ~ 3 X FX]
fur jede Formel GJo].
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Beweis. IEs sei gr(G[o]) = m. Fur & << 2, ., und st(B) <o
folgt aus der speziellen Inversionsregel a), der vorstehenden Sub-
stitutionsregel ¢) und der StrukturschluBregel RP; ‘% 3 X F[X)
— B= RP} [E¥*" (F[G] -3 X F[X])v B. Hiermit erhilt man
die Behauptung nach der £, ,-Regel, da nach Lemma 4a)
id(2y.1) F2m Ly 82,0, gilt.

Es folgt nun der

1n

Interpretationssatz. Gilt GP,CA - F, so gibt es eine natirliche
Zahl 2, so dal}
RP;K I_gw o

fur jede w-Interpretation F” von £ gilt.

Beweis durch Induktion nach » mit dem (V.I.)-Lemma und
den drei Hauptsidtzen. Hierbei wird die HauptschluBregel (S 3.1
durch den 3. Hauptsatz beriicksichtigt.

Abgrenzungssatz. Ist / cine in GP;CA herleitbare geschlossene
schwache Formel der Stufe o, so gibt es y << @ ¢, 40, so daBl
RPY % F? fur die einfache w-Interpretation /# von £ gilt.

Beweis. Nach dem Interpretationssatz gibt es nattrliche Zah-
len 72 und 7 mit

* 2, -n m
RPI 1;”’ F

Nach dem starken Schnitt-Eliminationssatz und Kollabierungs-
satz folgt RPf {L F* fir

V= ‘DO (wm<Qm ;‘ 71)) << D()g!),,, 1T @ 8!)(,,—4 10

Folgerung. |GP,CA| < Pe¢, ., 0.

§ 8. Beweistheoretische Abgrenzung des Systems GD,CR

Das formale System D,CR unterscheidet sich von 0,04 da-
durch, daB es anstatt des Axiomenschemas (43-CA) folgende
HauptschluBregel hat:

(A3-CR)V x (eAfx] <> Bla]) =3 V'V x (Y () - -eA]),

wenn eA[o] einc X}-Formel und B[0] eine [T3-Formel ist.
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Das formale System GD,CR sei DyCR mit der zusitzlichen
HauptschluBregel (S 3.1") des § 7. Wie GP,CA interpretieren wir
auch GD,CR direkt in RPY.

Interpretationssatz. Gilt GD,CR ™ F und ist 0 = " 7! - B mit
0 < f < w® so folgt
RP} fio ot B
fir jede o-Interpretation #° von F.
Beweis durch Induktion nach ». Wir betrachten nur den Fall,
dall GD,CR }iF durch einen HauptschluB (4}-CR) erschlossen

ist, da der Beweis in allen anderen Fillen sehr einfach ist. Dann
ist / eine Formel

AV Vx(V(x) <>eA[x])

Ist e4[o] eine schwache Formel, so erfolgt der Beweis dhnlich
wie fir den Interpretationssatz des § 4 im Fall 1.2. e4[0] sei nun
eine starke Formel. Dann ist #° eine Formel

3 VYV x (V(x) <ed[x])
Man hat 7z, < 72 mit
GD,CR |2V x (eA[x] < B[x)),

wobei e4[0] eine X3-Formel und B[o] eine IT,-Formel ist. Nach
I.V. folgt

RP} [goretm ¥ x(eA” [x] < B°[x))
Mit den Inversionsregeln a)-c), der Falsumregel und Struktur-
schluBlregel folgt

(1) RPY l—é—h’ totned [m] — B [m)]
@ RP? 801w en B ) e

fur jede Ziffer m. Es gibt f, mit
o <‘[:=w”°+1'ﬁ0 <O_=wnv,—1 ~ﬂ

derart, da3 bei der Bildung voneA4”und B° nur Pridikatoren von
Stufen < 7 fur diec in ¢4 und B auftretenden freien Pridi-
katenvariablen eingesetzt sind. Aus ¢4’ und B° bilden wir eA”

3 Minchen Ak. Sb. 1980
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und FB’, indem wir jeden geschichteten Quantor 3 X° durch 3 X°
ersetzen. Dann sind eA"[m] und B*[m] 7-Interpretationen von
eA[m] und B[]. Ebenso wie (2) erhilt man

©) RPY [Fe+ et B[m) —eA* [m)]

Fir m, : = gr(ed*[0]) und m,: = gr(‘B*[0]) erhilt man mit dem
Tautologiesatz, einem HauptschluB (RS 4) und aufgrund der
2-Persistenz

@ RP} [+ 25 A [2] (m) — A7 [m]
) RP} B B[] — B [m)

Nach dem 2. Hauptsatz gilt
(6) RP} i+ e oA [m] — A zeA (2] (m)

Fir mq: = max {gr(eA[o]), gr(B[o])} + 1 folgt aus (1), (5), (3)
und (6) mit der StrukturschluB3regel und mit Schnitten

@) RPY [ovosnt? ed m) — Lz oA ] (m)

Aus (4) und (7) folgt mit der StrukturschluBBregel und mit Haupt-
schliissen (S 1) und (S 2.0%)

RP} ovormt Y x Lz oA (2] (#) < A[4])

Mit der StrukturschluBregel und mit einem HauptschluB3 (RS 3.1)
folgt
RPY ot o vnt® 3 VOV 2 (V(x) < A°[4]),

da der Pridikator A z e4"[2] eine Stufe < ¢ hat. Mit dem starken
Schnitt-Eliminationssatz folgt die Behauptung, da w,, (2, ..,

4+ 5) K 25444, st

Abgrenzungssatz. Ist / cine in GD,CR herleitbare geschlossene
schwache Formel der Stufe o, so gibt es y < & 2 _, 0, so dal}
RP} [ F° fir die (von ¢ unabhingige) einfache g-Interpretation
F°von F gilt.

Beweis. Nach dem Interpretationssatz gibt es eine natiirliche
Zahl », so da3

RP} H;""* wt+n F°
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fiir 6: = w"*! gilt. Nach dem Kollabierungssatz folgt R P} _};—F“

far

y:=‘DO'QO+w+n <DOwa= @wao‘

Folgerung. |D,CR| < |GD,CR| < @O 2 0.
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