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Inductive Definitions and Dilators

Summary. In this paper we give a new and comparatively simple proof of the
following theorem by Girard [1]:

“If Vxe03ye Op(x,y) (where the relation vy is arithmetic and positive in
Kleene’s @), then there exists a recursive Dilator D such that
Va2 Vxe0<*Iye O0<PPy(x,y).”

The essential feature of our proofis its very direct definition of the dilator D.
Within a certain infinitary cutfree system of “inductive logic” (which in factis a
modification of Girard’s system in [1]) we construct in a uniform way for each
ordinal o a derivation T, of the formula Vxe @ <*3y e Oy(x, y), and then define
D immediately from the family (T)),.,,. Especially we set D(a):=XKleene-
Brouwer length of T,

In der vorliegenden Arbeit geben wir einen anderen Beweis fiir den folgenden
Satz von Girard [1, Theorem 3.2(1), (iv)].

Satz I (Girard 1979). Gilt 2=, ¢ (und ist X rekursiv ), so gibt es einen (rekursiven)
Dilator D derart, daf Xt=; *P® fiir alle € On.

Hier bezeichnet 2 ¢in abzéhlbares Axiomensystem 1. Stufe und ¢ eine Formel,
in der auBer den Symbolen von 2 noch Konstanten Py, fiir induktiv definierte
Teilmengen des Grundbereichs vorkommen diirfen. Z; ¢ bedeutet, daBl ¢ in
jedem Modell von X gilt, welches den Konstanten Py ihre Standardinterpretation
zuordnet. ¢*# entsteht aus ¢ durch Einsetzen von Pg® (bzw. Pg?) fiir jedes
negative (bzw. positive) Auftreten von Py, Die Konstanten Py * werden ebenfalls in
kanonischer Weise interpretiert. Ein Dilator ist ein Funktor von ON in ON, der
direkte Limites und pull-backs erhilt. ON ist die Kategorie der Ordinalzahlen mit
den streng monoton wachsenden Funktionen als Morphismen. Der obige Satz hat
einige bedeutsame Anwendungen in der Rekursions- und Definierbarkeitstheorie
gefunden, auf die hier aber nicht ndher eingegangen werden soll (s. z.B.: [4, 5, 7, 8]).
Wir zitieren nur zwei einfache Folgerungen aus Satz I:
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Satz II (Girard 1979). Gilt Vx € ¢dly € Ow(0, x, y) (wobei y arithmetisch und positiv
in O ), so gibt es einen rekursiven Dilator D mit¥o= wWx e 0 <dly € O<P@y(0, x, y).

(O bezeichnet Kleenes System der konstruktiven Ordinalzahlen.)

Satz III (van de Wiele 1981). Ist F:On—On uniform X -definierbar iiber allen
zuldssigen Mengen, so gibt es einen rekursiven Dilator D mit F(x) < D(a) fiir alle
e On.

Unser Beweis von Satz I zeichnet sich durch seine duBerst direkte Konstruk-
tion des Dilators D aus, die jetzt kurz skizziert werden soll. Fiir « € On bezeichne
¢* die Formel, die aus ¢ durch FEinsetzen von Py fiir jedes negative Auftreten von
Py, entsteht. In Verallgemeinerung der Methode aus Schiitte [10, Abschn. 5] wird
zu jeder Formel ¢% ein Formelbaum (Suchbaum) T, definiert, fiir den gilt:

() Zkr0% = T,. fundiert

(i) T,. fundiert = Xk, ¢** mit &:=| T . || (Kleene-Brouwer-Léinge).

(Ein fundierter Baum T, 14Bt sich als Herleitung von ¢% aus X in einem
geeigneten infinitdren Kalkiil der ,,induktiven Logik“ auffassen.)

Gilt nun X ¢, so auch X' ¢ fiir alle «e On, und mit (i), (i) folgt daraus
Tk ¢%P® fir alle aeOn, wobei D(0):=| T, |l. Die Funktion D:On—On,
o—| T || wird durch folgende Definition von D(f)eMor(D(x), D(p)) fiir
JeMor(a, B) zu einem Dilator: Sei y € D(«) und s der Knoten von T,,., welcher in
der Kleene-Brouwer-Ordnung von T,.. and y-ter Stelle steht. Der Knoten sist eine
endliche Folge von Ordinalzahlen <o und gewissen Symbolen #g, *,. Ersetzt man
in s jede Ordinalzahl £ durch f({), so erhdlt man einen Knoten s” von T,;. Es sei
D(f)(y) die Ordinalzahl von s’ in der Kleene-Brouwer-Ordnung von Ts. —
Zusammenfassend konnen wir feststellen, daB der Dilator D unmittelbar durch die
Familie der Herleitungen T, (x€ On) erzeugt wird.

Bemerkung. Der Inhalt der vorliegenden Arbeit deckt sich mit dem meiner
handschriftlichen Notizen ,,Induktive Definitionen und Dilatoren“ aus dem Jahr
1982, die inzwischen verschiedentlich zitiert wurden.

1. Induktive Logik

L sei eine abzahlbare Sprache 1. Stufe. Eine positive Operatorform ist eine Formel
A(X, x) der Sprache L(X) (X eine Mengenvariable), in der héchstens die Variablen
X, x frei vorkommen und auBlerdem X nur positiv auftritt. Jeder positiven
Operatorform A(X, x) werden Mengenkonstanten Py und Py* (x € On) zugeord-
net, die nicht zu L geh6ren

Lip:=LU{Py: N positive Operatorform}
L':=Lypu{Py*: U positive Operatorform und xe On}.
Als Mitteilungszeichen verwenden wir u.a.: 4, B, C, F fiir L'-Formeln, ¢, y fiir L,,-
Formeln, ¢, ¢; fur L-Terme, a, f, y, 4, ¢, n fiir Ordinalzahlen. X bezeichne eine
beliebige (im folgenden feste) Menge von geschlossenen L-Formeln. Unter einer

L-Struktur 9t verstehen wir hier stets eine L-Struktur im {iblichen Sinn zusammen
mit einer Belegung x> x™e|M| der (freien) Variablen.
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Definition von M. Ist M eine L-Struktur, so sei P’ die L'-Expansion von I mit

M (Py):= |) I§ und WM(Pg*):= | I§,
£eOn ¢

<a

wobei
I§:= {aeliml MEUA (ngé Iy, a)}.

Definition von 2=, A
X, A: < Fiir jedes Modell 3t von X gilt W' = A.

Das halbformale System IDY(X)

Formeln werden aus Primformeln und negierten Primformeln mittels A, v, V, 3
gebildet. Die Negation —1 A4 einer zusammengesetzten Formel A wird gema8 den
de Morganschen Regeln definiert.

Definition von A%, A%, A**#. A% (bzw. A*) entstehe aus A dadurch, daB jedes
positive (bzw. negative) Auftreten von Py durch Pg® ersetzt wird. Ferner sei
A% =(4% ).

Induktive Definition der Formelklasse FOR

1. Ist A eine L-Primformel, so AeFOR und 14 FOR.

2. Alle Formeln t € Py und t ¢ Py * geh6ren zu FOR.

3. Mit A, B gehoren auch AA B, Av B, VxA, dxA zu FOR.

FeFOR gilt also genau dann, wenn Py nur positiv und Pg® nur negativ in F
auftritt.

Vereinbarung. F bezeichne im folgenden stets eine Formel aus FOR.

Definition der Menge Pos(C) der Positivteile einer Formel C

{C}uPos(4)UPos(B), falls C=AVB
{C}, sonst.

Logische Axiome. Eine Formel C ist ein (logisches) Axiom, wenn es eine
L-Primformel A gibt, so daBl A e Pos(C) und —1 4 € Pos(C).

Pos(C):= {

Schlufregeln fiir Py und Py"®

(Py) WPy t)vCltePyvC

(Pg® .. WP VC...(E<a)-t¢Py*v C.
Spezielle Schnittregel

() GvCLC, falls Gef.
Dabei sei

5 =Zu{¥x(x=x)}u{Vx Vy(x+yv1B(x)v B(y)): B L-Primformel} .
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Das halbformale System IDY(X) bestehe aus den oben genannten logischen
Axiomen, den SchluBiregeln (Pgy), (Pg %), (2) und den iiblichen SchluBregeln fiir A,
v, V¥, 3. In Abschn. 2 werden wir beweisen, daBl dieses System vollstindig fiir die
Formeln aus FOR ist, d.h. daB jede Formel der Klasse {FeFOR: X} F} in
IDP(Z) hergeleitet werden kann.

Vorher soll noch gezeigt werden, wie SatzIl aus SatzI folgt: Sei
L:={0,1, +, -} und X¥:=PA (Peano-Arithmetik),

WUy(X, x):=(x=0vIyye X Ax=y+1),
W, (X, x):=(x=0)vIy(ye X Ax=2)vIy(x=3 -5 AVz{y} (z)e X),
P;:=Py., @:=Vx(xePy)->VxeP dyePp(Py,x,y).

Angenommen I’ = PAU{Vx(x € P,)}. Dann ist M isomorph zur Standardstruktur
N der natiirlichen Zahlen. AuBlerdem ist O=1Iy, (in M). Mit der Voraussetzung
Vx e Odly € Op(0, x, y) folgt also M'=Vxe P, Iye P, p(P,,x,y). Somit haben wir
gezeigt: PAlE;@. Nach Satzl gibt es also einen rekursiven Dilator D mit
PAE Vx(xe Pg%)—Vxe Py*Iye PTP@y(PFP®, x,y), fir alle aeOn. Wegen
N=Vx(xePs® fir 2w, und da P, in ¢ nur positiv auftritt, folgt daraus
NEVxe Py *Aye PYP@y(P,, x, ), d.h.Vxe 0=y € O PP (0, x, y), fir «=w.

2. Die Formelbiume T,

Induktive Definition der Positivformen

(I'1) = ist eine Positivform.
(I'2) Ist A eine Formel und I eine Positivform, so ist auch 4 v I' eine Positivform.
Im folgenden bezeichnen I', I stets Positivformen.

Definition von I'(B) und Bv I'()

1. Fiir '=+* sei I'(B):=BvI():=B.
2. FirI'=AvIysei I'(B):=AvIyB), BvI():=Bv(AvIy)).

Bemerkung. Jede Formel C 148t sich auf genau eine Weise in der Form C = I'(B) mit
BB, v B, darstellen.

Definition. %, #*, seien zwei Objekte (Symbole) mit Onn{#,, *,}=0.
a-SEQ:={(Xgs .. s Xp—1): B0, Xg, ..., X,y €aU{*q, %, }}.
SEQ:= () {a-SEQ:a€On}.

F sei eine fiir den Rest dieses Abschnitts feste Formel aus FOR. Wir werden
jetzt einen bzgl. der SchiuBregeln von ID{(X) lokal korrekten Formalbaum Ty
definieren und anschlieBend beweisen, da Ty genau dann fundiert ist, wenn X f=; F
gilt. T wird als Funktion von SEQ in FORU{0} (o fiir ,undefiniert“) erklirt;
diese sehr formale Definition von T; brauchen wir in Abschn.3 um die
Homogenitét der Familie (T,. ),c0, Dachzuweisen (vgl. [6]).

Definition

Go, Gy, ... sei eine Abzihlung von 5.
tost1s ... sei eine Abzdhlung aller L-Terme.
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Definition des Formelbaums T,: SEQ—->FORuU{o0}

Die Definition von Ty(s) erfolgt durch Induktion nach der Linge von se SEQ.

(T1)) Td():=F.

Sei nun s=(x,, ..., x,) und s5:=(xq, ..., X, —1)-

(T2)  Tyso,)e FOR kein logisches Axiom, n=2m, x,, = *:

Te(s):="1Gp, v Te(so) -

(T3)  Tyso)=:CeFOR kein logisches Axiom und n ungerade:

(T3.1) C=TI(AgAA,) und x,=%;: T(s):=1(4,).

(T3.2) C=TI(VxA(x))und x,=*,: T{(s): =T'(A(v)), dabei sei v die erste nicht in C
vorkommende Variable.

(T3.3) C=I(3xA(x)) und x,=*,: Te(s): =3IxA(x) v I'(A(t,)); enthilt A(x) wenig-
stens ein freies Auftreten von x, so sei k die kleinste Zahl derart, dal A(z,)
nicht Positivteil einer der Formeln Ty((x,,...,Xx;—1)) (i=0,...,n) ist;
anderenfalls sei k=0.

(T34) C=TI(tePy) und x,=%y: T(s):=U(Pg, ) v I().

(T3.5) C=TI(t¢Py® und x,=¢<a: Tels): =1 WPy 0) v I().

(T3.6) C=TI(A)und x,=%,, wobei 4 eine (negierte) L-Primformel:
Te(s):=AvI().

(T4) In allen anderen Fillen sei Ti(s):=c0.

Definition. dom(Ty):={se SEQ: Ti(s)e FOR}.
T, heiBt fundiert, wenn es keine unendliche Folge (x,),aq in Onu{*,, *,} gibt,
so daB (xq, ..., X, ;) €dom(T}) fiir alle neIN.

Satz 1. T nicht fundiert = X, F.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine Folge (x,),on in Onu{*,, *;} mit
C,:=Td(xg, -, X,— 1)) FOR flir alle ne N.

Nach Definition von Tj ist keine der Formeln C, ein logisches Axiozn, und es
gilt C,,,. 1 ="1G,, Vv C,, fiir alle meN. Aus letzterem folgt {14:Ae2} < H.

Dabei sei H:= ) Pos(C,).

nelN

Hilfssatz 1. Ist AePos(C,) keine v-Formel, so gibt es ein ungerades k = n und eine
Positivform I' mit C,=T(A).

Beweis. Wir konnen annehmen, daB3 n ungerade ist. Ferner bezichen wir uns auf ein
bestimmtes Auftreten von 4 in C, und nehmen an, C, sei nicht von der Gestalt
I'(A). Nach Definition von T ist dann auch A ePos(C,,,), und in C,, , stehen
rechts von A weniger logische Zeichen als in C,. So kommt man schlieBlich zu einer
Formel C,,,; in der rechts von A keine logischen Zeichen stehen. Dann ist
Cpr2i=T(4).

Hilfssatz 2.
a) A Primformel von L= A¢ H oder 71 A¢ H.
b) AganA,eH = AyeH oder A, €H.
c) Ag3wA,€eH = AyeH und A € H.
d) VxA(x)e H = Es gibt einen L-Term t mit A(t)e H.
¢) dxA(x)e H = Fiir jeden L-Term t gilt A(t)e H.
f) (t¢ Pa* e H = Es gibt ein £ <a mit WPy, t)e H.
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g) (tePy)e H => W(Py,t)e H.

h) Fiir alle L-Terme t, t' und alle L-Primformeln B(x) gilt:
() t*neH.
(i) (t+t)eH und —1B(t)eH = 1B(t')eH.

Beweis. a) Sei A L-Primformel. Dann gilt:
(1) Be{A4, 1 4}nPos(C,) = BePos(C,) firalle k=n.

Da die Folge (Cp),on kein logisches Axiom enthilt, gilt auBerdem A ¢ Pos(C,) oder
—1A¢Pos(Cy), fiir alle ke IN. Mit (1) folgt daraus die Behauptung.

b) Ist AgA A, ePos(C,), so gibt es nach Hilfssatz1 ein ungerades k mit
C,=T'(4y A A,); folglich C, ., =I'(A,) oder I'(4,), und somit Aqe H oder A; e H.

c) Ist trivial. d), ), g) werden ebenso wie b) bewiesen.

e) Sei dxA(x)e H. Dann existiert ein k, mit AxA(x) € Pos(C,) fiir alle n=k (*).
Durch Induktion nach k zeigen wir A(t,) € H: Gelte A(t;) e H fiir alle i <k. Wegen
Hilfssatz1 und (*) gibt es ein ungerades n=k, mit C,=I'(IxA(x)) und

{A(t):i<k}< U Pos(C;). Dann C,,,=3xA(x)vI(A(t)) mit k<! und

{A(t): t<l}CH Also A(t)eH.

h) Wegen {—1A4:4eS}<H (s. oben) haben wir 3Ix(x+x)eH und
IxIy(x=yAB(x)A T1B(y))eH. Mit e) folgt daraus t+teH und
t=t'AB(t) A T1B(t')e H. Aus letzterem folgt mit b): t=t"€ H oder B(t)e H oder
—1B(t)e H. Mit a) folgt daraus Behauptung (ii).

Definition. L-Ter :=Menge aller L-Terme,
t~t:<et+t'eH, t:={teLTer:t~t}.

Aus Hilfssatz 2h) folgt:
(i) ~ ist eine Aquivalenzrelation.

(i) tr~ty oty ty = St~ fH L (fEL).
(i) t,~t),....,t,~t,und —pt, ...t,e H = —pt|...t,eH(peL).

Demnach kénnen wir eine L-Struktur IR wie folgt definieren:
M|:={t:teL-Ter}, f™t,..,t):=ft1..-.L,,
M=%, (t;,....t)ep™: < —pt,...t,eH.

Definition von gr(4)eOn fir jede L'-Formel A4, in der keine Konstante Py
vorkommt:
1. gr(A):=gr(—A):=0, wenn A eine L-Primformel ist.
2. gr(Aon Ay):=gr(dov Ay):=gr(Ao)#gr(4,)#1.
3. gr(VxB):=gr(3xB):=gr(B)+1.
4, gr(te Pg%):=gr(t¢ Py%):=0".
Folgerung. Fiir a< p gilt: gr(W(Py% 1)) =gr(A(Px%, 1)) < wP.
Hilfssatz 3. Ce H = W'z C*,, fiir alle BeOn.

Beweis. Durch Induktion nach gr(C# ) mittels Hilfssatz 2: Wir behandeln nur zwei
Fille.
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1. C=tePy: Dann W(Py,t)e H und nach Induktionsvoraussetzung gilt
MM b= W(Py &, 1) fiir alle & < B. Folglich MM’ £t e Py’

2. C=t¢Pg* Dann —1U(Py %, t)e H fiir ein & <. Mit der Induktionsvoraus-
setzung folgt daraus MM k= A(Pg ¢, t) und weiter M k=te Py®, d.h. M CE, denn
Cl =C.

Die Fille C=t¢ Py, C=te Py* kommen nicht vor, da FeFOR.

Hilfssatz 4. M =2 und WM £ F, also X, F.

Beweis. 1. Sei A € . Dann —1 4 € H und nach Hilfssatz 3 gilt ' (—1.4)%. Da A ein
L-Satz ist, gilt (—14)% = —14 und somit M= A.

2. Wegen F=C, € H gilt nach Hilfssatz 3 9’ F%_ fiir alle f e On. Wir wiihlen
BeOn so groB, daB Iy=1I5* fiir jede in F vorkommende Konstante Py. Aus
MM’ FA folgt dann I < F.

Definition. Fir x,ye Onu{*,,*,} sei:
x<y:<>xeyeOn oder (xe{*y *,}&yeOn) oder (x=%,&y=x,).
Mit < bezeichnen wir die durch < induzierte Kleene-Brouwer-Ordnung auf SEQ.
Bemerkung. Offenbar gilt dom(7y) < o,-SEQ mit
ao:=max{a:a=0 oder Pg*kommtin F vor},
d.h. dom(T}) ist eine Menge.

Definition. Ist T fundiert, so bezeichne || Tz || € On den Ordnungstyp der Wohlord-
nung (dom(Ty), <), und £ : | Tr|| > dom(T}) sei die zugehorige Ordnungsfunktion.

Satz 2. T, fundiert und |T;||<B = Xk, F~.
Korollar, X, F < T, fundiert.
Beweis. Durch Induktion nach o wird gezeigt:
2e | Tl &A=TH{ ) &a<p = Z= A%
Das Korollar folgt unmittelbar aus Satz 1, Satz 2 und X}, Ff, >F.

3. Der Dilator D

¢ sei eine im folgenden feste L;,-Formel mit 2}, ¢. Dann gilt offenbar auch
21 9% und ¢~ e FOR fiir jedes « € On. Nach Satz 1 ist deshalb T,. fundiert und
somit || T,« [| € On definiert.

Abkiirzung. T,:=T,.,{,:={ pe.

Q%

Bemerkung. 1. dom(T,)<a-SEQ.
2. ¢,:|T)»dom(T,) ist die Ordnungsfunktion der Wohlordnung
(dom(T;), <).

Definitionen. 1. Fiir se SEQ sei

On(s):=Menge der in s vorkommenden Ordinalzahlen
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I(s):=Klasse aller ordnungstreuen Funktionen f: M —On mit On(s)S M =On
2. Fiir s=(x,,...,Xx,_)€SEQ und fel(s) sei
J©):=(f(xoh s f(x,-1)); wobei f(x):=x,.
3. Fiir a, feOn sei
I{«, B):=Menge aller ordnungstreuen Funktionen f:a—f.
Folgerung. sea-SEQ = I(a, By I(s).

Satz 3. (Homogenitit von (1)),.on)-
sedom(T), fel(s) und YEeOn(s)(f(&)< p) = f(s)edom(Ty).

Beweis folgt unten.

Definition von D:ON—-ON

(D1) D():=|T,] (x€On)

(D2) Fir fel(x,p) sei D(f):=¢;" ofot,:D(@)—>D(B). (Wegen Satz3 ist
fot,[D(@)]<=dom(Ty) und somit £; * o fo ¢ (y) fiir jedes y e D(a) definiert.)

Da T,=T,. fundiert ist, gilt nach Satz 2 Z}=; ¢*”®. Zum Beweis von Satz I mu83

also nur noch gezeigt werden, daB das oben definierte D ein (rekursiver) Dilator ist.

Definition. #:={(s,n):neN, sedom(T;), On(s)={0,...,n—1}}. Fir (s,n)e%,
U< ... <Oy <O SEI (8500, .00y 0y 0):=Fy {(f(5), wobei f:={(i,o;):i<n}.
[Nach Satz 3 ist f(s)edom(T)).]

Lemma. a) D(0)={(s; %oy - %y 1; %) (S, N) €B, o< ... <0, _y <at}.

b) Aus (s, n),(s,meB, 0p<..<0,_;<& Po<...<P,_<a und
(S5 0y v vy Oy 13 0)=(8"; Boy s Bru— 15 %) folgt s=5', n=m und o;= B; fiir i<n.

c) Seien (s,n),(s,mye A, Up < vne < Uy <y Bo<...<PBn-1<a,
Ay < ... <y_ <0, Bo<.o. <P <, s0 daff h:={(a, a)):i<n}o{(;B;):j<m}
eine ordnungstreue Funktion ist. — Dann gilt:

(85 00y s Oy 150} <(S"5 Bos -5 Bru—15 %)
impliziert
(55 0Ugs +ves Oy 15 0)<(S"; By - e Bru—130).

d) Aus(s,n)eB,0y<...<o,_,<aund fel(n,B) folgt D(f)((s; %o, ..er0ty—y1; %)
=(S;f(0€0), ""f((xn—l);ﬂ)'

Bemerkung. Aus diesem Lemma zusammen mit Girard [3, Theorem 2.2] folgt, daB
D ein Dilator ist.

Beweis des Lemmas. a) Folgt unmittelbar aus Satz 3.

b) Sei f:={(i,x):i<n}, g:={(j, B;):j<m}. Dann gilt £, * f(s)=¢;'4(s") und
folglich  f(s)=4(s). Daraus folgt {og,...,%,_ 1} =On(f(s)=On(g(s))
={Bo>...» Bm—1} und somit f=g. Aus f(5)=4(s) und f=g folgt s=s"

o Sei  fi={Go):i<n}, g:={(,B):j<m}. Aus (s;q,...,%,_1;%)
<(5; Bos - Bm_1;0) folgt F(s)<g(s) und weiter Rof(s)=hof(s)<ho8(s)
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=Hog(s) und schlieBlich (830, ..on by 0)=£7 YHo f(s) <] tHog(s))

=(8; Bos -+ Bm—13 ).
d) Sei g:={(i,0):i<n}.

D) (5% - O3 ) =L LT () =5 fo2(5)
=(8; £ (%), -, f (%0 —1); B).

Beweis von Satz 3. Sei sedom(T,), f€l(s) und ¥¢ € On(s) (f(£) < f). Dann kénnen
wir ohne Einschrinkung annehmen, daB f(x)=pf. Fir CeFOR sei
On(C):={feOn: Py¢ kommt in C vor}. Ist On(C)<On(s)u{a}, so sei f(C)
diejenige Formel, die aus C entsteht, wenn jede Konstante Py ¢ durch Py /® ersetzt
wird. Offenbar gilt stets On(T,(s)) = On(s)u{a}.

Wir zeigen nun durch Induktion nach der Linge von s:

T(f(s)=F(T,(s) und somit f(s)edom(Ty).

Abkiirzung. s':=f(s), C':=f(C).

(T s=():Tys) =9l =(¢2)=T(s) .

Sei nun s=(xg, ..., x,) und sq=(Xg, ..., X,—1)-

(T2) T(so)e FOR kein Axiom, n=2m, x,=*,:

Nach LV. gilt Ty(sp)= T,(s,), also Ty(sp)e FOR kein Axiom und folglich: Ty(s')
=716, v Tyso)= 711G, v Tfso) = Tfs).

(T3) T(sog)=CeFOR kein Axiom und »n ungerade:

Nach LV. gilt Ty(sp)=C".

(T31) C=TI'(AonA4;) und x,=x;

Dann Ty(so)=1I"(4, A A}) und somit Ty(s')=TI"(4)=T(A;) = T,(s)
(T3.2) analog zu (T3.1).

(T3.3) C=TI(3xA(x)) und x,=%,:

Dann T(s) =3xA'(x) v I"(4'(t,,)) (fiir ein gewisses ko € IN) und Ty(s)=I"(3xA'(x)).
Aus letzterem folgt Ty(s')=3xA'(x) v I"(A'(t,,)) (fiir ein gewisses k; € N). Nach L.V.
gilt auBerdem fiir i=0,...,n und ke N:

A(ty) € Pos(T((Xo, -, Xi— 1)) < A'(t) € Pos(Ty((xo, - -, Xi-1)))-
Daraus folgt k,=k, und somit Ty(s")= T,(s).
(T34) C=I(tePy) und x,=x*:
Dann Ty(sy)=I'"(t € Py) und folglich Ty(s')=W(Py, t) v I"( )=T(s)"
(T3.5) C=I(t¢Pg% und x,=¢<0:
Dann gilt ¢, 6edom(f) und f(£)< f(0). Ferner haben wir
Tyso)=T"(t¢Pq"?) und s'=s,"(f(2),
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also
Tys) = WP, ) v I'()=(T1U(Pg 5, ) v I )Y = Tfs) .

(T3.6) C=I(4) und x,=%,,

wobei A eine (negierte) L-Primformel ist: Dann Ty(sp)=1I"(4) und folglich Ty(s)
=AvI'()=T(s).

Zur Rekursivitdat von D

Definition. Fir m,nelN und fel(m,n) sei "™ :={f(0),..., f(m—1),n), wobei
X Lj)N IN"— N cine der iiblichen Kodierungsfunktionen sei. Ein Dilator D heift
rekursiv, falls gilt:

(i) D(n)eN, fiir alle neN.

(ii) Es gibt eine rekursive Funktion d: IN—N, so daB fiir alle m,ne N und alle
Jel(m,n) gilt "D(f)"=d(" 7).

Unter der Voraussetzung, daB die in der Definition von Ty (in Abschn. 2)
vorkommenden Abzdhlungen G,, Gy, ..., to, ty,... rekursiv sind, ergibt sich die
Rekursivitit des oben definierten Dilators D (bei Verwendung der Churchschen
These) wie folgt:

zu (i): Fir neN ist T, ein endlich verzweigter fundierter Baum und deshalb
endlich; also D(n)=|T,| <w.

zu (ii): Sei feI(m,n) gegeben. Zu berechnen sind die Zahlen D(m), D(n) und
D(f)(i) fiir i <D(m). Dies geschieht folgendermaBen: Ausgehend von der Defini-
tion von Ty in Abschn. 2 konstruiert man die endlichen Bdume T,,, T, und ordnet
dann ihre Knoten gemiB der Kleene-Brouwer-Ordnung. So erhilt man Folgen
(S0 +++>Sm)s (Fos - -, 1) Mit 5, 7;€ @-SEQ und D(m)=m+ 1, D(n)=n+ 1. Fiir i < D(m)
gilt D(f)(i)= das eindeutig bestimmte k < D(n) mit f(s))=r,.
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