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❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦rs✱ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞✐❡s❡r Pr♦③❡❞✉r❡♥ ♥ä❤❡r ❡r❧ä✉t❡r♥ ③✉
❦ö♥♥❡♥✱ ♠üss❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ❘❡❣✉❧❛r✐❡♥ ③✉♠ ❚❤❡♠❛ ❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳

✶✳✷ ❚❤❡♠❛t✐❦

❲✐❡ ❬✽❪ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❛♥❛❧②s✐❡rt✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑♦♥t❡①t ✈♦♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ❣❡s♣r♦✲
❝❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ✇❛❤r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ✇❛❤r❡♥ ❲❡rt❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✈❡r❢ü❣❜❛r
♦❞❡r ♥✐❝❤t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t s✐♥❞✳ ❋ür ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❧✐❡❣t ❞❡♠♥❛❝❤ ❦❡✐♥❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✈♦r✳ ❩✉♥ä❝❤st s♦❧❧t❡ ❞❛❤❡r ❛✉❢ ❡✐♥✐❣❡ ▼✉st❡r ✉♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ✈♦♥
❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ✐♥ ❉❛t❡♥ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋♦❧❣❡♥❞❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ◆♦✲
t❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ❞❛❤❡r ❛✉s ❬✽❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥✳ ❙❡✐ D ❡✐♥❡ n×q ❉❛t❡♥♠❛tr✐① ✉♥❞ d(i, j) ❞❡r ❊✐♥tr❛❣ ❞❡r
❱❛r✐❛❜❧❡ j ✈♦♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ i ❛✉s D✱ ✇♦❜❡✐ i ∈ {1, . . . , n} ✉♥❞ j ∈ {1, . . . , q} ✐♥ ✇❡❧❝❤❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡
❲❡rt❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❙❡✐ M ❞✐❡ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❉❛t❡♥✲▼❛tr✐①✱ s♦❞❛ss ❣✐❧t✿

M(i,j) =

{

1, falls d(i,j) ❢❡❤❧❡♥❞ ↔ d(i,j) ∈ D(miss)

0, sonst ↔ d(i,j) ∈ D(obs)

M ❣✐❜t ❞❡♠♥❛❝❤ ❢ür ❥❡❞❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ j ③✉ ❥❡❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ i ❛♥✱ ♦❜ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❲❡rt ✈♦r❧✐❡❣t ♦❞❡r
♥✐❝❤t✳ ❉❛s ❋❡❤❧❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❦❛♥♥ ♥❛❝❤ ❬✶✵❪ ✐♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❡✐♥❣❡t❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡
❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❋❡❤❧❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ s❡❧❜st ❞❡✜♥✐❡r❡♥✳ ❋❛❧❧s ❞❛s
❋❡❤❧❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ❛❜❤ä♥❣t✱ ❛❧s♦ f(M |D,φ) = f(M |φ) ❣✐❧t✱ ❦❛♥♥
✈♦♥ ▼✐ss✐♥❣ ❈♦♠♣❧❡t❡❧② ❆t ❘❛♥❞♦♠✱ ♦❞❡r ❦✉r③ ▼❈❆❘ ❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧
❤ä♥❣t ❞❛s ❋❡❤❧❡♥ ❞❡r ❲❡rt❡ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ D ❛❜✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥
P❛r❛♠❡t❡r φ✳ ❲❡❞❡r ❞✐❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧❡ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ❞❡♠♥❛❝❤
❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡s ❋❡❤❧❡♥s✳ ❉❛s ❡✐♥❢❛❝❤❡ ■❣♥♦r✐❡r❡♥ ❛❧❧❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ♠✐t ❢❡❤❧❡♥❞❡♥
❲❡rt❡♥ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ♥✉r ❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ s❡❧❜st ✇är❡ ❡✐♥❡ ❖♣t✐♦♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ♥✉r
r❡✐♥ ③✉❢ä❧❧✐❣ ❢❡❤❧❡♥✱ ✉♥❞ s♦♠✐t ❦❡✐♥❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥ s❡❧❜st ✈❡r❧♦r❡♥ ❣✐♥❣❡✳
❋❛❧❧s ❞❛s ❋❡❤❧❡♥ ❞❡r ❲❡rt❡ ♠✐t ❞❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥ s❡❧❜st ③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣t✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥
◆♦t ▼✐ss✐♥❣ ❆t ❘❛♥❞♦♠✱ ♦❞❡r ◆▼❆❘✳ ❉✐❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥
♥✐❝❤t ❛❦❦✉r❛t ✇✐❡❞❡r❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❉❛t❡♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ s❡✐♥

✷



♠✉ss✳ ❊✐♥❡ ■♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ✐st ❞❡♠♥❛❝❤ s❝❤✇✐❡r✐❣✱ ❞❛ ❦❡✐♥❡ ❆♥❤❛❧ts♣✉♥❦t❡ ✐♥
❞❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❉❛t❡♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ s❡✐♥ ♠üss❡♥✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ✈♦♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥
✐st ▼✐ss✐♥❣ ❆t ❘❛♥❞♦♠✭▼❆❘✮✳ ❋❛❧❧s ❞❛s ❋❡❤❧❡♥ ❞❡r ❲❡rt❡ ③✇❛r ❛♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ s❡❧❜st✱ ❥❡❞♦❝❤
♥✉r ♠✐t ❞❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣t✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ▼❆❘✳ ▼❈❆❘ ✐♠♣❧✐③✐❡rt
s♦♠✐t ▼❆❘✱ ✇❡❧❝❤❡s ❛✉❝❤ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✿ p(M |D) = p(M |Dobs)✳ p(M)
❜❡❞✐♥❣t ❛✉❢ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ D ❡♥ts♣r✐❝❤t ❛❧s♦ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✱ ✇✐❡ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡ ♥✉r ❛✉❢
❞✐❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❉❛t❡♥ Dobs ❜❡❞✐♥❣t ✐st✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❦❛♥♥ ▼❆❘ ❛✉❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt
✇❡r❞❡♥✿

f(M |D,φ) = f(M |D(obs), φ), ∀D(miss), φ

▼❛♥ ❣❡❤❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❯♠❢r❛❣❡ ♣❡r ❋r❛❣❡❜♦❣❡♥ ❛✉s✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ♥✐❝❤t ❛✉s❣❡❢ü❧❧t❡
❋r❛❣❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ▼❈❆❘ s❡t③t ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ❞❛s ❋❡❤❧❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ♥✐❝❤t ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣
♠✐t ❞❡♥ ❉❛t❡♥ s❡❧❜st st❡❤t✳ ❋❛❧❧s ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥ ♣❛❛r ❞❡r ❯♠❢r❛❣❡❜ö❣❡♥ r❡✐♥ ③✉❢ä❧❧✐❣ ✈❡r❧♦r❡♥
❣❡❤❡♥✱ ❢❡❤❧❡♥ ❞✐❡ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❆♥t✇♦rt❡♥✱ ✇❛s ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤ts ♠✐t ❞❡♥ ✈❡r❧♦r❡♥❡♥ ❣❡❣❛♥✲
❣❡♥❡♥ ❉❛t❡♥ s❡❧❜st ③✉ t✉♥ ❤❛t✳ ▼❆❘ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞❛s ❋❡❤❧❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❉❛t❡♥
③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣t✳ ❋❛❧❧s ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❛s ●❡s❝❤❧❡❝❤t ❞❡r Pr♦❜❛♥❞❡♥ ✐♠♠❡r ❢❡stst❡❤t✱ ❛❜❡r ▼ä♥♥❡r
❜❡st✐♠♠t❡ ❋r❛❣❡♥ ♠✐t ❤ö❤❡r❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ♥✐❝❤t ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥ ✇♦❧❧❡♥✱ ❤ä♥❣t ❞❛s ❋❡❤❧❡♥
③✇❛r ✈♦♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❛❜✱ ❛❜❡r ♥✉r ✈♦♥ ❞❡r ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✭●❡s❝❤❧❡❝❤t✮✳ ❱♦♥ ◆▼❆❘

s♣r✐❝❤t ♠❛♥✱ ❢❛❧❧s ❞❛s ❋❡❤❧❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❛✉❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥ s❡❧❜st ③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣t✳
❆r❜❡✐t❡r ♠✐t ❤ö❤❡r❡♠ ●❡❤❛❧t ❦ö♥♥t❡♥ s✐❝❤ ❞❡s✇❡❣❡♥ s❝❤ä♠❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❋r❛❣❡
ü❜❡r ●❡❤❛❧t ❛✉s❧❛ss❡♥✳ ❙♦♠✐t ❤ä♥❣t ❞❛s ❋❡❤❧❡♥ ❞✐❡s❡s ❲❡rt❡s ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ❲❡rt s❡❧❜st ③✉s❛♠✲
♠❡♥✳ ❊✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡s ●❡❤❛❧ts ✇är❡ s♦♠✐t ✉♥t❡rs❝❤ät③t ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✈❡r③❡rrt✳ ❉❛ ✈✐❡❧❡
st❛t✐st✐s❝❤❡ Pr♦③❡❞✉r❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❉❛t❡♥sät③❡ ❜❡♥öt✐❣❡♥✱ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥✐❣❡ ❆♥sät③❡ ③✉♠ ❯♠❣❛♥❣
♠✐t ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥✳ ❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✇är❡ ❞❛s ■❣♥♦r✐❡r❡♥ ✈♦♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥
♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ♥✐❝❤t ✈♦r❧✐❡❣t✳✭❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s✮✳ ❉✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❦❛♥♥ ❛❜❡r ③✉
❡r❤❡❜❧✐❝❤❡♥ ❇✐❛s ❢ü❤r❡♥✱ ❢❛❧❧s ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ü❜r✐❣❡♥ ❲❡rt❡♥ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥✳ ❩✉❞❡♠
❢ü❤rt ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ③✉ ❡✐♥❡r ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣s✱ ✇❛s ③✉ ❡✐♥❡♠
❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✈❡r❧✉st ❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✱ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ✇❡♥♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ✐♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ❱❛r✐❛✲
❜❧❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❩✉❞❡♠ ✇✐r❞✱ s♦❢❡r♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ▼❆❘✲▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ✐♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❛✉s❣❡❤t✱
❞✐❡ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❋❡❤❧❡♥s✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ♥♦❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡✜♥❞❡t✱ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦✲
s✐❝❤t✐❣t✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❜✐❡t❡t ❞✐❡ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s✳ ❍✐❡r ✇❡r❞❡♥ ♥✉r
❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ✈❡r❢ü❣❜❛r❡♥ ❉❛t❡♥ ❣❡❤❡♥ ✐♥ ❞✐❡
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❡✐♥✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❡♠♥❛❝❤ ❛✉❢ ❛❧❧❡ ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡♥ ✈❡r❢ü❣❜❛r❡♥ ❉❛✲
t❡♥ ③✉rü❝❦❣❡❣r✐✛❡♥✱ s♦❞❛ss ❢ür ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t
✇❡r❞❡♥✳ ❙♦♠✐t s✐♥❞ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❉❛t❡♥❣r✉♥❞❧❛❣❡♥ ✇❡♥✐✲
❣❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r✳ ❉✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥ ü❜r✐❣❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❲❡rt❡♥ ③✉
❛r❜❡✐t❡♥✳ ❉❛❤❡r s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ❆♥sät③❡ ❜❡s♦♥❞❡rs s✐♥♥✈♦❧❧✱ ❢❛❧❧s ♥✉r ✇❡♥✐❣❡ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❢❡❤❧❡♥✳ ❊✐♥
✇❡✐t❡r❡r ❆♥s❛t③✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡r ❉❛t❡♥♠❛tr✐① ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜t✱ ✐st ❞✐❡ ■♠♣✉t❛t✐✲
♦♥ ❞❡r ❉❛t❡♥✳ ❉✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r❜❡✐ ❣❡s❝❤ät③t✳ ❙✐♥❣❧❡ ■♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡rs❡t③❡♥ ❥❡❞❡♥
❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤ät③✇❡rt✳ ❆❧s ❙❝❤ät③✉♥❣ ❜✐❡t❡t s✐❝❤ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt
✭▼❡❛♥✲■♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ♦❞❡r ▼❡❞✐❛♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❛♥✳ ❉✐❡s❡ ❦ö♥♥❡♥ ❛❜❡r✱ ✇✐❡ ❬✻❪ ❜❡r✐❝❤✲
t❡t✱ ③✉ ❱❡r③❡rr✉♥❣✱ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❱❛r✐❛♥③✲ ✉♥❞ ❑♦✈❛r✐❛♥③s❝❤ät③✉♥❣❡♥✱ ❢ü❤r❡♥✳ ▼✉❧t✐♣❧❡
■♠♣✉t❛t✐♦♥✲▼❡t❤♦❞❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡r❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt ③✉ s❝❤ät③❡♥✳
❩✉❞❡♠ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡♥ ■♠♣✉t❛t✐♦♥ss❝❤r✐tt❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❣❡♥❡r✐❡rt✱ s♦❞❛ss ❡♥t✇❡✲
❞❡r ♠❡❤r❡r❡ ❉❛t❡♥sät③❡ ❡♥tst❡❤❡♥ ♦❞❡r ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❙❝❤ät③✇❡rt ❣❡♥❡r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
❩✉r t✐❡❢❡r❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ❞✐❡s❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❦❛♥♥✱ ♥❡❜❡♥ ❬✽❪ ❛✉❝❤ ❬✹❪ ❤✐♥③✉❣❡③♦❣❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❝❤ ü❜❡r ✇❡✐t❡r❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉♠ ❯♠❣❛♥❣ ♠✐t ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡r✐❝❤t❡♥✳ ■♥
❞✐❡s❡r ❚❤❡s✐s ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ♠✉❧t✐♣❧❡ ■♠♣✉t❛t✐♦♥s♠❡t❤♦❞❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉
s❝❤ät③❡♥✳ ❩✉♥ä❝❤st s♦❧❧ ❛✉❢ ❆♠❡❧✐❛ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

✸



✷ ▼❡t❤♦❞❡♥

✷✳✶ ❆♠❡❧✐❛

❆♠❡❧✐❛ ✐st ❡✐♥ ❘✲P❛❦❡t✱ ❞❛ss ③✉r ♠✉❧t✐♣❧❡♥ ■♠♣✉t❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡♥✉t③t ✇✐r❞ ✉♥❞
✈♦♥ ❏❛♠❡s ❍♦♥❛❦❡r✱ ●❛r② ❑✐♥❣ ✉♥❞ ▼❡tt❤❡✇ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇✉r❞❡✳ ●❡❣❡♥ü❜❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥
▼❡t❤♦❞❡♥ ✇✐❡ ❞❡r ❜❡r❡✐ts ③✉✈♦r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s s♦❧❧ ❆♠❡❧✐❛ ✈✐❛ ♠✉❧t✐♣❧❡r
■♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡♥ ❇✐❛s ✈❡rr✐♥❣❡r♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊✣③✐❡♥③ st❡✐❣❡r♥✳ ❉❛❤❡r s♦❧❧ ③✉♥ä❝❤st ❞❡r ❆✉❢❜❛✉ ✈♦♥
❆♠❡❧✐❛ ♥ä❤❡r ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❆❜s❝❤♥✐t ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❬✻❪✳ ❩✉♥ä❝❤st ♥✐♠♠t ❆♠❡❧✐❛ ♠✉❧t✐✲
✈❛r✐❛t ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡ ❉❛t❡♥ ❛♥✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ D ♠✐t ❞❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ (n× q) ✇✐r❞ ❛❧s♦
❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✿

D ∼ N(µ,Σ)

D ❢♦❧❣t s♦♠✐t ❡✐♥❡r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡♥ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ♠✐t ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt✈❡❦t♦r µ ✉♥❞ ❑♦✈❛r✐❛♥③✲
♠❛tr✐① Σ✳ ❉✐❡ ✇❡✐t❡r❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❆♠❡❧✐❛s ❜❡tr✐✛t ❞❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ❞❡s ❋❡❤❧❡♥s ✈♦♥ ❉❛t❡♥✳ ❉❛❜❡✐
✇✐r❞ ✈♦♥▼❆❘ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ❱❡r❜✐♥❞❡t ♠❛♥ ❜❡✐❞❡ ❆♥♥❛❤♠❡♥ ✉♥❞ ❣❡❤t ③✉❞❡♠ ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss
M ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❉❛t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❛❜❤ä♥❣t✱ ❢ür θ = (µ,Σ)✱ ❣✐❧t✿

p(Dobs,M |θ) = p(M |Dobs)p(Dobs|θ)

❉❛♥♥ ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❋✉♥❦t✐♦♥

L(θ|Dobs) ∝ p(Dobs|θ) =

∫

p(D|θ) dDmiss

●❡r❛❞❡ ✉♥t❡r ▼❆❘ ✐st ❡✐♥❡ ■♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❜❡s♦♥❞❡rs s✐♥♥✈♦❧❧✱ ❞❛ ❞✐❡ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ■♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❉❛t❡♥ ♥♦❝❤ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❛✉s③✉❢ü❧❧❡♥✱
❜❡❞✐❡♥t s✐❝❤ ❆♠❡❧✐❛ ❡✐♥❡s ❊▼❇✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s✳ ❉✐❡s❡r ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❊▼✭❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✮✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s✱ ❞❡r ❞❛♥♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛✉❢ ♠❡❤r❡r❡ ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❛♥❣❡✇❛♥❞t
✇✐r❞✳ ❉❡r ❊▼❇✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❦♦♠❜✐♥✐❡rt ❞❛s ❊▼✲▼♦❞❡❧❧✱ ✇❡❧❝❤❡s ❛❜✇❡❝❤s❡❧♥❞ ♥❡✉❡ ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥
❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ③✉✈♦r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ♥❡✉❡ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ③✉✈♦r
❜❡st✐♠♠t❡♥ ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ✐t❡r✐❡rt✱ ♠✐t ❞❡♠ ❇♦♦tstr❛♣✲❆♥s❛t③✳ ❉✐❡s❡r ✇✐❡❞❡r✉♠ s✐♠✉❧✐❡rt ❞✐❡ ❯♥✲
s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❛✉❢❣r✉♥❞ ❢❡❤❧❡♥❞❡r ❉❛t❡♥ ♠✐t ❞❡r ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡s ❇♦♦tstr❛♣s✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞
❞✉r❝❤ ❞❛s ❩✐❡❤❡♥ ♠✐t ❩✉rü❝❦❧❡❣❡♥ s✐♠✉❧✐❡rt✱ ❞❛ s♦♠✐t ♥✉r ❡✐♥❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ❞❡♠ ❊▼✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s
ü❜❡r❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❬✷❪ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞ ❞❡s ❊▼✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❛✉s❢ür❧✐❝❤✱
✇ä❤r❡♥❞ ❬✺❪ ♥ä❤❡r ❛✉❢ ❞❡♥ ❊▼❇✲❆❧❣♦r❤✐t♠✉s ❡✐♥❣❡❤t✳

■♠ ❆♠❡❧✐❛✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✇❡r❞❡♥ ❩✉♥ä❝❤st m ✈❡r✈♦❧❧stä♥❞✐❣t❡ ❉❛t❡♥sät③❡ ❡rst❡❧❧t✱ ✐♥ ❞❡♠ ❢ür
❥❡❞❡ ❉❛t❡♥❧ü❝❦❡ m ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲❡rt❡ ❡✐♥❣❡❢ü❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉r ■♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡
P❛r❛♠❡t❡r µ ✉♥❞ Σ ❛♥❤❛♥❞ ❣❡❜♦♦tstr❛♣t❡r ❙❛♠♣❧❡s ❞❡r ❉❛t❡♥ ❣❡s❝❤ät③t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❣❡❜♦♦tstr❛♣t❡♥
❙❛♠♣❧❡s ♥✉r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❞❡s ✇❛❤r❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ❡♥tst❡❤❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
❙❛♠♣❧❡s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❢ür µ ✉♥❞ Σ✳ ■♠ E − Step ❞❡s ❊▼✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✇❡r❞❡♥
❞❛♥♥ ❞✐❡ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt❡ ❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❜❡❞✐♥❣t ❞❡r ❣❡s❝❤ät③t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r µ̂ ✉♥❞ Σ̂
❜❡st✐♠♠t✳ ❉❡r ❊▼✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s s❡❧❜st s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙❝❤r✐tt❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✿

✶✳ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲❙t❡♣✿ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❙❝❤r✐tt ✇✐r❞ ❥❡❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❲❡rt ❛✉s ❞❡r ✈♦r❤❡r✐❣❡♠ ■t❡r❛t✐♦♥
❜❡r❡❝❤♥❡t❡♠ θ ✐♠♣✉t✐❡rt✳ ❩✉r ❙❝❤ät③✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ③✉❞❡♠ ❞✐❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❉❛t❡♥ ❛✉s X
❤✐♥③✉❣❡③♦❣❡♥✳ ❆♠❡❧✐❛ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❢ür ❞✐❡s❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❡✐♥❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♠✐t ❞❡♠ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥
❲❡rt ❛❧s ❘❡s♣♦♥s❡✈❛r✐❛❜❧❡✳

✷✳ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✲❙t❡♣✿ ❉✐❡ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲▼❡t❤♦❞❡ ✇✐r❞ ❛♥❣❡✇❛♥❞t✱ ✉♠ ♥❡✉❡ P❛r❛♠❡✲
t❡r θ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❜❡st❡❤t θ ❛✉s ♥❡✉❡♥ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r µ ✉♥❞
Σ✳ ❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ✐♠ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲❙t❡♣ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❉❛t❡♥✳

❉✐❡s❡ ❙❝❤r✐tt❡ ✇❡r❞❡♥ s♦ ❧❛♥❣❡ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t✱ ❜✐s ❞❡r Pr♦③❡ss ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt ✉♥❞ s✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥
P❛r❛♠❡t❡r ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ä♥❞❡r♥✳ ❉❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❞✐❡s❡r Pr♦③❡❞✉r
st❡❧❧t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❛r✿

✹



❊✲❙t❡♣✿ ❙❝❤ät③❡ Q(θ; θ(t))✱ ✇♦❜❡✐

Q(θ, θ(t)) = Eθ(t) [l(θ; y|yobs)]

▼✲❙t❡♣✿ ❇❡r❡❝❤♥❡ θ(t+1) ❛✉s θ✱ s♦❞❛ss✿

Q(θ(t+1); θ(t)) ≥ Q(θ; θ(t))

■♠ ❊✲❙t❡♣ ✇✐r❞ ❛❧s♦ ❞❡r ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt ❞❡r ▲♦❣✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈♦♥ y ❣❡❣❡❜❡♥ ❞❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❉❛✲
t❡♥ yobs ❜❡st✐♠♠t✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❢ür ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡ ❉❛t❡♥ ❞✐❡ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❋✉♥❦t✐♦♥
♥❛❝❤ ❬✸❪ ❛✉s ❞❡r ❉✐❝❤t❡ ✈♦♥ {y1 . . . , yq} ❜❡st✐♠♠❡♥✿

L
(
µ, σ2|y

)
= f

(
y1, . . . , yn | µ, σ2

)
=

n∏

i=1

f
(
yi | µ, σ

2
)
=

(
1

2πσ2

)n/2

exp

(

−

∑n
i=1(yi − µ)2

2σ2

)

❋ür ❞✐❡ ▲♦❣✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♠✐t

ℓ(µ, σ) = logL(µ, σ2) = −
n

2
· log

(
2πσ2

)
−

∑n
i=1(yi − µ)2

2σ2

❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ▲♦❣✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❦ö♥♥❡♥ s♦♠✐t ❞✐❡ ▼▲✲❙❝❤ät③❡r ❢ür µ ✉♥❞ σ2 ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱
✇❡❧❝❤❡ ❞❛♥♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ✐♠ ❊✲❙t❡♣ ③✉r ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
❋ür ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ yobs ❦ö♥♥❡♥ s♦♠✐t ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❛✉s ❞❡♠ ❇♦♦tstr❛♣ ❣❡♥❡r✐❡rt❡♥ P❛r❛✲
♠❡t❡rs❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❢ür θ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❣❡tät✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✇❡r❞❡♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ✐♥ ❞❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥
■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❊▼✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✈❡r❜❡ss❡rt✳ ◆❛❝❤ ❬✶✵❪ ❦❛♥♥ ✐♠ ◆♦r♠❛❧❢❛❧❧ m = 5 ❛❧s ❘✐❝❤t✇❡rt
❜❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✳ ◆❛❝❤❞❡♠ ❞❡r ❊▼✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❡❜♦♦tstr❛♣t❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❛♥❣❡✇❛♥❞t
✇✉r❞❡✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❙❝❤ät③❡r ♥❛❝❤ ❘✉❜✐♥s r✉❧❡ ❦♦♠❜✐♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❬✶✵❪ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❑♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥sr❡❣❡❧♥ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ät③❡r ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ◆♦t❛t✐♦♥
✐st ♥❛❝❤ ❬✶❪ ❣❡✇ä❤❧t✳ ❙❡✐❡♥ Q̂(k) ❞❡r P✉♥❦ts❝❤ät③❡r ✉♥❞ U (k) ❞❡ss❡♥ ❱❛r✐❛♥③ ❥❡✇❡✐❧s ✐♠ k✲t❡♥
❉❛t❡♥s❛t③✱ k ∈ {1, . . . ,m}✳ ❉❛♥♥ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❛❧❧❡r m ❙❝❤ät③❡r✿

Q̄ =
1

m

m∑

t=1

Q̂(t)

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ m ❛✉s ❞❡♥ ✐♠♣✉t✐❡rt❡♥ ❆♠❡❧✐❛❞❛t❡♥sät③❡♥ ❡rst❡❧❧t❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦✲
❞❡❧❧❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r♥ β̂j,Amelia✱ j ∈ {1, . . . , q} ③✉s❛♠♠❡♥❣❡✲
❢ü❣t✳

β̂j,Amelia = β̄j =
1

m

m∑

t=1

β̂j,t

❉❡r ❛✉s ❞❡r ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r m ❆♠❡❧✐❛✲❘❡❣r❡ss✐♦♥❡♥ ✭❘❡❣r❡ss✐♦♥❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ✐♠♣✉✲
t✐❡rt❡♥ ❆♠❡❧✐❛✲❉❛t❡♥sät③❡♥✮ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ j ❡♥ts♣r✐❝❤t ❛❧s♦
♥✉r ❞❡♠ ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡♥ ▼✐tt❡❧ ❞❡r m ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ❞❡r ❆♠❡❧✐❛✲❘❡❣r❡ss✐♦♥❡♥✳ ◆❡❜❡♥
❞❡♥ ❦♦♠❜✐♥✐❡rt❡♥ P✉♥❦ts❝❤ät③❡r ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✇✉r❞❡ ❞✐❡s❡ ❘❡❣❡❧ ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐✲
♦♥ ❞❡r P✉♥❦ts❝❤ät③❡r ❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❞❡r ■♠♣✉t❛t✐♦♥s❞❛t❡♥sät③❡♥ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ❛♥❣❡✇❛♥❞t✳
❩✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③ ❞❡s P✉♥❦ts❝❤ät③❡rs ♠üss❡♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r
❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❱❛✲
r✐❛♥③t❡✐❧ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛✉s ❞❡♠ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r m ❣❡s❝❤ät③t❡♥
❱❛r✐❛♥③❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡✳

W =
1

m

m∑

t=1

U (t)

❉✐❡ ❱❛r✐❛♥③ ❞❡s ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡rs ❞❡r ❦♦♠❜✐♥✐❡rt❡♥ ❆♠❡❧✐❛✲❘❡❣r❡ss✐♦♥❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛❧s♦
❛✉s ❞❡r❡♥ ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r♥✳ ❉✐❡ ✇❡✐t❡r❡ ❱❛r✐❛♥③t❡✐❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥

✺



❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ✉♥✈❡r③❡rrt❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P✉♥❦ts❝❤ät③❡r
❜❡st✐♠♠❡♥✿

B =
1

m− 1

m∑

t=1

(

Q̂(t) − Q̄
)2

❉✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❱❛r✐❛♥③ ❚ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❬✶✵❪ ❛✉s ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❱❛r✐❛♥③t❡✐❧❡✿

T = W + (1 +
1

m
)B

❲✐❡ ❞✐❡ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡✲◆♦r❛♠❧✈❡r❡t❡✐❧✉♥❣s❛♥♥❛❤♠❡ ③❡✐❣t✱ ✐st ❆♠❡❧✐❛ ❡✐♥❡ ♣❛r❛♠t❡r✐s❝❤❡ ■♠♣✉t❛t✐✲
♦♥s♠❡t❤♦❞❡✳ ❇❡✐ ❱❡r❧❡t③✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❆♥♥❛❤♠❡ ✐st ❞✐❡ ❲✐r❦s❛♠❦❡✐t ❞✐❡s❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t
✉♥❞ ❦❛♥♥ ③✉ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❢ü❤r❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❛♥♥ ♥❛❝❤ ❬✻❪ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ♥✐❝❤t ♥♦r✲
♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡✐ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ♠✐t ❛❦❦✉r❛t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❣❡r❡❝❤♥❡t
✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❤❡r s♦❧❧ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❚❤❡s✐s ❞❛s ❆❜s❝❤♥❡✐❞❡♥ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ♠✐t ❡✐♥❡r ♥✐❝❤t♣❛r❛♠❡tr✐s❝❤❡♥
■♠♣✉t❛t✐♦♥s♠❡t❤♦❞❡ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s s♦❧❧ ✐♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ♥ä❤❡r ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳

✷✳✷ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st

◆✐❝❤t♣❛r❛♠❡tr✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ♥❡❤♠❡♥ ❦❡✐♥❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❛♥✳ ❊s ✇✐r❞ ❛❧s♦ ♥✐❝❤t
❡✐♥ ♣❛ss❡♥❞❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ F ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ P❛r❛♠❡t❡r ❣❡s✉❝❤t✱ s♦♥❞❡r♥ ✈✐❡❧✲
♠❡❤r ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f ❛♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ❛♥❣❡♣❛sst✳ ❉❡r ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s✱
✇❡❧❝❤❡r ✐♥ ❬✼❪ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✉♥❞ ❡r❧ä✉t❡rt ✇✐r❞✱ ❜✐❡t❡t ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t♣❛r❛♠❡tr✐s❝❤❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ③✉r
❉❛t❡♥❛♥❛❧②s❡✳ ❉❛❜❡✐ ❜❡❞✐❡♥t s✐❝❤ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❑♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ❢ür ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❆❧❣♦r❤✐t♠✉s ❣❡❤t ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥
❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ✈♦r✿

✶✳ ❩✉♥ä❝❤st ✇❡r❞❡♥ ntree ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❣❡③♦❣❡♥✳

✷✳ ◆✉♥ ✇✐r❞ ❢ür ❥❡❞❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ❡✐♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s✲ ♦❞❡r ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥s❜❛✉♠ ❡rst❡❧❧t✱
❥❡ ♥❛❝❤ ❚②♣ ❞❡r ❉❛t❡♥✳

✸✳ ❆♥ ❥❡❞❡♠ ❩✇❡✐❣✴❑♥♦t❡♥ ❞❡s ❇❛✉♠❡s ✇❡r❞❡♥ mtry ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✉♥❞ ❞❡r ❜❡st❡
❙♣❧✐t ❞❡r ❉❛t❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡st✐♠♠t✳

✹✳ ❯♠ ❉❛t❡♥ ✈♦r❤❡r③✉s❛❣❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ❞❡r ntree ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡ ❦♦♠❜✐✲
♥✐❡rt✳

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✇✐r❞ ❞❡r ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥
❲❡rt❡ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ü❜r✐❣❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥✳ ❩✉r ■♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✉r❞❡ ❤✐❡r ❞❛s
❘✲P❛❝❦❛❣❡ ♠✐ss❋♦r❡st ✈❡r✇❡♥❞❡t✭❬✶✶❪✮✳ ❙❡✐ ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥♠❛tr✐① ❳(n × q) ✈♦r❤❛♥❞❡♥✱
s♦❞❛ss X = (X1, X2, . . . , Xq)✳ ❙❡✐ ③✉❞❡♠ Xs, s ∈ {1, . . . , q} ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ♠✐t ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥

❞❡r ❙t❡❧❧❡♥ i
(s)
miss ⊆ {1, . . . , n} ✭✉♥❞ ❞❡♠♥❛❝❤ ♠✐t ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❲❡rt❡♥ i

(s)
obs ⊆

{1, . . . , n}✮✳ ❙♦♠✐t ❦❛♥♥ ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ✐♥ ✹ ❚❡✐❧❡ ❡✐♥❣❡t❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✿

✶✳ ysobs ❉✐❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❲❡rt❡ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ Xs

✷✳ ysmiss ❉✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ Xs

✸✳ xsobs✿ ❉✐❡ ❲❡rt❡ ❛❧❧❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉ÿ❡r Xs ❛♥ ❞❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ i
(s)
obs

✹✳ xsmiss ❉✐❡ ❲❡rt❡ ❛❧❧❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉ÿ❡r Xs ❛♥ ❞❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ i
(s)
miss

yobs ✉♥❞ ymiss s✐♥❞ ❞❡♠♥❛❝❤ ❞✐❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥ ❜③✇✳ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ Xs✱ ✇ä❤r❡♥❞
xobs ✉♥❞ xmiss ❞✐❡ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❛❧❧❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❛♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙t❡❧❧❡ ❜❡✲
s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ▼✐ss❋♦r❡st s❝❤ät③t ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ♠✐t ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ Pr♦③❡❞✉r❡♥ ✇✐❡ ♠❡❛♥

✻



✐♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♥♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥ Xs ❡✐♥③❡❧♥ ♥❛❝❤ ✐❤r❡♠ ❆♥t❡✐❧ ✈♦♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ s♦rt✐❡rt✳ ❇❡❣✐♥♥❡♥❞ ♠✐t ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡
♠✐t ❞❡♥ ✇❡♥✐❣st❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ✇✐r❞ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥ ❘❛♥❞♦♠❋♦r❡st ♥❛❝❤ ❬✼❪ ♠✐t ❘❡s♣♦♥s❡✈❛✲

r✐❛❜❧❡ y
(s)
obs ✉♥❞ ♠✐t ❞❡♥ Prä❞✐❦t♦r❡♥ x

(s)
obs ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡s ③✉✈♦r tr❛✐♥✐❡rt❡

▼♦❞❡❧❧ ③✉r ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ y
(s)
miss ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ü❜r✐❣❡♥ Prä❞✐❦t♦r✈❛r✐❛❜❧❡♥ x

(s)
miss

❛♥❣❡✇❛♥❞t✳ ❉❛s st♦♣✲❝r✐t❡r✐♦♥ γ ✇✐r❞ ❡rr❡✐❝❤t✱ s♦❜❛❧❞ s✐❝❤ ❞✐❡ ♥❡✉❡♥ ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r
❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ■♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳ ❙♦❜❛❧❞ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❡✐♥❡r st❡t✐❣❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡ N γ ✉♥t❡rs❝❤r❡✐t❡t✱ ✇✐r❞ ❞❡r Pr♦③❡ss ❛❜❣❡❜r♦❝❤❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥
∆N ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✿

∆N =

∑

j∈N (Ximp
new −Ximp

old )2

∑

j∈N (Ximp
new)2

■♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧ ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❚❤❡s✐s ❡rört❡rt ✇❡r❞❡♥✳

✷✳✸ ▼❡t❤♦❞✐❦

❙♦✇♦❤❧ ❆♠❡❧✐❛ ❛❧s ❛✉❝❤ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ♠✐ss❋♦r❡st✱ ❡✐❣♥❡♥ s✐❝❤ ❛❧s♦ ③✉r ■♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥✳ ❉❛❤❡r s♦❧❧❡♥ ❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✐♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞✐❡s❡r
❚❤❡s✐s ❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡s s✐♠✉❧✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③❡s s♦✇♦❤❧ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❡✐♥❡r
❛✉s ❞❡♥ ❉❛t❡♥ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❢ür ✇✐r❞ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥❡ ❑♦✈❛r✐❛✲
❜❧❡♥♠❛tr✐① X s✐♠✉❧✐❡rt✳ ▼✐tt❡❧s ❢❡st❣❡❧❡❣t❡r✱ ✈❛r✐✐❡r❡♥❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ✇✐r❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❛♥❤❛♥❞
❡✐♥❡r ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r X✲❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥ ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦r ❣❡♥❡r✐❡rt✳ ❆❜❤ä♥❣✐❣ ❞✐❡s❡r ❘❡✲
s♣♦♥s❡✈❡❦t♦r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❛r❛✉❢❤✐♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ X ❡r③❡✉❣t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❡♥t❢❡r♥t❡♥
❉❛t❡♥ ❢ür s♣ät❡r❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ③✉rü❝❦❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥
♠✐t ❞❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦r ✉♥❞ ❞❡♥ ü❜r✐❣❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥✲
❞♦♠❋♦r❡st ✐♠♣✉t✐❡rt✳ ❉✐❡ ✐♠♣✉t✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡ ✇❡r❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ♠✐t ❞❡♠ ✇❛❤r❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③
✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥❡♥ ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ✐♠♣✉t✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡
❛✉❢ ❞✐❡ ❘❡s♣♦♥s❡✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ❞❡r ❘❡❣r❡s✲
s✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡ ❦❛♥♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞❛s ❆❜s❝❤♥❡✐❞❡♥ ❞❡r ■♠♣✉t❛t✐♦♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ❜❡✇❡rt❡t ✇❡r❞❡♥✳
❩✉r ❇❡✇❡rt✉♥❣ ❞❡s ❆❜s❝❤♥❡✐❞❡♥s ✇✐r❞ ❞❡r ▼❡❛♥ sq✉❛rr❡❞ ❊rr♦r ✭▼❙❊✮ ❤❡r③✉❣❡③♦❣❡♥✱ ❞❡r
✇✐❡ ❢♦❧❣t ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✿

MSE =
1

n

n∑

i=1

(

Ytrue − Ŷ
)2

❉❡r ▼❙❊ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❛❧s♦ ❞✐❡ q✉❛❞r✐❡rt❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ✇❛❤r❡♥ Ytrue ✈♦♥ ❞❡♥ ❣❡s❝❤ät③t❡♥ Ŷ ❲❡rt❡♥
❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ Y ✳ ❩✉r ❇❡✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ✇✐r❞ ③✉❞❡♠ ❞❡r ♥❛❝❤ ❬✾❪ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ◆❘▼❙❊

✭◆♦r♠❛❧✐③❡❞ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛rr❡❞ ❡rr♦r✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t✿

NRMSE =

√

mean[(yguess − yanswer)2]

V ar(yanswer)

❙♦♠✐t ♠✐sst ❞❡r ◆❘▼❙❊ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ ✭q✉❛❞r✐❡rt❡✮ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ✐♠♣✉t✐❡rt❡♥ yguess
✉♥❞ ❞❡r ✇❛❤r❡♥ ❉❛t❡♥ yanswer✱ ♥♦r♠✐❡rt ❞✐❡s❡ ❛❜❡r ③✉❞❡♠ ü❜❡r ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③ ❞❡r ✇❛❤r❡♥ ❉❛t❡♥✳
❋ür ❡✐♥❡♥ ◆❘▼❙❊ ✈♦♥ ✵ ❣✐❧t ♣❡r❢❡❦t❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❉❛t❡♥sät③❡✱ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ◆❘▼❙❊
✈♦♥ ✶ ❧✐❡❣❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✉♠ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③ ✈♦♠ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t ❡♥t❢❡r♥t✳ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r
❙tr❡✉✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞✐❡s❡r ❙t❛♥❞❛r❞✐s✐❡r✉♥❣ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥
✇✐r❞ ❞❡r ▼❙❊ ✐♥ ✷ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t✿

✼



MSE =
1

S

S∑

s=1

(β̂sj − βj)
2 =

1

S

S∑

s=1

(β̂sj − β̄j + β̄j − βj)
2 ✱✇♦❜❡✐ β̄j =

1

S

S∑

s=1

β̂sj

=
1

S

S∑

s=1

(

(β̂sj − β̄j)
2 + (β̄j − βj)

2 + 2 ∗ (β̂sj − β̄j) ∗ (β̄j − βj)
)

=
1

S

S∑

s=1

(β̂sj − β̄j)
2 +

1

S

S∑

s=1

(β̄j − βj)
2 + 2 ∗

1

S

S∑

s=1

(β̂sj − β̄j) ∗ (β̄j − βj)

❲❡✐t❡r❤✐♥ ❣✐❧t✿ 1
S

∑S
s=1(β̂sj − β̄j) ∗ (β̄j − βj) = 0 ✱ ❞❛✿

1

S

S∑

s=1

(β̂sj − β̄j) ∗ (β̄j − βj) =
1

S

S∑

s=1

[

β̂sj β̄j − β̄j β̄j − β̂sjβj + β̄jβj

]

=
1

S

S∑

s=1

[

β̂sj β̄j − β̄j β̄j + β̄jβj

]

−
1

S

S∑

s=1

(β̂sjβj)

= β̄j
1

S

S∑

s=1







β̂sj
︸︷︷︸

1
S

∑S
s=1 β̂sj=β̄j

−β̄j + βj






− βj ∗

1

S

S∑

s=1

( β̂sj
︸︷︷︸

1
S

∑S
s=1 β̂sj=β̄j

)

= β̄j

([

1

S

S∑

s=1

β̂sj

]

− β̄j + βj

)

− βj ∗ β̄

= β̄j
(
β̄j − β̄j + βj

)
− β̄j ∗ βj

= β̄j ∗ βj − β̄j ∗ βj

= 0

❙♦♠✐t ❣✐❧t✿

MSE =
1

S

S∑

s=1

(β̂sj − βj)
2 =

1

S

S∑

s=1

(β̂sj − β̄j)
2 +

1

S

S∑

s=1

(β̄j − βj)
2

❆♥st❛tt ❡✐♥❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡s ▼❙❊s ✇✐r❞ ❞✐❡ ✭q✉❛❞r✐❡rt❡✮ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♠ ✇❛❤r❡♥ ❲❡rt ♥✉♥
✐♥ ❡✐♥❡♥ ❱❛r✐❛♥③✲ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❇✐❛st❡✐❧ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t✳ ❉❡r ❱❛r✐❛♥③t❡✐❧ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ✉♠
❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❇✐❛st❡✐❧ ❞✐❡ Prä③✐s✐♦♥ ♠✐sst✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ✭q✉❛❞r✐❡rt❡✮
❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡♥ ❙❝❤ät③✉♥❣ ③✉♠ ✇❛❤r❡♥ ❲❡rt ❛♥ s✐❝❤✳ ❉❡r ❦♦♠❜✐♥✐❡rt❡ ▼❙❊✲❙❝❤ät③❡r
✐st s♦♠✐t ❡✐♥❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛♥③ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r βj ✳ ❉✐❡s❡r
❦❛♥♥ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ♠✐t ❞❡♥ ❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ❡r❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡s❡
❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉s ❞❡r ❑♦✈❛r✐❛♥③♠❛tr✐① ❞❡s ▼▲✲❙❝❤ät③❡rs ✈♦♥ β ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ❞✐❡
♥❛❝❤ ❬✸❪ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✿

❈̂♦✈(β) = σ̂2(X ′ X)−1 =
1

n− q
ǫ̂′ ǫ̂(X ′ X)−1

❉❛ σ̂2 s♦♠✐t ✈♦♥ ǫ ❛❜❤ä♥❣t✱ ✇❡❧❝❤❡s s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧ ❛❧s ❙❝❤ät③❢❡❤❧❡r
ǫ̂ = y−Xβ̂ ❡r❣✐❜t✱ ✈❡rä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❣❡s❝❤ät③t❡ ❑♦✈❛r✐❛♥③♠❛tr✐① ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧✳ ■♠
▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✐st ❞❡r ▼▲✲❙❝❤ät③❡r ✇✐❡❞❡r✉♠ ♥❛❝❤ ❬✸❪ ❛s②♠♣t♦t✐s❝❤ ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t✳ ❉✐❡ ❣❡s❝❤ät③t❡
❑♦✈❛r✐❛♥③♠❛tr✐① ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ✐♥✈❡rs❡♥ ❋✐s❤❡r✲▼❛tr✐①✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❉✐❛❣♦♥❛❧❡❧❡♠❡♥t❡ arr ❞❡r
✐♥✈❡rs❡♥ ❋✐s❤❡r♠❛tr✐① s♦♠✐t ❙❝❤ät③❡r ❞❡r ❱❛r✐❛♥③ ❞❡r r✲t❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✈♦♥ β ✭βr✮ s✐♥❞✳

❈̂♦✈(β̂) = ❋−1(β̂)

✽



❙♦♠✐t ❤ä♥❣❡♥ ❜❡✐❞❡ ❑♦✈❛r✐❛♥③❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❉❛❤❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡
♥✉r ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❛♥❛❧②s✐❡rt✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥X ♥✉r ❡✐♥♠❛❧ s✐♠✉❧✐❡rt ✇✐r❞✳ ■♠ ♥ä❝❤st❡♥
❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ s✐♠✉❧✐❡rt ✇✉r❞❡♥✳

✷✳✹ ❉❛t❡♥

❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❤ä♥❣❡♥ ♥❛tür❧✐❝❤ s❡❤r st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ X s❡❧❜st ❛❜✳ ❉❡♠✲
♥❛❝❤ ✇✉r❞❡ X ✈✐❡❧s❡✐t✐❣ s✐♠✉❧✐❡rt✱ ✉♠ ♠ö❣❧✐❝❤st ❛✉ss❛❣❡❦rä❢t✐❣❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉ ❡r③✐❡❧❡♥✳ ●❡♥❡r❡❧❧
✇✉r❞❡♥ q = 10 ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ s♦ ❞❛ss X ❡✐♥❡ (n × 10) ▼❛tr✐① ❞❛rst❡❧❧t✳ ■♠ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❉❛t❡♥ ♠❡❤r❢❛❝❤ ✈❛r✐✐❡rt✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇❡r❞❡♥ ❡✐♥✐❣❡
P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ X ❲❡rt❡ ❣❡③♦❣❡♥ s✐♥❞✱ ❡❜❡♥s♦ ✇✐❡ ❡✐♥✐❣❡ ❋❛❦t♦r❡♥✱
❛♥❤❛♥❞ ❞❡r❡r ❞✐❡ ❘❡s♣♦♥s❡✈❛r✐❛❜❡❧♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐✛❡r✐❡rt✳ ❉✐❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥❛♥③❛❤❧ ✇✐r❞
✐♠ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣✱ ✇✐❡ ❛✉❝❤ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ ❞✐❡
X✲❲❡rt❡ ❣❡③♦❣❡♥ ✇✉r❞❡♥✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❋❛❦t♦r❡♥✱ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r❡r ❞✐❡ ❘❡s♣♦♥s❡✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉s X
❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ ♠❡❤r❢❛❝❤ ✈❛r✐✐❡rt✳ ❋ür ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ X ✇❡r❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆♥sät③❡ ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t✿

✶✳ X ∼ N (µ,Σ)✱ ❞✳❤✳ ❳ ❢♦❧❣t ❡✐♥❡r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡♥ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣✳ ❉❛♠✐t ✇är❡♥ ❞✐❡ ❆♥❢♦r✲
❞❡r✉♥❣❡♥ ❢ür ❆♠❡❧✐❛ ❡r❢ü❧❧t

✷✳ X ❢♦❧❣t ❦❡✐♥❡r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡♥ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣✳ ❉✐❡ X✲❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉s ❛♥❞❡r❡♥ ❱❡r✲
t❡✐❧✉♥❣❡♥ ❣❡♥❡r✐❡rt✳

❋❛❧❧s X ❡✐♥❡r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡♥ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❢♦❧❣t✱ ❣✐❧t✿

X ∼ N (µ,Σ), ✱✇♦❜❡✐

µ = (θ1/2, 0, 1, , 4, 0.5, 2, 10, 3, 5)

Σ(i, j) =

{

1, ❢❛❧❧s i = j

0.4, ❢❛❧❧s i 6= j
∀i ∈ {1, . . . , 10}✱ j ∈ {1, . . . , 10}

❉✐❡ ❑♦✈❛r✐❛♥③ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ xi ✉♥❞ xj ❜❡trä❣t ❞❛♠✐t 0.4✳
❉❛ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❛❜❡r ♠❡✐st❡♥s ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡r ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥✱ ✇✐r❞

❞❡r ❋♦❦✉s ❞✐❡s❡r ❚❤❡s✐s ❛✉❢ ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ❋❛❧❧ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❣❡❧❡❣t✳ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❛❤❡r ❞✐❡
❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✳

❉✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥✱ ❛♥❤❛♥❞ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ X✲❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❦♦♥str✉✐❡rt
✇❡r❞❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❛✉s ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t s✐♥❞✿

❉❡♠♥❛❝❤ s✐♥❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❦♦♠♣❧❡①❡r ❛❧s
❜❡✐ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶ s♦❧❧ ❞❛❤❡r ❡✐♥❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣
❞❡r ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✈❡r♠✐tt❡❧♥✳ ■♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✷ ✇✐r❞ ❡✐♥ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ ❡rst❡❧❧t✱ ❛♥✲
❤❛♥❞ ❞❡♠ ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡r P❛r❛♠❡t❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s
●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧s ✈♦♥ X ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t s✐♥❞✳

❋ür ❥❡❞❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ X ✇✐r❞ ❞❡♠♥❛❝❤ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥❡r ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ♣r♦ P❛r❛♠❡✲
t❡r ③✉❢ä❧❧✐❣ ❜❡st✐♠♠t✳ ❩✉r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❘❡s♣♦♥s❡✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉s X ✇✉r❞❡♥ ③✇❡✐ ❣❡♥❡r❡❧❧❡
❍❡r❛♥❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡♥ ❜❡♥✉t③t✿

✶✳ ▲✐♥❡❛r❡s ▼♦❞❡❧❧

✷✳ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ ③✉r ❜❡ss❡r❡♥ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ Z ❢ür ❞✐❡ ❩✐❡❧✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞
Y ❢ür ❞✐❡ ❩✐❡❧✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧s ❣❡✇ä❤❧t✳

✾



❚❛❜❡❧❧❡ ✶✿ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r X✲❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥♠❛tr✐①

❱❛r ❦♦♥str✉✐❡rt ❛✉s ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt

x1 ●❧❡✐❝❤✈❡rt❡✐❧✉♥❣ x1 ∼ U(0, θ1)
x2 ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ x2 ∼ N (0, 1)

x3 ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ∀i ∈ {1, . . . , n}x3[i] ∼ Exp(λ = θ2 +
√

|x2[i]|

x4 ❞✐s❦r❡t x4 ♥✐♠♠t ♠✐t ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t







0.7 ❧ ❛♥✱ ❢❛❧❧s x1[i] ∈ θ1
[
l−1
4 , l

4

]
✱ l ∈ {1, . . . , 4}

0.1 k1 ❛♥✱ ✇♦❜❡✐ k1 ∈ {1, . . . , 4} ; k1 6= k2 6= k3 6= l
0.1 k2 ❛♥✱ ✇♦❜❡✐ k2 ∈ {1, . . . , 4} ; k1 6= k2 6= k3 6= l
0.1 k3 ❛♥✱ ✇♦❜❡✐ k3 ∈ {1, . . . , 4} ; k1 6= k2 6= k3 6= l

x5 P♦✐ss♦♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ∀i ∈ {1, . . . , n}x5[i] :=







x5[i] ∼ Pois(1, θ4)







✐❢ x4[i] = 1|4 ✫

x1 ∈ [0.25 ∗ θ3, 0.75 ∗ θ3]
✐❢ x4[i] = 2|3 ✫

x1 /∈ [0.25 ∗ θ3, 0.75 ∗ θ3]

x5[i] ∼ Pois(1, 10− θ4)







✐❢ x4[i] = 2|3 ✫

x1 ∈ [0.25 ∗ θ3, 0.75 ∗ θ3]
✐❢ x4[i] = 1|4 &

x1 /∈ [0.25 ∗ θ2, 0.75 ∗ θ2]

x6 ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ∀i ∈ {1, . . . , n}x6[i] ∼ N (x̄3,
√

x5[i])
x7 ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ x7 ∼ N (µ7,Σ7)

µ7 = (−5, 20,−10)

Σ7 =





1 0.3 0.1
0.3 1 0.2
0.1 0.2 1





x8 ●❛♠♠❛✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ∀i ∈ {1, . . . , n}x8[i] ∼ G(1,
√

|x6[i]|

✶✵



❚❛❜❡❧❧❡ ✷✿ ❆✉s♣rä❣✉♥❣❡♥ ✈♦♥ θ ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥

P❛r❛♠❡t❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❆✉s♣rä❣✉♥❣❡♥
θ1 ✭✺✵✱✼✺✱✶✵✵✮
θ2 ✭✵✳✸✱✵✳✹✱✵✳✻✮
θ3 ✭✵✳✶✱✵✳✷✺✱✵✳✹✮
θ4 ✭✸✱✺✱✼✮
σ ✭✷✳✷✺✱✾✱✸✻✮
π ✭✵✳✵✺✱✵✳✶✱✵✳✷✺✮
❙ ✭✶✵✱✺✵✱✶✵✵✮

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✿ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡s s✐♠✉❧✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥s❛t❡s

■♠ ❋❛❧❧ ❞❡s ▲✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ✇✐r❞ Z ❛❧s ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛✉sX ❡rst❡❧❧t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❋❛❦t♦r❡♥
❛✉s β1, . . . , βq ❜❡st❡❤❡♥✿








z1
z2
✳✳✳
zn








=








x(1,1) x(1,2) . . . x(1,q)
x(2,1) x(2,2) . . . x(2,q)
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
x(n,1) x(n,2) . . . x(n,q)








×
(
β1 β2 . . . βq

)T
+








ǫ1
ǫ2
✳✳✳
ǫn








❉✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳

zi = β1xi,1 + β2xi,2 + · · ·+ βqxi,q + ǫi

(β1, . . . , βq) s✐♥❞ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❢❡st❣❡❧❡❣t❡ P❛r❛♠❡t❡r✳ ❩✉❞❡♠ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❋❡❤❧❡rt❡r♠ ǫ s✐♠✉❧✐❡rt✱ ❢ür
✇❡❧❝❤❡♥ ❣✐❧t✿ ǫ ∼ N (0, σ2)✳ ❉✐❡ ✇❛❤r❡♥ β ❞❡r ❋❛❦t♦r❡♥ ❞❡r ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ Y ✉♥❞
Z ❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ♥❡❤♠❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ❛♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸ ③✉ s❡❤❡♥ s✐♥❞✿

✶✶



❚❛❜❡❧❧❡ ✸✿ ❆✉s♣rä❣✉♥❣❡♥ β

P❛r❛♠❡t❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❆✉s♣rä❣✉♥❣❡♥
β1 ✭✵✳✵✷✱✵✳✵✺✱✵✳✶✮
β2 ✭✲✶✱✶✱✷✮
β3 ✭✲✵✳✶✱✵✳✶✱✵✳✸✮
β4 ✭✶✱✷✱✹✮
β5 ✭✲✳✶✱✲✵✳✼✱✲✵✳✸✮
β6 ✭✲✵✳✺✱✲✵✳✹✱✲✵✳✷✮
β72 ✭✵✳✹✱✵✳✻✱✵✳✾✮
β72 ✭✲✶✱✲✵✳✽✱✲✵✳✻✮
β73 ✭✵✳✺✱✵✳✼✱✶✮
β8 ✭✲✵✳✼✱✲✵✳✺✱✲✵✳✸✮

■♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ Y ♥✐❝❤t ❞✐r❡❦t ❛✉s X ❜❡st✐♠♠t✳ Y ✐st ❤✐❡r ❡✐♥❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✱
✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t Π ✱ ❞❛ss Yi ✶ ❛♥♥✐♠♠t✱ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ η ❛❜❤ä♥❣t✿

P (Y = 1|X) = Π =
exp(η)

1 + exp(η)

η ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❛♥♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❡✐♥❡ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛✉s X✱ ❥❡❞♦❝❤ ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉♠ ❧✐♥❡❛r❡♥
▼♦❞❡❧❧ ♦❤♥❡ ❋❡❤❧❡rt❡r♠ ǫ✿








η1
η2
✳✳✳
ηn








=








x(1,1) x(1,2) . . . x(1,q)
x(2,1) x(2,2) . . . x(2,q)
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
x(n,1) x(n,2) . . . x(n,q)








×
(
β1 β2 . . . βq

)T

❙♦✇♦❤❧ ❞❛s ❧✐♥❡❛r❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❛s ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❜❡✐♥❤❛❧t❡♥ ❦❡✐♥❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ■♥t❡r❝❡♣t β0✱ ❞❛
Y ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ Z ❛✉❝❤ ♦❤♥❡ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ❦♦♥str✉✐❡rt ✇✉r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡
❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ηi ❣✐❧t ❞❛♥♥ ❞❡♠♥❛❝❤✿

ηi = β1xi,1 + β2xi,2 + · · ·+ βqxi,q

Yi ✐st s♦♠✐t ❜✐♥♦♠✐❛❧ ✈❡rt❡✐❧t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❛ss Yi = 1 ✐♠♠❡r ✈♦♥ ηi ✉♥❞
❧❡t③t❧✐❝❤ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ✈♦♥ xi,1, . . . , xi,q ❛❜❤ä♥❣t✳ ■♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ✇❡r❞❡♥
Y ✉♥❞ Z ❥❡✇❡✐❧s ♠❡❤r❢❛❝❤ ❣❡③♦❣❡♥✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❞❡r ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ s♦♠✐t ❛✉❢ ♠❡❤r❡r❡ ❘❡✲
s♣♦♥s❡✈❡❦t♦r❡♥ ❛♥❣❡✇❛♥❞t✳ ❉❛❜❡✐ ❜❧❡✐❜❡♥ ❞✐❡ s♦♥st✐❣❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❜❡✐❞❡ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤✱
❡s ❣✐❧t✿

zi = ηi + ǫi

◆❛❝❤ ❞❡r ❜❡r❡✐ts ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ X ✇❡r❞❡♥ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡
❣❡♥❡r✐❡rt✳ ❉✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ i ✐♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ j ♥✐❝❤t ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✱
❤ä♥❣t s♦✇♦❤❧ ✈♦♠ ✈♦r❤❡r ❢❡st❣❡❧❡❣t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r π ❛❧s ❛✉❝❤ ✈♦♥ Π ❛❜✱ ✇♦❜❡✐ Π✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❡r✲
✇ä❤♥t✱ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t P (Y = 1|X) ❞❛rst❡❧❧t✳ ❙❡✐ ❞❛❢ür m ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡✲❉❛t❡♥
▼❛tr✐①✱ ❞✳❤✳ mi,j = 1, i ∈ {1, . . . , n} ; j ∈ {1, . . . , q}✱ ❢❛❧❧s xi,j ♥✐❝❤t ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st ✉♥❞ mi,j = 0✱
s♦♥st✳ ❉❛♥♥ ✇✐r❞ ❢ür ❥❡❞❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ j ❣❡♥❛✉ i ♠❛❧✱ ❛❧s♦ ❢ür ❥❡❞❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ i ❡✐♥ ❇❡r♥♦✉❧❧✐❡①✲
♣❡r♠✐❡♥t ♠✐t p = P (mji = 1|X,Y ) ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✉♠ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ♦❜ xi,j ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st ♦❞❡r
③✉rü❝❦❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞✳ ❋ür p ❣✐❧t✿

p = π ∗
Πi

1
n

∑q
j=1Πj

❉✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❛ss xij ❢❡❤❧t ❡♥ts♣r✐❝❤t ❛❧s♦ ❞❡♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ Πj ③✉ ❞❡♠ ▼✐tt❡❧✇❡rt
❛❧❧❡r Π ✭Π̄) ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❢❡st❣❡❧❡❣t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r π✳ π ❡♥ts♣r✐❝❤t s♦♠✐t ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥✲
❧✐❝❤❦❡✐t p✱ ❞❛ss xij ❢❡❤❧❡♥❞ ✐st✱ ❢❛❧❧s Πi ❣❡♥❛✉ ❞❡♠ ▼✐tt❡❧✇❡rt Π̄ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ❱❡r❤ä❧t♥✐s Πj

Π̄

✶✷



❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡♠♥❛❝❤ p✱ ✇♦❜❡✐ ❢ür ❞❡♥ ❚❡r♠ ❣✐❧t✱ ❞❛ss ❞❛s Pr♦❞✉❦t ❞✐❡s❡r ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ✶ ❡r❣✐❜t✿
∏

i = 1nΠi

Π̄
= 1✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ ❞❛❤❡r ✉♥t❡r π ❞❡r ❡r✇❛rt❡t❡ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡

✈❡rst❛♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ❛♥❤❛♥❞ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ♠✐ss❋♦r❡st ✐♠♣✉t✐❡rt✳ ❆♠❡❧✐❛
✇✐r❞ ③✉❞❡♠ ü❜❡r❣❡❜❡♥✱ ❞❛ss x4 ❛❧s ♦r❞✐♥❛❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧ ✭s♦❢❡r♥ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ xj
♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t s✐♥❞✮✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❊♥❞s❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❘❛♥❞♦♠✲❋♦r❡st✲❑❛❧❦✉❧❛t✐♦♥
✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ♠✐ss❋♦r❡st✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✇✐r❞ ③✉❞❡♠ ❛✉❢ ✺✵ ❣❡s❡t③t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❞❛✉❡r ❡t✲
✇❛s ③✉ s❡♥❦❡♥✳ ◆✉♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ✐♠♣✉t✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ▼❙❊s ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥
❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐❡ ③✉✈♦r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✇✐r❞ ❞❡r ▼❙❊ ✐♥ ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛♥③✲
✉♥❞ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✉♥t❡rt❡✐❧t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ✈✐❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡ ❡rst❡❧❧t✿

✶✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❛✉❢ ❉❛t❡♥s❛t③ ♦❤♥❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ✭✈♦❧❧❡s ▼♦❞❡❧❧✮

✷✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❛✉❢ ❉❛t❡♥s❛t③ ♠✐t ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥✳ ❍✐❡r❜❡✐ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❘ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤ ❛✉s✲
s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✈♦❧❧stä♥✐❣❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ♦❤♥❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ✭❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s✮

✸✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❛✉❢ ♠✐t ❆♠❡❧✐❛ ✈❡r✈♦❧❧stä♥❞✐❣t❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③

✹✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❛✉❢ ♠✐t ♠✐ss❋♦r❡st ✈❡r✈♦❧❧stä♥❞✐❣t❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③

❉❡♠♥❛❝❤ ✇❡r❞❡♥ ✈✐❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡ ❞❡r ✈✐❡r ❉❛t❡♥sät③❡ s♦✇♦❤❧ ❛✉❢ Y ❛❧s ❛✉❝❤ ❛✉❢ Z ❡r✲
st❡❧❧t✳ ❉✐❡s❡ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ▼❙❊s ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ✇❛❤r❡♥
❋❛❦t♦r❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ Y ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ Z s✐♠✉❧✐❡rt ✇✉r❞❡♥✱ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❆✉ss❛❣❡❦r❛❢t ❞❡r
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉ ✈❡rstär❦❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❘❡s♣♦♥s❡✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♠❡❤r✲
❢❛❝❤ s✐♠✉❧✐❡rt✳ ❉✐❡ ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦r❡♥ ✇❡r❞❡♥ S ♠❛❧ ❣❡③♦❣❡♥✱ ✇♦❜❡✐ S ✭✱ ❛✉ÿ❡r ❜❡✐ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥
❞✐❡s❡s P❛r❛♠❡t❡rs✮ ✺✵ ❜❡trä❣t✳ ❉❡♠♥❛❝❤ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❥❡ 4 ∗ S ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡ ❞❡r ✈✐❡r ❑♦✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥❞❛t❡♥♠❛tr✐③❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ S ❣❡③♦❣❡♥❡♥ ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦r❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉❡r ▼❙❊ ✇✐r❞ s♦♠✐t
ü❜❡r ❞✐❡ S ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❣❡♠✐tt❡❧t✳ ❉❡r ❣❡s❛♠t❡ Pr♦③❡ss ✇✐r❞ ✐♠ s♣ät❡r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❚❤❡s✐s ❞❛♥♥
✇✐❡❞❡r✉♠ W ♠❛❧ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✇♦❜❡✐ ❜❡✐ ❥❡❞❡r w✲t❡♥ ❲✐❡❞❡r❤♦❧✉♥❣ ❡✐♥ ♥❡✉❡r X ❉❛t❡♥s❛t③ ♠✐t
♥❡✉❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ✭✇❡❧❝❤❡✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❡r❧ä✉t❡rt✱ ❛✉s ❞❡♠ P♦♦❧ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❆✉s♣rä❣✉♥❣❡♥ ✭✷✮
③✉❢ä❧❧✐❣ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✮ s✐♠✉❧✐❡rt ✇✐r❞✳ ❙♦♠✐t ❦ö♥♥❡♥ ❛♠ ❊♥❞❡ ❣❡♠✐tt❡❧t❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ü❜❡r
❞✐❡ W ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ X✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛♥♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ S ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ Y ❜③✇✳ Z ❢♦❧❣❡♥✱
❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✇✉r❞❡♥ ✐♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❛❧s♦ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❙❝❤r✐tt❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✿

✶✳ ❙✐♠✉❧✐❡r❡ X

• ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t

• ❣❡♥❡r✐❡rt ❛✉s ♠❡❤r❡r❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥

✷✳ ❙✐♠✉❧✐❡r❡ Y ✉♥❞ Z ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ X

✸✳ ●❡♥❡r✐❡r❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ✐♥ X ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ Y

✹✳ ❇❡r❡❝❤♥❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡ ✈♦♥ X ❛✉❢ Y ✉♥❞ Z

• ✈♦❧❧❡s ▼♦❞❡❧❧

• ❈♦♠♣❧❡t❡ ❈❛s❡s

• ❛♥❤❛♥❞ ♠✐t ❆♠❡❧✐❛ ✐♠♣✉t✐❡rt❡r ❉❛t❡♥

• ❛♥❤❛♥❞ ♠✐t ♠✐ss❋♦r❡st ✐♠♣✉t✐❡rt❡r ❉❛t❡♥

✺✳ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❛♥❤❛♥❞ ▼❙❊✭✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✮

• ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r

• ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥

✶✸



✸ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❡✐♥③❡❧♥❡r P❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐ ❢❡st❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③ X

✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠❡ ✉♥❞ ❋❡❤❧❡r ❜❡✐ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❇❡✈♦r ❞✐❡ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♣räs❡♥t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❡✐♥✐❣❡ Pr♦❜❧❡♠❡
❡r❧ä✉t❡rt✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❉❛t❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❛✉❢❣❡tr❡t❡♥ s✐♥❞✳

■♥ ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ tr❡t❡♥ ❤ä✉✜❣ ❡①tr❡♠ ❤♦❤❡♥ ❋❡❤❧❡r ✐♥ ❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲
❆♥❛❧②s✐s ❛✉❢✳ ●❡r❛❞❡ ❜❡✐ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣s ♦❞❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ✈♦♥ π ❦❛♥♥ ❡s
③✉ ❡✐♥❡r s❡❤r ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ♦❤♥❡ ❥❡❣❧✐❝❤❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ❦♦♠♠❡♥✳ ❉❛
❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✉r ❞✐❡s❡ ❢ür ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✐st s♦♠✐t s❝❤♦♥ ❞✐❡
❙❝❤ät③✉♥❣ st❛r❦ ❜❡❡✐♥trä❝❤t✐❣t✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❦❛♥♥ ❜❡✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥ s❡❤r ❣❡r✐♥❣❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡✲
♥✉♠❢❛♥❣ nCC ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ q ♦❞❡r ✉♥❣ü♥st✐❣❡ ❉❛t❡♥❦♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥❡♥
♥❛❝❤ ❬✸❪ ③✉ ❡✐♥❡r ◆✐❝❤t❡①✐st❡♥③✱ ♦❞❡r ③✉♠✐♥❞❡st ❡✐♥❡r ◆✐❝❤t✲❑♦♥✈❡r❣❡♥③ ❞❡s ▼▲✲❙❝❤ät③❡rs ❢ü❤r❡♥✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞✐✈❡r❣✐❡r❡♥ ❞✐❡ s✉❦③❡ss✐✈❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ⑤⑤β̂(k+1)− β̂(k)⑤⑤✱ s♦❞❛ss ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❞❡r
❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥ss❝❤r✐tt❡ ♥✐❝❤t ❣❡❣❡♥ β ❦♦♥✈❡r❣✐❡r❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ✐♠♠❡r ✇❡✐t❡r ❛♥✇❛❝❤s❡♥✳
❙♦♠✐t ❣❡❤t ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ βj ❣❡❣❡♥ ±∞✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❉✐✈❡r❣❡♥③ ✉♥❞ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥✲
❞❡♥ ◆✐❝❤t✲❑♦♥✈❡r❣❡♥③ ❞❡s ❙❝❤ät③❡rs✱ ❦❛♥♥ ❞❡r ❖✉t♣✉t ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt
✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❦❡✐♥❡ s✐♥♥✈♦❧❧❡♥ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❢ür βj ❣❡tät✐❣t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡s❡r ❋❛❧❧ tr✐tt ✈♦r ❛❧❧❡♠ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❛✉❢✱ ③✉♠
❇❡✐s♣✐❡❧ ❜❡✐♠ r❡❞✉③✐❡rt❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❛✉❢ n = 250 ♦❞❡r ❜❡✐♠ ❡r❤ö❤t❡♥ ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❆♥✲
t❡✐❧ ✈♦♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ tr✐✛t ③✉✱ ❞❛ss n ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ π r❡❞✉③✐❡rt ✇✐r❞✳
❙♦♠✐t ❦ö♥♥❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❲❡rt❡ ❡①tr❡♠❡ ❲❡rt❡
❛♥♥❡❤♠❡♥✱ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳

✸✳✷ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧

■♠ ❡rst❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ s♦❧❧❡♥ ♥✉♥ ❡✐♥✐❣❡ P❛r❛♠❡t❡r ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✐❤r❡s ❊✐♥✢✉ss❡s ❛✉❢ ❞✐❡
❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ♥❡✉❡♥ ✉♥❞ ❛❧t❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ ③✉
❦ö♥♥❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ◆♦t❛t✐♦♥ ③✉ ❡r❧❡✐❝❤t❡r♥✱ ✇✐r❞ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✉♥t❡r ❞❡♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧
♠✐t ❞❡♥ ✐♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ✈❡rst❛♥❞❡♥✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥ P❛r❛✲
♠❡t❡r ❞❡s ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧s ✈❛r✐✐❡rt✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❛✉❢ ❞❡♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t❡♥ ❲❡rt❡♥
❢❡st❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ③✉♥ä❝❤st ♥✉r ❡✐♥ ❉❛t❡♥s❛t③ X s✐♠✉❧✐❡rt✳ ❩✇❛r s✐♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
s♦♠✐t ✇❡♥✐❣❡r ✈❛❧✐❞❡ ❛❧s ❜❡✐ W ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ X✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ✈♦♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ X ❛❜❤ä♥✲
❣❡♥✳ ❏❡❞♦❝❤ s✐♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ✐♠♠❡r ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●r✉♥❞✈♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❣❡s❝❤❛✛❡♥✱ s♦❞❛ss ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♥✐❝❤t ❜❡✲
❡✐♥✢✉ss❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊✐♥❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❋❡❤❧❡r ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ✐st ❞❡♠♥❛❝❤ ❤✐❡r
♥♦❝❤ ♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧✱ ❞❛ ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ♥✉r ❡✐♥♠❛❧ ❣❡♥❡r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ✇✉r✲
❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳ ❉✐❡ ❢❡tt ❤✐♥t❡r❧❡❣t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ✇❡r❞❡♥ ③✉❞❡♠ ✐♥ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥
▼♦❞❡❧❧❡♥ ✈❛r✐✐❡rt✳

♥ ❂ ✺✵✵

❙❂ ✺✵

θ1 = 75

θ2 = 0.4

θ3 = 0.25

θ4 = 5

σ ❂ ✾

µ7 = (−5, 20,−10)

✶✹



Σ7 =





1 0.3 0.1
0.3 1 0.2
0.1 0.2 1





π ❂ ✵✳✶

❩✉♥ä❝❤st ✇❡r❞❡♥ ❛❧s♦ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❋❡❤❧❡r ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ss❝❤ät③✉♥❣ ❜❡tr❛❝❤✲
t❡t✳ ❉✐❡ ❋❛❦t♦r❡♥ ❞❡r ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ β1, . . . , βq ✇❡r❞❡♥ ❛❧s♦ ü❜❡r ❞✐❡ S ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦r❡♥ ♠✐t
❞❡♥ ❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞❡r ✈✐❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡ ✭❥❡ ✹ ❢ür ❞❛s ❧✐♥❡❛r❡ ✉♥❞
❞❛s ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧✮ ✈❡rr❡❝❤♥❡t✳

MSEj =
1

S

S∑

s=1

(

βj − β̂j,s

)2

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡♥ ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❣❡r❡❝❤♥❡t✱ ✉♥❞ ♠❡❤r✲
❢❛❝❤ ✈❛r✐✐❡rt✳ ❉✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●r❛✜❦❡♥ ✷ ✉♥❞ ✸ s♦❧❧❡♥ ❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ❡♥tst❛♥❞❡♥❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ♥ä❤❡r
❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✿ ❇♦①♣❧♦t✲❱❛r✐❛❜❧❡♥

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷ ✐st ③✉♥ä❝❤st ③✉ s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❲❡rt❡ ✐♠ ■♥t❡r✈❛❧❧ [−10, 10]
✉♠ ❞❡♥ ◆✉❧❧♣✉♥❦t ❛♥♥❡❤♠❡♥✳ ❋ür x1 ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❧✐❡❣t ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt ❜❡✐ ✉♥❣❡❢ä❤r ✸✺ ✉♥❞ ♥✐♠♠t
❲❡rt❡ ❜✐s ü❜❡r ✼✵ ❛♥✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸ ❜❡stät✐❣t ③✉❞❡♠✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ✐♥
❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❣❡❢ä❤r ✉♠ ✺✵ s❝❤✇❛♥❦t✱ ✇✐❡ ❡s ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r π✱ ❞❡♠ ❡r✇❛rt❡t❡♥
❆♥t❡✐❧ ❛♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥✱ ✈♦r❤❡r❣❡s❡❤❡♥ ✐st ✭n ∗ π = 0.1 ∗ 500 = 50✮✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥
❲❡rt❡♥ ♣r♦ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❝❤✇❛♥❦t ❞❛❜❡✐ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s r❡❝❤t st❛r❦✱ ✇ä❤r❡♥❞ ✐♥ x3 ♥✉r ✸✼ ❉❛t❡♥ ♥✐❝❤t
❜❡♦❜❛❝❤t❡t s✐♥❞✱ s✐♥❞ ❡s ❜❡✐ ❱❛r✐❛❜❧❡ x73 ✺✾✳

✶✺



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✿ ❆♥③❛❤❧ ❢❡❤❧❡♥❞❡r ❲❡rt❡ ✐♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥

❲❡♥♥ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡r✐❝❤t❡t ✇✐r❞✱ ✐st ❞❛♠✐t ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡
❚❡✐❧ ❞❡r ▼❙❊✲❩❡r❧❡❣✉♥❣✱ ❞❡r s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r q✉❛❞r✐❡rt❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✈♦♥ β̂s,j ✉♥❞
❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ β̄j ❡r❣✐❜t✱ ❣❡♠❡✐♥t✳ ❉✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞
❞✐❡ q✉❛❞r✐❡rt❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ▼✐tt❡❧✇❡rts β̄j ✉♥❞ ❞❡♠ ✇❛❤r❡♥ P❛r❛♠❡t❡r βj ✳ ❯♠ ❞✐❡ ◆♦t❛t✐✲
♦♥ ✐♥ ❞❡r ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ③✉ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥✱ ✇✐r❞ ✐♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✉♥t❡r ❞❡r
❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③ ♦❞❡r ❞❡r ❙tr❡✉✉♥❣ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱ ❞❡♠
❇✐❛s ♦❞❡r ❞❡♠ Prä③✐s✐♦♥s❢❡❤❧❡r ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙✉♠♠❡♥ ❞❡r ▼❙❊✲❩❡r❧❡❣✉♥❣ ✈❡rst❛♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❚❛❜❡❧✲
❧❡♥ ✸ ✉♥❞ ✹ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③✲ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱ ❞✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ♠✐t ❞❡♥
❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ r❡s✉❧t✐❡r❡♥✳

❩✉♥ä❝❤st ❢ä❧❧t ❛✉❢✱ ❞❛ss ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❞❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧
❡r✇❛rt✉♥❣s❣❡♠äÿ ❛♠ ❇❡st❡♥ ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ s✐♥❞ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ♣r♦ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡ ✉♠ ❡t✇❛ ✷✵✪ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ✷✽✪ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❤ö❤❡r ❛❧s ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ✇♦❜❡✐
❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ ❱❛r✐❛♥③ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❞❡♥ ✻✳✽ ❢❛❝❤❡♥ ❲❡rt ❜❡trä❣t✳ ❋ür
❙❝❤ät③❡r β6 ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ s♦❣❛r ✇❡♥✐❣❡r ❛❧s ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✳ ❉✐❡
✐♠♣✉t✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥ ♠üss❡♥ ❤✐❡r ❛❧s♦ ü❜❡r ❞✐❡ S = 50 ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❞❡r Y ✲❱❡❦t♦r❡♥ s♦ s✐♠✉❧✐❡rt
✇♦r❞❡♥ s❡✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ✇❛❤r❡♥ ❲❡rt❡♥
r❡❞✉③✐❡rt ✇✉r❞❡✳ ❆✉❝❤ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✐st ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❛♠
❦❧❡✐♥st❡♥✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s s✐♥❞ ❤✐❡r ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r✳ ❉✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s
✈❡r❢ü❣t ♥✉r ü❜❡r ❡✐♥❡ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✷✳✸✷ ♠❛❧ ❤ö❤❡r❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③ ❜❡✐
❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✐♠ ❉✉rs❝❤♥✐tt ♥✉r ✶✹✪ ✉♥❞ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ s♦❣❛r ♥✉r ✺✳✹✪ ❤ö❤❡r ✐st✳ ❖❜✇♦❤❧ ❞✐❡
❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❡♥ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♠ ❞❡♥ ❲❡rt ✵✳✵✵✹ ❤ö❤❡r❡ ❲❡rt❡ ❛♥♥✐♠♠t✱
✐st ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♥ ❞❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r♥ β1✱ β4✱ β5 ✉♥❞ β71 ♥✐❡❞r✐❣❡r ❛❧s ✐♠
✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✳ ❲❛s ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡tr✐✛t✱ s✐♥❞ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❜❡✐ β2 s♦✇✐❡ ❜❡✐ β4 ❤ö❤❡✲
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❚❛❜❡❧❧❡ ✹✿ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✱♦❜❡♥✿ ▲♦❣✐t✱ ✉♥t❡♥✿ ▲✐♥❡❛r

❱❛r❴✈♦❧❧ ❱❛r❴❈❈ ❱❛r❴❆♠❡❧✐❛ ❱❛r❴❘❋
β1 ❁✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✸ ❁✵✳✵✵✵✶ ❁✵✳✵✵✵✶
β2 ✵✳✵✷✺✾ ✵✳✶✽✻✷ ✵✳✵✸✵✸ ✵✳✵✸✶✵
β3 ✵✳✵✷✺✺ ✵✳✸✻✷✸ ✵✳✵✷✼✸ ✵✳✵✸✵✹
β4 ✵✳✵✷✾✶ ✵✳✶✺✺✸ ✵✳✵✸✼✶ ✵✳✵✹✶✸
β5 ✵✳✵✵✺✺ ✵✳✵✷✷✻ ✵✳✵✵✻✶ ✵✳✵✵✻✺
β6 ✵✳✵✵✺✹ ✵✳✵✷✷✺ ✵✳✵✵✺✷ ✵✳✵✵✻✹
β71 ✵✳✵✶✼✾ ✵✳✶✼✸✸ ✵✳✵✷✻✸ ✵✳✵✷✼✾
β72 ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✵✸✻✷ ✵✳✵✵✼✷ ✵✳✵✵✼✻
β73 ✵✳✵✶✼✽ ✵✳✶✹✼✷ ✵✳✵✷✷✼ ✵✳✵✷✹✻
β8 ✵✳✵✷✶✻ ✵✳✶✷✸✾ ✵✳✵✷✻✷ ✵✳✵✷✼✽

β1 ✵✳✵✵✵✽ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✵✵✾
β2 ✵✳✶✼✷✶ ✵✳✷✽✷✹ ✵✳✶✾✺✶ ✵✳✷✶✻✽
β3 ✵✳✶✽✶✺ ✵✳✹✵✹✷ ✵✳✷✷✺✵ ✵✳✷✷✻✻
β4 ✵✳✷✸✽✼ ✵✳✻✸✺✶ ✵✳✷✵✾✺ ✵✳✷✼✵✻
β5 ✵✳✵✸✵✺ ✵✳✵✺✹✸ ✵✳✵✷✼✹ ✵✳✵✸✵✽
β6 ✵✳✵✷✻✻ ✵✳✵✸✹✶ ✵✳✵✷✼✷ ✵✳✵✷✽✹
β71 ✵✳✶✶✹✹ ✵✳✷✸✷✾ ✵✳✶✸✽✵ ✵✳✶✹✷✸
β72 ✵✳✵✸✵✾ ✵✳✶✵✺✶ ✵✳✵✸✶✼ ✵✳✵✸✵✻
β73 ✵✳✵✽✺✸ ✵✳✸✼✵✹ ✵✳✵✾✶✽ ✵✳✵✾✻✺
β8 ✵✳✵✼✹✶ ✵✳✶✻✼✹ ✵✳✵✽✻✼ ✵✳✵✾✺✻

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✿ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱♦❜❡♥✿ ▲♦❣✐t✱ ✉♥t❡♥✿ ▲✐♥❡❛r

❇✐❛s❴✈♦❧❧ ❇✐❛s❴❈❈ ❇✐❛s❴❆♠❡❧✐❛ ❇✐❛s❴❘❋
β1 ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✶✹
β2 ✷✳✼✺✹✻ ✷✳✶✺✻✵ ✷✳✻✺✼✸ ✷✳✻✷✷✷
β3 ✵✳✵✶✵✶ ✵✳✵✵✹✻ ✵✳✵✵✼✺ ✵✳✵✵✽✼
β4 ✷✳✼✺✵✺ ✷✳✻✵✵✻ ✷✳✽✺✸✹ ✷✳✼✺✼✹
β5 ✵✳✸✶✺✺ ✵✳✷✹✻✶ ✵✳✸✵✼✽ ✵✳✷✾✾✾
β6 ✵✳✵✾✼✺ ✵✳✵✼✼✼ ✵✳✵✽✾✺ ✵✳✵✽✻✶
β71 ✵✳✷✼✻✹ ✵✳✸✷✷✼ ✵✳✷✻✼✵ ✵✳✷✻✷✼
β72 ✵✳✺✷✶✶ ✵✳✹✻✷✺ ✵✳✺✹✹✵ ✵✳✺✺✶✶
β73 ✵✳✸✺✷✸ ✵✳✸✷✶✸ ✵✳✸✷✹✾ ✵✳✸✶✸✷
β8 ✵✳✶✸✶✶ ✵✳✵✻✹✵ ✵✳✶✸✸✹ ✵✳✶✸✺✽

β1 ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
β2 ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✶✷✽ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✼✹
β3 ✵✳✵✵✺✵ ✵✳✵✸✾✽ ✵✳✵✵✽✵ ✵✳✵✵✶✾
β4 ✵✳✵✵✷✸ ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✵✵✼✼ ✵✳✵✶✵✶
β5 ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✶✹ ✵✳✵✵✹✽
β6 ✵✳✵✵✷✾ ✵✳✵✵✷✽ ✵✳✵✵✽✾ ✵✳✵✶✶✹
β71 ✵✳✷✻✷✻ ✵✳✸✸✵✺ ✵✳✷✵✼✹ ✵✳✶✽✾✽
β72 ✵✳✺✸✸✹ ✵✳✹✻✷✶ ✵✳✻✵✾✺ ✵✳✻✶✷✽
β73 ✵✳✹✽✸✻ ✵✳✻✸✶✸ ✵✳✹✸✷✺ ✵✳✹✵✾✾
β8 ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✷✹ ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✵✸

r❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ✐♥ ❛❧❧❡♠ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡♥ ③✉ s❡❤❡♥✳ ❆✉✛ä❧❧✐❣ ✐st ✇❡✐t❡r❤✐♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❞✐❡s❡r
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❇✐❛s ❞❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt✲
❧✐❝❤❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ♣r♦ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t ❛❧s ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥✱

✶✼



s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ✐♠♣✉t✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡✳ ❆✉❝❤ ❜❡✐ ❦♦♠♣♦♥❡♥✲
t❡♥✇❡✐s❡r r❡❧❛t✐✈❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ s✐♥❞ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❊✛❡❦t❡ ③✉ s❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐st ✐♥ ❞❡r
❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✉♠ ❡t✇❛ ✷✺✪✱ ✐♥ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ♥♦❝❤ ✉♠ ❡t✇❛ ✺✪ ❣❡r✐♥❣❡r
❛❧s ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✳ ❙♦♠✐t ✈❡r❜❡ss❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✐❤r❡r Prä③✐s✐♦♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❋❛❧❧✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥ ❲❡rt❡ ✐❣♥♦r✐❡rt✱ ✇♦❜❡✐ ❡✐♥❡ ■♠♣✉t❛t✐♦♥ ❤✐❡r s♦❣❛r ♥♦❝❤ ❜❡ss❡r ❛❜s❝❤♥❡✐✲
❞❡t ❛❧s ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ✇❛❤r❡♥ ❉❛t❡♥✳ ❉✐❡ ❉❛t❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞✐❡s❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥
X ❢❡❤❧❡♥✱ tr❛❣❡♥ ❞❡♠♥❛❝❤ ♥❡❣❛t✐✈ ③✉r ❙❝❤ät③✉♥❣ ✈♦♥ Y ❜❡✐✱ s♦❞❛ss ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣
✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣s✱ ③✉r ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ❞❡r Prä③✐s✐♦♥ ❢ü❤rt✳ ❊✐♥❡
✇❡✐t❡r❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ✇är❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ü❜r✐❣ ❣❡❜❧✐❡❜❡♥❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❛❧❧❡ ❣ü♥st✐❣ ❜❡③ü❣✲
❧✐❝❤ ❞❡r ✇❛❤r❡♥ ❙❝❤ät③❡r β ❧✐❡❣❡♥✳ ■♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ s✐♥❞ ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ s❡❤r ❦❧❡✐♥✱ ✇❡s✲
❤❛❧❜ ❡s ③✉ ❣r♦ÿ❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❦♦♠♠t✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞❡r
❇✐❛s ❛❧s♦ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐♥ β2 ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✶✻✼✳✷ ♠❛❧ ❤ö❤❡r ❛✉s❢ä❧❧t ❛❧s ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ❜❡trä❣t
❞✐❡s❡❧❜❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ♥✉r ✾✪ ❞❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣ ❞❡s ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧s✳ ■♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt
ü❜❡r ❛❧❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐st ❞❡r ❇✐❛s ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✐♥ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✶✾✳✸ ✭✈♦r
❛❧❧❡♠ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥❣ ✈♦♥ β2✮✱ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✷✳✷ ✉♥❞ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st
✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✶✷ ♠❛❧ ❣röÿ❡r ❛❧s ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥✲
❣❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✵✳✵✷ ✐♠
▼✐tt❡❧ ③✉❣✉♥st❡♥ ❞❡♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❆♠❡❧✐❛ ✉♠ ✵✳✵✵✶ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♠ ✵✳✵✵✹
❜❡ss❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s s✐♥❞✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❣❡s❛❣t✱ ❜❡✐ s♦❧❝❤ ❣❡r✐♥❣❡♥ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐❡
❊r❣❡❜♥✐ss❡ st❛r❦ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ✭✉♥❣ü♥st✐❣❡♥✮ ✉♥❣❡♥❛✉❡r❡♥ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐ s♦♥st
❣❡r✐♥❣❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣ ❡✐♥❡♥ ❣röÿ❡r❡♥ ❊✐♥✢✉ss ✈❡r❢ü❣❡♥✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞✐❡s❡s
❉✉r❝❤❣❛♥❣s ♠✐t ❞❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r P❛r❛♠❡✲
t❡r ❡♥tst❡❤❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ♥❡✉❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❥❡✇❡✐❧s ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❛❜s♦❧✉t❡r
❉✐✛❡r❡♥③ ✉♥❞ r❡❧❛t✐✈❡♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❯♥t❡r ❉✐✛❡r❡♥③ ✇✐r❞ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡
❉✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ♥❡✉❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ✈❛r✐✐❡r❡♥❞❡♠ P❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ ✈❡rst❛♥❞❡♥✳
❊✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ③❡✐❣t ❞❡♠♥❛❝❤ ❛✉❢✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❣❡✲
r❛❞❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r❣röÿ❡rt ❤❛❜❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ s♦♠✐t s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t✳ ❉❛
❡✐♥❡ r❡✐♥❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ♥✐❝❤t ♠✐t❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s s✐❝❤ ❞✐❡
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ ✈❡rä♥❞❡rt ❤❛❜❡♥✱ ✇✐r❞ ♥❡❜❡♥ ❞❡r
❉✐✛❡r❡♥③ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❙♦♠✐t ✇✐r❞ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❡♥ts♣r❡✲
❝❤❡♥❞❡♥ ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ♠✐t ❞❡♥ ✈❛r✐✐❡r❡♥❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ③✉ ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡♥
✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ❢❡st❣❡❧❡❣t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❜❡st✐♠♠t✳ ❊✐♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ a ✐♠♣❧✐③✐❡rt s♦♠✐t ❡✐♥❡ ✉♠
((a− 1) ∗ 100)% ❤ö❤❡r❡ ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥✳ ❋❛❧❧s ✐♥ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③✲
✉♥❞ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✈♦♥ ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ♦❞❡r ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❜❡r✐❝❤t❡t ✇✐r❞✱ ✐st
❞❛♠✐t ❞❛s ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡ ▼✐tt❡❧ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r β1, . . . , β8 ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❡♥
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ x1, . . . , x8 ❣❡♠❡✐♥t✳

✸✳✸ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥

✸✳✸✳✶ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣

❩✉❡rst s♦❧❧ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣s ❛✉❢ ❞✐❡ ▼❙❊✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ▼❙❊✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡♥ ✻ ✉♥❞ ✼ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧
③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✳ ❲✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✶ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ③❡✐❣t ❢♦❧❣❡♥❞❡ ●r❛✜❦ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r {β1, . . . , β8} ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❞❡s ✈❛r✐✐❡r❡♥❞❡♥ ✉♥❞
❞❡s ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧s ❛✉❢✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉s
❞❡♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡s ✈❛r✐✐❡r❡♥❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡s ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧s ❡r❣❡❜❡♥✳

■♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❢❛❧❧❡♥ ❞✐❡ ❡①tr❡♠ ❤♦❤❡♥ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❜❡✐♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ n =
250 ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❛✉❢✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❜❡r❡✐ts ❡r❧ä✉t❡rt❡♥ Pr♦❜❧❡♠❡ ❦♦♠♠t ❡s ❤✐❡r
③✉ ❡✐♥❡r ❡♥♦r♠❡♥ ❱❡③❡rr✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ät③❡r✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞✐❡s❡ ❤✐❡r ♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥
❦ö♥♥❡♥✳ ■❣♥♦r✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ▼♦❞❡❧❧❡✱ st❡✐❣t ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✲
♠♦❞❡❧❧❡ ❝❛✳ ✉♠ ✵✳✵✸✺ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❛♥✱ ✇❛s ❡✐♥❡r ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✸ ❡r❤ö❤t❡♥ ❱❛✲

✶✽



❚❛❜❡❧❧❡ ✻✿ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣✲❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡

n = 250 ❛❜s♦❧✉t n = 250 r❡❧❛t✐✈ n = 1000 ❛❜s♦❧✉t n = 1000 r❡❧❛t✐✈
✈♦❧❧✲❧♦❣ ✵✳✵✷✼✾ ✷✳✻✾✵✹ ✲✵✳✵✵✼✹ ✵✳✺✷✵✾
❈❈✲❧♦❣ ✼✻✹✸✺✳✼✺✵✽ ✺✾✼✸✵✶✳✾✶✺✺ ✲✵✳✵✼✼✼ ✵✳✹✺✸✹
❆♠❡❧✐❛✲❧♦❣ ✵✳✵✹✼✵ ✸✳✷✽✼✵ ✲✵✳✵✵✾✵ ✵✳✺✸✵✵
❘❋✲❧♦❣ ✵✳✵✹✸✻ ✸✳✵✷✹✵ ✲✵✳✵✵✾✾ ✵✳✺✷✵✶
✈♦❧❧✲❧✐♥ ✵✳✶✹✼✶ ✷✳✺✵✼✽ ✲✵✳✵✹✸✸ ✵✳✺✽✹✸
❈❈✲❧✐♥ ✵✳✸✵✽✼ ✷✳✻✶✼✼ ✲✵✳✵✾✷✻ ✵✳✻✹✶✹
❆♠❡❧✐❛✲❧✐♥ ✵✳✶✽✽✻ ✷✳✾✵✼✶ ✲✵✳✵✹✷✻ ✵✳✻✷✸✽
❘❋✲❧✐♥ ✵✳✶✽✾✽ ✷✳✽✶✸✵ ✲✵✳✵✹✹✺ ✵✳✻✹✹✽

❚❛❜❡❧❧❡ ✼✿ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣✲❇✐❛s

n = 250 ❛❜s♦❧✉t n = 250 r❡❧❛t✐✈ n = 1000 ❛❜s♦❧✉t n = 1000 r❡❧❛t✐✈
✈♦❧❧✲❧♦❣ ✲✵✳✶✹✹✷ ✵✳✽✸✻✽ ✵✳✵✷✸✻ ✶✳✵✺✵✷
❈❈✲❧♦❣ ✷✵✷✶✳✻✷✽✽ ✷✸✾✽✽✳✾✺✼✽ ✲✵✳✵✵✵✷ ✶✳✸✾✵✾
❆♠❡❧✐❛✲❧♦❣ ✲✵✳✶✽✶✻ ✵✳✼✾✽✽ ✵✳✵✸✹✽ ✶✳✵✸✼✹
❘❋✲❧♦❣ ✲✵✳✶✺✺✻ ✵✳✼✽✵✵ ✵✳✵✸✹✶ ✶✳✵✺✼✷
✈♦❧❧✲❧✐♥ ✲✵✳✵✵✽✽ ✺✳✾✸✷✵ ✵✳✵✵✾✽ ✵✳✾✶✻✵
❈❈✲❧✐♥ ✲✵✳✵✶✺✷ ✶✳✹✸✶✹ ✲✵✳✵✶✵✽ ✵✳✺✾✶✶
❆♠❡❧✐❛✲❧✐♥ ✲✵✳✵✵✷✾ ✹✼✳✽✽✶✻ ✵✳✵✶✸✾ ✶✾✳✹✷✺✻
❘❋✲❧✐♥ ✵✳✵✵✷✹ ✶✳✸✼✹✼ ✵✳✵✶✹✽ ✶✳✻✸✵✷

r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣s ✈♦♥ n = 500
❛✉❢ ❞✐❡ ❍ä❧❢t❡✱ ❤❛t s✐❝❤ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ❛❧s♦ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✉♥❣❡❢ä❤r ✈❡r❞r❡✐❢❛❝❤t✳ ❋ür
❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡ tr❡t❡♥ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉❢✱ ✇♦❜❡✐ ❤✐❡r ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲
❆♥❛❧②s✐s ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ st❡✐❣t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ❜❡✐
❛❧❧❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡♥ ❛♥✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❝❛✳ ✉♠ ✵✳✶✺ ❜❡✐ ❞❡♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ✉♥❞ ✉♠ ✉♥❣❡❢ä❤r ✵✳✶✽
❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞ ❆♠❡❧✐❛✱ ✉♥❞ ✉♠ ✵✳✸✶ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s✳ ❉✐❡s ❡♥ts♣r✐❝❤t
✇✐❡❞❡r✉♠ ❡✐♥❡r ❙t❡✐❣❡r✉♥❣ ✉♠ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✷✳✼✳ ❇❡✐ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✲
✉♠❢❛♥❣s ❡r③✐❡❧t ❞❛s ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ r❡❝❤t ä❤♥❧✐❝❤❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛♥③ s✐♥❦t ✐♥ ❛❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥
✐♥ ❡t✇❛ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✉♠ ✺✵✪❀ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❜❡tr❛❣❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✉♥❣❡✲
❢ä❤r ✵✳✵✽✱ ✉♥❞ ✐♥ ❞❡♥ ü❜r✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❡t✇❛ ✵✳✵✶✳ ❲ä❤r❡♥❞ s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r❞♦♣♣❡❧✉♥❣
✈♦♥ n = 250 ❛✉❢ n = 500 ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ♥♦❝❤ ✈❡r❞r❡✐❢❛❝❤t
❤❛t✱ ✐st s✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ✇❡✐t❡r❡♥ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❛✉❢ n = 1000 ♥♦❝❤♠❛❧ ❛✉❢ ❞❛s ❞♦♣♣❡❧t❡ ❛♥❣❡st✐❡❣❡♥✳ ■♠
❧✐♥❡❛r❡♥ ❋❛❧❧ s✐♥❞ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❊✛❡❦t❡ ❛✉❢③✉✜♥❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
♥✉r ✉♠ ✉♥❣❡❢ä❤r ✹✵✪ s✐♥❦t✳ ❋ür ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤ s♦♠✐t ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣
❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✉♠ ✵✳✵✾✺ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ❝❛✳ ✵✳✵✹✺✳ ❲✐❡❞❡r✉♠
❢ä❧❧t ❛✉❢✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❡①tr❡♠❡ ❲❡rt❡ ✐♥ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s
❡r❣❡❜❡♥✱ s♦❞❛ss ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❲❡rt❡ ♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧ ❛♥❛❧②s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ s✐♥❞ ❞✐❡
❘❡s✉❧t❛t❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❇✐❛s ❞❡✉t❧✐❝❤ ✇❡♥✐❣❡r ❦♦♥st❛♥t ❛❧s ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦✲
♥❡♥t❡♥✳ ❇❡✐♠ r❡❞✉③✐❡rt❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ✈❡r♠✐♥❞❡rt s✐❝❤ ❞❡r ❇✐❛s ❞❡r ü❜r✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ✐♠
▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ ✉♠ ❝❛✳ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✷✵✪ ✉♥❞ ✉♠ ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt✲
❧✐❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r ✵✳✶✻✳ ❱♦r ❛❧❧❡♠ ✐♥ β4 ✉♥❞ ✐♥ β2 tr❡t❡♥ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❝❛✳ ✵✳✾
❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✵✳✼ ❛✉❢✱ ✇❛s ✇✐❡❞❡r✉♠ ❡✐♥❡r ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ✈♦♥ ✷✺✪ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✸✵✪ ❣❡❣❡♥✲
ü❜❡r ❞❡♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡ ③❡✐❣❡♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥
❧❡✐❝❤t❡ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❇✐❛s ❛✉❢✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❉✐❢✲
❢❡r❡♥③❡♥ ✐♥ ❇❡tr❛❝❤t ③✐❡❤t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❢ä❧❧t ✈♦r ❛❧❧❡♠ β2 ❛✉❢✱ ❞❛ ❞❡r ❇✐❛s ❤✐❡r ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠
●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✹✶ ✉♥❞ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✹✼✵ st❡✐❣t✱
✇❛s ❛✉❝❤ ❣❡♠✐tt❡❧t ü❜❡r ❛❧❧❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ③✉ ❡✐♥❡r ✈❡r❤ä❧t♥✐s♠äÿ✐❣❡♥

✶✾



❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s ❇✐❛s ✉♠ ❋❛❦t♦r ✺✳✾✸ ✉♥❞ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✹✼✳✽✽ ❢ü❤rt✳ ❉✐❡s❡ s❡❤r ❤♦❤❡♥
r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❛♥ ❞❡♥ s❡❤r ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ s♦❞❛ss ❦❧❡✐♥❡
❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ✈❡r❤ä❧t♥✐s♠äÿ✐❣❡ ❙t❡✐❣❡r✉♥❣❡♥ ❜❡❞❡✉t❡♥✳ ❉✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❧✐❡❣❡♥
❜❡✐ β2 ♥✉r ❥❡✇❡✐❧s ❜❡✐ ✵✳✵✵✸✳

❇❡✐ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣s ❛✉❢ n = 1000 s✐♥❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♥✉r ❜❡❞✐♥❣t ❞✐❡ ❡r✇❛rt❡t❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡✐♥❣❡tr♦✛❡♥✳ ❖❜✇♦❤❧ ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣✱ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡r✇❛rt✉♥❣s❣❡♠äÿ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤
❛✉❝❤ ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥✱ ❡r❤ö❤t ✇✉r❞❡✱ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✲
s❝❤ät③❡r ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ③✉❀ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s
✉♠ ✹✵✪ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡♥ ✉♥❣❡❢ä❤r ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✉♠ ✉♥❣❡❢ä❤r ✺✪ ✳
❲✐❡❞❡r✉♠ s✐♥❞ ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ s❡❤r ❣❡r✐♥❣✱ ✉♥❞ ❜❡tr❛❣❡♥
✐♠ ▼✐tt❡❧ ♠❛①✐♠❛❧ ✵✳✵✸✺ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛✱ ✇♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❞❡❡r ❇✐❛s ❜❡✐
❡r❤ö❤t❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ✉♠ ✵✳✵✵✵✷ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❣❡r✐♥❣❡r ❛✉s❢ä❧❧t✳ ■♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❤✐♥❣❡❣❡♥
s✐♥❞ ❞✐❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ ♥✐❝❤t ❦♦♥st❛♥t✳ ❲ä❤r❡♥❞ s✐❝❤ ❞❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦✲
❞❡❧❧ ✉♠ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✉♥❣❡❢ä❤r ✾✪ ✈❡r❜❡ss❡rt ✭❛❜❡r ❛❜s♦❧✉t ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ✵✱✵✶ ❛♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣
③✉♥✐♠♠t✮✱ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ♠❡❤r ❛❧s ✹✵✪ ✇❡♥✐❣❡r ✭✉♥❞
♥✐♠♠t ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ✵✳✵✶✶ ❛❜✮✳ ❋ür ❆♠❡❧✐❛ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❞❡♥ ✷✵ ❢❛❝❤❡♥
❲❡rt✳ ❲✐❡❞❡r✉♠ ✐st ❞✐❡s ❛✉❢ ❱❛r✐❛❜❧❡ β2 ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r
✶✽✻✳✹✷ st❡✐❣t✱ ✇❛s ❛❜❡r ♥✉r ❡✐♥❡r ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③ ✈♦♥ ✉♥t❡r ✵✳✵✵✶✸ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r
❆♥st✐❡❣ ✉♠ ✻✹✪ ✐♠ ▼✐tt❡❧ tr✐tt ❤✐❡r ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❛✉❢✱ ✇❛s ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ❡✐♥❡r ❡r❤ö❤t❡♥
❱❡r③❡rr✉♥❣ ✈♦♥ ✵✳✵✶✺ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳

❇❡✐♠ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥❡♥ ❆❜s❝❤♥❡✐❞❡♥ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st s♣✐❡❧t ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣
❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳ ❉✐❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ❚❛❜❡❧❧❡ ✽ ✈❡r❣❧❡✐❝❤t ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ✉♥❞ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ✈♦♥
❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞ ❆♠❡❧✐❛✳ P♦s✐t✐✈❡ ❲❡rt❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✉♥❞ ❲❡rt❡ ü❜❡r ✶ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r
r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❜❡❞❡✉t❡♥ s♦♠✐t✱ ❞❛s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ü❜❡r ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
✈❡r❢ü❣t✳ ❉✐❡ ♠✐tt❧❡r❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙♣❛❧t❡♥ ❜❡③✐❡❤❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ✇✐❡ ❛✉❝❤ ❛❧❧❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥ ❚❛❜❡❧❧❡♥
③✉♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞ ❆♠❡❧✐❛ ❛✉❢ ❞❛s ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ❜❧❡✐❜❡♥ s♦♠✐t ✐♥ ❛❧❧❡♥
❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ ❦♦♥st❛♥t✳ ❩✉r ❜❡ss❡r❡♥ Ü❜❡rs✐❝❤t ✈♦♥ ❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥ ❞✐❡s❡
❲❡rt❡ tr♦t③❞❡♠ ✐♥ ❞❡♥ ❚❛❜❡❧❧❡♥✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✽✿ ❉✐✛❡r❡♥③ ✉♥❞ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞ ❆♠❡❧✐❛

n250 n500 n = 1000

❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
logitabsolut ✲✵✳✵✵✷✵ ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✵✻
logitrelativ ✲✵✳✵✵✷✵ ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✵✻
linabsolut ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✶✵✻ ✵✳✵✵✽✼
linrelativ ✵✳✵✶✶✽ ✵✳✵✶✵✻ ✵✳✵✵✽✼

❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
logitabsolut ✵✳✵✶✶✸ ✲✵✳✵✶✹✽ ✲✵✳✵✶✺✹
logitrelativ ✵✳✽✾✸✺ ✶✳✵✵✸✸ ✶✳✵✸✸✻
linabsolut ✵✳✵✵✷✹ ✲✵✳✵✵✷✾ ✲✵✳✵✵✷✵
linrelativ ✽✳✸✺✻✵ ✶✵✻✳✾✽✷✼ ✷✳✻✶✾✻

❋ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t n = 250 s❝❤ät③t ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✉♠ ✵✳✵✵✷ ❣❡♥❛✉❡r
✐♠ ▲♦❣✐t ▼♦❞❡❧❧✱ ✇ä❤r❡♥❞ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❆♠❡❧✐❛ ✉♠ ✵✳✵✶✷ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
❛✉❢✇❡✐st✳ ■♥ ❞❡♥ ü❜r✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✇❡✐st ❆♠❡❧✐❛ s♦✇♦❤❧ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧
❣❡r✐♥❣❡r❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛✉❢✳ ❆✉❝❤ ♠✐t ❇❡③✉❣ ③✉♠ ♠✐tt❧❡r❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡♥ s✐♥❞ ♥✉r ❣❡r✐♥❣❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❢❡stst❡❧❧❜❛r✱ ❜❡✐♠ ❦❧❡✐♥st❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❧✐❡❣t ❞✐❡
❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❢❛st ✶✪ ✉♥t❡r ❆♠❡❧✐❛✱ ✇♦❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛

✷✵



❢ür n = 500 ❡✐♥❡ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ✺✪ ✉♥❞ ❢ür n = 1000 ❡✐♥❡ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ✾✪ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❙tr❡✉✉♥❣
❛✉❢✇❡✐st✳

❲ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ n = 250 ❆♠❡❧✐❛ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ♥♦❝❤ ✉♠ ✵✳✵✶✶
✐♠ ▲♦❣✐t✲ ✉♥❞ ✵✳✵✵✷ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❜❡ss❡r ❛❧s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t✱ ❡r③✐❡❧t ❘❛♥❞♦♠
❋♦r❡st ❢ür n = 500 ❡✐♥ ✉♠ ✵✳✵✶✹ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✵✳✵✵✸ ❣❡r✐♥❣❡r❡s ❊r❣❡❜♥✐s✱ ✇♦❜❡✐ s✐❝❤ ❢ür ❞❛s
❊r❣❡❜♥✐s ❢ür n = 1000 ä❤♥❧✐❝❤❡ ❲❡rt❡ ✭✲✵✳✵✶✺ ✉♥❞ ✲✵✳✵✵✷✮ ❡r❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ s✐♥❞ ❞❡♠♥❛❝❤
❣❡♥❛✉ ❛♥❞❡rs❤❡r✉♠✱ ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣
♣r♦ ❱❛r✐❛❜❧❡✱ ❢ä❧❧t ❛✉❢✱ ❞❛ss s✐❝❤ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❡✐♥❡ ❞❡✉t❧✐❝❤❡
❤ö❤❡r❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ③❡✐❣t✳ ❇❡✐ n = 1000 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❆♠❡❧✐❛✲
❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ s♦♠✐t ❡✐♥ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✷✳✻✷ ✱ ❢ür n = 250 ❡✐♥ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✽✳✸✺ ✉♥❞ ❜❡✐
n = 500 s♦❣❛r ❡✐♥ ✉♠ ❋❛❦t♦r ❞❡♥ ✶✵✻✳✾✽ ❤ö❤❡r❡♥ ❇✐❛s✳ ❉✐❡ st❛r❦❡ ✈❡r❤ä❧t♥✐s♠äÿ✐❣❡ ❙t❡✐❣❡r✉♥❣
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡♠ ❙❝❤ät③❡r ❢ür β2✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❡r Prä③✐s✐♦♥s❢❡❤❧❡r ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠❋♦r❡st ✶✵✻✵✳✶✾
❢❛❝❤ ❣röÿ❡r ✐st ❛❧s ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛✳ ❇❡✐ x2 ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞✲◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡ ❱❛r✐❛❜❡❧✱
✇❡❧❝❤❡ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ✭n = 250 : +821%, n = 1000 : +543%✮ ✉♠
❞❡✉t❧✐❝❤ ❤ö❤❡r❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❛♥♥✐♠♠t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❛♥♥ ❞✐❡ ✈❡r❜❡ss❡rt❡ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♠❡❧✐❛s
❜❡✐ ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ♥✐❝❤t ❛♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ x7 ❜❡stät✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❖❜✇♦❤❧ x7
❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡r ✭✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡♥✮ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❢♦❧❣t✱ s❝❤♥❡✐❞❡t ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡ss❡r ❛❜ ❛❧s ❆♠❡❧✐❛✳

◆❡❜❡♥ ❞❡♥ ▼❙❊✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r s♦❧❧❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ✉♥❞
❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❜❡✐ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ●r❛✜❦❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹ ✉♥❞ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺ ③❡✐❣❡♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❛❧s ❛✉❝❤
❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡s ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ▼❙❊s ✉♥❞ ❞❡r ❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❱❛r✐❛♥③ ❞❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✿ ❱❛r✐❛♥③✈❡r❣❧❡✐❝❤✲❉✐✛❡r❡♥③❡♥

❉❛ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❜❡✐♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ✈♦♥ ✷✺✵ ❞❛s ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧
♥✐❝❤t ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt ✐st✱ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ❆♥s♦♥st❡♥ ✐st ❛❜❡r ③✉ s❡❤❡♥✱ ❞❛ss
❛❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ♣♦s✐t✐✈ s✐♥❞✳ ❉❛ ❞❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧ ❢❛st ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✇✐❡ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞
❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❛✉❢✇❡✐st✱ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺ ❞❡r P✉♥❦t ♥✉r s❝❤✇❡r ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ❇❡✐ ❆♥st✐❡❣ ❞❡s
❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣s ✐st ③✉ s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❡♥ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❝❛✳ ✵✳✺
❛✉❢ ✉♥❣❡❢ä❤r ✵✳✼ ❛♥st❡✐❣t✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧✱ s♦✇❡✐t ❜❡rü❝❦✲
s✐❝❤t✐❣t✱ ♠✐t ❞❡r ❣❡r✐♥❣st❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③ ❡✐♥❣❡s❝❤ät③t ✇✐r❞✱ ✐st ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❛♠

✷✶



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✿ ❱❛r✐❛♥③✈❡r❣❧❡✐❝❤✲❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡

❣röÿt❡♥✳ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ s✐♥❞ ✐♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r ❛❧s ❜❡✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧✳
❲ä❤r❡♥❞ ③✉❞❡♠ ❜❡✐ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ♠✐t st❡✐❣❡♥❞❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ③✉♥❛❤♠❡♥✱
r❡❞✉③✐❡r❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✐✛❢❡r❡♥③❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❡♥ ❜❡✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❜❡✐ ❛♥st❡✐❣❡♥❞❡♠ n✳ ❆✉❝❤
❜❡✐ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡
❣❡♥❡r❡❧❧❡ ❯♥t❡rs❝❤ät③✉♥❣ ❞❡s ▼❙❊s ❢❡stst❡❧❧❡♥✳ ■♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ st❡✐❣t ❞✐❡ Ü❜❡rs❝❤ät③✉♥❣ ❞❡s
▼❙❊s ♠✐t ❛♥st❡✐❣❡♥❞❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r ✷✵✪ ❢ür n = 250 ❛✉❢ ✐♠ ✉♥❣❡❢ä❤r
✼✵✪✱ ✇♦❜❡✐ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣st❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❇❡✐ ❆♥st✐❡❣
❞❡s ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣s ✈♦♥ n = 250 ❛✉❢ n = 1000 st❡✐❣❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❡♥
✐♠ ❙❝❤♥✐tt ❛✉❢ ❞✐❡ ✉♥❣❡❢ä❤r ✷✳✺ ❢❛❝❤❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❛♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡ ❡t✇❛ ✻ ♠❛❧
❤ö❤❡r❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❞❡r ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❛✉❢✇❡✐st✳

■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❦❛♥♥ ❜❡✐♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ s♦✇♦❤❧ ✐♠
❧✐♥❡❛r❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡t❡♥s❝❤ät③❡r ❢❡st❣❡✲
st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❩✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❇✐❛s ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥
③✉♠✐♥❞❡st ❦❡✐♥❡♥ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❛✉❢✱ ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ♥✐♠♠t ❜❡✐ ❞❡♥ ❤✐❡r ✈♦r✲
❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡✐ st❡✐❣❡♥❞❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ s♦❣❛r ❡❤❡r ③✉✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞
❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✐st ❆♠❡❧✐❛ ✐♥ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ♠❡✐st❡♥s ❣❡♥❛✉❡r✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦✲
r❡st ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st s❝❤♥❡✐❞❡t ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ③✉❞❡♠
❜❡✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❜❡ss❡r ❛❜✱ ✇♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ❆♠❡❧✐❛ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❜❡✐ st❡✐❣❡♥❞❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣
❣❡r✐♥❣❡r❡ ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❆♥ ❞❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❢❡st✲
st❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥
st❡✐❣❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛♥③ ❣❡♥❡r❡❧❧ ❤ö❤❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ❣❡✲
s❝❤ät③t❡ ❱❛r✐❛♥③✳ ❇❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✐st ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❞❡r ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❛♠ ❤ö❝❤st❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞
❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣st❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❣❡s❝❤ät③t❡r ✉♥❞
❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ❱❛r✐❛♥③ ❛✉❢✇❡✐st✳

✸✳✸✳✷ ❊r✇❛rt❡t❡r ❆♥t❡✐❧ ❢❡❤❧❡♥❞❡r ❲❡rt❡

■♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧ ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ❛♥ ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r
✈♦♥ ❞❡♥ π = 0.1 ❛✉❢ π = 0.05 ✈❡r♠✐♥❞❡rt ✉♥❞ ❛✉❢ π = 0.25 ❡r❤ö❤t ✇✐r❞✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s✐♥❞ ❞❛❤❡r
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✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ❚❛❜❡❧❧❡♥ ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡♥ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ✉♥❞ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✭❚❛❜❡❧❧❡ ✾ ✉♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡
✶✵✮ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛③✐❛♥③✲ ✉♥❞ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❣❡❧✐st❡t✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✾✿ ❡r✇❛rt❡t❡r ❆♥t❡✐❧ ❢❡❤❧❡♥❞❡r ❲❡rt❡✲❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡

π = 0.05 ❛❜s♦❧✉t π = 0.05 r❡❧❛t✐✈ π = 0.25 ❛❜s♦❧✉t π = 0.25 r❡❧❛t✐✈
✈♦❧❧✲❧♦❣ ✵✳✵✶✻✺ ✶✳✾✸✼✹ ✲✵✳✵✵✺✻ ✵✳✺✾✽✾
❈❈✲❧♦❣ ✲✵✳✵✶✺✼ ✶✳✵✵✽✹ ✶✽✸✾✶✳✷✾✶✷ ✶✽✵✷✵✶✳✹✸✸✹
❆♠❡❧✐❛✲❧♦❣ ✵✳✵✶✼✷ ✶✳✽✺✸✼ ✵✳✵✵✵✼ ✵✳✾✻✾✽
❘❋✲❧♦❣ ✵✳✵✶✺✺ ✶✳✼✶✻✺ ✵✳✵✵✹✶ ✶✳✶✻✽✽
✈♦❧❧✲❧✐♥ ✵✳✵✵✵✾ ✶✳✵✼✺✾ ✵✳✵✶✸✾ ✶✳✶✶✹✹
❈❈✲❧✐♥ ✲✵✳✵✹✹✹ ✵✳✾✹✶✶ ✵✳✸✺✷✹ ✷✳✹✸✸✶
❆♠❡❧✐❛✲❧✐♥ ✵✳✵✵✶✼ ✶✳✵✽✽✷ ✵✳✵✼✼✶ ✶✳✺✼✻✷
❘❋✲❧✐♥ ✲✵✳✵✵✻✺ ✶✳✵✸✻✺ ✵✳✶✶✾✾ ✶✳✾✺✼✹

❚❛❜❡❧❧❡ ✶✵✿ ❡r✇❛rt❡t❡r ❆♥t❡✐❧ ❢❡❤❧❡♥❞❡r ❲❡rt❡✲❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡

π = 0.05 ❛❜s♦❧✉t π = 0.05 r❡❧❛t✐✈ π = 0.25 ❛❜s♦❧✉t π = 0.25 r❡❧❛t✐✈
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✈♦❧❧✲❧✐♥ ✵✳✵✵✸✵ ✼✳✼✾✹✻ ✲✵✳✵✵✾✵ ✺✳✹✾✷✹
❈❈✲❧✐♥ ✲✵✳✵✶✺✾ ✵✳✾✸✽✷ ✲✵✳✵✷✸✾ ✷✳✷✵✷✻
❆♠❡❧✐❛✲❧✐♥ ✲✵✳✵✵✶✽ ✾✺✳✺✸✵✶ ✲✵✳✵✵✶✵ ✷✹✸✳✺✸✽✷
❘❛♥❞♦♠❋♦r❡st✲❧✐♥ ✵✳✵✵✶✷ ✵✳✾✶✻✽ ✵✳✵✸✶✾ ✽✳✺✺✼✹

❉❛ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❦❡✐♥❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✱ s♦❧❧t❡ s✐❝❤ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥ ❙❝❤ät③✉♥✲
❣❡♥ ③✉♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ ❦❡✐♥❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❛✉❢③❡✐❣❡♥✳ ❩✉r ❆♥s❝❤❛✉✉♥❣ ✉♥❞ ③✉♠ ❱❡r✲
❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧
❞❡♥♥♦❝❤ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳ ❩✉♥ä❝❤st ✐st ❢❡stst❡❧❧❜❛r✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲
❈❛s❡✲❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡①tr❡♠ ü❜❡r ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❧✐❡❣❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✐st✱ ❜❡✐ π = 0.25 ❞✐❡
❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❡✐♥❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣✱ ❢ür ❦❡✐♥❡ ❞❡r ✶✵ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ③✉❤❛❜❡♥✱ ❛✉❝❤
s❡❤r ❣❡r✐♥❣ ✭❜❡✐ ✶✵ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t 1 − p✱
❞❛ss ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ j ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ i ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✿ 0.7510 ∼ 6%✮✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞❡r ❙t✐❝❤✲
♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ s✐❝❤ ❞❡✉t❧✐❝❤ r❡❞✉③✐❡rt✱ ✉♥❞ n ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ q ③✉ ❦❧❡✐♥ ✇✐r❞✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
◆✐❝❤t✲❑♦♥✈❡r❣❡♥③ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❲ä❤✲
r❡♥❞ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❢ür π = 0.05 r❡❧❛t✐✈ ❣❡s❡❤❡♥ ❛❧❧❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ③✉♥❡❤♠❡♥✱ ✈❡r✐♥❣❡rt
s✐❝❤ ♥✉r ❞✐❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ✐♠ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡s ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ✵✳✵✶✻ ✭✱ ✇♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡
❛♥❞❡r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡ ✉♥❣❡❢ä❤r ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✉♠ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❡tr❛❣ ③✉♥❡❤♠❡♥✮✳ ❉✐❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❙tr❡✉✉♥❣ ✐♠ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s✲▼♦❞❡❧❧ ❜❡trä❣t ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞✉r❝❤✲
s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✵✳✶✪✱ ✇♦❜❡✐ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♠ ✼✷✪✱ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♠ ✽✺✪
✉♥❞ ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ✾✹✪ st❡✐❣❡rt✳ ❲❛s ❞✐❡ Prä③✐s✐♦♥ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ❜❡tr✐✛t✱
✈❡r❜❡ss❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡♥ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ❥❡✇❡✐❧s ✉♠
✉♥❣❡❢ä❤r ✵✳✵✻✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s✱ ✇❛s ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❜❡✲
tr✐✛t✱ ❡✐♥❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s ❇✐❛s ✉♠ ❝❛ ✶✵✪ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❛✉❢tr✐tt✱ ✈❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤ ❞❡r ❇✐❛s ❛♥s♦♥st❡♥
✉♠ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ✼ ✉♥❞ ✶✵✪ ✳ ❍✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧ s✐♥❞ ♥✉r ❣❡r✐♥❣❡✲
r❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❢❡stst❡❧❧❜❛r✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❡✐♥❡ ❱❡r♠✐♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r
❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✈♦♥ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✻✪ ❡r③✐❡❧t ✇✐r❞✭❛❜s♦❧✉t✿ ✉♠ ✵✳✵✹✹✮✱ ❡r❤ö❤❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ü❜✲
r✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ r❡❧❛t✐✈❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧✳ ❇❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st
s✐♥❦t ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ③✇❛r ✉♠ ✵✳✵✵✼✱ ✐♠ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐s
❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ s❝❤♥❡✐❞❡t ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t π = 0.05 ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✉♠ ❝❛✳ ✹✪ s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛❜✳
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❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❢ä❧❧t ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✐❡ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ✾✺✳✺ ❢❛❝❤ ❤ö❤❡r❡♥ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥✲
t❡♥ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❛✉❢✱ ✇♦❜❡✐ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❞✐❡ Prä③✐s✐♦♥ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt
✉♠ ✵✳✵✵✷ ❣❡♥❛✉❡r ✐st✳ ❉❡r ❤♦❤❡ ❋❛❦t♦r ❦❛♥♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✉r❝❤ β2 ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❢ür π = 0.05
③✇❛r ♥✉r ✉♠ ✵✳✵✵✼ ❤ö❤❡r ✐st✱ ✇❛s ❛❜❡r ❡✐♥❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✾✺✷ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ●r✉♥❞✲
♠♦❞❡❧❧ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❆✉❝❤ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❢ü❤rt ❡✐♥❡ ✉♠ ✵✳✵✵✺ ❤ö❤❡r❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ✐♥ β2 ③✉ ❡✐♥❡r
✻✻✺✼✪ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❛✉❝❤ ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❊r❤ö❤✉♥❣
✉♠ ✻✼✾✪ r❡❝❤t ❤♦❝❤ ❛✉s❢ä❧❧t✳ ❇❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✇✐❡ ❛✉❝❤ ❜❡✐♠ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st
▼♦❞❡❧❧ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❥❡✇❡✐❧s ✉♠ ❝❛✳ ✽✪
✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ❛❜✳

❇❡✐ ❡✐♥❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❆♥t❡✐❧s ❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❛✉❢ ✷✺✪ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts
❡r❧ä✉t❡rt✱ ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❆♥s♦♥st❡♥ ❢ä❧❧t ❜❡✐♠ ▲♦❣✐t✲
▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢✱ ❞❛ss ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ③✉♠ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t π = 0.1 ♥✉r s❡❤r ❣❡r✐♥❣❡
❛❜s♦❧✉t❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ■♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ✵✳✵✵✻ ❣❡r✐♥❣❡r❡
❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s s✐♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✐♠ ❙❝❤♥✐tt ✉♠ ❝❛✳ ✹✵✪
❣❡r✐♥❣❡r✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ s♦✇♦❤❧ r❡❧❛t✐✈ ❛❧s ❛✉❝❤ ❛❜s♦❧✉t ♥✉r ❣❡r✐♥❣ s✐♥❞✱
❡r❣✐❜t ❞❛s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡ ✉♠ ♣r♦ ❱❛r✐❛❜❡❧ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ✉♠ ✵✳✵✵✹ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✲
✇❡✐s❡ ✉♠ ✶✼✪ ❤ö❤❡r❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✈❡r❜❡ss❡r♥ s✐❝❤ ❛❧❧❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ✉♥❣❡❢ä❤r ✵✳✷✱ ✇❛s ❡✐♥❡r ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥
❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ✈♦♥ ✻✪ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ✈♦♥ ✼✪ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❇❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st
✐st ③✇❛r ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❡✐♥❡ ✉♠ ✶✵✪ ❤ö❤❡r❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❜❛r✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❞❡r
❇✐❛s ♥✉r ✐♥ ✸ ❙❝❤ät③❡r♥ ✭β4, β71 , β73✮✳ ■♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❢ür π = 0.25
❡❤❡r ❞❡♥ ✐♥st✐♥❦t✐✈❡♥ ❊r✇❛rt✉♥❣❡♥✳ ■♥ ❛❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ st❡✐❣t ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧
♠✐t π = 0.1 ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ❛♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s s♦❣❛r ✉♠ ✵✳✸✺✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t❡
♠❛♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣❡♥✱ ✐st ❛✉❝❤ ❞♦rt ❡✐♥❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❡r❦❡♥♥✲
❜❛r ✭✈♦❧❧❡s ▼♦❞❡❧❧✿ ✰✶✶✪✱ ❈❈✿ ✰✶✹✸✪✱ ❆♠❡❧✐❛✿ ✰✺✽✪✱ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✿✰✾✻✪✮✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r
❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✇✐r❞ ❞✐❡ Prä③✐s✐♦♥ ❥❡❞♦❝❤ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ✵✳✵✵✾✱ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲
❆♥❛❧②s✐s ✉♠ ✵✳✵✷✹ ✉♥❞ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♠ ✵✳✵✵✶ ✈❡r❜❡ss❡rt✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥
❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ st❡✐❣t ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ❥❡❞♦❝❤ ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✺✳✹✾✱ ❜❡✐ ❞❡r
❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✷✳✷✵ ✉♥❞ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ s♦❣❛r ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✷✹✸✳ ❲✐❡❞❡r✲
✉♠ ❢ä❧❧t ✈♦r ❛❧❧❡♠ β2 ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❤♦❤❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❙t❡✐❣❡r✉♥❣❡♥ ❛✉❢❀ ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✐♠
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥✲
❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❣❡❢ä❤r ✉♠ ❞✐❡ ❋❛❦t♦r❡♥ ✷✽✱ ✷✹✷✺ ✉♥❞ ✷✺✱ ✇❛s ③✉ ❞❡♥ ❤♦❤❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥
❢ü❤rt✳

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ♠✐t ❆♠❡❧✐❛ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡
❚❛❜❡❧❧❡ ✶✶ ❜✐❧❞❡t ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✉♥❞ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥ ✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞
❆♠❡❧✐❛ ✐♥ ❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❛❜✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✶✶✿ ❉✐✛❡r❡♥③ ✉♥❞ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞ ❆♠❡❧✐❛

π0.05 π0.1 π0.25

❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
logitabsolut ✲✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✹✾
logitrelativ ✵✳✾✽✺✺ ✶✳✵✼✷✷ ✶✳✸✹✵✹
linabsolut ✵✳✵✵✷✹ ✵✳✵✶✵✻ ✵✳✵✵✽✼
linrelativ ✶✳✵✸✼✷ ✶✳✵✾✸✻ ✶✳✸✻✻✸

❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
logitabsolut ✲✵✳✵✵✼✽ ✲✵✳✵✶✹✽ ✲✵✳✵✸✺✻
logitrelativ ✵✳✾✾✺✼ ✶✳✵✵✸✸ ✶✳✵✾✸✺
linabsolut ✵✳✵✵✵✷ ✲✵✳✵✵✷✾ ✵✳✵✸✵✶
linrelativ ✸✼✾✳✸✶✵✾ ✶✵✻✳✾✽✷✼ ✸✶✳✺✶✺✼

✷✹



❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❧✐❡❣t ♥✉r ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❢ür π = 0.05 ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❙tr❡✉✲
✉♥❣ ✐♥ ❆♠❡❧✐❛ ✈♦r✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❆♠❡❧✐❛ ❛♥s♦♥st❡♥✱ ✇❛s s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥
❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❜❡tr✐✛t✱ ❜❡ss❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t✳ ❩✉❞❡♠ ❢ä❧❧t s♦✇♦❤❧ ✐♠
❧✐♥❡❛r❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢✱ ❞❛ss s♦✇♦❤❧ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞
③✇✐s❝❤❡♥ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♥ π ③✉♥✐♠♠t✱ s♦❞❛ss ❆♠❡❧✐❛ ♠✐t ③✉♥❡❤✲
♠❡♥❞❡♠ π ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✐♠♠❡r ❜❡ss❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t✳ ❲❛s ❞❡♥ ❇✐❛s ❞❡r ❜❡✐❞❡♥
▼♦❞❡❧❧❡ ❛♥❣❡❤t✱ ❢ä❧❧t ❥❡❞♦❝❤ ❛✉❢✱ ❞❛ss s✐❝❤ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ③✇❛r ✈♦♥ ✲✵✳✵✵✸ ❛✉❢ ✵✳✵✵✹✾ ✈❡r❜❡ss❡rt✱ ❣❧❡✐❝❤③❡t✐❣
❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ s✐❝❤ ✈♦♥ ✲✵✳✵✵✼✽ ❛✉❢ ✲✵✳✵✸✺✻ ✈❡rs❝❤❧❡❝❤t❡rt✳ ❙♦♠✐t ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③✱ ✉♠
❞✐❡ ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ▼❙❊ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❤ö❤❡r ✐st✱ ❢ür π = 0.05 ✐♠ ▼✐tt❡❧
✲✵✳✵✵✽✱ s♦❞❛ss ❤✐❡r ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❜❡ss❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t✳ ❋ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡♠ ❣röÿt❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❛♥
❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥✱ ❜❡trä❣t ❞✐❡s❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡r❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ✉♥❣❡❢ä❤r ✵✳✵✸✱ s♦❞❛ss ❤✐❡r ❆♠❡❧✐❛
❞❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❋❡❤❧❡r ❛✉❢✇❡✐st✳ ❋ür β6 ✐st ③✉❞❡♠ ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❜❡✐
π = 0.05 ✉♠ ✸✻✼✽ ♠❛❧ ❤ö❤❡r ❛❧s ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛✱ ✇❛s ③✉ ❞❡r ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✉♠ ❋❛❦t♦r ✸✼✾✳✸✶ ❤ö✲
❤❡r❡♥ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ s❡❧❜❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❢ü❤rt✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇✐r❞ β6 ❛✉❝❤ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t
π = 0.25 ❞❡✉t❧✐❝❤ ✉♥♣rä③✐s❡r ✭✉♠ ❋❛❦t♦r ✷✷✵✮ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❣❡s❝❤ät③t✱ ✇❛s ❞✐❡ ❛✉❝❤ ❤✐❡r
❤♦❤❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❡r❦❧ärt✳ x6 ❢♦❧❣t ✇✐❡ ❛✉❝❤ x2✱ ✇❡❧❝❤❡s ✐♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ ❢ür ❞❡♥ ✉♠ ❞❡♥
❋❛❦t♦r ✶✵✻✳✾✽ ❤ö❤❡r❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ▼♦❞❡❧❧s s♦r❣t✱ ❡✐♥❡r ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣✳

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s✐♥❞ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●r❛✜❦❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻ ✉♥❞ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✮③✉♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤
❞❡r ❱❛r✐❛♥③❡♥ ❜❡✐ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ✈♦♥ π ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✿

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✿ ❱❛r✐❛♥③✈❡r❣❧❡✐❝❤✲❉✐✛❡r❡♥③❡♥

❆✉❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ●r❛✜❦❡♥ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❢ür π = 0.25 ❛✉s ❞❡♥ ●r❛✜✲
❦❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ◆✐❝❤t✲❑♦♥✈❡r❣❡♥③ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❡♥t❢❡r♥t✳ ❲✐❡❞❡r✉♠ ü❜❡rst❡✐❣❡♥ ❛❧❧❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤
❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ❞❡♥ ❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s✳ ■♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❢ä❧❧t ③✉♥ä❝❤st
❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③ ❦❡✐♥ ❦♦♥st❛♥t❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❆♥t❡✐❧s ❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤ät✲
③✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③ ❛✉❢✳ ❉✐❡ ❣❡r✐♥❣st❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür π = 0.25✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❢ür
π = 0.05 ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡♥ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r s✐♥❞ ✇✐❡ ❢ür π = 0.1 ✐st✳ ❉✐❡ ❡r❤ö❤t❡
❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣röÿ❡r❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ✇✐r❞ ❛❧s♦ ✈♦♥ ❞❡r ❣❡s❝❤ät③t❡♥
❱❛r✐❛♥③ ❜❡ss❡r ❛✉❢❣❡❢❛sst✱ ❛❧s ✇❡♥♥ ♥✉r ❡✐♥ ❦❧❡✐♥❡r❡r ❆♥t❡✐❧ ❛♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ✈♦r❧✐❡❣t✳ ❉✐❡s
❜❡❞❡✉t❡t ♥✐❝❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❡♥ s❡❧❜st ❜❡✐ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ s✐♥❦t✱

✷✺



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✿ ❱❛r✐❛♥③✈❡r❣❧❡✐❝❤✲❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡

s♦♥❞❡r♥ ✈✐❡❧♠❡❤r✱ ❞❛ss ❞❛s ❡r❤ö❤t❡ ❘✐s✐❦♦ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❣röÿ❡r❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❛♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ❜❡s✲
s❡r ❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ③✉♠✐♥❞❡st ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧✳ ❇❡✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❤✐♥❣❡❣❡♥ st❡✐❣❡♥
❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥❣ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ❛♥✳ ❲✐❡
❛✉❝❤ ❜❡✐♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ✐st ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧
❛♠ ❣❡r✐♥❣st❡♥ ✉♥❞ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❛♠ ❤ö❝❤st❡♥✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡rä♥❞❡✲
r✉♥❣❡♥✱ st❡✐❣t ❞✐❡ Ü❜❡rs❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③ ✇✐❡❞❡r✉♠ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠
❆♥t❡✐❧ ❢❡❤❧❡♥❞❡r ❲❡rt❡ ❛♥✳ ❱♦r ❛❧❧❡♠ ❞❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ ❜❡✐ π = 0.05 ♥♦❝❤ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦✲
t♦r ✷✷ ✉♥t❡rs❝❤ät③t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ▼❙❊ ❜❡✐ π = 0.25 s♦❣❛r ❞❡♥ ❢❛st ✻✵ ❢❛❝❤❡♥ ❲❡rt
❜❡trä❣t✳ ❉✐❡ s❡❤r ❣r♦ÿ❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛✉❢ ❞✐❡ ❞❛③✉
r❡❝❤t ❦❧❡✐♥❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥✱ s♦❞❛ss ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❙t❡✐❣❡r✉♥❣ ❜❡❞❡✉t❡t✳ ■♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛♥③ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠
❋♦r❡st ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞✉r❝❤✇❡❣ ✉♠ ❡t✇❛ ❡✐♥ ❉r✐tt❡❧ ✉♥t❡rs❝❤ät③t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡
❉✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❣❡s❝❤ät③t❡r ❱❛r✐❛♥③ ✉♥❞ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♠ ▼❙❊ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s
♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♥ π ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ❛♥st❡✐❣t✳

❱♦r ❛❧❧❡♠ ❜❡✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✇✐r❦t s✐❝❤ ❞❡r ✈❛r✐✐❡rt❡ ❡r✇❛rt❡t❡ ❆♥t❡✐❧ ❛♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡
❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❛✉s✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ π ✐♥ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ s♦❣❛r ♠❡✐st❡♥s
❡r❤ö❤t❡ ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ s♦❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③✉♥❣❡♥ tr♦t③ ✇❡♥✐❣❡r
❢❡❤❧❡♥❞❡ ❉❛t❡♥ ✈❡rs❝❤❧❡❝❤t❡rt ❤❛❜❡♥✳ ❆♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ③❡✐❣t s✐❝❤ ❛✉❢✱ ✇✐❡ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ❞✐❡ ❊r❣❡❜✲
♥✐ss❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ✐st✳ ❖❜✇♦❤❧ ❞❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♥ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥
♥✐❝❤t ❜❡❡✐♥✢✉sst ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡✱ ❞❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❉❛t❡♥❣r✉♥❞❧❛❣❡ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt✱ s✐♥❞ ❛✉❝❤ ✐♠ ✈♦❧✲
❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✈❡rä♥❞❡rt❡ ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ s✐❝❤t❜❛r✳ ■♥ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s s✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤
✭s♦❢❡r♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✮ ❞✐❡ ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉❢❣❡tr❡t❡♥✱ s♦❞❛ss ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♥ π ❞✐❡
❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛♥st❡✐❣❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✐st ❢ür π = 0.25 ❡✐♥❡ ❞❡✉t❧✐❝❤❡ ❙t❡✐❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❋❡❤✲
❧❡r ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❡r❦❡♥♥❜❛r✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❢ür ✐♠ ▲♦❣✐t ▼♦❞❡❧❧ ❢ür π = 0.05
❣❡r✐♥❣❡r❡ ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛✉❢✇❡✐st✱ s❝❤♥❡✐❞❡t ❆♠❡❧✐❛ ❜❡✐ st❡✐❣❡♥❞❡♠ π ❜❡ss❡r ❛❜✳ ❆✉❝❤ ✐♠
❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✇❡✐st ❆♠❡❧✐❛✱ ❜❡s♦♥❞❡rs ❜❡✐ ❤♦❤❡♥ π✱ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛✉❢✳
■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❡♥ ✇✐r❞ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧ ❛♠ ♠❡✐st❡♥ ✉♥t❡rs❝❤ät③t✱ ✇ä❤r❡♥❞
❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③ ✉♥❞ ❞❡♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ✉♥❞
❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❱❛r✐❛♥③ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣st❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❛✉❢✇❡✐st✳
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✸✳✸✳✸ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❞❡s ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦rs

❆❧s ♥ä❝❤st❡s s♦❧❧ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t❡♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❘❡s♣♦♥s❡✈❛r✐❛❜❧❡♥
✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✷ ✉♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✸ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③✲ ✉♥❞ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱
✇❡♥♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ S = 50 ❛✉❢ S = 10 ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ S = 100 ❣❡s❡t③t ✇✐r❞✿

❚❛❜❡❧❧❡ ✶✷✿ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❨✲❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡

S = 10 ❛❜s♦❧✉t S = 10 r❡❧❛t✐✈ S = 100 ❛❜s♦❧✉t S = 100 r❡❧❛t✐✈
✈♦❧❧✲❧♦❣ ✲✵✳✵✵✻✶ ✵✳✻✷✹✸ ✵✳✵✵✵✹ ✶✳✵✻✶✹
❈❈✲❧♦❣ ✲✵✳✵✹✻✻ ✵✳✽✷✶✻ ✲✵✳✵✸✻✼ ✵✳✾✶✻✸
❆♠❡❧✐❛✲❧♦❣ ✲✵✳✵✵✽✹ ✵✳✻✶✵✵ ✲✵✳✵✵✵✶ ✶✳✵✻✼✵
❘❋✲❧♦❣ ✲✵✳✵✵✽✻ ✵✳✻✷✸✶ ✲✵✳✵✵✶✹ ✶✳✵✶✵✸
✈♦❧❧✲❧✐♥ ✵✳✵✷✻✸ ✶✳✸✹✸✾ ✵✳✵✶✵✷ ✶✳✶✷✶✻
❈❈✲❧✐♥ ✵✳✵✷✶✵ ✶✳✷✵✽✼ ✵✳✵✽✸✶ ✶✳✹✻✸✷
❆♠❡❧✐❛✲❧✐♥ ✵✳✵✷✵✷ ✶✳✷✹✷✼ ✵✳✵✷✸✹ ✶✳✷✺✶✵
❘❋✲❧✐♥ ✵✳✵✷✶✷ ✶✳✷✹✾✽ ✵✳✵✷✹✷ ✶✳✷✺✺✵

❚❛❜❡❧❧❡ ✶✸✿ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❨✲❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡

S = 10 ❛❜s♦❧✉t S = 10 r❡❧❛t✐✈ S = 100 ❛❜s♦❧✉t S = 100 r❡❧❛t✐✈
✈♦❧❧✲❧♦❣ ✵✳✵✸✺✺ ✶✳✵✷✻✽ ✵✳✶✶✸✷ ✶✳✶✹✻✾
❈❈✲❧♦❣ ✵✳✵✶✸✸ ✶✳✹✾✸✸ ✵✳✵✾✻✸ ✶✳✺✵✵✽
❆♠❡❧✐❛✲❧♦❣ ✵✳✵✷✺✼ ✶✳✶✵✼✻ ✵✳✶✵✻✻ ✶✳✷✶✵✵
❘❋✲❧♦❣ ✵✳✵✸✸✽ ✶✳✶✵✽✵ ✵✳✶✶✸✵ ✶✳✷✷✸✹
✈♦❧❧✲❧✐♥ ✵✳✵✹✻✼ ✷✵✳✹✺✾✷ ✵✳✵✷✼✷ ✶✳✶✶✷✹
❈❈✲❧✐♥ ✵✳✵✷✽✼ ✹✳✸✷✼✾ ✵✳✵✶✵✶ ✶✳✾✹✽✼
❆♠❡❧✐❛✲❧✐♥ ✵✳✵✽✷✹ ✶✵✼✽✳✺✻✶✺ ✵✳✵✸✸✺ ✷✸✳✻✷✹✼
❘❋✲❧✐♥ ✵✳✵✺✼✻ ✶✺✳✵✽✹✵ ✵✳✵✸✹✵ ✶✳✾✺✻✵

❩✉♥ä❝❤st s♦❧❧ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞❛s ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦✇♦❤❧ ✐♠ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤
✐♠ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ♠✐t S = 10 ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♥ ✺✵ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ s✐♥❦t
❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡♥✳ ❉✐❡ ❣röÿt❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣
✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ✐♠ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲▼♦❞❡❧❧ ❡r③✐❡❧t✱ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ s✐♥❦t ✉♠ ✵✳✵✹✼ ✐♠ ▼✐tt❡❧
✉♥❞ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✈❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✉♠ ✉♥❣❡❢ä❤r ✶✽✪ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ▼♦✲
❞❡❧❧✳ ❉❡r ❣röÿt❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❢❡st❣❡st❡❧❧t❀ ❢ür S = 10 ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ✉♠
❢❛st ✸✾✪ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❢❡st❣❡st❡❧❧t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡s❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✉♠ ✵✳✵✵✽ ❛❜✲
♥✐♠♠t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ③✉✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡
❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐❡ ❣röÿt❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✉♥❞ ❦❧❡✐♥st❡ r❡❧❛✲
t✐✈❡ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ✈♦r✇❡✐st✱ ♥✐♠♠t ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❇✐❛s ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ♠✐t
❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❛❜s♦❧✉t ♠✐t ✵✳✵✶✸ ❛♠ ✇❡♥✐❣st❡♥ ③✉✱ ♦❜✇♦❤❧ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ♠✐t
❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ❢❛st ✺✵✪ ❛♠ ❤ö❝❤st❡♥ ✐st✳ ■♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❤✐♥❣❡❣❡♥ s❝❤♥❡✐❞❡t ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ✐♠
❱❡r❣❧❡✐❝❤ s♦✇♦❤❧ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠✲
♣♦♥❡♥t❡♥ s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛❜✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✉♠ ❡t✇❛ ✵✳✵✷
❜✐s ✵✳✵✷✻ ❤ö❤❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t✱ ✇❛s ❡✐♥❡r ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❊r❤ö❤✉♥❣ ✉♠ ❡t✇❛ ✷✵✲✸✻✪ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳
❆✉❝❤ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ③❡✐❣t s✐❝❤ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✉♥❞ ❞❡r
r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt✱ ❞❛ss ❞✐❡ r❡❞✉③✐❡rt❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ③✉ ❤ö❤❡r❡♥
❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❢ü❤rt✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ③✉♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ s✐❝❤ ❛❧❧❡ ✐♠
■♥t❡r✈❛❧❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ✵✳✵✸ ✉♥❞ ✵✳✵✽ ❜❡✜♥❞❡♥✱ ✈❛r✐✐❡r❡♥ ❞✐❡ ♠✐tt❧❡r❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡✉t❧✐❝❤ stär❦❡r✳❇❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✈❡r✈✐❡r❢❛❝❤t s✐❝❤ ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✉r❝❤ ❘❡✲
❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❞❡s ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦rs✱ ✇♦❜❡✐ ❛❧❧❡✐♥ ❜❡✐ x4 ❡✐♥❡ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r
✶✾ ❡r❤ö❤t❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛✉❢tr✐tt✳ ❉❛s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ▼♦❞❡❧❧ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ✉♠ ❋❛❦✲

✷✼



t♦r ✶✺ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤ät③❡r ✈♦♥ β8 ✭❋❛❦t♦r ✼✷✮ ✉♥❞ β3 ③✉rü❝❦❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞
❞✐❡ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✶✵✼✽ ❡r❤ö❤t❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✶✵✼✷✼
❣❡st✐❡❣❡♥❡♥ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡s ❙❝❤ät③❡rs ❢ür β2 ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✉r❝❤✲
s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❜❡✐ β2 ✵✳✵✼ ❜❡trä❣t✳ ❇❡✐ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣s ❛✉❢ S = 100 ✐st
✇❡✐t❡r❤✐♥ ❡✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡r ❚r❡♥❞ ③✉ s❡❤❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s s✐♥❦t ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠✲
♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧ ✉♠ ✵✳✵✸✼ ✉♥❞ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s✐♥❦❡♥ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ✾✪
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③✳ ❉✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❜❡tr❛❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✐♠ ❉✉r❝❤✲
s❝❤♥✐tt ✇❡♥✐❣❡r ❛❧s ✵✳✵✵✶✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♠
✻ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✼✪ st❡✐❣❡♥✳ ❖❜✇♦❤❧ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❤ö❤❡r ✐st✱ ♥✐♠♠t ❞✐❡ Prä③✐s✐♦♥
❞❡r ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ✐♥ ❛❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❛❜✱ s♦❞❛ss s♦✇♦❤❧ ❛❧❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡
❛❧s ❛✉❝❤ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❤ö❤❡r ❛✉s❢❛❧❧❡♥✳ ❉✐❡
❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❜❡tr❛❣❡♥ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t❡♥
❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❥❡ ✉♥❣❡❢ä❤r ✵✳✶✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r
❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✉♠ ✺✵✪✱ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ✶✺✪ ✉♥❞ ✐♥ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st
❥❡✇❡✐❧s ✉♠ ❡t✇❛ ✷✵✪ st❡✐❣❡♥✳ ■♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❦❛♥♥ s♦✇♦❤❧ ❜❡✐ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛❧s
❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❜❡✐ ❞❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❆♥✲
③❛❤❧ ✈♦♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❞❡s ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦r ❡✐♥ ❱❡rs❝❤❧❡❝❤t❡r✉♥❣ ❞❡s ▼❙❊s ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s
❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s✲▼♦❞❡❧❧ ♥✐♠♠t ❞❛❜❡✐ ❛♠ ♠❡✐ÿt❡♥ ✭✵✳✵✽✸ ❛❜s♦❧✉t✱ ✰✹✻✪✮ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt✲
❧✐❝❤ ❛♥ ❱❛r✐❛♥③ ③✉✳ ❲❛s ❞❡♥ ❇✐❛s ❜❡tr✐✛t✱ ❦❛♥♥ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❡✐♥❡ ♠✐tt❧❡r❡
❛❜s♦❧✉t❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ✈♦♥ ✵✳✵✶ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡ ✉♠
❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ❡t✇❛ ✵✳✵✸ ③✉♥❡❤♠❡♥✳ ❉✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❡r❣❡❜❡♥ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ✶✶✪
❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✉♥❞ ❞❡♠ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ▼♦❞❡❧❧
❡✐♥❡ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ✉♠ ❥❡ ❡t✇❛ ✾✺✪ ❣röÿ❡r❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ❛✉❢tr✐tt✳ ❉✐❡ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✷✸✳✻✷
❤ö❤❡r❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❦❛♥♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛✉❢ ❱❛r✐❛❜❧❡ x2 ③✉rü❝❦❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱
✐♥ ✇❡❧❝❤❡r ❞❡r ❇✐❛s ✉♠ ✵✳✵✵✶✺ ③✉♥✐♠♠t✱ ✇❛s ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡✐♥❡♠ ❆♥st✐❡❣ ✉♠ ❋❛❦t♦r ✷✷✸✳✻ ❜❡❞❡✉t❡t✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✶✹✿ ❉✐✛❡r❡♥③ ✉♥❞ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞ ❆♠❡❧✐❛

S10 S50 S100

❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
logitabsolut ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✵✷
logitrelativ ✶✳✶✵✵✸ ✶✳✵✼✷✷ ✶✳✵✶✶✽
linabsolut ✵✳✵✶✶✼ ✵✳✵✶✵✻ ✵✳✵✶✶✹
linrelativ ✶✳✶✷✷✾ ✶✳✵✾✸✻ ✶✳✵✾✹✻

❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
logitabsolut ✲✵✳✵✵✻✼ ✲✵✳✵✶✹✽ ✲✵✳✵✵✽✸
logitrelativ ✵✳✾✼✾✸ ✶✳✵✵✸✸ ✶✳✵✶✵✾
linabsolut ✲✵✳✵✷✼✼ ✲✵✳✵✵✷✾ ✲✵✳✵✵✷✹
linrelativ ✶✳✸✶✸✵ ✶✵✻✳✾✽✷✼ ✹✳✷✼✷✾

❉✐❡ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✹ ✈❡r❣❧❡✐❝❤t ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞ ❆♠❡❧✐❛✳ ❇❡✐ ♠✉❧✲
t✐♣❧❡♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❞❡s ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦rs ❤❛t ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❣❡r✐♥❣❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡s
❆❜s❝❤♥❡✐❞❡♥s ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✳ ❙♦✇♦❤❧ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧
s❝❤♥❡✐❞❡t ❆♠❡❧✐❛ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ❝❛✳ ✵✳✵✵✶✹ ✉♥❞ ✐♠ ❧✐✲
♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ❝❛✳ ✵✳✵✶✶✺ ❜❡ss❡r ❛❜✳ ❋ür S = 100 s✐♥❦t ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❛✉❢
✵✳✵✵✷✱ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✇❡✐st ❛❧s♦ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ä❤♥❧✐❝❤❡ ❋❡❤❧❡r ✇✐❡ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❛✉❢✳
❲ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠♠❡r ❡t✇❛ ✶✵✪ ❤ö✲
❤❡r ✐st✱ ❢ä❧❧t ✇✐❡ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❛✉❢✱ ❞❛ss ❢ür S = 100 ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r
❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ♥✉r ♥♦❝❤ ✉♠ ✉♥t❡r ✷✪ s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t✳ ❍✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤
❞❡s ❇✐❛s ❢ä❧❧t ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛✉❢✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❢ür ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✐♥ ❛❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt

✷✽



♣rä③✐s❡r❡ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❦♦♥st❛♥t ❛❜♥✐♠♠t✱ ✐st ❦❡✐♥ ❚r❡♥❞ ❜❡✐♠
▲♦❣✐t ▼♦❞❡❧❧ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❜❡✐❞❡ ▼❙❊✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❥❡ ✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t S = 50 ü❜❡r ❞✐❡
❣röÿt❡♥ ❋❡❤❧❡r ✈❡r❢ü❣❡♥✳ ■♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✐st ❞✐❡ ▼❙❊✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛❧s ❙✉♠♠❡ ❞❡r
❱❛r✐❛♥③✲ ✉♥❞ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❡r❣✐❜t✱ ❛❧s♦ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❤ö❤❡r✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❢ür S = 50 ✉♥❞ S = 100
❆♠❡❧✐❛ ❡✐♥❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ▼❙❊ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❆✉❝❤ ❜❡✐ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❢ä❧❧t ❛✉❢✱
❞❛s ❆♠❡❧✐❛ ♥✉r ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t ❛❧s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧❡♥
✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✉♥❞ ❱❡r❤ä❧t♥✐s❡ ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ❛♥❤❛♥❞
❞❡r ❙❝❛tt❡r♣❧♦ts ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽ ✉♥❞ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽✿ ❱❛r✐❛♥③✈❡r❣❧❡✐❝❤✲❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡

❩✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡♥ s✐♥❞ ❞✉r❝❤❣ä♥❣✐❣❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❜❡③ü❣✲
❧✐❝❤ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❢❡stst❡❧❧❜❛r✱ ✇❛s ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞✐❡ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❞❡s ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦rs ❛♥❣❡❤t✱ ❦❛♥♥
❦❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥③ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✐♠ ▲♦❣✐t✲
▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥st❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❛✉❢✇❡✐st✱ s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✇✐❡❞❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡♥
❛♥❞❡r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡♥ ❛♠ ❣röÿt❡♥✳ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ■♠♣✉t❛t✐♦♥s♠❡t❤♦❞❡♥ s✐♥❞
r❡❝❤t ä❤♥❧✐❝❤✱ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ s✐♥❞ ❜❡✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❛♠ ❤ö❝❤st❡♥ ✉♥❞ ✐♠
❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❛♠ ③✇❡✐t❤ö❝❤st❡♥ ❤✐♥t❡r ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s✳ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❜❡tr❛❣❡♥
❞❛❜❡✐ ❜❡✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✉♥❣❡❢ä❤r ✵✳✻ ✉♥❞ ✵✳✽✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ s✐❝❤ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧
❛✉❢ ✉♥❣❡❢ä❤r ③✇✐s❝❤❡♥ ✵✳✶ ✉♥❞ ✵✳✸ ❜❡❧❛✉❢❡♥✳ ❋ür S = 50 ❡r❢♦❧❣t ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡s ❞❡r
❱❛r✐❛♥③❡♥ ❞❡r ❦❧❡✐♥st❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✳ ❙♦✇♦❤❧ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ ✇✐❡❞❡r✲
✉♠ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛♥③ ❛♠ ♠❡✐st❡♥ ✉♥t❡rs❝❤ät③t✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞
❞❡r ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❡♥ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ♥✉r ❡t✇❛ ❡✐♥ ❋ü♥❢t❡❧ ✉♥❞ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧
✉♥❣❡❢ä❤r ❡✐♥ ❱✐❡rt❡❧ ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❡❧t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❜❡tr❛❣❡♥✳ ❋ür ❘❛♥❞♦♠
❋♦r❡st ✉♥❞ ❆♠❡❧✐❛ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r✇❡✐❧ ❡✐♥ ä❤♥❧✐❝❤ ❤♦❤❡s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✇✐❡ ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❜❡✐♠
▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧✱ ✇ä❤r❡♥❞ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ s✐❝❤ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲
❆♥❛❧②s✐s ❡r❣❡❜❡♥✳

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ③❡✐❣t ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞❛s ❧✐♥❡❛r❡ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ✈♦♥ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❙t✐❝❤✲
♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣s ❛✉❢✳ ■♥ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✇✉r❞❡♥ ❜❡✐ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ✶✵ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❞❡s ❘❡✲
s♣♦♥s❡✈❡❦t♦rs ❞✉r❝❤❣❡❤❡♥❞ s❝❤❧❡❝❤t❡r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡r③✐❡❧t✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s s❝❤♥✐tt❡♥ s♦✇♦❤❧ ▲♦❣✐t✲ ❛❧s
❛✉❝❤ ❧✐♥❡❛r❡s ▼♦❞❡❧❧ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ✈♦♥ S s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛❜ ❛❧s ❜❡✐♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧✳

✷✾



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✿ ❱❛r✐❛♥③✈❡r❣❧❡✐❝❤✲❉✐✛❡r❡♥③❡♥

❆✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❦❛♥♥ ♥✉r ✐♥ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❡✐♥ ❜❡ss❡r❡s ❊r❣❡❜♥✐s
❢ür S = 100 ❡r③✐❡❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ✇✐❡❞❡r✉♠ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❩✐❡❤✉♥❣❡♥
❛✉❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❢ü❤rt✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠
❋♦r❡st ✐st ❦❛✉♠ ❡✐♥ ❛✉✛ä❧❧✐❣❡r ❊✐♥✢✉ss ✈♦♥ S s✐❝❤t❜❛r✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r
❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❛✉❢✇❡✐st✱ ✇✉r❞❡♥ ❦❧❡✐♥❡r❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❲❛s ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❜❡tr✐✛t✱ ❦ö♥♥❡♥ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ♥✉r ❣❡r✐♥❣❡
❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❣❡s❝❤ät③t❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞
❆♠❡❧✐❛ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳

✸✳✸✳✹ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ✈♦♥ ǫ

❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ s♦❧❧ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❋❡❤❧❡rt❡r♠s ǫ ❛✉❢ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❏❡ ❣röÿ❡r ❞✐❡✲
s❡r ❋❡❤❧❡r ✐st✱ ❞❡st♦ ♠❡❤r ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦r❡♥ ❜❡❡✐♥✢✉sst✱ ✇❛s ✇✐❡❞❡r✉♠
❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦r❡♥ ✭✉♥❞ ❞✐❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡ ❛❧s ❙❝❤ät✲
③✉♥❣ ❥❡♥❡r✮ s❝❤✇ä❝❤t✳ ❉❛ ❞❡r ❋❡❤❧❡rt❡r♠ ♥✉r ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢tr✐tt✱ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ♥✉r ❞✐❡
❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳❲ä❤r❡♥❞ ✐♠ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ σ = 9 ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡✱ ✇✐r❞ σ
✐♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❞✉r❝❤ σ1 = 2.25 ✉♥❞ σ2 = 36 ❡rs❡t③t✳ ❉✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✺ ③❡✐❣❡♥ ❛❧s♦
❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞✐❡s❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥✳

❙♦✇♦❤❧ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❇✐❛s✲ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✈❡r❧❛✉❢❡♥ ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❉✐✛❡✲
r❡♥③❡♥ ❡r✇❛rt✉♥❣s❣❡♠äÿ❀ ❥❡ ❣röÿ❡r ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③ ❞❡s ❙tört❡r♠s σ✱ ❞❡st♦ ✉♥❣❡♥❛✉❡r ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ▼❙❊s✱ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③✲ ♦❞❡r ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✳ ❆❧❧❡r✲
❞✐♥❣s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ✈♦♥ σ = 2.25 ❛✉❢ σ = 9
♠✐t ❡✐♥❡r ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❡♥ ü❜❡r ❛❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✉♥❞ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥
✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r 0.08 ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ♠✐t s✐❝❤ ❜r✐♥❣t ❛❧s ❞✐❡ ❡r♥❡✉t❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ σ ✈♦♥
9 → 36 ✈♦♥ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✉♥❣❡❢ä❤r ✶✳✽✶✷✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ σ s♦♠✐t ❡✐♥❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❱❡r♠✐♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③ ✉♠ ❝❛✳ ✺✵✪ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❝❛✳ ✻✵✪ ❜❡✐ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥
❢❡stst❡❧❧❜❛r ✐st✱ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③ ❥❡✇❡✐❧s ✉♠ ✉♥❣❡❢ä❤r ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✶✺ ✭❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✶✻ ❜❡✐
❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✮ ❢ür σ = 36✳ ❆✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ s✐♥❦t ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s✲
♠♦❞❡❧❧❡♥✱ ✇❡♥♥ σ ❛✉❢ ✷✳✷✺ ❣❡s❡t③t ✇✐r❞✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s st❡✐❣t ❞❛s ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❜❡✐♠

✸✵



❚❛❜❡❧❧❡ ✶✺✿ ❊✐♥✢✉ss ǫ✲ ❖❜❡♥✿ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱ ✉♥t❡♥✿ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡

σ = 2.25 ❛❜s♦❧✉t σ = 2.25 r❡❧❛t✐✈ σ = 36 ❛❜s♦❧✉t σ = 36 r❡❧❛t✐✈
✈♦❧❧✲✈❛r ✲✵✳✵✻✵✷ ✵✳✸✾✶✽ ✶✳✸✾✵✶ ✶✺✳✾✶✻✽
❈❈✲✈❛r ✲✵✳✶✺✸✻ ✵✳✸✼✶✺ ✷✳✽✻✶✶ ✶✹✳✽✸✼✶
❆♠❡❧✐❛✲✈❛r ✲✵✳✵✺✶✽ ✵✳✺✶✽✷ ✶✳✹✸✹✼ ✶✺✳✾✺✵✶
❘❋✲✈❛r ✲✵✳✵✻✽✺ ✵✳✹✶✾✸ ✶✳✺✽✺✼ ✶✻✳✸✽✼✽
✈♦❧❧✲❜✐❛s ✲✵✳✵✶✶✺ ✷✳✹✺✺✺ ✵✳✵✷✹✺ ✹✷✳✹✸✷✺
❈❈✲❜✐❛s ✲✵✳✵✸✵✺ ✷✳✶✻✼✶ ✵✳✶✵✺✼ ✶✸✳✷✶✻✸
❆♠❡❧✐❛✲❜✐❛s ✲✵✳✵✵✺✹ ✷✼✵✳✷✼✺✸ ✵✳✵✺✷✶ ✷✻✳✷✹✽✻
❘❋✲❜✐❛s ✲✵✳✵✵✾✼ ✷✶✳✵✸✵✽ ✵✳✵✹✽✽ ✹✶✳✵✾✷✸

✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✷✱ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠
❋♦r❡st s♦❣❛r ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✷✼✵ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✷✶✳ ❉❡r s❡❤r ❤♦❤❡ ❲❡rt ❜❡③ü❣❧✐❝❤
❞❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ✐st ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛✉❢ x2 ③✉rü❝❦③✉rü❤r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ▼♦❞❡❧❧
♠✐t σ = 9 ❡✐♥❡ ✉♠ ✵✳✵✵✶ ❤ö❤❡r❡ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ✉♠ ✷✻✻✺ ❢❛❝❤ ❣röÿ❡r❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✈❡r✲
❢ü❣t✳ ■♥ x8 ✐st ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♠ ✶✼✷✽✻✪ ❣❡st✐❡❣❡♥✳ ❇❡✐
❡r♥❡✉t❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ✈♦♥ σ ❛✉❢ ✸✻ s✐♥❞ ❞✐❡ ❘❡s✉❧❛t❛t❡ ❦♦♥st❛♥t❡r✳ ■♥ ❛❧❧❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡♥ ✐st
❡✐♥❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❞❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣ ✉♠ ③✇✐s❝❤❡♥ ✵✳✵✷✺ ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ✵✳✶ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡
❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ③✉ s❡❤❡♥✱ ✇❛s ③✉ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✉♠
❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✹✵ ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞ ❡✐♥❡r ✶✸ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✷✻ ❢❛❝❤❡♥
❊r❤ö❤✉♥❣ ❜❡✐ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✉♥❞ ❆♠❡❧✐❛ s♦r❣t✳

❲✐❡❞❡r✉♠ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✻ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✉♥❞ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❞❡r ❆♠❡❧✐❛
✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ▼♦❞❡❧❧❡ ✐♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❚❛❜❡❧❧❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✿ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✇✐r❞ ♥✉r

❚❛❜❡❧❧❡ ✶✻✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✉♥❞ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞ ❆♠❡❧✐❛✲ σ

σ = 2.25 σ = 9 σ = 36

❱❛r❴❛❜s♦❧✉t ✲✵✳✵✵✻✶ ✵✳✵✶✵✻ ✵✳✶✻✶✺
❱❛r❴r❡❧❛t✐✈ ✵✳✽✾✼✻ ✶✳✵✾✸✻ ✶✳✶✶✸✸

❇✐❛s❴❛❜s♦❧✉t ✲✵✳✵✵✼✷ ✲✵✳✵✵✷✾ ✲✵✳✵✵✻✷
❇✐❛s❴r❡❧❛t✐✈ ✵✳✾✺✺✼ ✶✵✻✳✾✽✷✼ ✷✳✹✻✽✻

❘ü❝❦s✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❋❡❤❧❡rt❡r♠❡ ❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ ♥✉r ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ǫ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✳ ❩✉♥ä❝❤st
❧ässt s✐❝❤ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❆♠❡❧✐❛ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♥ σ ✐♠ ❱❡r✲
❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❡✐♥❡❡ ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❢ür σ = 2.25
❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ✉♠ ✵✳✵✻✶ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♥❞ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✶✵✪ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦✲
♥❡♥t❡ ❛✉❢✇❡✐st✱ s❝❤♥❡✐❞❡t ❞✐❡s❡ ❢ür σ = 9 ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ σ = 36 ✉♠ ✵✳✵✶ ✉♥❞ ✵✳✶✻✷ s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛❜✱
✇❛s ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✈♦♥ ✾ ✉♥❞ ✶✶✪ ❜❡❞❡✉t❡t✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s
❇✐❛s s❝❤♥❡✐❞❡t ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❥❡✇❡✐❧s
❜❡ss❡r ❛❜✱ ✇♦❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❢ür σ = 0.03 ❛♠ ❜❡st❡♥ ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t✳ ❉✐❡ ✉♠ ✶✵✻ ♠❛❧ ❤ö❤❡r❡ ❘❛♥❞♦♠
❋♦r❡st✲❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ③✉ ❞❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢ä♥❣❡♥ ❡r❦❧ärt✳

◆❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵ ✉♥❞ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✶ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❣r❛♣❤✐s❝❤ ❞❛r❣❡✲
st❡❧❧t✳

❆✉❝❤ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱ ❞❛ ✐♠ ▲♦❣✐t✲
▼♦❞❡❧❧ ❦❡✐♥ ❋❡❤❧❡rt❡r♠ ǫ ❡rs❝❤❡✐♥t✱ ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ✈♦♥ σ ❦❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ③❡✐❣❡♥
❦❛♥♥✳ ❋ür σ = 2.25 ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ❢ür σ = 36 ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❧✐❡❣t ❞✐❡
❣❡s❝❤ät③t❡ ❱❛r✐❛♥③ ü❜❡r ❞❡♠ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ▼❙❊✳ ■♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✐st ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❱❛r✐❛♥③
❞❡s ❋❡❤❧❡rt❡r♠s ǫ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❞❡✉t❧✐❝❤❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ✲✵✳✹✺ ❛✉❢ ✵✳✷ ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✶✳✻ ❢❡stst❡❧❧❜❛r✱
s♦❞❛ss ❤✐❡r ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡r ❊✐♥✢✉ss ③✉ s❡❤❡♥ ✐st✳ ❊✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡r ❊✛❡❦t ❧ässt s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r
❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r
❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❱❛r✐❛♥③ ❜❡✐ σ = 2.25 ✉♥❞ σ = 9 ✉♠ ✵✳✶ s❝❤✇❛♥❦t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❢ür
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵✿ ❱❛r✐❛♥③✈❡r❣❧❡✐❝❤✲❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡

σ = 36 ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ✉♥t❡r ✵ ❢❛❧❧❡♥✳ ❇❡✐ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ ❋❡❤❧❡rt❡r♠ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧
tr✐✛t ❞✐❡ ❣❡s❝❤ät③t❡ ❱❛r✐❛♥③ ❛❧s♦ ❡❤❡r ③✉✳ ■♠ ❯♠❦❡❤rs❝❤❧✉ss ❦ö♥♥t❡ ❞✐❡ ❣❡s❝❤ät③t❡ ❱❛r✐❛♥③ ❡❜❡♥
❞✐❡s❡♥ ❋❡❤❧❡rt❡r♠ ✉♥t❡rs❝❤ät③t❡♥✱ s♦❞❛ss ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③ ❞❡r ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ③✉ ❦❧❡✐♥ ❡✐♥❣❡s❝❤ät③t ✇✐r❞✳
❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❡♥✱ ✐st ❛✉❝❤ ❞♦rt ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ③✉
s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❢ür ❛♥st❡✐❣❡♥❞❡s σ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛♥③ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❤ö❤❡r ❛✉s❢ä❧❧t✱ ❛❧s ❞✐❡ ❣❡s❝❤ät③t❡
❱❛r✐❛♥③✱ s♦❞❛ss ❢ür σ = 36 ❡✐♥❡ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✼✶ ❢❛❝❤❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛♥③ ❣❡♠❡ss❡♥
✇✐r❞✳ ❙♦✇♦❤❧ ❆♠❡❧✐❛ ❛❧s ❛✉❝❤ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ♥❡❤♠❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡♠ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❞❡r
❱❛r✐❛♥③❡♥ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ σ ❛❜✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❢ür σ = 2.25 ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛♥③ ❞❡♥ ❢ü♥❢❛❝❤❡♥
❲❡rt ❞❡r ❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❱❛r✐❛♥③ ❛♥♥✐♠♠t✱ ❧✐❡❣t ❜❡✐ σ = 9 ♥✉r ♥♦❝❤ ✉♥❣❡❢ä❤r ❞❡r ❞r❡✐❢❛❝❤❡ ❲❡rt
✈♦r✳ ❋ür σ = 36 ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛♥③ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✐♠ ▼✐tt❡❧ ♥✉r ❡t✇❛ ✹✪ ü❜❡r
❞❡r ❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❱❛r✐❛♥③✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛♥③ ✉♠ ✼✪ ❣❡r✐♥❣❡r ✐st✳

❉❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ σ ❞❡r ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ǫ ✐st s♦✇♦❤❧ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r
❱❛r✐❛♥③✲✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ r❡❝❤t ❞❡✉t❧✐❝❤ ③✉ s❡❤❡♥✳ ❊✐♥❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ✈♦♥ σ ❢ü❤rt s♦✲
♠✐t ③✉ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡♥ ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❋❡❤❧❡r✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❆♠❡❧✐❛ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❜❡✐ st❡✐❣❡♥❞❡♠ σ ✐♠
❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✉ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✇❡♥✐❣❡r ❛♥ ❱❛r✐❛♥③ ③✉♥✐♠♠t✱ s❝❤♥❡✐❞❡t ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❜✭❜❡✐ ❡❜❡♥✲
❢❛❧❧s st❡✐❣❡♥❞❡♠ σ✮ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡ss❡r ❛❜✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s tr❡t❡♥ ❦❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡
❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ♦❞❡r ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❛✉❢✳ ❋ür σ = 36 ❦❛♥♥ ③✉❞❡♠ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥st❡ ❉✐✛❡r❡♥③
③✇✐s❝❤❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ✉♥❞ ❣❡s❝❤ät③t❡r ❱❛r✐❛♥③ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡r P❛r❛♠❡t❡r ③❡✐❣t ❛✉❢✱ ✇✐❡ s❡❤r ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞♦❝❤
✈♦♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s X✲❉❛t❡♥s❛t③❡s ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ❉❛❤❡r s♦❧❧ ✐♠ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ♥✉♥
❛✉❝❤ X ♠❡❤r♠❛❧s ❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

✹ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡✐ ♠✉❧t✐♣❧❡♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❳

✹✳✶ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t P❛r❛♠❡t❡r♥ ❛✉s ✸✳✷

❩✉♥ä❝❤st ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ●r✉♥❞♠♦❞❡❧❧s ✇✐❡❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❆❧✲
❧❡r❞✐♥❣s ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ X W = 20 ♠❛❧ s✐♠✉❧✐❡rt✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ s✐♥❞ ❤✐❡r ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ♥✉r
ü❜❡r ❞✐❡ S ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ Y ♦❞❡r Z✱ s♦♥❞❡r♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ W ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❳ ❣❡♠✐tt❡❧t✳
❉❛ s✐❝❤ s♦♠✐t ❞✐❡ ✇❛❤r❡ ❑♦✈❛r✐❛♥③♠❛tr✐① ❜❡✐ ❥❡❞❡r ❩✐❡❤✉♥❣ ä♥❞❡rt✱ ✇✐r❞ ❤✐❡r ❦❡✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r
❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ▼❙❊✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
❜❡✐ ♠✉❧t✐♣❧❡♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ X ♥✐❝❤t ♥✉r ❛✉❢ ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ❞❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥❡♥✱ s♦♥❞❡r♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✶✿ ❱❛r✐❛♥③✈❡r❣❧❡✐❝❤✲❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡

❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❛♥❤❛♥❞ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✐♠♣✉t✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥ ❛♥❣❡✇❛♥❞t✳ ❉✐❡ ❙❝❤ät③✉♥✲
❣❡♥ ❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✇❡r❞❡♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ♥❛❝❤ ❬✶✵❪ ❛❧s ❞✐❡ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❛❧❧❡r m
✈❡r✈♦❧❧stä♥❞✐❣t❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡ ❜❡st✐♠♠t✳

❉✐❡ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✷ ❢❡st❣❡❧❡❣t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r s♦❧❧❡♥ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❛♥❣❡✇❛♥❞t
✇❡r❞❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ X ♠❡❤r❢❛❝❤ s✐♠✉❧✐❡rt ✇✐r❞✳ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✼ ✉♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✽ ③❡✐❣❡♥ ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③✲
✉♥❞ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ❢ür ❞✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧✿

❚❛❜❡❧❧❡ ✶✼✿ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱ ♦❜❡♥✿ ▲♦❣✐t✱ ✉♥t❡♥✿ ▲✐♥❡❛r

❱❛r❴✈♦❧❧ ❱❛r❴❈❈ ❱❛r❴❆♠❡❧✐❛ ❱❛r❴❘❋
β1 ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✷
β2 ✵✳✵✺✸✶ ✵✳✶✾✼✷ ✵✳✵✻✹✷ ✵✳✵✼✷✽
β3 ✵✳✵✹✸✵ ✵✳✵✺✸✼ ✵✳✵✸✾✵ ✵✳✵✹✻✷
β4 ✵✳✵✹✽✵ ✵✳✶✾✶✺ ✵✳✵✹✼✶ ✵✳✵✺✽✶
β5 ✵✳✵✵✻✽ ✵✳✵✶✼✾ ✵✳✵✵✼✸ ✵✳✵✵✽✹
β6 ✵✳✵✵✽✼ ✵✳✵✷✼✸ ✵✳✵✵✼✾ ✵✳✵✵✾✾
β71 ✵✳✵✸✶✵ ✵✳✶✵✷✻ ✵✳✵✷✺✵ ✵✳✵✷✼✷
β72 ✵✳✵✵✼✵ ✵✳✵✶✹✻ ✵✳✵✵✻✹ ✵✳✵✵✻✺
β73 ✵✳✵✷✺✽ ✵✳✵✻✷✾ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✸✹
β8 ✵✳✵✸✸✺ ✵✳✵✼✼✹ ✵✳✵✷✼✼ ✵✳✵✷✽✹

β1 ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✵✺
β2 ✵✳✶✷✺✾ ✵✳✹✶✸✽ ✵✳✶✽✺✷ ✵✳✶✽✻✹
β3 ✵✳✶✺✻✵ ✵✳✷✵✷✶ ✵✳✶✻✶✼ ✵✳✶✼✽✹
β4 ✵✳✶✻✸✶ ✵✳✹✾✺✽ ✵✳✶✻✼✶ ✵✳✶✾✵✼
β5 ✵✳✵✹✵✹ ✵✳✵✻✶✸ ✵✳✵✹✻✾ ✵✳✵✺✸✺
β6 ✵✳✵✸✶✵ ✵✳✵✺✽✷ ✵✳✵✸✾✼ ✵✳✵✸✼✷
β71 ✵✳✶✶✶✹ ✵✳✷✶✹✸ ✵✳✶✵✹✾ ✵✳✶✶✾✶
β72 ✵✳✵✸✺✸ ✵✳✵✽✶✺ ✵✳✵✹✶✼ ✵✳✵✹✹✸
β73 ✵✳✶✷✸✹ ✵✳✷✸✷✻ ✵✳✶✹✻✸ ✵✳✶✺✵✼
β8 ✵✳✶✵✻✺ ✵✳✶✷✸✽ ✵✳✶✵✼✺ ✵✳✶✶✹✶

❩✉♥ä❝❤st s♦❧❧ ❞✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧s ❞❡♠ ❛✉s ♥✉r ❡✐♥❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉s ✸✳✷ ❣❡✲
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❚❛❜❡❧❧❡ ✶✽✿ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱ ♦❜❡♥✿ ▲♦❣✐t✱ ✉♥t❡♥✿ ▲✐♥❡❛r

❇✐❛s❴✈♦❧❧ ❇✐❛s❴❈❈ ❇✐❛s❴❆♠❡❧✐❛ ❇✐❛s❴❘❋
β1 ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
β2 ✵✳✵✷✶✹ ✵✳✵✻✸✺ ✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✺✻✾
β3 ✵✳✵✵✷✵ ✵✳✵✵✺✸ ✵✳✵✵✾✷ ✵✳✵✵✽✷
β4 ✵✳✵✶✷✾ ✵✳✵✽✵✺ ✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✹✹✺
β5 ✵✳✵✵✶✹ ✵✳✵✵✾✹ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✾✵
β6 ✵✳✵✵✶✷ ✵✳✵✵✸✹ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✷✷
β71 ✵✳✷✾✹✾ ✵✳✸✹✷✸ ✵✳✸✼✼✶ ✵✳✸✼✽✽
β72 ✵✳✺✷✹✹ ✵✳✺✵✾✸ ✵✳✺✻✶✺ ✵✳✺✹✽✶
β73 ✵✳✹✷✾✺ ✵✳✹✶✸✺ ✵✳✸✽✽✺ ✵✳✸✾✶✹
β8 ✵✳✵✵✹✶ ✵✳✵✷✺✸ ✵✳✵✵✷✼ ✵✳✵✵✷✼

β1 ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✵
β2 ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✾✾ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✶✷✻
β3 ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✸✷ ✵✳✵✵✵✶
β4 ✵✳✵✶✶✶ ✵✳✵✵✼✹ ✵✳✵✸✷✵ ✵✳✵✵✶✶
β5 ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✶✶ ✵✳✵✵✺✸
β6 ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✵✵
β71 ✵✳✹✾✷✹ ✵✳✺✸✻✷ ✵✳✹✾✼✷ ✵✳✺✷✸✾
β72 ✵✳✺✶✾✼ ✵✳✺✷✼✺ ✵✳✺✻✻✾ ✵✳✺✻✵✺
β73 ✵✳✸✸✼✵ ✵✳✸✶✽✾ ✵✳✸✸✻✽ ✵✳✸✷✼✸
β8 ✵✳✵✵✵✾ ✵✳✵✵✷✸ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✸

❣❡♥ü❜❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ③❡✐❣t s✐❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ♥✉r ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲
❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❡✐♥❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙tr❡✉✉♥❣ ❞✉r❝❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ X ❛✉❢✳ ■♠ ❉✉r❝❤✲
s❝❤♥✐tt ❧✐❡❣t ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ♣r♦ ❱❛r✐❛❜❡❧ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❞❡♠♥❛❝❤ ✉♠
✵✳✵✹✽ ✉♥t❡r ❞❡r ❙tr❡✉✉♥❣ ❜❡✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ♥✉r ❡✐♥❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ X✱ ✇♦❜❡✐ s✐❝❤ ❢ür W = 20
❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❡✐♥❡ ✉♠ ✵✳✵✶✵✱ ✵✳✵✵✻ ✉♥❞ ✵✳✵✵✽ ❤ö❤❡r❡
❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❡r❣✐❜t✳ ❙♦♠✐t ❡r③✐❡❧t ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ♥✉r ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲
❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❡✐♥❡ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ♣r♦ ❱❛r✐❛❜❡❧ ✉♠ ✷✷✪ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡
❙tr❡✉✉♥❣❡♥ ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♠ ✺✼✪✱ ✸✶✪ ✉♥❞ ✹✵✪ ❤ö❤❡r s✐♥❞✳
❉✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❢ä❧❧t ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t W = 1 ü❜❡r ❛❧❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❣❡♠✐tt❡❧t ③✇✐s❝❤❡♥
✵✳✹✽ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✉♥❞ ✵✳✺✾✶ ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❤ö❤❡r ❛✉s✱ s♦❞❛ss ❞❛s ▼♦❞❡❧❧
♠✐t W = 20 ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ X ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ♣r♦ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ♥✉r ❡t✇❛ ✸✺✪
✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡♥ ü❜r✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❡t✇❛ ❞✐❡ ❍ä❧❢t❡ ❞❡r ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ♠✐t ♥✉r ❡✐♥❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
✈♦♥ ❳ ❛♥♥✐♠♠t✳ ❙♦♠✐t ✇✐r❞ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✷✵✲❢❛❝❤❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ❇❡r❡❝❤✲
♥✉♥❣❡♥ ✐♠ ▲♦❣✐t ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡s ▼❙❊ ③✇❛r ♥✐❝❤t ✈❡r❜❡ss❡rt✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s s✐♥❦t
❞❡r Prä③✐s✐♦♥s❢❡❤❧❡r ❡t✇❛ ✉♠ ❞✐❡ ❍ä❧❢t❡✱ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✇✉r❞❡ ❞✐❡s❡r s♦❣❛r ✉♠ ✻✺✪ r❡❞✉③✐❡rt✳
■♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ tr✐tt ♥✉r ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❡✐♥❡ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ✸✺✪ ❣❡r✐♥❣❡r❡
❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡✐ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t❡♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ W ❛✉❢✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r Prä③✐s✐♦♥s❢❡❤❧❡r ♣r♦ ❱❛r✐❛❜❧❡
✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ✵✳✵✵✽ s✐♥❦t✳ ❲ä❤r❡♥❞ s✐❝❤ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✱ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❞✐❡
❛❜s♦❧✉t❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ♣r♦ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❜❡✐ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ X ❛✉❢ W = 20 ✉♠ ✵✳✵✵✼✱
✵✳✵✶✻ ✉♥❞ ✵✳✵✶✽ st❡✐❣t✱ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
♣r♦ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ❋❛❦t♦r ✶✳✻✵✱ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♠ ❋❛❦t♦r ✻✳✼✽ ✉♥❞ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st
✉♠ ❋❛❦t♦r ✶✳✷✶ ③✉✳ ■♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ tr❡t❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛❧s♦ ♥✉r ❱❡r❜❡s✲
s❡r✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❛✉❢✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❢ür W = 20 ❡✐♥❡
❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙tr❡✉✉♥❣ ✉♠ ③✇✐s❝❤❡♥ ✵✳✵✹✵ ✉♥❞ ✵✳✵✻✺✳ ❉❡♥♥♦❝❤ st❡✐❣t ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
✐♠ ❙❝❤♥✐tt ♣r♦ ❱❛r✐❛❜❡❧ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ✷✳✹✪ ✉♥❞ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♠ ✶✷
❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✶✵✳✺✪ ❛♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠
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▼♦❞❡❧❧ ❛✉s ♥✉r ❡✐♥❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❡✐♥❡ ✉♠ ✾✪ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❛✉❢tr✐tt✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ▼❙❊✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❉❡r ▼❙❊ ✇✐r❞ ✇✐❡❞❡r✉♠ ✐♥ ❞✐❡ ③✇❡✐ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✉♥❞ ✇✐r❞ ✈❛r✐❛❜❧❡♥s♣❡③✐✜s❝❤ ❜❡✲
st✐♠♠t✳ ❙❡✐ F ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ✐♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ j✳ ❙❡✐ ✇❡✐t❡r❤✐♥ γ ❡✐♥❡r ❞❡r F ❢❡❤❧❡♥❞❡♥
❲❡rt❡ ✐♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ j✱ ✉♥❞ γ̂g,imp ❞✐❡ g✲t❡ ■♠♣✉t❛t✐♦♥ ✈♦♥ γ ❞❡r ❙❝❤ät③♠❡t❤♦❞❡ imp ❛♥ ❞❡r
❙t❡❧❧❡ f ✱ ✇♦❜❡✐ g ∈ {1, . . . , G}.✳ ❉❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡♠♥❛❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❡✜✲
♥✐❡rt✿

V arMSE =
1

F

F∑

f=1




1

G

G∑

g=1

(γ̂imp,g,f − γ̄imp,f )
2





✱ ✇♦❜❡✐ γ̄imp,f = 1
G

∑G
g=1 γ̂imp,g,f ❉✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✇✐r❞ ❞❡♠♥❛❝❤ ❢ür ❡✐♥❡ ■♠♣✉t❛t✐♦♥s✲

♠❡t❤♦❞❡ imp ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt f ❜❡st✐♠♠t✱ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡
F ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ j ❣❡♠✐tt❡❧t✳ ❩✉❞❡♠ ✇✐r❞ ❡✐♥ ●❡s❛♠t✲■♠♣✉t❛t✐♦♥ss❢❡❤❧❡r ❜❡st✐♠♠t✱ ✐♥❞❡♠ ❞✐❡
❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ♥✐❝❤t ♥✉r ❢ür ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❛❧❧❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❜❡st✐♠♠t ✇✐r❞✳
❆♥❛❧♦❣ ❞❛③✉ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❢ür ❞✐❡ ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t✿

BiasMSE =
1

F

F∑

f=1




1

G

G∑

g=1

(γ̄imp,f − γf )
2





❚❛❜❡❧❧❡ ✶✾✿ ▼❙❊✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❢ür ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❢❡st❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥✱ ❲❂✷✵

❆♠❡❧✐❛❴❧♦❣✐t ❆♠❡❧✐❛❴❧✐♥❡❛r ❘❋❴❧♦❣✐t ❘❋❴❧✐♥❡❛❡r
❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡

●❡s❛♠t ✽✳✵✾✵✵ ✼✳✹✻✼✶ ✷✳✶✶✷✻ ✶✳✽✶✹✹
x1 ✼✽✳✷✸✸✻ ✼✷✳✸✺✾✻ ✷✵✳✻✵✶✽ ✶✼✳✼✷✽✸
x2 ✵✳✺✹✵✸ ✵✳✹✷✺✸ ✵✳✶✹✾✽ ✵✳✶✵✺✾
x3 ✵✳✶✼✵✾ ✵✳✶✻✾✷ ✵✳✵✶✾✺ ✵✳✵✷✸✵
x4 ✵✳✷✼✶✺ ✵✳✷✸✻✹ ✵✳✵✾✹✸ ✵✳✵✺✽✺
x5 ✶✳✷✻✺✶ ✶✳✶✶✺✺ ✵✳✷✾✺✾ ✵✳✷✷✺✺
x6 ✶✳✵✾✶✼ ✶✳✵✷✺✾ ✵✳✶✻✸✼ ✵✳✶✼✻✷

x7❴1 ✵✳✶✽✵✼ ✵✳✶✽✶✺ ✵✳✵✷✹✶ ✵✳✵✸✵✵
x7❴2 ✵✳✶✼✸✷ ✵✳✶✼✶✸ ✵✳✵✷✹✶ ✵✳✵✷✾✷
x7❴3 ✵✳✶✽✽✵ ✵✳✶✽✾✷ ✵✳✵✷✹✺ ✵✳✵✷✾✼
x8 ✵✳✸✶✶✾ ✵✳✷✾✻✼ ✵✳✵✸✻✸ ✵✳✵✹✸✺

❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
●❡s❛♠t ✸✵✳✹✾✷✺ ✸✹✳✷✽✻✸ ✸✷✳✶✽✶✾ ✸✹✳✵✷✷✻

x1 ✷✾✶✳✽✷✹✻ ✸✷✽✳✺✼✽✸ ✸✵✽✳✹✸✺✾ ✸✷✻✳✼✽✸✼
x2 ✵✳✽✹✻✺ ✶✳✵✺✷✼ ✶✳✶✾✹✺ ✶✳✸✼✶✾
x3 ✵✳✻✺✽✵ ✵✳✻✻✺✾ ✵✳✻✷✽✽ ✵✳✻✷✾✹
x4 ✵✳✺✾✻✹ ✵✳✽✹✶✹ ✵✳✻✷✸✻ ✵✳✽✷✼✸
x5 ✸✳✻✼✽✶ ✹✳✸✾✾✺ ✹✳✵✵✷✽ ✹✳✸✽✹✸
x6 ✹✳✵✾✼✸ ✹✳✹✶✷✸ ✹✳✸✺✶✼ ✹✳✹✸✷✸

x7❴1 ✵✳✾✵✺✶ ✵✳✾✵✼✼ ✵✳✾✻✵✺ ✵✳✾✺✼✽
x7❴2 ✵✳✾✻✺✻ ✵✳✾✻✽✸ ✶✳✵✶✻✾ ✶✳✵✵✺✸
x7❴3 ✵✳✾✻✷✺ ✵✳✾✻✽✹ ✵✳✾✽✶✶ ✵✳✾✼✺✶
x8 ✶✳✶✸✸✷ ✶✳✶✻✽✵ ✶✳✵✷✺✵ ✶✳✵✸✶✶

■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❢ä❧❧t ③✉♥ä❝❤st ❛✉❢✱ ✐♥ ❞✐❡s❡♠▼♦❞❡❧❧ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ■♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❜❡ss❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t ❛❧s ❆♠❡❧✐❛✳ ❙♦✇♦❤❧ ❜❡✐ ❞❡♥ ●❡s❛♠t✲■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥✱
❛❧s ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❡✐♥③✐❣❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❞ s♦✇♦❤❧ ❜❡✐♠ ▲♦❣✐t✲ ❛❧s ❛✉❝❤ ❜❡✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✐st
❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ✉♠ ③✇✐s❝❤❡♥ ✶✽✼ ✉♥❞ ✼✼✹✪ ❤ö❤❡r ❛❧s

✸✺



❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡✳ ❆✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥ s❝❤♥❡✐❞❡t
❆♠❡❧✐❛ ❤✐❡r ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ❜❡ss❡r ❛❜✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ✐♠♣✉t✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉♠✐♥❞❡st ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r
❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✭♥✐❝❤t ❢ür x73✮ ❤ö❤❡r ❛❧s ✐♠
❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐st ❆♠❡❧✐❛ ❥❡❞♦❝❤ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❡t✇❛s ♣rä③✐✲
s❡r✱ ✇♦❜❡✐ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❡✐♥❡ ❡t✇❛s ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
❛✉❢✇❡✐st✳ ❇❡r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ s❝❤♥❡✐❞❡t ü❜❡r ❛❧❧❡ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥ ❣❡♠✐tt❡❧t ❆♠❡❧✐❛ ❜❡✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ✺✳✸ ✉♥❞ ❜❡✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ✶✳✷✪ ❜❡ss❡r ❛❜
❛❧s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✳ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ♠❛♥ ♥✉r ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡r ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥✱ ✐st
❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❆♠❡❧✐❛ ❜❡✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ✶✸✪ ✉♥❞
❜❡✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ✶✵✪ ✐♠ ❙❝❤♥✐tt ❤ö❤❡r✳ ■♥s❣❡s❛♠t s❝❤♥❡✐❞❡t ❆♠❡❧✐❛ ❛❧s♦ ♥✉r ❜❡③ü❣❧✐❝❤
❞❡s ❇✐❛s ❞❡✉t❧✐❝❤ ❜❡ss❡r ❜❡✐ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥ ❛❜✱ ❜❡✐ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐st ❞✐❡s❡r
❊✛❡❦t ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ♥✐❝❤t ❛✉❢❣❡tr❡t❡♥✳

✸✻



✹✳✷ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ③✉❢ä❧❧✐❣ ❣❡③♦❣❡♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥

■♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❡r✇ä❤♥t✱ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❢ür ❞❛s ●r✉♥❞✲
♠♦❞❡❧❧ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❛✉s ❞❡♥ ✐♥ ❞❡♥
❚❛❜❡❧❧❡♥ ✸ ✉♥❞ ✷ ❣❡❧✐st❡t❡♥ ❆✉s♣rä❣✉♥❣❡♥ ✐♥ ❥❡❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ w ♥❡✉ ❣❡③♦❣❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③✲
❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ❞❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥s✲
♠♦❞❡❧❧❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞❡♠♥❛❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✷✵ ✉♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✷✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t
✇❡r❞❡♥✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✷✵✿ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱♦❜❡♥✿ ▲♦❣✐t✱ ✉♥t❡♥✿ ▲✐♥❡❛r

❱❛r❴✈♦❧❧ ❱❛r❴❈❈ ❱❛r❴❆♠❡❧✐❛ ❱❛r❴❘❋
β1 ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✻✹ ✵✳✵✵✵✽ ✵✳✵✵✶✷
β2 ✵✳✶✶✷✹ ✹✳✸✻✻✺ ✵✳✵✽✽✵ ✵✳✶✷✹✺
β3 ✵✳✷✾✸✶ ✵✳✺✼✶✶ ✵✳✶✾✽✺ ✵✳✶✾✼✵
β4 ✶✳✵✹✽✻ ✷✽✳✾✾✽✸ ✵✳✺✽✹✽ ✶✳✵✺✹✹
β5 ✵✳✶✷✷✸ ✶✳✻✽✸✺ ✵✳✵✻✾✷ ✵✳✶✶✺✾
β6 ✵✳✵✸✶✸ ✵✳✷✷✹✶ ✵✳✵✷✼✵ ✵✳✵✸✽✶
β71 ✵✳✵✼✷✺ ✵✳✷✾✻✶ ✵✳✵✻✵✼ ✵✳✵✽✼✵
β72 ✵✳✵✷✷✼ ✵✳✵✽✶✺ ✵✳✵✶✾✸ ✵✳✵✷✹✵
β73 ✵✳✵✾✶✹ ✵✳✸✶✹✼ ✵✳✵✻✸✶ ✵✳✵✼✼✻
β8 ✵✳✶✹✵✷ ✶✳✺✻✻✻ ✵✳✶✵✾✺ ✵✳✶✹✺✾

β1 ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✹ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✷
β2 ✵✳✵✷✹✾ ✵✳✵✹✵✺ ✵✳✵✷✼✽ ✵✳✵✷✻✼
β3 ✵✳✵✷✼✶ ✵✳✵✻✶✵ ✵✳✵✹✸✸ ✵✳✵✸✸✹
β4 ✵✳✵✷✺✽ ✵✳✵✺✹✺ ✵✳✵✷✻✵ ✵✳✵✷✼✵
β5 ✵✳✵✵✼✷ ✵✳✵✵✾✺ ✵✳✵✵✼✺ ✵✳✵✵✻✾
β6 ✵✳✵✵✻✽ ✵✳✵✵✾✺ ✵✳✵✵✽✹ ✵✳✵✵✻✻
β71 ✵✳✵✹✵✷ ✵✳✵✺✽✹ ✵✳✵✹✻✶ ✵✳✵✹✺✸
β72 ✵✳✵✶✵✵ ✵✳✵✶✷✼ ✵✳✵✶✵✺ ✵✳✵✶✵✷
β73 ✵✳✵✸✷✺ ✵✳✵✹✵✹ ✵✳✵✸✺✹ ✵✳✵✸✹✽
β8 ✵✳✵✷✹✽ ✵✳✵✷✹✾ ✵✳✵✷✻✾ ✵✳✵✷✼✹

❊s ❧ässt s✐❝❤ ③✉♥ä❝❤st ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ t❡✐❧✇❡✐s❡ ❛✉❝❤ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ü❜❡r ❣❡r✐♥✲
❣❡r❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✈❡r❢ü❣❡♥✱ ❛❧s ❞❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ♠✐t ❞❡♥ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥
❉❛t❡♥✳ ❋ür ❆♠❡❧✐❛ ✐st ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♥ ❥❡❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❣❡r✐♥❣❡r✱ ✇♦❜❡✐ ❞❛s
❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ③✉♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ✵✳✺✻ ✉♥❞ ✵✳✽✻✳ ■♠
❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ✐st ❞❡r ❙❝❤ät③❢❡❤❧❡r ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ s♦♠✐t ✐♠ ▲♦❣✐t ▼♦❞❡❧❧ ✷✻ ✪ ❣❡✲
r✐♥❣❡r ❛❧s ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✳ ❉❡r ❣r♦ÿ❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❦ö♥♥t❡ ❛♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ❞❡r
❙❝❤ät③❡r ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❧✐❡❣❡♥✱ ✇❛s ❥❡❞♦❝❤ ❜❡✐ ❞❡r❛rt ✈✐❡❧❡♥ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t❡♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ▼❡s✲
s✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③ ♥✐❝❤t ③✉ st❛r❦ ✐♥s ●❡✇✐❝❤t ❢❛❧❧❡♥ s♦❧❧t❡✳ ❉✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ät③❡r ✐♠ ❘❛♥❞♦♠
❋♦r❡st ▼♦❞❡❧❧ ❧✐❡❣❡♥ ③✇❛r t❡✐❧✇❡✐s❡ ✭β3✮ ❛✉❝❤ ✉♥t❡r ❞❡♥ ❛♥♦❧♦❣❡♥ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡t❡♥ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥
▼♦❞❡❧❧✱ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ✐♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✐♥ ❥❡❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❥❡❞♦❝❤ ❝❛✳ ✷✳✷✪
♠❡❤r ❛❧s ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✐♠
❙❝❤♥✐tt ❢❛st ✶✶✳✽ ♠❛❧ s♦ ❤♦❝❤ ✐st✳ ■♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❤✐♥❣❡❣❡♥ s❝❤♥❡✐❞❡t ❞❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧ ✇✐❡
❡r✇❛rt❡t ✐♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❆♠❡❧✐❛ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ✶✹✳✽✪✱ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡ ❈❛s❡ ❆♥❛❧②s✐s ✉♠
✹✺✳✽✪ ✉♥❞ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♠ ✼✳✹✪ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✐♥ ❥❡❞❡r ❱❛r✐❛❜❡❧ ❜❡ss❡r ❛❜✳ ❆✉❝❤ ✐♠
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ s✐♥❞ ❞✐❡ ❋❡❤❧❡r ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r✱ ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❜❡tr❛✲
❣❡♥ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ♥✉r ♥♦❝❤ ✉♥❣❡❢ä❤r ✶✵✪ ✱ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐
♥✉r ✶✪✱ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ♥♦❝❤ ❡t✇❛ ✶✽✪ ✉♥❞ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ♥♦❝❤ ❡t✇❛ ✶✶✪ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♥ ❱❛✲
r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✳ ❲❛s ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞❡♥ ❇✐❛s ❜❡tr✐✛t✱ ❧✐❡❣t ❛✉❝❤ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡ ❞❡✉t❧✐❝❤
❤ö❤❡r❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ❜❡✐ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s✱ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✈♦r✱ s♦ ❞❛ss ✐♠ ▼✐t✲
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❚❛❜❡❧❧❡ ✷✶✿ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡✱♦❜❡♥✿ ▲♦❣✐t✱ ✉♥t❡♥✿ ▲✐♥❡❛r

❇✐❛s❴✈♦❧❧ ❇✐❛s❴❈❈ ❇✐❛s❴❆♠❡❧✐❛ ❇✐❛s❴❘❋
β1 ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✼ ✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✸
β2 ✵✳✵✻✵✺ ✵✳✹✸✷✹ ✵✳✵✶✾✻ ✵✳✵✻✽✾
β3 ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✷✾✸ ✵✳✵✷✸✽ ✵✳✵✶✺✽
β4 ✵✳✻✾✼✶ ✹✳✷✺✼✻ ✵✳✵✼✻✽ ✵✳✽✾✷✻
β5 ✵✳✵✸✼✹ ✵✳✷✺✷✸ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✸✶✵
β6 ✵✳✵✵✻✸ ✵✳✵✷✾✵ ✵✳✵✵✺✼ ✵✳✵✷✷✷
β71 ✵✳✻✼✼✼ ✵✳✻✸✻✶ ✵✳✼✵✽✽ ✵✳✻✷✾✻
β72 ✵✳✸✵✽✷ ✵✳✷✸✹✵ ✵✳✸✶✼✸ ✵✳✷✾✹✽
β71 ✵✳✹✵✾✵ ✵✳✹✵✻✶ ✵✳✹✻✹✸ ✵✳✹✵✽✸
β8 ✵✳✵✹✵✻ ✵✳✷✽✹✵ ✵✳✵✶✵✵ ✵✳✵✹✼✷

β1 ❁✵✳✵✵✵✶ ❁✵✳✵✵✵✶ ❁✵✳✵✵✵✶ ❁✵✳✵✵✵✶
β2 ✵✳✵✵✶✶ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✵✵✵✷
β3 ✵✳✵✵✵✽ ✵✳✵✵✵✽ ✵✳✵✶✺✵ ✵✳✵✶✻✸
β4 ✵✳✵✵✵✸ ✵✳✵✵✵✶ ❁✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✶✼✶
β5 ❁✵✳✵✵✵✶ ❁✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✵✶✻
β6 ❁✵✳✵✵✵✶ ❁✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✵✷✶
β71 ✵✳✼✵✽✵ ✵✳✼✹✹✵ ✵✳✼✺✽✼ ✵✳✼✷✾✾
β72 ✵✳✸✺✾✻ ✵✳✸✺✷✸ ✵✳✸✼✵✼ ✵✳✸✽✾✷
β73 ✵✳✹✷✹✾ ✵✳✹✸✺✺ ✵✳✸✼✹✸ ✵✳✸✵✾✼
β8 ❁✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✽ ❁✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✶

t❡❧ ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✉♠ ❞✐❡ ❋❛❦t♦r❡♥ ✶✻✳✶✼✱ ✶✵✳✸✺ ✉♥❞ ✼✳✽✹ ❤ö❤❡r s✐♥❞✳ ■♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧
❧✐❡❣❡♥ ❦❛✉♠ ♥♦❝❤ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ✈♦r✱ s♦❞❛ss ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✉♥t❡r ✵✳✵✵✵✶ ✈❡r♠❡❤rt ❛✉❢tr❡t❡♥✳
❋ür ❆♠❡❧✐❛ tr❡t❡♥ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡s ▼❙❊ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✉♠ ✵✳✶✸✷✹ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡
✷✹✪ ❣❡r✐♥❣❡ ❋❡❤❧❡r ❛❧s ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢✳ ❙♦♠✐t s❝❤♥❡✐❞❡t ❆♠❡❧✐❛ ❛✉❝❤ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t
❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❜❡ss❡r ❛❜✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ♥✐♠♠t
✐♥ ❞✐❡s❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ❝❛✳ ✹✵✪ ❤ö❤❡r❡ ❲❡rt❡ ❛♥ ✉♥❞ ❧✐❡❣t ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ✵✳✵✻✺ ♣r♦ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡ ü❜❡r ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛✱ ✇♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❜❡✐
❆♠❡❧✐❛ ✉♠ ✺✳✹✪ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✉♠ ✵✳✵✵✶✹ ❣röÿ❡r ✐st✳ ❇❡✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧❡♥ ♠✐t ✇❡❝❤s❡❧♥❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ✉♥❞ ♠✐t ❢❡st❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❡✐♥❡ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✼✳✹ ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✸✸✳✻ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s✱
✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✹✳✾ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✻✳✸ ❢❛❝❤ ❣röÿ❡r❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t
✇❡❝❤s❡❧♥❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥✳ ❆✉❝❤ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ s❝❤♥❡✐❞❡t ❞❛s ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✐♠
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ✐♠♣✉t✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ③✉♠✐♥❞❡st t❡✐❧✇❡✐s❡
s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛❜✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s
✾✷✪ ❤ö❤❡r❡♥ Prä③✐s✐♦♥s❢❡❤❧❡r ❛✉❢✇❡✐st✱ s✐♥❞ ❡s ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✻✽✷✪ ✉♥❞ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✾✸✹✪✳
❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❢ä❧❧t ❤✐❡r ✈♦r ❛❧❧❡♠ β3 ✐♥s ●❡✇✐❝❤t✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♥ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲
❆♥❛❧②s✐s ✉♠ ❋❛❦t♦r ✶✷✵✱ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♠ ❋❛❦t♦r ✾✼ ✉♥❞ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♠ ❋❛❦t♦r ✻✺ ♠❛❧
❤ö❤❡r ✐st✱ s♦❞❛ss ♦❤♥❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❱❛r✐❛❜❡❧ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✈❡r✲
❣❧✐❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❙t❡✐❣❡r✉♥❣
✉♠ ✸✺✽✪✱ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♠ ✶✸✪ ❜❡❧ä✉❢t✳ ❋ür ❆♠❡❧✐❛ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ✈♦❧❧❡♥
▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ✉♠ ✸✼✪ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣✳ ❲ä❤r❡♥❞ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❆♠❡❧✐❛
✐♠ ▼✐tt❡❧ ❡✐♥❡ ✉♠ ✵✳✵✵✸ ✉♥❞ ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❡✐♥❡ ✉♠ ✵✳✵✵✹ ❤ö❤❡r❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥✲
t❡ ❛❧s ❞❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r❢ü❣❡♥✱ s❝❤♥❡✐❞❡t ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✐♠ ❙❝❤♥✐tt ✉♠ ✵✳✵✵✸ ❜❡ss❡r ❛❧s ❞❛s
✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧ ❛❜✳ ❋❛❧❧s ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
✐♠ ▼✐tt❡❧ ❞❡♥♥♦❝❤ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✷✺✳✽ ♠❛❧ ❤ö❤❡r ❛❧s ❜❡✐♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✱
❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✐st ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ✉♠ ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✶✵✳✷ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✉♠ ❞❡♥
❋❛❦t♦r ✷ ♠❛❧ ❤ö❤❡r✳

✸✽



■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧❡♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✐❡ ▼❙❊✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t
✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✷✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t s✐♥❞✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✷✷✿ ▼❙❊✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❢ür ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥✱ ❲❂✷✵

❆♠❡❧✐❛❴❧♦❣✐t ❆♠❡❧✐❛❴❧✐♥❡❛r ❘❋❴❧♦❣✐t ❘❋❴❧✐♥❡❛❡r
❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡

●❡s❛♠t ✶✵✳✹✸✼✻ ✾✳✾✷✾✾ ✷✳✾✵✽✹ ✸✳✷✾✽✸
x1 ✾✾✳✼✸✼✼ ✾✺✳✹✾✾✼ ✷✼✳✼✽✽✼ ✸✷✳✵✷✺✶
x2 ✵✳✻✾✾✷ ✵✳✽✸✸✶ ✵✳✷✻✽✸ ✵✳✹✵✶✶
x3 ✵✳✶✾✻✶ ✵✳✶✾✻✸ ✵✳✵✷✹✼ ✵✳✵✷✾✵
x4 ✵✳✷✻✷✶ ✵✳✷✺✷✵ ✵✳✵✼✺✺ ✵✳✵✽✽✻
x5 ✶✳✾✹✽✶ ✶✳✼✹✷✷ ✵✳✹✸✺✵ ✵✳✹✵✶✼
x6 ✶✳✵✼✾✹ ✶✳✵✽✽✺ ✵✳✶✻✺✷ ✵✳✶✼✽✸
x71 ✵✳✶✾✵✹ ✵✳✶✽✾✽ ✵✳✵✸✶✷ ✵✳✵✸✻✻
x72 ✵✳✶✽✶✼ ✵✳✶✼✹✾ ✵✳✵✷✾✶ ✵✳✵✸✹✺
x73 ✵✳✶✽✽✷ ✵✳✶✽✾✻ ✵✳✵✷✻✻ ✵✳✵✸✷✵
x8 ✵✳✸✷✻✺ ✵✳✸✷✻✺ ✵✳✵✹✵✼ ✵✳✵✹✽✸

❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
●❡s❛♠t ✹✼✳✺✻✹✷ ✹✼✳✾✼✼✵ ✹✼✳✼✾✽✶ ✹✻✳✼✻✽✵

x1 ✹✻✵✳✶✽✻✺ ✹✻✷✳✹✽✶✶ ✹✻✺✳✹✽✼✾ ✹✺✸✳✺✾✼✶
x2 ✷✳✹✻✸✶ ✶✳✶✵✸✷ ✶✳✾✹✸✵ ✶✳✷✼✼✷
x3 ✵✳✼✺✹✾ ✵✳✼✺✵✵ ✵✳✼✷✸✻ ✵✳✼✶✼✻
x4 ✵✳✼✺✵✾ ✵✳✼✺✺✼ ✵✳✼✸✵✾ ✵✳✼✵✽✽
x5 ✻✳✷✽✷✽ ✻✳✸✻✹✵ ✺✳✶✸✶✵ ✺✳✷✼✸✾
x6 ✹✳✷✵✾✶ ✹✳✸✵✵✾ ✹✳✹✶✼✵ ✹✳✹✷✾✶
x71 ✶✳✵✷✽✼ ✶✳✵✷✼✵ ✶✳✵✽✵✸ ✶✳✵✼✸✼
x72 ✵✳✾✻✻✷ ✵✳✾✻✸✵ ✵✳✾✾✺✽ ✵✳✾✽✹✽
x73 ✶✳✵✷✵✻ ✶✳✵✶✹✺ ✶✳✵✺✵✷ ✶✳✵✸✽✵
x8 ✶✳✹✹✵✾ ✶✳✹✹✽✸ ✶✳✸✼✺✷ ✶✳✸✻✼✶

■♠ ❡rst❡♥ ▼♦♠❡♥t ❢ä❧❧t ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❢❡st❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❛✉❢✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♠♣✉✲
t✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♠ ✶✺✪ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ✉♠
✷✹✪ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♠ ✷✺✪ ✐♠ ▲♦❣✐t✲ ✉♥❞ ✉♠ ✻✵✪ ❜❡✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥
▼♦❞❡❧❧ s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s tr❡t❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❊r✲
❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉❢✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ✐st ✐♠ ▼✐tt❡❧ ♠❡❤r ❛❧s ✺ ♠❛❧
s♦ ❣r♦ÿ ✇✐❡ ❞✐❡ ❞❡r ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✲■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥✳ ❆✉❝❤ ❜❡✐ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ✐st ❞✐❡
❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛✱ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❜❡✐ x2✱ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣röÿ❡r✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ✐♠
▲♦❣✐t✲ ✉♥❞ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❣❡♥❡r✐❡rt❡♥ ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ✇❡✐st ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞❛s ▲♦❣✐t ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡♥
✉♠ ✼✪ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡♥ ✉♠ ✵✳✻✸ ❤ö❤❡r❡ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❛✉❢✱
✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✉♠ ✵✳✸✵ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✻✪ ❣röÿ❡r
✐st✳ ❆✉❝❤ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❇✐❛s s❝❤♥❡✐❞❡t ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❢❡st❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❜❡ss❡r ❛❜✱ s♦❞❛ss ❜❡✐
❞❡♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ❞❡♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❞❡r Prä③✐s✐♦♥s❢❡❤❧❡r ♥❛❝❤ ❞❡r ❇✐❛s❦♦♠✲
♣♦♥❡♥t❡ ✉♠ ✷✹ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✶✶✪ ❜❡ss❡r ✐st✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♠
✶✽✪ ❜❡✐♠ ▲♦❣✐t✲ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✾✪ ❜❡✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❣❡♥❛✉❡r ✐st✳ ❋ür ❆♠❡❧✐❛ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤
✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♠ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✶✳✼✺ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ ✐♠
❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ s❝❤♥❡✐❞❡t ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♠ ❡✐♥❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ✵✳✶✻✻ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣
❛❜✳ ❇❡✐ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤ ❞❡r Prä③✐s✐♦♥s❢❡❤❧❡r ✐♠ ▼✐tt❡❧
❜❡✐♠ ▲♦❣✐t ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ✺ ✉♥❞ ❜❡✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ✶✪✳

❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ♥♦❝❤ ❞❡r NRMSE ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✷✸ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ♠✐t ❢❡st❡♥
✉♥❞ ✈❛r✐✐❡r❡♥❞❡♥ ✭③✉❢ä❧❧✐❣ ❣❡③♦❣❡♥❡♥✮ P❛r❛♠❡t❡r♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ③✉♠ MSE ✇✐r❞ ❤✐❡r
❛✉❝❤ ❞❡r ◆❘▼❙❊ ❤✐♥③✉❣❡③♦❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r s♦✇♦❤❧ ❞❡♥ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❛❜♦❧✉t❡♥ ❋❡❤❧❡r✱ ❛❧s ❛✉❝❤

✸✾



❚❛❜❡❧❧❡ ✷✸✿ ◆❘▼❙❊

logitAmelia linearAmelia logitRF linearRF

P❛r❛♠❡t❡r ❢❡st ✵✳✹✼✼✺ ✵✳✸✺✻✹ ✵✳✹✾✾✻ ✵✳✸✻✸✾
P❛r❛♠❡t❡r ③✉❢ä❧❧✐❣ ✵✳✹✵✹✶ ✵✳✸✶✹✽ ✵✳✸✾✼✼ ✵✳✸✶✼✻

❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ❉❛ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡ ♥♦r♠✐❡rt ✇✐r❞✱ ❦ö♥♥❡♥ ❤✐❡r✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❡r✇ä❤♥t✱ ❛❧❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❜❡tr❛❝❤t❡t
✇❡r❞❡♥✳ ❩✉♥ä❝❤st ❢ä❧❧t ❜❡✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛✉❢✱ ❞❛s ❜❡❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ◆❘▼❙❊ ❞❛s ❛✉s ❞❡♥ ③✉❢ä❧❧✐❣
❣❡♥❡r✐❡rt❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ❜❡ss❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✐st ❞❡r ❋❡❤❧❡rt❡r♠
❛✉❝❤ ❜❡✐♠ ◆❘▼❙❊ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❤ö❤❡r ❛❧s ❜❡✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛
✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✱ ❧✐❡❣t ❞❡r ◆❘▼❙❊ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❥❡✇❡✐❧s ✉♥t❡r ❞❡♠ ✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✱ ✇ä❤r❡♥❞
❜❡✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ✐♠ ❧♦❣✐t ▼♦❞❡❧❧ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❜❡ss❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t ✉♥❞
✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❆♠❡❧✐❛ ❡✐♥❡♥ ❡t✇❛s ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ◆❘▼❙❊ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❙♦♠✐t ❦❛♥♥ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt
ü❜❡r ❛❧❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ✐♠ ❆♠❡❧✐❛✲❉❛t❡♥s❛t③ ③✉♠✐♥❞❡st ✐♠
❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✉ ❞❡r❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣✱ ❜❡✐ ❞❡♥ ❢❡st❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❣❡♥❛✉❡r ❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✳

✹✳✸ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t✲♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥

❇✐s ❥❡t③t ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ X✲❉❛t❡♥ ✐♠♠❡r ♥❛❝❤ ❞❡♠ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▼✉st❡r ❛✉s ✈✐❡❧❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡✲
❞❡♥❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❣❡♥❡r✐❡rt✳ ❉❛♠✐t ✐st✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ❡r✇ä❤♥t✱ ❞✐❡ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❆♠❡❧✐❛s✱ ❞❛s
❛❧❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡r ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥✱ ❜✐s ❤✐❡r❤✐♥ ✐♠♠❡r ✈❡r❧❡t③t ❣❡✇❡s❡♥✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥
✇✉r❞❡ ♥♦❝❤ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ❣❡r❡❝❤♥❡t✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡s❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❡r❢ü❧❧t ✐st✳ ❉❡r ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt✈❡❦t♦r
µ ✇✉r❞❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ③✉❢ä❧❧✐❣ ❣❡✇ä❤❧t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡ ❢❡st❡ ❑♦✈❛r✐❛♥③ ✈♦♥ 0.4 ❢ür ③✇❡✐ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ xi
✉♥❞ xj ✱ i 6= j ❜❡st✐♠♠t ❉✐❡ ❋❛❦t♦r❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ❘❡s♣♦♥s❡✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡③✐❡✲
❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ✇❛❤r❡♥ β ✇✉r❞❡♥ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❛✉s ❞❡♠ P♦♦❧ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❆✉s♣rä❣✉♥❣❡♥ ❣❡③♦❣❡♥✳
✿

µ = (
θ1
2
, 0, 2, 0, 5, 1, .5, 2, 10, 3, 5)

Σi,j =










1 0.4 0.4 . . . 0.4
0.4 1 0.4 . . . 0.4
0.4 0.4 1 . . . 0.4
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0.4 0.4 0.4 . . . 1










❩✉♥ä❝❤st s♦❧❧❡♥ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ❛✉❢ ✐❤r❡ ❙❝❤ät③❢❡❤❧❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❚❛❜❡❧❧❡♥ ③✉r ❇✐❛s✲✉♥❞ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ s✐♥❞ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❉❛ ✈♦r ❛❧✲
❧❡♠ ❞❛s ❆❜s❝❤♥❡✐❞❡♥ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ♠✐t ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✱ ❛✉❝❤ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡✱
✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ❜✐❡t❡t ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❚❛❜❡❧❧❡ ❡✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞ ❆♠❡❧✐❛✳
❉❛❢ür ✇✉r❞❡♥ ❱❛r✐❛♥③✲ ✉♥❞ ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞ ❆♠❡❧✐❛ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r✲
r❡❝♥❡t✱ ✉♥❞ s♦✇♦❤❧ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❛❧s r❡❧❛t✐✈❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❛❧s ❛❜s♦❧✉t❡r
❱❡r❣❧❡✐❝❤✱ ✇✐❡ ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ✐♥ ❞❡♥ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❆♥❛❧②s❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❙♦♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❢♦❧❣❡♥❞❡s ❊r❣❡❜♥✐s✿

❩✉♥ä❝❤st ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❡✐♥❡r ◆♦r♠❛❧✈❡r✲
t❡✐❧✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s♦❣❛r ❡✐♥ ❜❡ss❡r❡s ❆❜s❝❤♥❡✐❞❡♥ ✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❛✉❢✳ ❲ä❤r❡♥❞
❞❡r ▼❙❊ ❜❡✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❢❡st❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ✐♠ ❙❝❤♥✐tt ✉♠ ✹✵✪ ✉♥❞ ❜❡✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ③✉❢ä❧❧✐❣
❣❡③♦❣❡♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ✉♠ ü❜❡r ✺✵✪ ❤ö❤❡r ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❛❧s ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✐st✱ ❜❡trä❣t ❞❡r
▼❙❊ ❜❡✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❛✉s ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤
ü❜❡r ✶✵✪ ✇❡♥✐❣❡r✳ ❆✉❝❤ ❜❡✐ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ s❝❤♥❡✐❞❡t ❆♠❡❧✐❛ ✐♠ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t
♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ▼♦❞❡❧❧ s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛❜ ❛❧s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ❙❝❤ät③❢❡❤❧❡r
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❤ö❤❡r ❛✉s❢ä❧❧t✳ ➘❤♥❧✐❝❤❡
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ▼❙❊✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❡r③✐❡❧t✱ s♦❞❛ss ❢ür ❞❛s ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✐♥ ❛❧❧❡♥
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logfest linfest logzufall linzufall logMVN linMVN

▼❙❊✲●❡s❛♠t
❱❡r❤ä❧t♥✐s ✶✳✹✶✻✽ ✶✳✵✸✾✵ ✶✳✺✻✹✷ ✶✳✵✷✵✽ ✵✳✽✾✻✼ ✶✳✶✹✹✸
❉✐✛❡r❡♥③ ✵✳✵✶✸✻ ✵✳✵✵✻✺ ✵✳✶✹✷✽ ✲✵✳✵✵✻✾ ✲✵✳✵✵✸✼ ✵✳✽✵✹✺

❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
❱❡r❤ä❧t♥✐s ✶✳✶✷✽✼ ✶✳✵✼✸✹ ✶✳✸✾✼✸ ✵✳✾✹✺✼ ✵✳✾✶✾✺ ✶✳✶✺✷✺
❉✐✛❡r❡♥③ ✵✳✵✵✸✺ ✵✳✵✵✼✸ ✵✳✵✻✹✺ ✲✵✳✵✵✶✹ ✲✵✳✵✵✸✸ ✵✳✽✶✻✼

❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
❱❡r❤ä❧t♥✐s ✷✼✳✽✵✷✾ ✹✳✷✼✶✷ ✺✳✹✾✼✺ ✻✹✸✳✻✵✹✸ ✶✳✷✽✹✻ ✶✳✷✾✷✵
❉✐✛❡r❡♥③ ✵✳✵✶✵✶ ✲✵✳✵✵✵✽ ✵✳✵✼✽✸ ✲✵✳✵✵✺✺ ✲✵✳✵✵✵✹ ✲✵✳✵✶✷✷

▼❡ss♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❞❡r ❣❡❣❡♥t❡✐❧✐❣❡ ❊✛❡❦t ❛✉❢tr✐tt✳ ❍✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❱❛r✐❛♥③❡♥ ✉♥t❡rs❝❤ät③❡♥ ❞✐❡
❣❡s❝❤ät③t❡♥ ▼♦❞❡❧❧✲❱❛r✐❛♥③❡♥ ❞❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ▼❙❊ ❡✐♥❞❡✉t✐❣✳ ❏❡ ❤ö❤❡r ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞✐❡ ❙❝❤ät③✲
❢❡❤❧❡r s✐♥❞✱ ❞❡st♦ ❜❡ss❡r ✇✐r❞ ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ▼❙❊ ❣❡s❝❤ät③t✳ ■♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡
❚❤❡s❡✱ ❞❛ss ❆♠❡❧✐❛ ❜❡✐ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡ss❡r ❛❜s❝❤♥❡✐❞❡t✱ ❜❡stät✐❣t✳ ❙♦✇♦❤❧
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ✉♥❞ ❞❡r ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③ ✇❡✐st ❆♠❡❧✐❛
❣❡❣❡♥ü❜❡r ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❜❡✐ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❋❡❤❧❡r ❛✉❢✳ ❆✉❝❤ ✐♥
❞❡r ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❡r③✐❡❧t ❆♠❡❧✐❛ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❜❡st❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ♥✉r ❜❡③ü❣❧✐❝❤
❞❡r ❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ s❝❤♥❡✐❞❡t ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ▼❱◆✲❉❛t❡♥ ❜❡ss❡r ❛❧s
❆♠❡❧✐❛ ❛❜✳ ❚r♦t③❞❡♠ ❢ä❧❧t ❞❡r ❦♦♠❜✐♥✐❡rt❡ ▼❙❊ ❢ür ❆♠❡❧✐❛ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ✉♠ ✶✹✪ ♦❞❡r ✵✳✽✵✺ ❜❡ss❡r
❛✉s✳ ❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ✐♠♣✉t✐❡rt❡♥ ❲❡rt❡ ♠✐t ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ X ♠❡❤r❢❛❝❤ ❣❡✲
③♦❣❡♥ ✇✐r❞✱ ✐st ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❉❛t❡♥❣r✉♥❞❧❛❣❡ ♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❜❡trä❣t
❞❡r ▼❙❊ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ✵✳✽✶✶ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ✵✳✽✸✷ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✱ ✇ä❤✲
r❡♥❞ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ▼❙❊ ❢ür ❆♠❡❧✐❛ ✵✳✼✸✻ ✉♥❞ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✵✳✼✹✻ ❜❡trä❣t✳ ❙♦♠✐t
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ❡✐♥ ✉♠ ✷✳✺ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✶✳✸✪ ❣❡r✐♥❣❡r❡r ▼❙❊ ❞❡r ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥✳ ❉❛s
❜❡ss❡r❡ ❆❜s❝❤♥❡✐❞❡♥ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ♥✉r ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡♥
❜❡stät✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ tr❡t❡♥ s♦❣❛r ❤ö❤❡r❡ ❋❡❤❧❡r ❛✉❢✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥
❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❢ü❣✐❣ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❡r③✐❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦♠✐t ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❢ür ❞❡♥ ◆❘▼✲
❙❊ ❜❡✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥ ❢ür ❞❛s ▲♦❣✐t ▼♦❞❡❧❧ ❜❡✐ ❆♠❡❧✐❛ ✵✳✵✼✹✽
✉♥❞ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✵✳✵✺✹ ✉♥❞ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❆♠❡❧✐❛ ✵✳✵✼✻ ✉♥❞ ❢ür ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st
✵✳✵✺✹✳ ❉❡r ◆❘▼❙❊ ✐st ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❣❡r✐♥❣❡r ❛❧s ❜❡✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧✳ ❖❜✇♦❤❧ ❞✐❡
❆♥♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❡r❢ü❧❧t ✐st✱ s❝❤♥❡✐❞❡t ❆♠❡❧✐❛ tr♦t③❞❡♠
s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛❜ ❛❧s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❞❡✉t❧✐❝❤ ❤ö❤❡r❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ❞❡r ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥
❦❛♥♥ ❞✐❡s❡r ◆❘▼❙❊ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✇✐r❦❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❲❡rt❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

✺ ❋❛③✐t

✺✳✶ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡

■♥ ❞❡r ❚❤❡s✐s ✇✉r❞❡ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ■♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡r ❉❛t❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦✲
r❡st ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❆❧s ▼❡ss♣❛r❛♠❡t❡r ✇✉r❞❡ ❞❡r ▼❙❊ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❡r ♥♦❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛♥③✲ ✉♥❞ ❡✐♥❡
❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ③❡r❧❡❣t ✇✉r❞❡✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ❦ö♥♥❡♥ ♥✉r ❣❡r✐♥❣❡ ❯♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ✐♠♣✉t✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦✇♦❤❧
❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st s❝❤ät③t❡♥ ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣✉t ❡✐♥✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡
❙❝❤ät③❢❡❤❧❡r ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ä❤♥❧✐❝❤ ❤♦❝❤ s✐♥❞ ✇✐❡ ❞✐❡ ❋❡❤❧❡r ❞❡s ❛✉❢ ❞❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥
❉❛t❡♥s❛t③ ❜❡r✉❤❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧s✳ ❉✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ❢ü❤rt ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❞❡r❛rt✐❣ ❣r♦ÿ❡♥ ❆♥✲
t❡✐❧❡♥ ❛♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❤ö❤❡r❡♥ ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ ✐♠ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ s✐♥❞ ③✉❞❡♠
❡✐♥✐❣❡ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ◆✐❝❤t✲❑♦♥✈❡r❣❡♥③ ❞❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r s✐♥♥✈♦❧❧ ✐♥✲
t❡r♣r❡t✐❡r❜❛r✳ ●❡♥❡r❡❧❧ ❢ä❧❧t ✐♠ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❛✉❢✱ ❞❛ss ❆♠❡❧✐❛ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡
❙tr❡✉✉♥❣ ✐♥ ❞❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r♥ ✈❡r❢ü❣t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ Prä③✐s✐♦♥s❢❡❤❧❡r ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✲
s❝❤ät③❡r ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ♥✐❡❞r✐❣❡r ❛✉s❢❛❧❧❡♥✳ ❱♦♥ ❞❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❜❡❡✐♥✢✉sst

✹✶



✈♦r ❛❧❧❡♠ σ ❞✐❡ ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✳ ❏❡ ❤ö❤❡r ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡s ❋❡❤❧❡r❡t❡r♠s ǫ✱ ❞❡st♦ ✉♥❣❡♥❛✉❡r
✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❣❡s❝❤ät③t✳ ❲❛s ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✇✐❡❞❡r❤♦❧t❡♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❞❡s ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦✲
t♦rs ❜❡tr✐✛t✱ ✇❡✐ÿ❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❦❡✐♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✉ ❞❡♥ ❙❝❤ät③❢❡❤❧❡r♥ ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳
❲ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣❡s ❣❡♥❡r❡❧❧ ③✉ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
❢ü❤rt✱ ❜❡❡✐♥✢✉sst ❡✐♥❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❆♥t❡✐❧s ✈♦♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✐❡
Prä③✐s✐♦♥ ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ♠❡❤r❢❛❝❤❡♥ ❩✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ❉❛t❡♥ X ❢ü❤r❡♥ ❜❡✐♠ ❋❡st❤❛❧t❡♥
❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ③✉ ❡✐♥❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡s❡ ❜❡✐
❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r❡♠ ❇✐❛s ❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❆♠❡❧✐❛
✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st s❝❤♥❡✐❞❡t ❆♠❡❧✐❛ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❜❡✐ ▼♦❞❡❧❧❡♥
♠✐t ❤ö❤❡r❡♥ ❙❝❤ät③❢❡❤❧❡r♥✱ ❣röÿ❡r❡♥ ❆♥t❡✐❧❡♥ ❛♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥ ✉♥❞ ❣röÿ❡r❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠✲
❢ä♥❣❡♥ ❜❡ss❡r ❛❜✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❆♠❡❧✐❛ ❜❡✐
♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡ss❡r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❡r③✐❡❧t✱ ♥✐❝❤t ❜❡stä✲
t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❦♦♠♠t ❡s ❜❡✐ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ✈❡r❡✐♥③❡❧t ③✉ ❜❡s♦♥❞❡rs ❤♦❤❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♥
❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥ ❞❡r ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ③✉❣✉♥st❡♥ ❆♠❡❧✐❛✱ s♦ ❞❛ss ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❞❡✉t❧✐❝❤ ❤ö❤❡r❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❋❡❤❧❡r ❛✉❢✇❡✐st✱ ✇❛s ✈❡r♠❡❤rt ❜❡✐ ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥ ❛✉❢tr✐tt✳ ❲❛s ❞✐❡ ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥
❞❡r ❉❛t❡♥ ❛♥❣❡❤t✱ s❝❤♥❡✐❞❡t ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❞♦❝❤ r❡❝❤t ❞❡✉t❧✐❝❤ ❜❡ss❡r ❛❜✳ ❋ür ❞✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ✐♠✲
♣✉t✐❡rt❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡ ❜❧❡✐❜t ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❞❡♥♥♦❝❤ ♥✐❝❤t
❜❡st❡❤❡♥✳ ❆♠❡❧✐❛ ❜✐❡t❡ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ✉♥❞ s✐♥♥✈♦❧❧❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❞❛s ❢❡❤❧❡♥❞❡✲❉❛t❡♥✲Pr♦❜❧❡♠
❛♥✳ ❚r♦t③ ✈✐❡❧❡r ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❦ö♥♥❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ❛❦❦✉r❛t ❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✳
❉❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❉❛t❡♥ ❦♦♥♥t❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❚❤❡s✐s ♥✐❝❤t ❜❡stät✐❣t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❢ür ❞✐❡ ❞✐r❡❦t❡♥ ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡s❡r ❉❛t❡♥ ♥♦❝❤ ❜❡ss❡r ❣❡❡✐❣♥❡t
✐st✱ ❣❡❧✐♥❣t ❆♠❡❧✐❛ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ä❤♥❧✐❝❤ ❣✉t❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥
s✐♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ s✐♥❞ s❡❤r st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡♥ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ✉♥❞ ❉❛t❡♥ ❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❙♦♠✐t
❦ö♥♥❡♥ ❦❡✐♥❡ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❆♠❡❧✐❛ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❣❡tr♦✛❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞✐❡s❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉ ❜❡❞✐♥❣❡♥✳ ■♠ ▼♦❞❡❧❧ ✇✉r❞❡ ❦❡✐♥❡ ❦❛t❡❣♦r✐❛❧❡
❱❛r✐❛❜❧❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ s♦♠✐t ❦ö♥♥t❡ ❞❛s ❆❜s❝❤♥❡✐❞❡♥ ✈♦♥ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❛✉❝❤ ✈♦♠
❙❦❛❧❡♥♥✐✈❡❛✉ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❜❡tr♦✛❡♥ s❡✐♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇✉r❞❡ ❞❛s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✲▼♦❞❡❧❧ ♥✐❝❤t ❣❡✲
t✉♥❡❞✱ ❛✉❝❤ s♦ ❦ö♥♥t❡ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❜❡ss❡r❡ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❡r③✐❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥
✇❡✐t❡r❡r P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞❡r ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✉r❞❡✱ ✐st ❞✐❡ ❘❡❝❤❡♥❧❡✐st✉♥❣✱ ✇♦❜❡✐ ❤✐❡r ❆♠❡❧✐❛
❞❡✉t❧✐❝❤ ✇❡♥✐❣❡r ❩❡✐t ❜❡♥öt✐❣t✳ ■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ❣✐❜t ❡s ♥❛tür❧✐❝❤ ♥❛❤❡③✉ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❋❛❦t♦r❡♥✱ ❞✐❡
ü❜❡r ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❆♠❡❧✐❛ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ❜✐❡t❡t ❆♠❡❧✐❛
❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ✉♥❞ s✐♥♥✈♦❧❧❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❞❛s ❢❡❤❧❡♥❞❡✲❉❛t❡♥✲Pr♦❜❧❡♠ ❛♥✳ ❚r♦t③ ✈✐❡❧❡r ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥
✈♦♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❦ö♥♥❡♥ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ❛❦❦✉r❛t ❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣
❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❉❛t❡♥ ❦♦♥♥t❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❚❤❡s✐s ♥✐❝❤t ❜❡stät✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st
❢ür ❞✐❡ ❞✐r❡❦t❡♥ ■♠♣✉t❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡s❡r ❉❛t❡♥ ♥♦❝❤ ❜❡ss❡r ❣❡❡✐❣♥❡t ✐st✱ ❣❡❧✐♥❣t ❆♠❡❧✐❛ ❜❡③ü❣❧✐❝❤
❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥s❝❤ät③❡r ä❤♥❧✐❝❤ ❣✉t❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✳

✹✷



✻ ❆♥❤❛♥❣

✻✳✶ ❚❛❜❡❧❧❡♥

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✐st ❞✐❡ ❇✐❛s✲ ✉♥❞ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ▼♦❞❡❧❧s ♠✐t ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t ♥♦r✲
♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❉❛t❡♥ ❣❡❧✐st❡t✳ ❋ür ❞❛s ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧ ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ❈♦♠♣❧❡t❡✲❈❛s❡✲❆♥❛❧②s✐s ✇✐❡❞❡r✉♠
❛✉❢❣r✉♥❞ ◆✐❝❤t✲❦♦♥✈❡r❣❡♥③ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳

❚❛❜❡❧❧❡ ✷✹✿ ▲♦❣✐t✲▼♦❞❡❧❧

✈♦❧❧❡s ▼♦❞❡❧❧ ❆♠❡❧✐❛ ❘❋
❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡

β1 ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✵✵✶✹
β2 ✵✳✵✸✹✸ ✵✳✵✹✻✸ ✵✳✵✹✸✷
β3 ✵✳✵✷✻✽ ✵✳✵✸✺✶ ✵✳✵✸✻✶
β4 ✵✳✵✸✼✼ ✵✳✵✺✸✸ ✵✳✵✹✽✺
β5 ✵✳✵✶✾✹ ✵✳✵✹✼✺ ✵✳✵✹✹✾
β6 ✵✳✵✷✸✺ ✵✳✵✸✽✽ ✵✳✵✸✷✶
β71 ✵✳✵✷✶✹ ✵✳✵✸✸✽ ✵✳✵✸✹✶
β72 ✵✳✵✷✹✽ ✵✳✵✸✾✾ ✵✳✵✸✷✻
β73 ✵✳✵✸✶✶ ✵✳✵✹✷✻ ✵✳✵✸✹✻
β8 ✵✳✵✸✶✷ ✵✳✵✹✷✼ ✵✳✵✹✶✹

❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
β1 ✵✳✵✵✸✻ ✵✳✵✵✶✻ ✵✳✵✵✶✸
β2 ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✼✷ ✵✳✵✵✷✾
β3 ✵✳✵✵✶✽ ✵✳✵✵✹✷ ✵✳✵✵✵✽
β4 ✵✳✵✵✵✽ ✵✳✵✵✼✻ ✵✳✵✵✶✵
β5 ✵✳✵✵✶✵ ✵✳✵✶✵✷ ✵✳✵✵✸✾
β6 ✵✳✵✵✷✾ ✵✳✵✵✼✽ ✵✳✵✵✵✵
β71 ✵✳✽✵✺✸ ✵✳✽✷✽✸ ✵✳✽✹✺✵
β72 ✵✳✻✷✹✵ ✵✳✼✽✼✷ ✵✳✽✵✶✽
β73 ✵✳✷✻✷✼ ✵✳✷✶✽✻ ✵✳✷✶✷✵
β8 ✵✳✵✵✵✻ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✷

✐



❚❛❜❡❧❧❡ ✷✺✿ ▲✐♥❡❛r❡s ▼♦❞❡❧❧

✈♦❧❧❡s ▼♦❞❡❧❧ ❈❈ ❆♠❡❧✐❛ ❘❋
❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡

β1 ✵✳✶✷✹✵ ✶✳✸✾✺✷ ✵✳✶✾✺✵ ✵✳✷✶✾✺
β2 ✺✳✸✸✹✻ ✸✽✳✵✾✹✽ ✼✳✾✹✶✶ ✼✳✾✽✽✹
β3 ✷✳✹✵✾✺ ✻✵✳✺✻✶✹ ✹✳✹✺✶✽ ✹✳✾✽✾✵
β4 ✹✳✺✼✼✹ ✹✺✳✻✹✷✷ ✺✳✺✶✶✷ ✻✳✼✶✵✷
β5 ✷✳✻✷✹✻ ✻✻✳✺✼✸✶ ✹✳✸✵✶✼ ✹✳✾✽✻✻
β6 ✸✳✹✻✾✻ ✸✽✳✽✸✺✻ ✻✳✸✾✻✺ ✼✳✶✷✶✵
β71 ✸✳✵✵✾✷ ✹✷✳✵✼✹✻ ✹✳✽✺✹✼ ✺✳✽✸✽✸
β72 ✷✳✽✺✷✵ ✺✷✳✸✾✹✷ ✹✳✼✶✼✸ ✹✳✾✺✷✹
β73 ✹✳✵✾✸✸ ✸✷✳✶✷✾✽ ✼✳✵✹✷✵ ✾✳✵✷✶✾
β8 ✸✳✽✼✸✾ ✼✻✳✺✷✼✾ ✼✳✵✷✷✺ ✽✳✼✼✸✺

❇✐❛s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡
β1 ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✵✵✶✸ ✵✳✵✵✷✵
β2 ✵✳✵✸✺✽ ✵✳✵✼✸✺ ✵✳✵✽✸✶ ✵✳✶✷✼✶
β3 ✵✳✵✹✹✵ ✵✳✽✽✺✶ ✵✳✵✹✸✺ ✵✳✵✺✾✺
β4 ✵✳✵✸✼✻ ✵✳✶✹✸✻ ✵✳✷✸✽✺ ✵✳✷✹✷✻
β5 ✵✳✵✵✶✺ ✵✳✷✵✻✸ ✵✳✵✷✷✻ ✵✳✵✵✵✵
β6 ✵✳✶✷✵✶ ✶✳✶✺✾✽ ✵✳✹✸✹✾ ✵✳✹✹✸✺
β71 ✵✳✶✾✵✺ ✵✳✵✹✸✾ ✵✳✵✺✹✶ ✵✳✵✸✷✼
β72 ✶✳✺✸✼✽ ✵✳✵✹✸✽ ✵✳✽✻✾✹ ✵✳✽✻✼✻
β73 ✶✳✶✹✵✻ ✵✳✵✼✽✼ ✶✳✶✺✺✺ ✵✳✾✾✻✸
β8 ✵✳✵✶✵✶ ✵✳✺✵✵✸ ✵✳✵✵✸✸ ✵✳✵✶✸✵

✻✳✷ ❘✲❈♦❞❡

❉❛ ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❚❤❡s✐s ✉♠ ❡✐♥❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥sst✉❞✐❡ ❤❛♥❞❡❧t✱ ✇✉r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❉❛t❡♥ ✐♥ ❘ s❡❧❜st
❣❡♥❡r✐❡rt✳ ❩✉r ❊rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❚❤❡s✐s ✇✉r❞❡♥ ✹ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✿

✶✳ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✶

✷✳ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✷

✸✳ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ✶

✹✳ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ✷

❋✉♥❦t✐♦♥ ✶ ❡rst❡❧❧t ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ♥✉r ❡✐♥ X✲❉❛t❡♥s❛t③ ❡rst❡❧❧t ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥
❣✐❜t ❛♠ ❊♥❞❡ ♥❡❜❡♥ ❞❡r Ü❜❡rs✐❝❤t ❛❧❧❡r ü❜❡r❣❡❜❡♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡♥ ♠✐tt❧❡r❡♥ ❆■❈✱ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡✱
s♦✇✐❡ ▼❙❊✱ ❣❡s❝❤ät③t❡ ❱❛r✐❛♥③ ✉♥❞ ❇✐❛s✲ ✉♥❞ ❱❛r✐❛♥③❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡r ▼❙❊✲❩❡r❧❡❣✉♥❣ ❛✉s✱ ❥❡✲
✇❡✐❧s s♦✇♦❤❧ ❢ür ❞❛s ▲♦❣✐t✲ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❛s ❧✐♥❡❛r❡ ▼♦❞❡❧❧✳ ◆❡❜❡♥ ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ♠✉ss ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥
♥♦❝❤ ü❜❡r❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ X ✇✐❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❣❡♥❡r✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♦❞❡r ♦❜ X ❡✐♥❡r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡♥
◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥ s♦❧❧✳ ❩✉❞❡♠ ♠✉ss ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t❡♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❞❡s ❘❡s♣♦♥s❡✲
✈❡❦t♦rs ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✷ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✇✐r❞ X ❛✉❝❤ ♠❡❤r❢❛❝❤ s✐♠✉❧✐❡rt✳ ❋✉♥❦t✐♦♥
✷ ❣✐❜t ❦❡✐♥❡ ❣❡s❝❤ät③t❡ ❱❛r✐❛♥③ ♠❡❤r ❛✉s✱ ❞❛❢ür ❛❜❡r ❞✐❡ ❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ✐♠♣✉t✐❡rt❡♥
❉❛t❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ◆❘▼❙❊ ③✉sät③❧✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❆✉s❣❛❜❡♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✇✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✶✳ ❉❛ ❞✐❡
P❛r❛♠❡t❡r ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✈♦♥ X ✉♥❞ ❞❡♥ ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦r❡♥ ✐♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ③✉❢ä❧❧✐❣ ❣❡③♦❣❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ♠üss❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ X ✉♥❞ ❞❡♥ ❘❡s♣♦♥s❡✈❡❦t♦r❡♥ ü❜❡r❣❡❜❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❩✉r ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ✇❡✐t❡r❡ ❙❦r✐♣t❡ ✐♥ ❘ ❡rst❡❧❧t✳ ❙♦♠✐t
✇❡r❞❡♥ ❥❡ ✸ ❞❡r ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉s ❋✉♥❦t✐♦♥ ✶ ❜③✇✳ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✷ ❛✉❢❣❡r✉❢❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢ü❣t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✉♥t❡r ❆♥❣❛❜❡ ❞❡r ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥
❋❡❤❧❡r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳

✐✐



✻✳✸ ❘❡❢❡r❡♥③❡♥

▲✐t❡r❛t✉r

❬✶❪ ❏✳ ❇✳ ❈❛r❧✐♥✱ ◆✳ ▲✐✱ P✳ ●r❡❡♥✇♦♦❞✱ ❈✳ ❈♦✛❡②✱ ❡t ❛❧✳ ❚♦♦❧s ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠♣✉t❡❞
❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡ ❙t❛t❛ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✸✭✸✮✿✷✷✻✕✷✹✹✱ ✷✵✵✸✳

❬✷❪ ❆✳ P✳ ❉❡♠♣st❡r✱ ◆✳ ▼✳ ▲❛✐r❞✱ ❛♥❞ ❉✳ ❇✳ ❘✉❜✐♥✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛
✈✐❛ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❏❖❯❘◆❆▲ ❖❋ ❚❍❊ ❘❖❨❆▲ ❙❚❆❚■❙❚■❈❆▲ ❙❖❈■❊❚❨✱ ❙❊❘■❊❙
❇✱ ✸✾✭✶✮✿✶✕✸✽✱ ✶✾✼✼✳
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