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Beim Studium projektiver Hüllen von Moduln begegnet man minimalen Elementen 
i n [ Y | V + U - M ( . Sie heißen Additions-Komplemente von U in M , und 
hat jeder Untennodul von M ein (Additions-) Komplement, so heißt M komple­
mentiert • Solche Moduln werden i n dieser Arbeit untersucht. 

In (1) wird aas der Selbstprojektivität eines Moduls eine Reihe von Eigen­
schaften abgeleitet, die für die Untersuchung von Komplementen benötigt wer­
den und, wie sich zeigt, auch von selbständigem Interesse sind. Insbesondere 
erweisen sich folgende Eigenschaften, die den Untermodulverband mit dem Endo-
morphismenring verknüpfen, 

(SP1) a,ß € End(M) A Biß C Bio 3 7 6 End(M) mit ß = ay 

(SP2) A + B = M - * 3 a * End(M) mit Bia C A und Bi(l-a) C B 

als ausreichend (für die meisten Fälle sogar (SP2) a l l e i n ) , und es wird unter­
sucht, wann daraus schon Selbstprojektivität folgt. In der Kategorie der abel-
sohen Gruppen ergibt sich: Eine Torsionsgruppe mit (SP1) i s t bereits selbst-
projektiv. Eine Gruppe i s t genau dann selbstprojektiv, wenn sie rein-projek-
t i v i s t und einer der beiden Bedingungen genügt. - Schließlich gelingt eine 
teilweise Lösung des Problems von Fuchs, die abelschen Gruppen zu charakteri­
sieren, bei denen der Durchschnitt von zwei direkten Summanden wieder ein d i ­
rekter Summand i s t : Unter den rein-projektiven Gruppen sind es genau die Grup­
pen, bei denen jede Untergruppe selbstprojektiv i s t . 

In (2) werden Komplemente zu einem festen Untermodul U C M untersucht. Für 
sie gelten noch einige Eigenschaften, wie sie bei direkten Summanden bekannt 
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sind. Es werden Klassen von Moduln angegeben, bei denen jedes Komplement be­
reit s direkter Summand i s t . In (SP2)-Moduln läßt sich die Gesamtheit der 
Komplemente von U beschreiben, wenn ein Komplement V von U bekannt i s t : 
Ist z.B. V direkter Summand i n M, so auch jedes weitere Komplement V 1 von 
U, und es i s t notwendig isomorph zu V. Grundlegend für diese Untersuchungen 
i s t eine Proposition über den Transport von Komplementen durch Homomorphis­
men. Aus i h r ergibt sich insbesondere, daß jeder Eaktormodul eines komplemen­
tierten Moduls wieder komplementiert i s t . Schließlich lassen sich i n selbst-
projektiven Moduln die Komplemente im Modul sowohl durch bestimmte Endomor-
phismen charakterisieren, als auch durch die Komplemente im Endomorphismen-
ring. 

In (3) wird der Begriff des abgeschlossenen Untermoduls dualisiert. Während 
ein Modul, i n dem jeder Untermodul abgeschlossen i s t , bereits halbeinfach i s t , 
l i e f e r t die duale Situation (d.h. jeder Untermodul i s t koabgeschlossen) eine 
Verallgemeinerung des Begriffes ,rV-Ring" auf Moduln. Die Klasse der V-Moduln 
über einem Ring i s t gegenüber Epi- und Monomorphismen und direkten Summen ab­
geschlossen, und über bestimmten Ringen (z.B. komm. u. noeth.) stimmt sie mit 
der Klasse der halbeinfachen Moduln überein. Nennt man einen Modul gut, f a l l s 
sein Radikalfaktormodul ein V-Modul i s t , so erhält man eine Verallgemeinerung 
der sog. , fguten nRinge, die dadurch definiert sind, daß das Jacobsen-Radikal 
rechtsexakt i s t . Es ergibt sich: Über einem Dedekind-Ring i s t jeder Torsions­
modul gut. - Jeder koabgeschlossene Untermodul i s t £-koreiner Untermodul, 
wobei <f die Klasse der einfachen Moduln i s t . Es werden die Ringe charakteri­
siert, über denen jeder £ -koreine Untermodul bereits koabgeschlossen i s t , 
und für sie einige Eigenschaften abgeleitet. Speziell g i l t für sie: Jeder 
komplementierte (SP2)-Modul läßt sich als direkte Summe von unzerlegbaren 
Moduln darstellen. Es wird gezeigt, daß jeder Bedekind-Ring die genannte 
Eigenschaft hat, und für ihn g i l t sogar: Die koabgeschlossenen Untermoduln 
stimmen mit den abgeschlossenen überein. 

In (4) i s t das erste Ergebnis: Ist ein Modul mit kleinem Radikal direkte Summe 
von unzerlegbaren Moduln, so i s t er komplementiert. Es folgt daraus, daß jede 
abelsche Torsionsgruppe mit kleinem Radikal komplementiert i s t . Umgekehrt wird 
gezeigt, daß jede komplementierte abelsche Gruppe eine Torsionsgruppe i s t , und 
daraus folgt weiter ihre Struktur: Sie i s t direkte Summe von unzerlegbaren 
Gruppen, d.h. von Kopien von if(p°°) und deren Untergruppen (p Primzahl). Die 
Tatsache, daß ^ / ( p 0 0 ) nur für endliches 4Kp komplementiert i s t , l i e f e r t 
dann das Hauptresultat: Eine abelsche Gruppe i s t genau dann komplementiert, 
wenn sie Torsionsgruppe i s t , bei der für jede p-Komponente g i l t : Der divisible 
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Anteil i s t artinsch und der reduzierte Anteil beschränkt. I.Anwendung: In 
einer exakten Folge o — * A — » B — » » C — > o von abelschen Gruppen i s t B 
genau dann komplementiert, wenn es A und C i s t . 2.Anwendung: Jede komple­
mentierte abelsche Gruppe i s t Selbstkogenerator.- Theorem: Ein noetherscher 
Integritätsring i s t genau dann dedekindsch, wenn jeder komplementierte Modul 
direkte Summe von unzerlegbaren Moduln i s t . 

(5) besteht im wesentlichen aus einem Satz: Über das Liften von Idempotenten 
i n Endomorphismenringen (mit Hilfe von Komplementen im Modul). Er l i e f e r t 
eine Reihe von äquivalenten Aussagen, die sich auf verschiedene, i n der Lite-
raur separat bewiesene Sätze anwenden lassen. Speziell erlaubt er eine Charak­
terisierung der selbstprojektiven Moduln, deren Endomorphismenring F-semiper-
fekt i s t . Weiter l i e f e r t er ein Kriterium dafür, daß i n einem Modul Komplemen­
te bereits direkte Summanden sind. Schließlich wird das klassische Ergebnis, 
daß i n einem Ring mit Nil-Radikal Idempotente l i f t b a r sind, auf einem Weg be­
wiesen, auf dem man sieht "woher beim Liften das Idempotent kommt". 

In (6) werden die selbstprojektiven Moduln eharakterisiert, deren Endomorphis­
menring semiperfekt istx Für einen (SP1 ,SP2)-Modul i s t S = End(M) genau dann 
semiperfekt, wenn M komplementiert i s t und der Maximalbedingung für direkte 
Summanden genügt. Dabei werden sog. "semizornsche" Moduln M eingeführt, die 
im Falle M « R^ eij$e Verallgemeinerung der bekannten zornschen Ringe sind 
und die semiperfekten und die selbstinjektiven Ringe umfassen. Grundlegend i s t 
eine Proposition über den Zusammenhang zwischen s emi zornschen und komplemen­
tierten Moduln, sowie das Ergebnis, daß ein selbstprojektiver Modul genau dann 
3emizornsch i s t , wenn es sein Endomorphismenring i s t . 

Die Anregung zur Arbeit gab Herr Prof. Kasch : Ich danke 1hm für das mir ge­
schenkte Vertrauen und für das der Arbeit entgegengebrachte Interesse. 



1. Selbstprojektive Moduln 

R i s t im Folgenden stets ein assoziativer, unitärer Ring, M,N,X,Y,... unitäre 
Reohts-R-Moduln. M heißt X-projektiv, wenn für jeden Epimorphismus X»—*Y 
die Abbildung Hom(M,X) • Hom(M,Y) surjektiv i s t . Ist X-projektiv M und 
exakt o — > X * * X — > X n »o , so i s t M auch X 1- und X"-projektiv. Ist 
M X'- und X"-projektiv, so i s t es auch X* © X " -projektiv (siehe hierzu [ 1 9 ] ) . 

M heißt selbstprojektiv, wenn es M-projektiv i s t . 
Seien U , V Untermoduln von M. V heißt (Additions-) Komplement von U i n M 
[>] , wenn es minimal es Element i n der Menge ( T | T + U - M j i s t . Bas i s t 
äquivalent damit, daß V + U - M g i l t und V n U klein i n V i s t , d.h. die ka­
nonische Abbildung V »M/U wesentlicher Epimorphismus i s t . 
Es sei S - End(Mg) und a,ß,.. seine Elemente. Zwischen den Rechtsidealen 
I von Sg . und den Untermoduln V VOB M^ besteht die Korrespondenz s(U) -
{o | Bia C üj und d(l) - Z l Bia ( o 61 \ .Es g i l t sd(l) } I sowie 
ds(U) C U, und ds(U) - U genau dann, wenn M Generator für U i s t . Klar 
i s t d (l + J) - d(l) + d(j) sowie s(U r\ V ) - s(U) r\ s(v) (sogar für belie­
bige Summen bzw. Durchschnitte, weil s,d ein Paar adjungierter Funktoren zwi­
schen den Ordnungskategorien X, (Sg) und (M^) i s t ) . 
Die Frage, wann sd(l) = I, wird im Folgenden untersucht. Es g i l t z.B., wenn I 
ein Annullatorreoht8ideal i s t , denn für jedes Rechtsideal I g i l t * IC sd(l)c<$^(l) 
wobei 9 31 die Annullatoren im Ring S sind. Noch spezieller g i l t : I C* S ^ > 
sd(l) - I A d(l) C^M , ebenso: U C * M « = 4 ds(ü) - U * S ( Ü ) C ? S . 

(1.1) Propositioni Sei Mg selbstprojektiv, S - öad(Mg) • Dann g i l t 

(a) s(U + 7) - s(U) + s ( V ) für a l l e U ,V C M 
(b) sd(l) - I für a l l e endlich erzeugten ICS 
(c) Ist M zusätzlich endlich erzeugt, so i s t s mit beliebigen 

Summen vertauschbar und (b) g i l t für a l l e Rechtsideale • 

Beweis: (a): Sei a € s(U + V ) , d.h. Bio C ü + V . Die dadurch induzierte Ab­
bildung f : M • U+T > (U+V)/V mit fx = ol(ax) läßt sich über den Epi­
morphismus g : U*—»-(U+V)/V faktorisieren, d.h. man erhält ein ß e S mit 
Biß C U und Bi(a-ß) C V und damit a - ß + (a-ß) 6 s(U) + s(v). (b): Aus dem 
soeben Bewiesenen folgt sd(l + J) = sd(l) + sd(j) für a l l e Rechtsideale I,J 
in S. Es muß also (b) nur für zyklische Rechtsideale gezeigt werden: Aus 
ß 6 sd(aS) folgt Biß C Bia, also wegen selbstprojektiv ß - ay für ein 7 6 S, 
d.h. aber ß € aS . (c): Ist nun M endlich erzeugt und (U^|A€A ) eine 
Familie von Untermoduln und a € B( I Ü , ) , so folgt Bia C U, + ... + U3 , 
also nach (a) a 6 s(U, + . . . + ü , ) * s(U-> ) + . . . + s(U-. ) c I B ( U . ) . Die 
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Aussage (b) für beliebige Rechtsideale folgt nun sofort aus I = ZI aS .(ist 
«ei 

bei einem Modul s mit beliebigen Summen vertauschber, so i s t er notwendig 
endlich erzeugt. Auch (b) läßt sich i.A. nicht für a l l e Rechtsideale zeigen, 
etwa bei einem halbeinfachen, nicht endlich erzeugbaren Modul) 
(1.2) Folgerung: Ist selbstprojektiv und noethersch, so i s t der Endomor­
phismenring S rechtsnoethersch, denn dann hat man die ordnungstreue Injektion 
d : ^ ( S g ) - ^ ^ ( M R ) . 

(1„3) Lemma: Für einen Modul M sind äquivalent 

(SP1) Biß c Bia =5> 3 ^ mit ß = ay 
(i) sd(l) = I für a l l e zyklischen Rechtsideale I C S 

( i i ) Für jedes N, das i n M einbettbar i s t , läßt sich das 
Diagramm vervollständigen: M 

/ 

M-» >N 
S 

Erfüllt ein Modul M diese äquivalenten Bedingungen, so g i l t weiter 

( i i i ) BiaC*M Kea C*M 
(iv) U C M A M/U bis auf Isom. direkter Summand von M U C*M 
(v) A C*M . B C*M A A + B « = M A n B C e M 

Beweis: Wegen Biß C Bia 4=» ß € sd(aS) i s t die Äquivalenz von (SP1) und (i) 
klar. (SP1 — i i ) : Seien g,f wie oben vorgegeben und h : Nc—>M eineEinbettung 
von N i n M. Dann sind a := hg und ß := hf aus S mit Biß C Bia, also ß » ay 
und damit f = g y . ( i i — SP1): klar, ( i i — i i i ) : Man hat einen zerfallenden Epi­
morphismus f:M >Bia, also zerfällt nach der Faktorisierung auch a':M—>Bia. 
( i i i — i v ) : Man hat Abbildungen j : M/U >M und r:M—»-M/U mit r j = 1. Mit 
a := j ( * die kan. Abb.) g i l t Kea = U und Bia C*M, also folgt die 
Behauptung, (iv - v): (Für selbstprojektive Moduln i n [5]Prop. 1 . 3 ) : Seien A,B 
wie angegeben. Insbesondere hat man einen Epimorphismus f:M >B und damit 
M/f"1(A O B ) » ' B/A O B * M/A , sodaß nach (iv) folgt f ~ 1 (A o B)C*M, also 
A n B C ÄB und damit auch A n B CeM. 

(1.4) Beispiel:Ist i n S jedes zyklische Rechtsideal ein Annullatorideal (etwa 
wenn S regulär oder linksinjektiv), so i s t nach den Bemerkungen vor Prop. 1.1 
die Bedingung (SP1,i) erfüllt. Speziell i s t Q i n M- ein (SPl)-Modul (aber 
nicht selbstprojektiv; siehe Lemma 1.6). 

(1<>5) Bemerkung: Al l e Punkte lassen sich für selbstinjektive Moduln dualisieren. 
Insbesondere lautet (SU): Kea C Keß =s> 3£ ß = 7« > und (i) wird 
durch Annullatoren beschrieben. 
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(1.6) Lemma: Für einen Modul M sind äquivalent 

(SP2) A + B = M J a mit Bia C A und Bi(l-a) C B 
(i) A + B = M =$> s(A) + s(B) = S 

( i i ) A + B = M der kan. Epim. A x B *M zerfällt. 

Erfüllt ein Modul M diese äquivalenten Bedingungen, so g i l t weiter 

( i i i ) A, B gegenseitig Komplement i n M => M = A © B 
(iv) A + B = M /> A C®M 3 B» C B mit M = A © B' 
(v) AC eM * BC SM A A + B = M => A r> B C®M 

(vi) A + B = M A N v o l l invariant er Untermodul von M A A n B C N 
(A + N) O (B + N) = N 

(v i i ) A + B = M A N vollinvarianter Untermodul von M 
(A n N) + (B d N) = N . 

Beweis: Die Äquivalenz von (SP2) und (i) i s t leicht einzusehen, ebenso i s t 
( i i - SP2) klar. (SP2 - i i ) : Die Abbildung M •A x B mit x \—• (ax,x-ax) 
i s t ein Rechtsinverses. ( i i — i i i ) : (abweichend von Satz 3)* Im Diagramm 

A x B ^—*M/B X M/A 

f 
y 
M 

seien a l l e Pfeile die kanonischen Abbildungen. Es kommutiert, und weil A,B 
gegenseitig Komplemente sind, i s t g wesentlich. Weil Ke f C Ke g und 
Ke f C ® A * B (nach i i ) , folgt Ke f = o, also A n B = o. (SP2 - i v ) : Sei 
M = A Q X und G = ̂ x^X * J e ( * e s a -*-s* idempotent 6 := (1-(1-G)a)6 
wegen 66 = 6 und 66 = 6, außerdem A = Ke6 und damit M = A <& Bi6. Nun hat 
man nach Vor. spe z i e l l ein a mit Bia C A und Bi(l-a) C B, und dafür g i l t 
6a = o, also 6 = (l-a)G und damit Bi6 C B. (iv — v): Seien A,B wie angegeben. 
Nach (iv) gibt es B' C B mit A e B' = M und ebenso A' C A mit A* © B » M. 
Mit dem modularen Gesetz zeigt man sofort M = (A n B) © (A'+B'), also A^BC^M. 
(SP2 - v i ) : Seien A,B,N wie angegeben, a wie verlangt. Aus x = a + n^ • b + rig 
mit a€A,b€B, n ^ j ^ e N folgt a - aa = (l-a)a G A r\ B, ebenso b-(l-a)b - ab 
£ A n B, und damit x = ax + (l-a)x « ab + an 2 + (l-a)a + (1-a)^ e N. (SP2 -

v i i ) : klar. 

(1.7) Beispiel: Jeder unzerlegbare Modul erfüllt die Bedingung (SP2,i), denn aus 
A + 3 = M folgt A = M oder B = M, also s(A) = S oder s(B) = S. Speziell i s t 
in die Prüfersche Gruppe Z t p 0 4 ) ein (SP2)-Modul (aber nicht selbstpro­
jektiv, denn (SP1,iv) i s t verletzt). 
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(1 08) Bemerkung: A l l e Punkte lassen sich für selbstinjektive Moduln dualisie-
ren. Weil hier aber wegen der Grothendieck-Bedingung noch das Zorn'sehe Lemma 
zur Verfügung steht, erhält man noch mehr Äquivalenzen: 

(SI2) A,B C M * A A B = o -*> 3 a mit A C Kea und B C Ke(l-a) 
mit (SI2') A,BC M A A n B - o g A',B' C M mit A C A',B C B* und A 1© B'-M. 

Klar folgt nämlich aus (SI2 1) die erste Bedingung. Zur Umkehrung hat man wie 
oben die Schlüsse (SI2 — i -* i i -* i i i ) »wobei jetzt Durchschnitts-Komplemente 
stehen, d.h. maximale Elemente in [ T | T C M A T O U « O J . Das Diagramm zu ( i i -
i i i ) i s t 

M/A X M/B -« - B X A 

'! 
W 

wobei A und B gegenseitig Durchschnittskomplemente sind, also g ein wesent­
licher Monomorphisraus i s t . Weil nach ( i i ) der Monomorphismus f zerfällt, 
folgt B i f - M/AxM/B, also A + B - M. Aus ( i i i ) folgt nun (SI2'), denn zu 
A n B • o sei B 1 D B Durchschnittskomplement v o n A und AT Z> A Durch-
schnittskomplement von B' in K . Bs folgt A ; = M. 
In diesem F a l l läßt sich also (SI2) ohne den Endomorphismenring beschreiben, 
denn (SI2 1) oder auch ( i i i ) i s t a l l e i n eine Forderung an den Untermodulver­
band - £ ( M ) . 

(1.9) Leuna: Erfülle der Modul M die Bedingungen (SPl) und (SP2). Dann g i l t 

(a) U klei n i n M s(u) C Ra(S) 
(b) a € Ra(S) Bia klein i n M 

Beweis: (a): Ist U klein i n M und ß 6 s(U), so g i l t für a l l e f€S, daß 
Bi ß$> klein i n M i s t , also Bi(l-ßy ) - M. Nach (SP1,iii) i s t damit 1-ß£) 
rechtsinvertierbar. Hat man umgekehrt s(U) C Ra(S) und U + T » M, also 
mit (SP2) ein a mit Bia C U und Bi(l-a) C T, so folgt a 6 Ra(S) und 
damit Bi(l-a) - M. (b): (Für selbstprojektive Moduln siehe [VjAdded in proof): 
Mit (SP1,i) g i l t s(Bia) = sd(aS) = aS, sodaß aus (a) alles folgt. 

(1.10) Bemerkung: Der Zusammenhang zwischen ( S i l ) , (SI2) und den Steti^ceits-
bedingungen von Utumi [ii] i s t folgender: (SI1 ,iv) i s t äquivalent mit (0.2) und 
aus (SI2,iii) folgt (0.1), wobei natürlich die Rechtsideale von R^durch 
Untermoduln von M^ ersetzt sind. Gelten umgekehrt die Bedingungen (0.1) und 
(0.2), so folgt ( S I 2 , i i i ) : Sind A,B gegenseitig Durchschnittskomplemente in 
M, so sind sie nach (0.1) direkte Summanden, sodaß nach (0.2) = (SI1,iv) auch 
A + B direkter Summand i n M i s t . Weil A + B zusätzlich groß in M i s t , folgt aVe 
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Im Folgenden s o l l untersucht werden, wann aus den beiden Bedingungen (SP1) 

und (SP2) bereits die Selbstprojektivität folgt. Grundlegend dafür und für 
die spätere Untersuchung von Komplementen i s t das 

(1 .11) Beispiel; Seien I,J Rechtsideale i n R mit I C J für ein n> 1 . 

Dann hat M :« R/l x R/j zwei Untermoduln A,B mit 

(i) A und B sind gegenseitig Komplemente 
( i i ) A und B sind direkte Summanden in M 

( i i i ) A OB i s t kein direkter Summand i n M . 

Beweis: Seien zunächst I,J beliebig. Definiere A = (l,o)R, B • (1,1 )H und 
C - (o,1 )R. Klar g i l t M « A © C « A + B = B + C und A n B » (l+J)/l * o , 
B n C - o x (l+j ) / j . Eine kurze Rechnung zeigt, daß B genau dann Komple­
ment von A i s t , wenn es zu jedem x€ J ein y€ J gibt mit x - xy + y € I. 
Seien nun I,J wie oben angegeben. Dann i s t neben A auch B direkter Summand 
in M , also ( i i ) erfüllt. Es i s t auch B Komplement von A, denn zu x e J 
wähle man y » -(x + x 2 + ... + x n~ 1) . Wegen AC*M folgt aus B O A klein i n 
B auch A n B klein in A, also auch A Komplement von B, sodaß (i) erfüllt 
i s t . Wäre schließlich A r\ B C 9 M, so folgte A n B C*A, also A n B = o, Wid. 

Im Spe z i a l f a l l R - 2 » I - (ö), J » (2) 

hat die abelsche Gruppe M « Z/(8)x ̂ /(2) 
folgenden Untergruppenverband: 

(in ( 3 . 2 7 ) wird gezeigt, daß in torsions­
freien abelschen Gruppen der Durchschnitt 
zweier gegenseitiger Komplemente Null sein 
muß.) 

o 

(1 .12) Lemma: Erfüllt eine abelsche Torsionsgruppe die Bedingung (SP1) , so 
i s t sie bereits selbstprojektiv . 

Beweis: Es genügt (SP1, iv) . Als Vorbemerkung überzeugt man sich, daß (SP1,iv) 
sich auf direkte Summanden vererbt und nach Beispiel (1.11) die abelsche Gruppe 
^ 7 ( p n ) * ^ / ( p m ) für n f m nicht (SP1,iv) erfüllt. Sei nun M tor­

sionsvoll mit ( S P 1,iv): M i s t reduziert, denn sonst folgte ^Z(p°°)C eM, Wid. 
Sei nun B ^ eine p-Basis-Untergruppe von , der p-Komponente von M (siehe 
P 3 § 3 2 ) . Dann hat B, V keinen direkten Summanden der Form Z / ( p n ) x Z/(p m) 
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mit n f m (ein solcher wäre beschränkter, reiner Untermodul von M, also 
direkter Summand i n M), sodaß folgt B ^ » 0 X ± mit X ± = Z /(p n) für 
alle i e l und ein festes n^ 1 . Aus der Beschränktheit folgt weiter B/ sC®M , 

(PJ P 
und weil M reduziert und M /B, N teilbar sogar B/ \ • M . Die p-Kompo-

P P (P) 6 (p) P 
nenten von M sind also direkte Summen von zyklischen Gruppen der gleichen Ordnung, 
und ans der Charakterisierung der selbstprojektiven abelschen Gruppen durch Puchs-
BÄngaswamy i n Df-] folgt daraus die Selbstprojektivität von M. 

fiLn Modul M heißt bekanntlich rein-projektiv, wenn für jeden Epimorphismus 
gi X » *Y, dessen Kern rein i n X i s t , die Abbildung Hom(M,X) >Hom(M,Y) 
surjektiv i s t . Nach Maranda (vgl.C3 ] $ 3 o ) sind die rein-projektiven abelschen 
Gruppen genau die direkten Summen von zyklischen Gruppen. Damit läßt sich der 
Zusaamenhang zwischen "rein-projektiv" und Mselbstprojektiv w darstellen: Die 
Bedingung 

(8) A C # M A BC*M A A + B - M A A B C*M 

wurde sowohl ans (SP1) als auch aus (SP2) abgeleitet, und mit ihr erhält man: 

(1 .13) Pro Position: Für eine abelsche Gruppe sind äquivalent 

(a) M i s t selbstprojektiv 
(b) M i s t rein-projektiv und genügt der Bedingung (S) 

Beweist (a -» b): Nach M i s t jede selbstprojektive Gruppe eine direkte Summe 
von zyklischen Gruppen, also rein-projektiv. (S) i s t klar, (b a)t Als Vor­
bemerkung überzeugt man sich, daß (S) sich auf direkte Summanden vererbt ( hat 
man X e Y « M, A C*X, BC*X, A + B - X, so definiere man A - A + Y, und 

. damit g i l t Tc*M, B C EM, A + B - M, also nach Vor. I n B C EM. Es folgt A n B -
A n B C*B, also auch direkter Summand i n X ) und für n>1 die abelsche Gruppe 
Z x Z/(n) die Bedingung (S) nicht erfüllt ( A 1- ( l , o ) Z und B :« ( 1 , 1 ) Z 

sind beide direkte Summanden, nicht aber A n B » (n) X o ). Sei nun M » .$ R M.̂  
mit (S), a l l e zyklisch und direkt unzerlegbar. Gibt es ein i Q 6 I mit 
M, • , so sind nach der Vorbemerkung a l l e M, isomorph zu "2. , also M f r e i . 
i« i 

Ist aber M Torsionsgruppe, so muß nach Beispiel 1.11 für jede p-Komponente 
gelten: M - ' © Z / ( p n ) für ein festes n^ 1 , sodaß wieder nach selbst-

P -wtr 
projektiv i s t . 

Die Bedingung (S) erlaubt auch, für rein-projektive Gruppen das Problem 9 von 
Fuchs i n [ß] zu lösen, nämlich die Gruppen zu charakterisieren, i n denen der 
Durchschnitt von zwei direkten Summanden wieder direkter Summand i s t : 

(1 .14) Satz: Für eine rein-projektive abelsche Gruppe M sind äquivalent 



(a) Der Durchschnitt von zwei direkten Summanden in M i s t 
wieder direkter Summand in M 

(b) Jede Untergruppe von M i s t selbstprojektiv 
(c) Jede Untergruppe von M genügt der Bedingung (S) 

Beweist (b — c): klar nach Lemma 1.3 oder 1.6 . (c — a): g i l t allgemein für 
Moduln, denn A C®M und B C®M U A + B hat nach Vor. die Eigenschaft 
(S). Weil auch AC*U und BC*U , folgt also A n B C*U und damit An B C*B 
C®M. (a — b): Als Vorbemerkung überzeugt man sich, daß (a) sich auf direkte 
Summanden vererbt und von der abelschen Gruppe Z V ( p n ) x Z Y ( p n ) für n > 1 

nicht erfüllt wird ( A :» ( 0 , 1 ) ^ und B :» ( p , l ) J sind direkte Summanden, 
nicht aber A n B = (o,p n" ) Z )• Sei nun M rein-projektiv mit (a) . Es 
folgt (S), also nach Prop. 1.13 selbstprojektiv M. Ist M f r e i , so auch 
jede Untergruppe, und (b) i s t gezeigt. Ist M nicht f r e i , so i s t es nach [V]Tor­
sionsgruppe, und jede p-Komponente i s t von der Form M * & Z7(p n) mit n>1 . 

P 
Aus der Vorbemerkung folgt, daß M4p4z 1 oder n - 1 sein muß, also zyklisch 
oder halbeinfaoh i s t . Sei nun zum Nachweis von (b) U CM : U i s t torsionsvoll, 
und zur Selbstprojektivität muß nach Wgezeigt werden, daß für al l e p die 
p-Komponente U^ direkte Summe von isomorphen zyklischen Gruppen i s t . Mit M^ 
i s t nun aber auch U^ C zyklisch oder halbeinfach, also von dergewünschten 
Gestalt. 
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2. Komplemente 

(2.1) Lemma: Sei V Komplement von U in M, N » Ra(M) . Dann gilt 
(a) N - (v + ») n (u + N) - (v n N) + (u n N) 
(a') H - V ©Ü »wobei M - K/Ba(VL) 

(b) XCV A X klein in M X klein in V 
(b') Ha(V) - VAEa(M) 
(o) Ha(M/U) - (Ha(M) + U ) / U 

Beweis: (a) : Die Aussage (7 + N) n ( U + N) - N ist nach dem modularen Gesetz 
äquivalent mit TD ( U + N) C N . Sei also x e 7 n (U + N) und xR + T - M : 
Wegen x«7 folgt xR + (T n 7) « 7 , also X R + ( T A 7 ) + U - M . Wegen 
x - u + n mit u cU,n€N folgt nR+(Tr»V)+U-M, also (Tr\7) + U • M . 
Wegen 7 Komplement von U in M folgt T A T - V , also V C T . Wegen x^V 
folgt x€T und damit T - M. Ergebnis: xR ist klein in M, d.h. xeH . Um die 
aweite Gleichheit in (a) zu zeigen, schneide man die soeben bewiesene mit 7 : 
Aus 7 n I - 7 r\ (U + H) folgt dann (7 n N) + U - (IT + 7) r\ (U + H) 3 N , 
also (7n I) + (UnN) - r(7r>IT) +ü]nH - N . (a')t klar, (b): Sei XC7, 
X klein in H und X + T « 7 . Es folgt X+T+U-M, also T + TT - M , also, 
weil TC7 , vagen Komplement sohon T - 7 . (b')t folgt sofort aus (b) • (o): 
Weil 7 •M/U ein wesentlicher Epimorphismus ist, gilt Ra(M/U) - (Ra(v)+ü)/U. 
Ans (a) und (b') folgt nun Ba(ü) + U - [ V A F ) + Ü - Ra(v) + U und damit 
die Behauptung. 

(2.2) Beispiele: Bin Modul heifit komplementiert, wenn jeder Untermodul ein Kom­
plement hat. Jeder halbeinfaehe Modul, jeder artinsohe Modul, jeder unzerlegbare 

. Modul ist komplementiert. Inder Kategorie der abelsohen Gruppen gilt: 
Z ist nioht komplementiert (a') 
d ist nioht komplementiert ( ist 7 Komplement von U in ̂ , so folgt nach 

(b«) Ha(7) - 7 , also 7C e^ und daraus U 
oder U klein in Q . hat aber eohte Unter­
gruppen, die nicht klein sind, also kein Komple­
ment besitzen können)(vgl. auch (4«9> 3) ) 

ist komplementiert ( es ist Torsionsgruppe mit den unzerlegbaren p-Kompo-
nenten X(v°°)f und diese Zerlegung genügt den 
Voraussetzungen des folgenden ) 

(2.3) Lemma: Sei M - g| derart zerlegt, daß für alle Untermoduln U gilt 
(*) U - e ( U H M I ) . 

Sind dann alle M , , i € l komplementiert, so auch M . 
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Beweis: Die Bedingung (-*) i s t offenbar äquivalent damit, daß für a l l e xeM 
und i £ I g i l t : p^(x) G xR . Ist nun U C M und "V\ ein Komplement von 
U r\ Mi i n Mi für a l l e i e I , so zeigt man mit Hilfe von (•*•) sofort, daß 
V :« 2 V. ein Komplement von U i n M i s t . 

(2 .4) Proposition: Sei kommutativ das Diagramm und 
f, h Epimorphismen. Dann g i l t X > M 

(a) Ist h wesentlich und V Komplement ^ ^ 
von Ke f in X, so i s t k(V) Korn- Y * ^ >N 
plement von Ke g in M . 

(b) Ist k monomorph, V + Ke f = X und k(V) Komplement von 
Ke g i n M, so i s t h wesentlich und V Komplement von Ke f 
in X . 

Beweis: (a): Aus N - hf(X) =* hf(v) = gk(v) folgt M - g~1(N) - k(V) + Ke g . 
Es i s t k(V) sogar minimal, denn aus M = T + Ke g mit T C k(V) folgt 
T C k ( k " 1 ( T ) ^ V ) , also N - g(M) - g(T) C gk(k~1 (T) r \ V) - hf (k~ 1 (T) A V) 
und damit Y - h~ 1 (N) - f (k~ 1 (T) r \ V) + Ke h . Weil Ke h klein i n Y i s t , 
folgt Y - f(k" 1(T)/n V) , also X - f" 1 (Y) - k"1 (T) r \ V + Ke f . Es folgt 
k * 1 ( T ) A V - V und damit k(v) C T , also T « k(V). (b): Mit ähnlichen 
Schlüssen wie eben zeigt man: Y-W + Keh «=#• M - k(f" 1(W) r \ V) + Ke g 
f~ 1 ( V ) r \ V - V Y - f (V) C W . Außerdem i s t V Komplement von Ke f, 
denn X - S + K e f mit S C V ~ » M « k(S) + Ke g S - V . 

(2.5) Folgerung: Ist epimorph g:M*.—>N , so g i l t 
(i) Ke g hat genau dann ein Komplement i n M, wenn es eine Abbildung 

k:X—>»M gibt derart, daß gk:X *M—*N ein wesentlicher Epi­
morphismus i s t . 

( i i ) Hat N eine projektive Hülle, so hat Ke g ein Komplement i n M . 
Ein Modul M i s t genau dann komplementiert, wenn es zu jedem Epimorphismus 
M*—*N einen Morph!smus X—*M gibt derart, daß X — * M — N ein wesent­
licher Epimorphismus i s t . 

(2 .6) Folgerung: Jeder Faktormodul eines komplementierten Moduls i s t wieder 
komplementiert ( vgl. Theorem 1„12 i n [J3] für "perfekte" Moduln). Spezieller 
g i l t : X C U C M „ V Komplement von U i n M 
=£> (V + X)/X i s t Komplement von ü/X i n M/X, M * M/X 
man wende nämlich Prop„ 2.4 (a) auf das Diagramm an: 

\f T 
M/U — M/U 
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(2.7) Bemerkung: Kompleraentiertheit läßt sich über wesentliche Epimorphismen 
nicht "hochheben", z.B. i s t Q — > ein wesentlicher Epim. mit komplemen­
tiertem Z i e l , aber die Quelle i s t nicht komplementiert. Ebenso gibt es semi­
lokale Ringe, die nicht semiperfekt sind. Eine abgeschwächte Eigenschaft je­
doch überträgt sich: Nennt man einen Modul schwach komplementiert , wenn es 
zu jedem U C M ein V C M gibt mit V + U = M und V A U klein i n M , 
so zeigt man leicht, daß bei einem wesentlichen Epimorphismus mit dem Ziel 
auch die Quelle schwach komplementiert i s t . Speziell i s t also Q schwach 
komplementiert, ebenso jeder semilokale Ring; und z.B. auch jeder halbartinsche 
Modul Mĵ  mit kleinem Radikal über einem rechtsnoetherschen Ring R (denn 
der Radikalfaktormodul i s t halbeinfach) . 

Zur Untersuchung der Menge der Komplemente zu einem festen U C M dient 
(2.8) Folgerung: Ist V Komplement von U i n M und <% € S - Etad(j^) mit 

Bi(l-cc) C U, so i s t auch oc(v) Komplement von U i n M • 

22S S M *• K 

l * l 
M/U -> M/U 

(2.9) Lemma: Genüge M der Bedingung (SP2) aas 1.6 . Dann g i l t 

( i ) W + U - M A U hat Komplement i n M U hat Komplement i n M, das 
i n V enthalten i s t 

( i i ) W + U = M A W vollinvariant Jedes Komplement von U i n M 
i s t i n V enthalten 

( i i i ) V, V Komplemente von U i n M =»> J a mit B i ( l - a ) c U A V' - a(V) 
(iv) V, V Komplemente von U i n M 

und VC*M V C*M A V 

Beweis: ( i ) : Wegen (SP2) gibt es ein a mit Bia C W und Bi(l-a) C U . Ist 
nun V Komplement von U i n M, so i s t nach (2.8) auch a(V) ein Komplement 
von U i n M, das außerdem i n W enthalten i s t . ( i i ) x Sei Y Komplement von 
U in M . Wegen (SP2) gibt es ein a mit Bia C V und Bi(l-a) C U . Aus 
W + U = M folgt jetzt a(W) + U = M , also wegen Komplement a(W) - V und 
wegen der Vollinvarianz V C W . ( i i i ) : Zu V 1 + U » M gibt es a mit 
Bia C V und Bi(l-a) C U . Mit V i s t nach (2.8) auch a(V) Komplement von 
U in M, also a(v) = V . ( i v ) : Seien V, V wie angegeben. Nach (SP2,iv) 
gibt es ein U' C U mit V © U1 = M . Es folgt V + U' - M , denn es i s t 
V n U + (Uf + V ) = V + [(U' + V)nüJ= V« + U - M und V^U i s t klein i n M. 
Wieder nach (SP2,iv) gibt es ein V" C V mit V" e U' = M . Nun i s t V* auch 
Komplement von U 1, also folgt V» = V" . Aus V e U» = M = V © U1 folgt noch 



(2.10) Bemerkungen: Zu ( i ) : Ist M komplementiert mit (SP2), so gibt es für 
jedes Paar (A,B) mit A + B = M ein A' C A derart, daß A' Komplement von 
B i n M i s t . Ein Modul mit dieser letzten Eigenschaft heißt in [sj supplemen-
t i e r t . Für Supplementierte Moduln läßt sich die Bedingung (SP2) a l l e i n durch 
den Untermodulverband *C(M) beschreiben, nämlich durch (SP21) oder (SP2,iii) 
i n (1.8), weil sich jetzt a l l e dort durchgeführten Schritte dualisieren lassen. 
Zu ( i i ) : In einem kommutativen Ring i s t jedes Ideal v o l l invariant, also sind 
Komplemente eindeutig bestimmt (und wie in 2.15 gezeigt wird, schon direkte 
Summanden). Zu ( i i i ) : Zusammen mit (2.8) hat man also i n (SP2)-Moduln: Ist V 
Komplement von U i n M, so i s t [x | X Komplement von u] = |a(V) | ot6S ABi(l-a) 

C U J .Zu ( i v ) : Im Beispiel (1.11) mit R Z sind B und E beide Kom­
plemente von A, aber E i s t kein direkter Summand und B ̂  E . 

Ist V C M, so heißt V Komplement i n M, wenn es ein UC M gibt derart, daß 
V Komplement von U in M i s t . Jeder direkte Summand i s t Komplement, die Um­
kehrung g i l t jedooh i.A. nicht ( 1 . 1 1 ) . Sie s o l l im Folgenden untersucht werden. 
Einige bekannte Eigenschaften von direkten Summanden übertragen sich noch auf 
Komplemente (siehe auch 2.1 b,b' ): 
(2.11) Lemma: Seien A C B C C . Dann g i l t 

(i) A Komplement i n B ~ B Komplement i n C =^ A Komplement i n C 
( i i ) A Komplement i n C A Komplement i n B 

( i i i ) B Komplement i n C => B/A Komplement i n C/A 
(iv) A Komplement i n C A B/A Komplement i n C/A B Komplement i n C 

Beweis: ( i ) : Ist A Komplement von Û  i n B und B Komplement von U^ i n C, so 
i s t A Komplement von Û  + U^ i n C . ( i i ) : Ist A Komplement von U i n C , 
so i s t A Komplement von U ̂ B i n B . ( i i i ) : Ist B Komplement von U i n C, 
so i s t B/A Komplement von (U + A)/A i n C/A . (i v ) : Ist A Komplement von 
U 1 i n C und B/A Komplement von U2/A i n C/A mit A C U 2 C C , so i s t 
B Komplement von U^AUg i n C . 
Nur für (iv) s o l l die Behauptung bewiesen werden: Klar i s t B + (^A U,,) -
B + A + (^AU 2) - B +[(A + U ^ n ^ ] - B + U 2 - C . Zur Minimalität sei X C B 
mit X + (U^Ug) - C : Aus (X n ^ ) + U g - {(X + [u^nUgO ̂  ] + U g - ̂  + U g 

- U + A + U g - C + U g - C folgt, weil B/A Komplement von Ug/A i n C/A i s t , 
daß (X A ü ^ ) + A » B . Aus (XA A) + ^ - {(A + [ X A U ^ n X ] + ̂  - X + ^ 
*> C folgt, weil A Komplement von Û  in C i s t , daß X r\ A = A , also 
X = X + A = B . 

(2.12) Satz: Erfüllt M eine der folgenden Bedingungen, so i s t jedes Kom­
plement in M bereits direkter Summand in M : 



1 5 

(a) M i s t r a d i k a l f r e i 
(b) M genügt der Bed. (SP2) und der Maximalbed. für Untermoduln, die 

Kern eines Endomorphismus sind 
(c) M genügt der Bed. (SP2) und der Minimal bed. für Untermoduln, die 

Kern (Bild) eines Endomorphismus sind 
(d) M genügt der Bed. (SP2) und für jeden Endomorphismus a g i l t : KeaC®M 
(e) M genügt der Bed. (SP2) und i s t komplementiert . 

Beweis: (a): klar nach (2.1,a'). (b): (Für selbstprojektive Moduln vgl. i n [ 1 3 J 

Remark p. 92): Sei V Komplement von U i n M und y€S - End(M) mit BiyCV 
und Bi(l-y) C U . Man v e r i f i z i e r t der Reihe nach: Bi y n « V für al l e n> 1 , 

Ke y n C Bi(l-y) für a l l e n> 1 , V + Ke 7 « M . Genügt nun M der Maximalbed. 
2 3 

für Endomorphismenkeme, so wird die Folge Key C Key C Key c ••• C U stationär, 
und aus Key11 - Key11* folgt Biy 1 1/^ Key - o , also V © Key - M . (c): Seien 
V, U, y wie eben. Dann i s t die Menge { X | X £ U * V + X - M A X i s t Kern (Bild) 
eines Endomorphismus J nioht leer, hat also nach Vor. ein minimales Element U' . 
U« i s t Komplement von V i n M, denn ein U w £ U' mit V + U" « M führt zum 
Widerspruch: Es wäre V dann Komplement von U" , sodaß ein y" existierte mit 
Bi y" C V und B i ( l - y n ) C U" , also V + X - M mit X :- Ke y w (bzw. Bi(l-y")) 
und X C u* . - Es sind also Y und U* gegenseitig Komplemente, sodaß mit 
(SP2,iii) fol g t : V $ U» - M . (d): Seien V, U, y wie i n (b). Weil nach Vor. 
Key C*M , folgt aus V r \ Key k l e i n i n V sofort Key r \ V klein i n Key , so­
daß V und Key gegenseitig Komplemente sind. Mit (SP2,iii) folgt: V & Key -M. 
(e): Sei V Komplement von U i n M. Wegen komplementiert hat auch V ein Komplement 
W , und es folgt,daß V und W gegenseitig Komplemente sind , also wie eben 
M - V © W . 

(2 .19) Folgerung: Ist der Ring R rechtshereditär, so hat jeder projektive Modul 
die Eigenschaft, daß jedes Komplement bereits direkter Summand i s t , denn es i s t 
(d) erfüllt. 
(is t R zusätzlich integer, also dedekindsch, so hat auch jeder injektive Modul 
die genannte Eigenschaft, denn für einen Körper i s t es klar, und für einen eohten 
Dedekind-Ring f a l l e n die Begriffe "Injektiv" und "Radikalvoll" zusammen (Satz 
6.1 in ßfc]), sodaß aus (2.1,b«) folgt Ra(v) = V , also V injektiv und damit 
VC eM .) 

In selbstprojektiven Moduln lassen sich die Komplemente als Bilder bestimmter 
Endomorphismen charakterisieren: 
(2.14) Lemma: Genüge M den Bedingungen (SP1) und (SP2). Dann sind äquivalent 

(i) V i s t Komplement in M 
( i i ) 3 y,6 € S = End(M) mit V - Biy, y = y 26, y 2-y € Ra(S). 



Beweis: ( i - i i ) : Wegen (SP2) gibt es ein y € S mit Biy C V und Bi(l-y) C U, 
wenn V Komplement von U i n M i s t . Wie oben folgt Bi y 1 1 = V für al l e n>1, 

2 2 sodaß speziell zu Biy = Biy nach (SP1) ein 6 existiert mit y = y 6. Aus 
Bi(y-y 2) C V r \ V k l e i n in M folgt noch nach (1 . 9 ) , daß y - y 2 £ Ra(S). 
( i i - i ) : Seien y, 6 wie angegeben. Klar i s t V + Bi(l-y) = M , und es wird 
behauptet, daß V Komplement von Bi(l-y) i n M i s t , d.h. V/->*Bi(l-y) klein 
i n V i s t : 

M * > M 

> ^ u 
^Biy 

Aus y 2 - y € Ra(S) folgt y - y6 € Ra(S) , also Bi(y - y6) klein i n M . 
f erhält kleine Untermoduln, also i s t f( Bi(y - y6) ) - Bi(y - y ) -
BiyPvBi(l-y) klein i n Biy . (Weil auch Biy + Key - M und Key C Bi(l-y) , 
i s t V auch noch Komplement von Key i n M .) 

(2 .15) Folgerung: Ist S zusätzlich kommutativ ( es genügt aß » o =>• ßa - o ), 
2 

so i s t jedes Komplement in M bereits direkter Summand, denn aus 7 - 7 6 , 
d.h. y(l - y6) - o , folgt dann (1 - y6)y = o , also y - y6y regulär i n S , 
und damit V - Biy C * M . 
(2.16) Bemerkung: In ( 5 . 3) wird gezeigt, daß i n einem (SP1 ,SP2)-Modul auch 
dann jedes Komplement bereits direkter Summand i s t , wenn sich Idempotente i n S 
modulo Ba(S) l i f t e n lassen. 

In selbstprojektiven Moduln erhält man folgenden Zusammenhang zwischen den 
Komplementen im Modul und denen im Endomorphismenring: 
(2.17) Lemma: Genüge M den Bedingungen (SPl) und (SP2) und seien V C M, 

I C S g « End(M) . Bann g i l t 

(a) V Komplement i n M s(V) Komplement i n S e ^ ds(v) - V 

(b) I Komplement i n S g d(l) Komplement i n M ^ sd(l) » I . 

Beweis: (a): Sei V Komplement von U i n M. Nach (SP2) folgt s(v) + s(u) - S, 
und die Anwendung von d l i e f e r t ds(v) = V (weil V minimal). Zum Nachweis 
der Minimalität von s(V) sei zyklisch I C s(v) mit I + s(ü) - S : Mittels d 
erhält man (V minimal) d(l) • V, also sd(l) = s(v), und wegen (SP1) auch noch 
I - sd(l). - Ist umgekehrt ds(v) = V und s(v) Komplement eines zyklischen 
I C Sg , so wird behauptet: V i s t Komplement von d(l) in M . Die Summe i s t 
klar, und aus X C V mit X + d(l) = M folgt nach (SP1) und (SP2) sofort 
s(X) + I = S , also s(x) = s(v) und damit ds(X) = V , also X = V . 
(b): Ebenso . 



5. Koabgeschlossene Untermoduln 

Ein Untermodul V C M heißt bekanntlich abgeschlossen i n M, wenn er keine 
echte wesentliche Erweiterung i n M hat, d.h. wenn aus VC XC M folgt: 
V nicht groß i n X . Dual wird i n [5] eingeführt: 

( 3 . 1 ) Definition: V CM heißt koabgeschlossen i n M, wenn aus X^IV 
folgt: V/X nicht k l e i n i n M/X . 

( 3 . 2 ) Beispiele: Jedes Komplement i n M i s t koabgeschlossen i n M, denn i s t 
V Komplement von U i n M und X C V , so folgt X + U f M , aber V/X + 
(X + U)/X - M/X , also V/X nicht klein i n M/X . 
In einem kommutativen Ring i s t jedes reine Ideal koabgeschlossen, denn X £ V 

zu X ̂  v ̂  V exi s t i e r t wegen rein ein v'e V mit v'v - v , und es 
folgt V + ( 1 -V')R - R , aber X + ( 1 -V«)R 4 R , also V/X nioht klein i n B/X. 

Jedes koabgeschlossene Ideal V C R i s t idempotent, denn ans V + T - R folgt 
o 

V + T - R • In einem kommutativen, noethersohen Ring i s t also jedes koabge­
schlossene Ideal bereits direkter Summand. 

(3«3) Proposition: Für einen Modul M̂  sind äquivalent 

(i) Jeder Untermodul von M i s t koabgeschlossen i n M 
( i i ) Jeder Eaktormodul von M i s t radikal f r e i 

( i i i ) Jeder Untermodul von M i s t gleich dem Durchschnitt der 
umfassenden maximalen 

(iv) Jeder einfache Rechts-R-Modul i s t M-injektiv 

Ein Modul mit diesen Eigenschaften heiße ein V-Modul • 

Beweis; Für R^ sind die Äquivalenzen ( i i ) bis (iv) bekannt (0*1) » und 
R wird dann als Rechts-V-Ring bezeichnet. 
(i)<=> / \ / \ ( v/X nicht k l e i n i n M/X ) ^ A / \ ( V/X J^Ljtft 

VCM X £ V XCM X$VCM KJ.ein i n 

/ \ ( M/X radikal f r e i ) ̂ > ( i i ) 4=> ( i i i ) . Sei nun zum Nachweis von 
XCM 

( i i -* iv) E ein einfacher Recht s-R-Modul und folgendes Diagramm gegeben: 

U C M 

o + f Kef ,-Sr__Ke7 

E 

Nun i s t U/Ke f einfach, also direkter Summand im radikalfreien M/Ke f , sodaß 
i 0 r °\ eine Faktorisierung i s t . (iv - i i i ) : Sei U C M und U ̂  x € M . 



Dann i s t o ̂  (ü + xR)/U zyklisch, hat also einen Epimorphisraus in einen 
einfachen Modul E • Das Diagramm 

U + xR C M 

Sei R ein kommutativer regulärer Ring, der nicht halbeinfach i s t . Nach ( i i i ) 
i s t R ein V-Ring, also jedes Ideal koabgeschlossen. Wegen Ra(R). = o i s t aber 
jedes Komplement bereits direkter Summand, (im dualen F a l l sind bekanntlich die 
abgeschlossenen Untermoduln genau die Durchschnitts-Komplemente, und i s t i n M 
jeder Untermodul abgeschlossen, so i s t M bereits halbeinfach.) 

(3«5) Lemma; (a) Ist M ein V-Modul, so auch jeder Paktor- und jeder Untermodul 
(b) Jede direkte Summe von V-Moduln i s t wieder ein V-Modul 
(c) Ist G ein Generator i n , der zugleich ein V-Modul i s t , 

so i s t jeder Rechts-R-Modul ein V-Modul (d.h. jeder Modul 
radikal f r e i ) . 

Beweis: Mit (3«3»iv) und folgenden bekannten Aussagen über relative Injektivität 
(siehe etwa [ 1 9 ] ) : Ist exakt o—>M' >*M *M"—*o und E M-injektiv, so 
i s t es auch M'- und M"-injektiv . Ist ( Mi| i € l ) eine Familie von Moduln 
und E M,-injektiv für all e i e l , so i s t E auch © M. - injektiv. Damit 
i s t (a) und (b) bewiesen, und klar folgt daraus (c) ( 0 G —*M ) . 

( 3 . 6 ) Bemerkung: Jeder halbeinfache Modul i s t ein V-Modul. Wie ( 3 . 4 ) zeigt, g i l t 
die Umkehrung i.A. nicht. Für spezielle Ringe g i l t sie: Ist R semilokal, so 
i s t schon jeder radikalfreie, insbesondere jeder V-Modul halbeinfach. Auch über 
einem kommutativen, noetherschen Ring R i s t jeder V-Modul halbeinfach: Ist ein 
zyklischer R-Modul R/<x V-Modul, so i s t der Ring R/01 regulär und noethersoh, 
also halbeinfach, sodaß auch der R-Modul R/<* halbeinfach i s t . Mit (3.5,a) 
schließt man von zyklischen auf beliebige V-Moduln. 

( 3 . 7 ) Proposition: Für einen Modul M sind äquivalent 

(i) Der Radikalfaktormodul M/Ra(M) i s t ein V-Modul 
( i i ) Für jeden Untermodul UCM g i l t : Ra(M/u) = (Ra(M) + U)/U . 

Ein Modul mit diesen Eigenschaften heiße gut . 

(U + xR)/U 

E 
läßt sich nach Vor. vervollständigen, und es g i l t dann U C Ke<f ^ x mit 
Kej> maxi mal i n M . 

(3*4) Folgerung: Ein koabgeschlossener Untermodul i s t i.A. kein Komplement: 



Beweist ( i ) / \ ( X = C\ T ) / \ ( Ra(M)+U = T ) ̂  ( i i ) 
Ra(M)cXCM X<T$M UcM UCT£M 

(3.8) Beispiele; Jeder radikalvolle oder komplementierte Modul i s t gut ( M/Ra(M) 
is t Null bzw. halbeinfach ) ; gut u. radikalfrei i s t äquivalent mit V-Modul ; 
in der Kategorie der abelschen Gruppen i s t €^ gut, nicht jedoch die Untergruppe 

2 r über einem Dedekind-Ring i s t jeder Torsionsmodul gut, denn jeder radikal -
freie Torsionsmodul i s t halbeinfach ( Sei o * I ̂  R mit R/l radikalfrei : 
I - t f - £ S" R/I « O R/fV und jedes R/j>$s i s t radikalfrei, also 
s i - 1 für a l l e H i ^ n R/l halbeinfach ) . 

( 3 . 9 ) Lemma: (a) Ist M gut, so auch jeder Faktormodul 
(b) Jede direkte Summe von guten Moduln i s t wieder gut 
(c) Hat einen guten Generator, so i s t jeder Rechts-R-

Modul gut 

Beweis: Folgt mit der Charakterisierung (3.7>i) unmittelbar aus ( 3 . 5 ) • 

( 3 . 1 0 ) Bemerkungen: 1) Hat ein Untermodul V C M die Eigenschaft Ra(V) -
V ARa(M) , so i s t mit M auch V gut, denn dann i s t die Abb. V/Ra(V) — 
M/Ra(M) eine Injektion. 2) R^ i s t genau dann gut, wenn für a l l e Rechts-R-
Moduln M g i l t : Ra(M) - M.Ra(R) . Solche Ringe werden i n [0>~\ als rechts-gut 
bezeichnet. 3) Für eine Familie von guten Untermoduln M ( i 6 I) g i l t : 
Ra( ZLM^ «= Z! Ra(Mi) . Zum Beweis betrachte man den kanonischen Epimorphis­
mus © M . »—> IM. und benütze (3»9fh) . 

x 1 1 1 

Über geeigneten Ringen stimmen die koabgeschlossenen Untermoduln mit den 
sogenannten "koreinen" überein. Lies s o l l im Weiteren untersucht werden, wobei 
insbesondere gezeigt wird, daß über Dedekind-Ringen i n jedem Modul die koabge­
schlossenen Untermoduln mit den abgeschlossenen übereinstimmen. Folgende Ver­
allgemeinerung des Begriffes "rein" stammt von C„P.Walker: 

(3.11) Definition: [ 2 2 ] Sei t C ßlR und V C : 

V heißt C-rein i n M ^ V C X C M A X A ^ t VC®X 
V heißt £-korein i n M ^ X C V A V / X 6 S =^ V/XC*H/X . 

Für beliebiges fe i s t jeder direkte Summand sowohl fe-rein als auch fc-korein 
in M . Für geeignetes C erhält man in Jfär gerade die gewöhnlichen reinen 
Untergruppen (siehe [} J p. 128) . Im Folgenden sei stets S£ R die Klasse der 
einfachen Rechts-R-Moduln: Weil nun nicht-große maximale ( nicht-kleine 
minimale ) Untermoduln stets schon direkte Summanden sind, folgt unmittelbar 
aus den Definitionen 
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(3.12) Lemma: für V C M g i l t 

(a) V abgeschlossen i n M V i s t <C -rein i n M 
(a°) V koabgeschlossen i n M =^ V i s t £. -korein i n M . 

Die Umkehrung i n (a) wird von Renault i n untersucht. Dort wird zwar be­
handelt, wann "quasi-reine" Untermoduln ( p.22, Def. 1 ) schon abgeschlossen 
sind, aber es läßt sich zeigen, daß diese mit den £ -reinen übereinstimmen: 

(3o13) Lemma: Für einen Untermodul V C M sind äquivalent 

(i) V i s t £-rein i n M 
X £ Y 

( i i ) Zu jedem kommutativen Diagramm 
gibt es ein (f> derart, daß das f 
obere Dreieck kommutiert y 

( i i i ) wie i n ( i i ) mit Y - R R (d.i. die 
Definition von "quasi-rein" bei Renault) 

(iv) Ist k € M/V und Ann(x) ein maximales Rechts ideal, so läßt 
sich die Abbildung: Ann(x) e r | • xr €V nach R fortsetzen 

(v) So(M/v) - ( So(M) + V )/V 
(vi) V C * V * , wobei V1* hier definiert i s t durch So(M/v) = V̂ Vv 

Beweis: ( i — i i ) : Man erhält das kommutative Diagramm 

-X C Y >Y/X >o 
I 

h« Ig 
V+Bih 

sy 

C M 

• V C V+Bih 

und v e r i f i z i e r t , daß g surjektiv i s t . Ist g » o , so folgt Bih C V und man 
i s t f e r t i g . Ist g + o , so i s t wegen der einfachen Quelle g isomorph und damit 
(V+Bih)/V e £ , also nach Vor. V+Bih = V e T . Mit <pi« py» h' erhält man eine 
gewünschte Faktorisierung von f . ( i i -* i i i -* i v ) : klar, (iv i ) : Sei 
V ̂  V + xR C M . Nach Vor. gibt es v€ V mit xr = vr für all e reAnn(x), 
d.h. Ann(x) =* Ann(x-v) und daher i s t einfach (x-v)R . Aus x-v ̂  V folgt 
V + (x-v)R =» V + XR und V r \ (x-v)R = o , zusammen also V C e V + xR . ( i - v i ) : 

i s t halbeinfach, also V^/V = .© X./V mit einfachen Summanden, also V £ X. 
tex 1 M mox. 1 

C M für a l l e i , und nach Vor. damit V C * X ± . Es folgt VC®V . (vi - v): Sei 
V j ^ X C M . Es folgt X/V C So(M/v) , also X C V*1 und nach Vor. daraus VC*X . 
Mit X = T © V i s t T notwendig einfach, also X C So(M) + V . (v - i ) : Sei 
V £ X C M . Nach Vor. hat man X C So(M) + V , also X = So(X) + V . Wäre nun V 
kein direkter Summand in X , so folgte V groß in X , also So(X) C V und damit 
X = V , Wid. 
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(3.14) Lemma: Pur einen Untermodul V C K betrachte man folgende 
Eigenschaften: 

(i°) V i s t £ -korein in Vi 

(v°) Ra(V) = VARa(M) 
(vi°) V/Ra(v) C®M/Ra( v ) . 

_ .,, .0 .O o 
Dann g i l t v i — I — v 

Beweis: (vi° - i°): Sei X $ V . Es folgt Ba(V) C X , also aus der Vor. 
V/X C * M/X . (i° - v°): Sei X £ V . Nach Vor. gibt es X C W C M mit 
V/X © W/X = M/X . Weil M/W v/X einfach, folgt Ra(M) C W und damit VnRa(M) 
£ V n W = X . (Bei keinem der Pfeile g i l t i . a l l g . die Umkehrung: Für vi°«-f- i° 
nehme man Beispiel 3*4» für i°«-(-v0 den Modul M « 2? .) 

( 3 . 1 5 ) Bemerkung: In speziellen Moduln lassen sich die £-(ko)reinen• Unter­
moduln einfacher beschreiben: 

(a) Für sockelfreies M g i l t : 1) V £-rein i n M ^ sockelfrei M/V 
2) Der Durchschnitt von £ -reinen Unter­

moduln i n M i s t wieder 6 -rein 
(a°) Für radikalvolles M g i l t : 1) V £-korein i n M 4=^ radikal v o l l V 

2) Die Summe von £ -koreinen Unter­
moduln in M i s t wieder ^-korein . 

(Beispiel (1.11) zeigt, daß ohne Voraussetzungen an M diese Aussagen i . a l l g . 
nicht gelten: A, B, C, D sind direkte Summanden i n M, aber A r \ B i s t nicht 
<£ -rein und C + D nicht £ -korein i n M.) 

Es sollen notwendige und hinreichende Bedingungen dafür angegeben werden, daß 
über einem Ring R in jedem Modul M̂  die £ -koreinen Untermoduln mit den 

£ -reinen übereinstimmen. 

( 3 . 1 6 ) Proposition A : Für die Rechts-R-Moduln eines Ringes R g i l t : 

I) Ist über R jeder 2 -koreine Untermodul &-rein, so hat jeder 
irreduzible, artinsche R-Modul einen total geordneten Unter­
modulverband . 

I i ) Ist über R jeder £ -reine Untermodul &-korein, so hat jeder 
unzerlegbare, noethersche R-Modul einen total geordneten Unter­
modulverband . 

Bev/eis: Etwa von i ) : Sei R wie angegeben und irreduzibel und artinsch. 
Es folgt, daß M unzerlegbar i s t , denn zu U £ M sei V ein Komplement in M : 
Ang. V f M es gibt V £ X C M (weil M artinsch) 4 Y C ® X (weil V £ -korein, 
also nach Vor. £ -rein in M) =̂  V = X (weil M irreduzibel) Wid. Aus V = M 
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folgt aber U klein i n M . - Das gleiche Argument zeigt: Jeder von Null 
verschiedene Untermodul von M i s t unzerlegbar, und daraus folgt (vgl. 4 . 2 4 , i i i ) 
die Totalordnung von * £ ( M ) . 

( 3 . 1 7 ) Beispiel: Zu einem kommutativen Körper k sei R := k £[X,Y)] . Dann 
g i l t : a) R^ i s t unzerlegbar und noethersch, hat aber keinen total geordneten 
Untermodulverband . b) Für das maximale Ideal iti i s t die injektive Hülle E(R/W ) 
irreduzibel und artinsch, hat aber keinen total geordneten Untermodulverband 
(nach 4 * 2 4 ) . Es gibt also nach Proposition A über R Untermoduln, die £ -rein 
sind, aber nicht £ -korein, und umgekehrt. 

(3.18) Lemma: Für einen kommutativen Ring R und V C M^ g i l t : 

(a) V £ -rein i n M ^^(v) = ' ^ ( o ) + V für al l e maximalen ULC R 
(a°) V £ -korein i n M ^ = V r\ M*n " 

Beweis: Durch "lokalisieren" der Funktoren Radikal und Sockel "in" einem 
einfachen E € £ : Sei Ra^(M) :=H{u | U C M a M/Ü ^ E \ sowie SoE(M) : = 
E [ U | U C M > V U ^ E J . Für ein Paar V C M betrachte man folgende Eigen­
schaften: 

1 ° ) XCV AV/X5?E = » V / X C e M / X 1) VCXCM*X/V ?r E V C ® X 

2 ° ) RajjOO = V ^Ra E(M) 2) SoE(M/v) = ( SoE(M) + V )/V 

3 ° ) V/Ra^V) C^M/RagOO 3) V C e E ^ 1 ( v ) m i t E^ 1(v)/V := SoE(M/V) 
1 .Schritt: Über beliebigen Ringen g i l t 1 2 ^ 3 und 3° - 1 ° - 2 ° . Falls 
M "lokal gut" i s t (s.u.), g i l t auch 2 ° -* 1 ° : Die ersten Behauptungen werden 
genauso bewiesen wie i n (3»13) und ( 3 . 1 4 ) . Für ( 2 ° - 1 ° ) heiße ein Modul M 
lokal gut, wenn für a l l e U C M und E<£% g i l t : Ra£(M/u) = ( Ra^M) + U )/U. 
Sei nun diese Bedingung erfüllt und X C V mit V/X ~ E: Wäre V/X kein direk­
ter Summand i n M/X, SO wäre es (weil einfach) klein in* M/X, also V/XCRa„(M/x), 

und wegen lokal gut also V C Raß(M) + X . Es folgte V = (X + Ra^M)) A V = 
X + Ra ß(v) = X Wid. 
2 .Schritt: Sei nun R kommutativ und E = R/W . Dann berechnet man Ra„(M) = M-Ht 
und SoE(M) = [ X | X £ M A X 1 * C = o f , und aus letzterem E^ (V) = { x | xeM A 
x r e V für a l l e r e m j=: H t ^ ( v ) . Es folgt, daß Ra ß rechtsexakt i s t und 
damit jeder R-Modul lokal gut, insbesondere 2° — 1 ° . Durch Umschreiben von 
2° und 2 erhält man die Beh. des Lemmas. 

Wie man sofort nachprüft, kann a ** a° gezeigt werden, wenn die maximalen 
Ideale von R zyklisch sind. Endlich erzeugte maximale Ideale genügen nach 
Beispiel ( 3 . 1 7 ) nicht, jedoch folgende Verallgemeinerung von zyklisch: In einem 
komnutativen Ring R heiße ein Ideal <£ C R quasi-invertierbar, wenn es 
3.^, ... ,an€üi gibt und y ^ ^ R , 1 * i , j 6 n mit folgenden Eigenschaften: 
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(') Die a ± erzeugen <X ( 1 •) Z 2 y i ± = 1 ( ! , f) y i - a k = y^a^. für al l e i , j , k . 

Jedes zyklische Ideal i s t quasi-invertierbar. Ist R ein Integritätsring, so i s t 
o + <X d R genau dann quasi-invertierbar, wenn es im Quotientenkörper von R i n ­
vertierbar im üblichen Sinn i s t . 

(3.19) Hilfssatz; Ist R kommutativ und quasi-invertierbar <h CR, so g i l t 
für jedes Paar V C : 

(a) ( V C ^ V ) )\X = V n M d 

(a°) VOt ) - t ^ o ) + V . 

Beweis: Sei <X quasi-invertierbar und die a^, y^. wie oben angegeben. Bei (a) 
i s t die Inklusion " C " klar. Sei also x 6 V n Mot,insbesondere x « ^ ^ i a i 
mit y. €:M . Definiere y. := ZI y .y. . für a l l e 1 £ i t n . Dann g i l t y. GM 

1 1 J 0 i j i 
und y ^ = f-y^r±f^ " ^ y j a j ^ y i k = x y i k € V f ü r a l l e k, also - y ^ 4* M(V) 
für a l l e i , und aus Z y.a. = !Exy. . = x folgt endlich x € ( Ot"l(V) • 
Bei (a°) i s t die Inklusion w D " klar. Sei also x £ OtM(Vt>t )• d.h. xa. • 

Z!v. .a. für gewisse v. 6V , 1&i,j£n . Definiere v :» Z! v. .y. £ V . Man 
j i j j i j 13 i j 

i s t f e r t i g , wenn gezeigt wird: x - v e ^^(o) • Es g i l t aber für alle k : va^ -

(3«2o) Proposition B : Sei R ein kommutativer Ring, i n dem jedes maximale 
Ideal quasi-invertierbar i s t . 
Dann stimmen i n jedem R-Modul die & -koreinen Unter­
moduln mit den &-reinen überein. 

Beweis: Mit (3.18): Sei V £-korein i n M . Nach (3.18,a°) folgt -14tl(V4tt ) 
i . 1 1 M 

= ^ M ( V ) n ^ M ( M t c c ) = M L ^ V ) . Die linke Seite i s t aber nach dem Hilfssatz 
gerade 4U*^(o) + V . Dies g i l t für al l e maximalen Ideale <<« < R, sodaß nach 
(3.18,a) jetzt V % -rein i n M i s t . Umkehrung ebenso . 

(3.21) Bemerkung: Die Voraussetzung von Proposition B i s t insbesondere von 
jedem Dedekindring erfüllt, ebenso von kommutativen Ringen, i n denen jedes 
maximale Ideal zyklisch i s t . 

Zur Untersuchung des Zusammenhangs zwischen koabgeschlossen und 2-korein, 
d.h. der Umkehrung i n (3.12,a°), i s t folgender Begriff nützlich: Ein Modul M 
heißt koatomar, wenn jeder von M verschiedene Untermodul in einem maximalen 
enthalten i s t . 
( 3 . 2 2 ) Beispiele: Jeder endlich erzeugte Modul, jeder halbeinfache Modul i s t 
koatomar. - Jeder koatomare Modul M hat ein kleines Radikal ( ang. Ra(M) + T = M 
mit T £ M T ^ X £ M Ra(M) + X = M -> X = M Wid. ), die Umkehrung 



g i l t i . a l l g . nicht ( ® 2? hat (D als Paktormodul). Hat ein guter Modul (also 
speziell ein komplementierter) ein kleines Radikal, so i s t er bereits koatomar: 
U £ M Ra(M) + U £ M Ra(M/ü) $ M/ü , also i s t U in einem maximalen 
Untermodul enthalten. 
Im dualen F a l l stimmen die Begriffe "großer Sockel" und "atomar" stets überein. 

( 3 . 2 3 ) Satz: Für die Rechts-R-Moduln eines Ringes R gelten folgende 
Äquivalenzen: 

(i) Jeder £ -koreine Untermodul i s t schon koabgeschlossen 
( i i ) A klein i n B A A radikal v o l l A = o 

( i i i ) A C B A Ra(A) klein i n B Ra(A) klein i n A 
(iv) A klein i n B A i s t koatomar . 

Ein Ring mit diesen Eigenschaften heiße ein Rechts-K-Ring . 

Beweis: ( i — i i ) : Jeder radikalvolle Untermodul i s t £-korein, jeder kleine 
und koabgeschlossene Untermodul i s t Null, ( i i — i i i ) : Seien A, B wie angegeben, 
Ra(A) + T = A . Es folgt, daß A/T radikalvoll i s t und A/T klein i n M/T , nach 
Vor. also A/T = o . ( i i i - i v ) : Sei A klein i n B und U % A . Es folgt 
A/U klein i n B/U , also auch Ra(A/U) klein i n B/U , sodaß nach Vor. folgt 
Ra(A/u) klein i n A/U . Weil A/U + o , kann es also nicht radikalvoll sein, 
(iv - i ) : Sei V C M nicht koabgeschlossen. Also gibt es ein X £ V mit V/X 
klein i n M/X .Nach Vor. gibt es X c y £ v . Klar g i l t V/Y klein i n M/Y , 

also i s t V nicht c -korein i n M . 

( 3 . 2 4 ) Bemerkung: In C1^] heißt ein Modul A klein, wenn es eine Erweiterung 
a : Ac—•B gibt mit Bia klein i n B . In dieser Terminologie i s t dann R 
genau dann ein K-Ring, wenn jeder kleine Modul koatomar i s t . (Bekanntlich i s t 
über einem echten Integritätsring jeder koatomare Modul klein.) 

(3.25) Beispiele: Jeder rechts-perfekte Ring, jeder Rechts-V-Ring i s t ein 
K-Ring, denn nur der Null-Modul i s t radikalvoll. Jeder Dedekind-Ring i s t ein 
K-Ring, denn ein radikalvoller Modul i s t injektiv (Satz 6.1 in fftf] ), also nur 
dann klein, wenn er Null i s t . 
Zur Gruppe G = Z ^p 0 0) (multiplikativ geschrieben) und dem Körper k = 2T/(p) 
i s t der Gruppenring R = k TG] kein K-Ring, denn nach [ l ] § 6 Ex.2 i s t N = 
Ra(R) f 0 mit N = N . Außerdem i s t R lokal und damit gut, sodaß nach ( 3.I0) 
g i l t : Ra(N) = N.Ra(R) = N , d.h. N i s t radikalvoll. 

(3.26) Folgerung 1 : Uber einem Dedekind-Ring stimmen die koabgeschlossenen 
Untermoduln mit den abgeschlossenen überein. 
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Beweis: Nach [}*\ stimmen die abgeschlossenen Untermoduln mit den £. -reinen 
überein, diese nach (3.2o) mit den £ -koreinen und diese nach (3 .25) mit den 
koabgeschlossenen. 

(3«27) Folgerung 2 : Über einem Dedekindring g i l t für jeden torsionsfreien 
Modul M : Sind A, B gegenseitig Komplemente i n M, so 
folgt M = A <9 B . 

Beweis: Seien M, A, B wie angegeben. Ist R ein Körper, so i s t alles klar. 
Ist R kein Körper, so i s t jeder torsionsfreie Modul sockelfrei, also (3«15) 

anwendbar: A und B sind £ -rein i n M (3«2o), also auch ihr Durchschnitt, 
also i s t A H B £ -korein i n M (3-2o) und damit auch koabgeschlossen i n M 
( 3 . 2 5 ) . Weil außerdem A C\ B klein i n M i s t , folgt A r \ B = o . 

(3.28) Bemerkung: Für Moduln über einem K-Ring g i l t : 

(a) Hat M ein kleines Radikal, so auch jeder Untermodul 
(b) Ist M koatomar, so auch jeder Untermodul 
(c) Jeder Modul mit kleinem Radikal i s t reduziert . 

Beweis: Ein Modul heißt reduziert. wenn sein größter radikalvoller Untermodul 
Null i s t . (Für Dedekind-Ringe stimmt das mit der üblichen Definition überein.) 
Damit folgt (c) unmittelbar aus (a), und (a) i s t klar nach ( 3 . 2 3 , i i i ) . Bleibt 
(b): Sei M koatomar und U £ X C M . Es folgt o + X/ü C M/U , und weil 
auch M/U koatomar i s t , hat es kleines Radikal ( 3 * 2 2 ) , also nach (a) auch X/ü. 
Damit i s t X/U nicht radikalvoll. (Das Gegenbeispiel i n (3»25) zeigt, daß i . a l l g . 
keiner der drei Punkte g i l t . ) 

Zum Abschluß s o l l gezeigt werden, daß sich über K-Ringen jeder komplementierte 
(SP2)-Modul i n eine direkte Summe von unzerlegbaren Moduln zerlegen läßt. Dazu 
i s t folgende Verallgemeinerung des Begriffes "koabgeschlossen" nützlich: Ein 
Untermodul V C M heiße erblich i n M, wenn g i l t : X C V A X klein i n M 
X klein in V . Jeder koabgeschlossene Untermodul V C M i s t erblich, denn aus 
X C V A X nicht-klein i n V folgt X + T = V für ein T £ V , also wegen koab­
geschlossen V + S = M für ein T C S £ M und daraus X + S = M , also X 
nicht-klein in M . In Z i s t jeder Untermodul erblich, jedoch nur o, 7Z koab­
geschlossen. Ist V erblich i n M und x €• V/"\Ra(M) , so folgt xR klein i n V, 
also x £ Ra(v) : es g i l t Ra(V) = V/^Ra(M) . Zusammen mit den in (3.12) und ( 3 . 

14) bewiesenen Inklusionen hat man also für jedes Paar V C M: 

V koabgeschlossen in M > V E -korein i n M 

l l 
V erblich in M > Ra(v) = V r\Ra(M) 
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($.29) Lemma: 

(a) Ist M gut, so g i l t : Ra(v) = V A Ra(M) =^ V fe-korein i n M 
(b) Ist M komplementiert, so g i l t : V erblich i n M =*V koabg.in M 

(c) R i s t genau dann ein Rechts-K-Ring, wenn für jedes Paar V C 
g i l t : Ra(V) = V A Ra(M) =» V erblich in M . 

Beweis: (a): wie in (3.18) der Schritt 2 ° - 1 ° . (b): Sei V erblich i n M 
und W ein Komplement von V i n M • Aus W A V klein i n M folgt nach Vor. WAV 
klein i n V , d.h. es i s t auch V Komplement von W i n M . (c): Sei R ein K-
Ring und Ra(V) = V rNRa(M) , X C V und X klein i n M : Aus X + T = V folgt, 
daß V/T radikalvoll i s t (weil X C Ra(v) ) und klein i n M/T , also V/T = o 
nach ( 3 . 2 3 , i i ) , d.h. T = V .- Ist aber umgekehrt, um mit ( 3 . 2 3 , i i ) zu zeigen, daß 
R ein K-Ring i s t , radikalvoll A C B mit A klein i n B , so folgt Ra(A) «* 
A P\Ra(B) , also nach Vor. A erblich i n B . Ein erblicher, kleiner Untermodul 
i s t aber bereits Null. 

(3.30) Satz: Sei R ein Rechts-K-Ring und mit den Eigenschaften 
<x) M komplementiert 
ß) jedes Komplement i n M i s t bereits direkter Summand . 
Dann i s t M direkte Summe von unzerlegbaren Moduln. 

Beweis: Seien R und M^ wie angegeben . 1 «Schritt: M i s t direkte Summe von 
direkt unzerlegbaren Moduln. Dazu genügt es zu zeigen, daß die Bedingung (c) 
von Stenström [2Ö] erfüllt i s t , nämlich: 

(C) Jede Kette von direkten Summanden i n M hat die Eigenschaft, daß ihre 
Vereinigung wieder direkter Summand i n M i s t . 

Ist nun i n unserem M eine Kette von direkten Summanden, so folgt Ra(H < f t ) 

» X<£ A Ra(M) , also F d t erblich i n M (nach 3.29»c) und, da M komplementiert, 
sogar Komplement in M (Beweis von 3«29»b), sodaß nach Vor. (ß) folgt: XVt C*M. 
2 .Schritt: Man hat M = 3 | M̂  mit M̂  direkt unzerlegbar . Weil aber jedes M̂  
wieder (a) und (ß) erfüllt ( 2 . 6 und 2 . 1 1,i), i s t es schon unzerlegbar. 

( 3 . 3 1 ) Polgerung: Über einem perfekten Ring i s t jeder (SP2)-Modul direkte Summe 
von unzerlegbaren Moduln, denn jeder Modul i s t komplementiert, und die Be­
dingung (SP2) l i e f e r t (ß) (2.12,e). 
Zugleich zeigt dieses Beispiel, daß im Satz auf (ß) nicht verzichtet werden 
kann, denn i s t über einem perfekten Ring jeder Modul direkte Summe von unzer­
legbaren (also zyklischen) Moduln, so i s t der Ring bereits artinsch. 
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4 . Die Struktur der komplementierten abelschen Gruppen 

( 4 . 1 ) Satz: Sei M direkte Summe von unzerlegbaren Untermoduln und 
Ra(M) klein i n M . 
Dann i s t M komplementiert . 

Beweis: Man hat M = © Mi mit M.̂  unzerlegbar für a l l e i 61 . Mit M hat 
auch M̂  ein kleines Radikal, i s t also sogar zyklisch und M^/Ra(M^) einfach. 
Sei U" für jedes U C M das Bild von U bei der Abbildung M *M/Ra(M). 
Man erhält M = <J| M I mit M,̂  einfach . Ist nun U C M , so gibt es nach 
dem Hauptsatz über halbeinfache Moduln ein H C l mit ( 0 M.) e> TJ « M • Es 
wird behauptet, daß V := ̂  M£ e i n Komplement von U in M i s t : aus 
V © TJ = M" folgt, weil M kleines Radikal hat, sofort V + U = M und V A U 
klein i n M., und weil V C * M , weiter V r\ U klein i n V . 
(Jeder Untermodul hat also sogar ein Komplement, das direkter Summand i s t . Bei­
spiel (l.1l) zeigt, daß daraus nicht folgt, daß jedes Komplement direkter Sum­
mand ist.) 

( 4 . 2 ) Folgerung: ( \lH^] Theorem 1) Ist i n einem Ring R die Eins Summe von 
orthogonalen, lokalen Idempotenten, so i s t R semiperfekt, 
Bew: R « © e.R mit e.R unzerlegbar . i»< 1 i 

(4o3) Folgerung: Eine abelsche Torsionsgruppe mit kleinem Radikal i s t komple­
mentiert . 
Bew: Jede p-Komponente hat wieder ein kleines Radikal, i s t 
also beschränkt (s.u.) und daher direkte Summe von zyklischen 
p-Gruppen ̂  o , deren jede unzerlegbar i s t . 

(4*4) Bemerkung: Auf das kleine Radikal im Satz kann i.A. nicht verzichtet 
werden: Die abelsche Gruppe M = ̂  2/(p n) i s t nicht komplementiert, denn 

Hilfssatz 1 : Ein reduzierter, komplementierter Modul i s t koatomar . 

Hilfssatz 2 : Für eine p-Gruppe sind äquivalent 

(i) kleines Radikal 
( i i ) koatomar 

( i i i ) beschränkt . 

Beweis: von (HS 1): Sei U £ M und V Komplement von U in M. Gäbe es keinen 
maximalen Untermodul über U, so wäre M/U radikalvoll, also auch V (wegen des 
wesentlichen Epimorphismus V—*M/ u ) , sodaß aus der Reduziertheit folgte: V = o 
d.h. U = M Wid. (HS 2 ) : ( i i i - i i ) : G i l t für beliebige Moduln über Dedekind-
ringen: Ist M beschränkt (d.h. Ann(M) 4= o ) und U C M , so i s t M/U wieder 
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eschränkt, also nicht teilbar und wegen Dedekind ( Satz 6.1 in £f6~J) nicht 
•adikalvoll. ( i i - i ) : G i l t für beliebige Moduln nach ( 3 , 2 2 ) . ( i - i i ) : G i l t 
'ür Torsionsmoduln über Bedekindringen, denn sie sind gut (3<>8) und jeder gute 
lodul mit kleinem Radikal i s t koatomar nach ( 3 . 2 2 ) . ( i i -» i i i ) : Sei M eine 
:oatomare p-Gruppe und B CM eine p-Basis-Untergruppe (siehe T3l^ 32): M/B 
.st wieder koatomar und außerdem injektiv, also Null, sodaß folgt B = M und 

oO „ 
Lamit M = ( 2 / ( v )) • Ang. M nicht beschränkt 3 Folge < n 2 < n^<-
dt ffc>1 für a l l e i U := & ^ / ( p N I ) C ® M mit U » — y Z ( p ° ° ) 
l >2£{v°*) Wid. zu koatomar M . 

^4.5) Satz: Sei M koatomar und jeder maximale Untermodul besitze ein 
Komplement i n M . 
Dann i s t M Summe von Untermoduln, die zyklisch und unzerlegbar 
und Komplement i n M sind . 

3eweis: Sei M° :» ̂ [ u J zyklisch u. unzerlegbar U A U Komplement i n M j . 
Lng. M° f M . Wegen koatomar folgt M° C X $ M . S e i Y Komplement von X i n 
4 . Weil wesentlich Y ̂ — • M/X mit einfachem Z i e l , g i l t Yfi{ j , also Y C B . 
Sfe folgt M° + X - M , also X - M Wid. 

(4.6) Folgerung: Sei R ein Integritätsring derart, daß R^ nicht komplemen­
t i e r t i s t ( also R nicht lokal ). 
Dann i s t jeder komplementierte Modul mit kleinem Radikal ein 
Torsionsmodul. 
Bew: Weil R nicht lokal, i s t jeder zyklische, unzerlegbare 
R-Modul torsionsvoll. Weil jeder komplementierte Modul mit 
kleinem Radikal bereits koatomar i s t ( 3 . 2 2 ) , folgt die Beh. 
aus dem Satz. 

( 4 . 7 ) Bemerkung: Über einem Dedekindring i s t jeder Torsionsmodul Summe von 
*• s 

zyklischen, unzerlegbaren Untermoduln, denn o + I£R I = <f| , also 
R/l « 0 » jedes R/^St i s t unzerlegbar. 

( 4 . 8 ) Lemma: Sei R ein Integritätsring mit der Eigenschaft, daß jeder radikal­
volle R-Modul teilbar i s t . Dann sind äquivalent 

(i) Weder R^ noch der Quotientenkörper Kp sind komplementiert 
( i i ) Jeder komplementierte R-Modul i s t torsionsvoll . 

Beweis: ( i i — i ) i s t klar, denn weder R̂  noch K^ i s t torsionsvoll, ( i — i i ) : 
Sei Mß komplementiert. Dann i s t auch M := M/T(M) komplementiert (2*6) und 
außerdem torsionsfrei, und es i s t zu zeigen: f T = o ! 1) M i s t reduziert, denn 
ein radikalvoller Untermodul U C M i s t nach Vor. teilbar und torsionsfrei, 



also injektiv und a l s direkter Summand wieder komplementiert; außerdem folgt 
U = © K , sodaß wegen ( i ) gelten muß: = 0 ,d.h. U = o. 2) Nach 
(4.4, HS1) i s t nun MT koatomar, also nach ( 4 . 6 ) torsionsvoll. Weil es zu­
gleich torsionsfrei i s t , folgt M = o . 

(4.9) Bemerkungen: 1) Über einem echten Integritätsring i s t jeder teilbare 
Modul radikalvoll. Die oben verlangte ümkehrung g i l t z.B. über Dedekind-
Ringen, weil dort jeder radikalvolle Modul injektiv i s t ( Satz 6.1 in ffr] ). 
2) Ist der Quotientenkörper eines Integritätsringes R komplementiert, 
so i s t K^ bereits unzerlegbar, denn U £ K hat ein Komplement V in K, 
und wegen des wesentlichen Epim. V >K/U i s t mit K/U auch V teilbar, 
also (weil torsionsfrei) injektiv und damit VC®K . Es folgt V = K , also 
U klein in K . 3) Ist speziell R ein Dedekindring und K^ komplementiert, 
so i s t R bereits lokal, denn i s t R ein Körper, so i s t alles klar ; i s t R 
kein Körper, so i s t K/R Kogenerator i n J7l~ , der nach (2) unzerlegbar i s t . 

kl 

Ein kommutativer Ring mit einem direkt unzerlegbaren Kogenerator i s t aber bereits 
lokal. 
(4-1o) Folgerung: Ist R ein nicht-lokaler Dedekind-Ring, so i s t jeder 

komplementierte R-Modul torsionsvoll . 

(4.11) Satz: Jede komplementierte abelsche Gruppe i s t direkte Summe von 
unzerlegbaren Gruppen. 

Beweis: Nach ( 4.I0) muß man nur p-Gruppen betrachten. Der divisible Anteil 
i s t von der Form (D ̂ ( p ° ° ) , also wie gewünscht; der reduzierte Anteil i s t 
koatomar, also beschränkt ( 4 . 4 , HS 1 und 2 ), also direkte Summe von zyklischen 
p-Gruppen ^ o, die ebenfalls unzerlegbar sind. 

(4.12) Proposition: Sei M eine p-Gruppe und U C Ra(M). Dann Bind äquivalent: 

(i) TJ hat ein (schwaches) Komplement i n M 
( i i ) Ra(ü) hat ein Komplement i n U 

( i i i ) Die absteigende Folge U 3 Ra(ü) :> Ra 2(ü) > Ra5(U) } ... 
wird stationär 

(iv) Der reduzierte Anteil von U hat ein kleines Radikal . 

Beweis: ( i - i v ) : Sei V ein schwaches Komplement von U i n M (siehe 2 . 7 ) , d.h. 
V + U = M und V A U klein in M . Aus dem Ersten folgt (Vp A ü) + Up « (Up + 
Vp) A U = MpAU = U , aus dem Zweiten Vp A U koatomar (nach 3 » 2 3,iv), also 
beschränkt ( 4 . 4 , HS 2 ) : Mit (Vp A U)p k = 0 für ein k>1 folgt aber Up k + 1 » 

k k k Up , d.h. Up i s t teilbar, und es folgt Up = D(u), wobei D(u) der d i v i -
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sible Anteil von ü i s t . Damit i s t der reduzierte Anteil U/D(u) beschränkt, 
hat also ein kleines Radikal, (iv — i i i ) : Aus kleinem Radikal folgt nach ( 4 . 4 ) 

beschränkt, also (ü/D(ü))p k = o für ein k * 1 . Aus Upk C D(ü) C ^ U p n 

folgt Up k = Up n für a l l e n^k . 
( i i - i ) : Man betrachte die Menge X(U,M) := { A | A C U A D/A C* M/A ] . Jedes 
minimale Element A Q £ ~K (U,M) l i e f e r t ein Komplement von U i n M, denn aus 
V/A © V/k - M/A mit A OC V C M folgt V + U = M, und V i s t sogar mini­
maler Summand von U, denn T C V mit T + U = M =*> T A U £ 3C(U,M) und 
T A U C V n ü = A o , also T r\ U = V r\ U und damit T = (T + ü ) A V - V . Im 
Falle einer p-Gruppe M mit U wie angegeben läßt sich nun 3C(U,M) S O beschreiben: 
A Gl K (U,M) A + Ra(ü) = U . Aus der rechten Seite folgt nämlich ü/A radi­
k a l v o l l , also injektiv und damit direkter Summand; aus der linken Seite folgt 
umgekehrt (U/A)p = U/A r\ (M/A)p , also A + Up - U r\ (A + Mp) - U . Ergebnis: 
Ein minimal es Element von 7<.(U,M) i s t genau ein Komplement von Ra(ü) i n U . 
Nach Vor, hat nun Ra(ü) ein Komplement i n U, also J<C (U,M) ein minimales Ele­
ment und damit nach dem Vorausgehenden ü ein Komplement i n M. 
( i i i - i i ) : Der eben durchgeführte Schritt hat für beliebige p-Gruppen X ge-

2 

zeigt: Hat Ra (X) ein Komplement i n Ra(x), so hat auch Ra(x) ein Komplement 
i n X . Aus der Vor. TJ D Ra(ü) O . . . D Ra k(ü) « Ra k + 1 (ü) folgt damit sofort 
die Behauptung. 

(4*13) Bemerkungen: 1) Die Äquivalenzen ( i i , i i i , i v ) gelten für beliebige p-
Gruppen U, denn für M kann man die injektive Hülle wählen. Aus der "inneren" 
Eigenschaft ( i i ) folgt übrigens für jede p-Gruppe M mit Ra(M) D U , daß U 
in i hr ein Komplement hat. 2) Das Beispiel U = <g-Z/(p ) aus ( 4 . 4 ) i s t 
reduziert und hat kein kleines Radikal (HS 2), also hat Ra(ü) nach ( 4 , 12,ii -
iv) nicht einmal ein Komplement i n U . Außerdem i s t die injektive Hülle M * 
0 Z ( p ° ° ) wegen (4.12,i - i i ) nicht komplementiert. 

(4 .14) Folgerung 1 : Sei M eine p-Gruppe und U C M . Dann sind äquivalent: 

(i) U klein i n M 
( i i ) U C Ra(M) A U hat Komplement i n M A U reduziert 

( i i i ) U C Ra(M) A Ra(ü) klein i n U . 

Beweis: ( i - i i ) : klar, ( i i - i i i ) : mit (4-12,i - iv) klar, ( i i i - i ) : Sei 
U + T - M : Weil U C Ra(M), folgt Ra(M) + T = M, also M/T radikalvoll; weil 
U koatomar ( 4 . 4 ) und epimorph U — > M/T, folgt M/T = o, also T = M . 

(4.15) Folgerung 2 : Sei M eine p-Gruppe und U C M . Dann sind äquivalent: 

(i) Ra(u) hat ein (schwaches) Komplement i n M 
( i i ) Ra(ü) hat ein Komplement i n U . 
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Beweis: ( i -* i i ) : Nach ( 4 . 1 2,i - i i ) hat Ra (ü) ein Komplement in Ra(ü), also 
2 

auch Ra(U) in U . ( i i - i ) : Nach ( 4 . 1 2 , i i - i i i ) i s t stationär Ra(u) D Ra (ü) 
D Ra^(u) >̂ also hat nach ( 4 . 1 2 , i i i - i ) Ra(ü) ein Komplement in M . 

(4.16) Lemma: Sei o — » A — > B — * C — » o eine exakte Folge von Rechts-R-
Moduln und A artinsch, C komplementiert. 
Bann i s t auch B komplementiert. 

Beweis: Sei o.B.d.A. angenommen A C B mit A artinsch und B/A komplementiert. 
Zu U C B gibt es ein A C V C B derart, daß V/A Komplement von (U + A)/A 
i n B/A i s t . Die Menge { T A A ( T C V A T + U = B J hat ein minimales Element 
T Q r\ A , und es wird behauptet, daß T q ein Komplement von U i n B i s t : Die 
Summe i s t klar, und aus T C T mit T + B = B folgt T n A € [ } , also 
T n A = T Q r\ A , aber auch T + A = T Q + A ( = V , weil V/A Komplement ), und 
daraus weiter T = T Q . ( Example 2 i n [2] p.175 i s t ein kommutativer Ring R, 
der eine unendliche Menge orthogonaler Idempotente hat, also nicht komplemen­
t i e r t i s t . Er hat aber einen Sockel, der maximales Ideal i s t , sodaß i n der 
exakten Folge o—*> So(R)—• R—> R/So(R)—> o das erste und das dritte Glied 
komplementiert sind.) 

(4.17) Theorem: A) Eine abelsche Gruppe i s t genau dann komplementiert, 
wenn sie Torsionsgruppe i s t , bei der jede p-Komponente 
komplementiert i s t . 

B) Für eine p-Gruppe M sind äquivalent: 
(i) M i s t komplementiert 

( i i ) Der divisible Anteil von M i s t artinsch und 
der reduzierte Anteil i s t beschränkt 

( i i i ) Es gibt ein n>1 , sodaß Ran(M) artinsch i s t . 

Beweis: (A) Eine komplementierte Gruppe i s t nach (4 .1o) torsionsvoll, und nach 
( 2 . 6 ) sind die p-Komponenten wieder komplementiert. Die Umkehrung i s t klar 
nach ( 2 . 3 ) . 

(B) ( i - i i i ) : Nach ( 4 . 1 2 , i i - i i i ) gibt es ein n>1 mit Ran(M) - Ra 1*" 1^). 
Es folgt Ran(M) = D(M) C e M ip also i s t Ran(M) komplementiert und von der 
Form © Z ( p ° ° ) . Nach ( 4 . 1 3 , 2 ) muß nun endlich sein, sodaß mit Z(p°° ) 
auch Ran(M) artinsch i s t . ( i i i - i i ) : Es gibt ein m*n mit Ram(M) = Ra^^M). 
Damit i s t D(M) = Ram(M) als Untergruppe von Ran(M) artinsch, und wegen 
(M/D(M))pm = o auch der reduzierte Anteil beschränkt, ( i i — i ) : In der exakten 
Folge o —> D(M) —> M—> M/D(M)—*o i s t das erste Glied nach Vor. artinsch, 
das dritte beschränkt und also nach ( 4 . 3 ) komplementiert, sodaß ,{4-16) die Beh. 
l i e f e r t . 



(4.18) Korollar 1 : In einer Torsionsgruppe i s t jede reine, komplementierte 
Untergruppe bereits direkter Summand. Zum Beweis kann man sich auf p-Gruppen 
beschränken, und es sei also M eine p-Gruppe mit rein X C M und X komple­
mentiert: Weil X/D(x) reine, beschränkte Untergruppe von M/D(x) i s t , g i l t 
X/D(x) C eM/D(x) , und aus L(X) C® M folgt weiter X C e M . 

(4 .19) Korollar 2 : Ist eine Torsionsgruppe schwach komplementiert, so i s t sie 
bereits komplementiert (vgl. das Gegenbeispiel ( Q i n 2 .7) . Weil sich 
"schwach komplementiert" auf Faktormoduln und also erst recht auf direkte 
Summanden vererbt, kann man sich auf p-Gruppen beschränken: ® Z(p°°) i s t 
nicht schwach komplementiert (wie i n ( 4 . 1 3 , 2 ) ) , also i s t der divisible Anteil 
einer schwach komplementierten p-Gruppe bereits artinsch. Der reduzierte Anteil 
hat ein kleines Radikal (4*12, i und i i — i v ) , i s t also beschränkt (4*4) • 

(4 .20) Satz : Sei o —>A—• B — • C — * o eine exakte Folge abelscher 
Gruppen. Dann g i l t : 
B i s t genau dann komplementiert, wenn es A und C i s t . 

Beweis: (i) Sei B komplementiert: Nach ( 2 . 6 ) i s t C komplementiert. Weil mit 
B auch A Torsionsgruppe i s t , bleibt zu zeigen, daß bei einer komplementierten 
p-Gruppe M jedes X C M wieder komplementiert i s t . Das i s t aber nach (4*17, 

B, I «• i i i ) klar. 
(Ii) Seien A und C komplementiert: Es folgt, daß B Torsionsgruppe i s t , und 
damit exakt für jedes p die Folge o—»- A^—• B^ vC^ • o der p-Koapo-
nenten, A^ und wieder komplementiert. Bleibt zu zeigen, daß eine p-Gruppe 
M komplementiert i s t , wenn es ein X C M gibt, derart, daß X und M/X kom­
plementiert sind: Aus dem Ersten folgt Ra n(x) artinsch für ein n>1 . Zer­
legt man M/X = S/X e T/X mit X C S,T C M und S/X teilbar, T/X reduziert, 
so i s t mit S/X auch das epimorphe B i l d Sp n/Xp n • Ra n(S)/Ra n(X) artinsch, also 
auch artinsch Ra n(S) ; weil T/X beschränkt, hat man Ra m(T) = T p m C X für 
ein m>1 , also i s t Ra n H" n(T) artinsch. Aus M - S + T folgt schließlich 
Ra m + n(M) - Ra m + n(S) + Ra m + n(T) , und weil die beiden rechten Summanden artinsch 
sind, i s t es auch Ra m + n(M), und damit i s t M komplementiert. 

Für den Zusammenhang zwischen Selbstkogenerator- und komplementierten Gruppen 
seien kurz die Bezeichnungen angegeben: Sind M, N £ Jfl , so sagt man: M ko-
generiert N, wenn g i l t A j Ke f | f e Hom(N,M) J - o . M heißt Selbstkoge-
nerator, wenn es jeden seiner Faktormoduln kogeneriert, d.h. zu jedem U C M 
und U ^ x € M ein a € End(M) existiert mit U C Ke a ^ x . Um bei einer abel­
schen Torsionsgruppe zu zeigen, daß sie Selbstkogenerator i s t , genügt der Nach­
weis für jede p-Komponente, denn entsprechend zu ( 2 . 3 ) hat man: 
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) Lemma: Sei M = © M. derart zerlegt, daß für alle Untermoduln U g i l t 

(*) u = .(g (unM.) . 

Sind dann a l l e M^ , i € r l , Selbetkogeneratoren, so auch M . 

3: Sei U CM und U $ x & M , also U A I ^ | i Pfc(x) ̂  \ f Ü r m i n d e s t e n s 

<€I . Nach Vor. existiert ein c ^ e E n d ^ ) mit U n ̂  C Ke ^ P^OO« 
i := ̂  a i , wobei := o für i + k , g i l t offenbar cc € End(M) mit 
aa (wegen (-f) ) und x ̂  Kea . 

) Bemerkung: Für beliebige direkte Summen g i l t die Aussage i n ( 4 . 2 1 ) nicht 
Die abelsche Gruppe M = <j£ 2?/(pn) i s t kein Selbstkogenerator, denn sie 
eduziert und nicht koatomar ( HS2 i n 4 . 4 ), allgemein g i l t aber 

satz 3 : Ein reduzierter Selbstkogenerator i s t koatomar . 

s: Sei U £ M . Wegen Selbstkogenerator gibt es a GEnd(M) mit U C Kea ̂ M, 
ist die Abb. M/U—^—^ M nicht Null. Weil M reduziert i s t , kann Bia' 
radikalvoll sein, also auch nicht M/U . 

) Proposition: Jede komplementierte abelsche Gruppe i s t Selbstkogenerator • 

s_: Nach (4 .1o) und (4 .21) muß man nur p-Gruppen betrachten . Für diese 
aber von Liebert i n ( [9] Satz 2 .4) gezeigt: Eine abelsche p-Gruppe i s t 
u dann Selbstkogenerator, wenn sie entweder nicht reduziert i s t oder 
,iert und beschränkt. Ist nun im vorliegenden F a l l die p-Gruppe M 
ementiert und reduziert, so i s t sie nach (4»4) beschränkt und damit das 
rium von Liebert erfüllt. ( Das Beispiel 27(p°° ) © ( ^ i ? / ( p n ) ) zeigt, 
n der Proposition die Uinkehrung i . a l l g . nicht g i l t . ) 

ließend s o l l noch untersucht werden, ob sich die ̂ mkehrung" von Satz(4.l) 
• 5) verbessern läßt, d.h. wann ein komplementierter Modul direkte Summe von 
legbaren Moduln i s t . Es g i l t dies nach (4 .11) für jede komplementierte 
che Gruppe und wird im Folgenden auf Dedekind-Ringe verallgemeinert, es 
nach ( Do] , Corollary 4*4) auch für jeden projektiven, komplementierten 

Modul und nach (3-3o) über K-Ringen für jeden komplementierten (SP2)-Modul. 

( 4 . 2 4 ) Theorem: Für einen noetherschen Integritätsring R sind äquivalent 

(i) R i s t dedekindsch 

( i i ) Jeder komplementierte R-Modul i s t direkte Summe 
von unzerlegbaren Moduln 

( i i i ) Für jedes maximale Ideal m C R i s t der Untermodul verband 
von E r ( R / K I ) total geordnet . 



Beweis: ( i — i i ) : i ) Ist R ein Körper, so i s t jeder R-Modul direkte Summe 
von einfachen Moduln. I i ) Ist R ein diskreter Bewertungsring und kein Körper, 
so hat jeder Modul N_. einen Basis-Untermodul, d.h. ein B C N mit (1) N/B 
teilbar (2) B rein in N (3) B i s t direkte Summe von zyklischen Moduln 
(vgl. [3~] § 3 2 ) . Es folgt, daß jedes koatomare direkte Summe von unzerlegbaren 
Moduln i s t , denn N/B i s t wieder koatomar, also wegen (1) Null, und die zy k l i ­
schen Moduln f o i n (3) sind ja als Bilder des unzerlegbaren R wieder unzer­
legbar. - Sei nun Mß komplementiert: Mit M = D(M) © N i s t der reduzierte 
Anteil N wieder komplementiert, also nach (4*4) koatomar und nach dem eben ge­
zeigten von der gewünschten Form. Der größte teilbare Untermodul D(M) i s t i n ­
jektiv, also direkte Summe von direkt unzerlegbaren, injektiven Moduln ( [tij 
Theorem 2 . 5 ) , von denen jeder wieder komplementiert, also nach ( 2 . 1 3 ) unzerleg­
bar i s t . III) Ist R ein nicht-lokaler Dedekindring und M^ komplementiert, 
so i s t es nach (4 . 1o) torsionsvoll, also direkte Summe seiner 'HC- Komponen­
ten, € {Max. Ideale von Rj ( [ft] Theorem 1 ) . Jeder ^-primäre R-Modul 
läßt sich nun zu einem I^-Modul machen mit dem gleichen Untermodulverband 
( DzJ Proposition 2 ) , und damit i s t das Problem auf den F a l l I i ) zurückge­
führt. 
( i i - i i i ) : Sei maximal tft c R und E(R/^) injektive Hülle des einfachen 
R-Moduls W/üt • Sie i s t koendlich erzeugt, also bereits artinsch (weil R 
noethersch, f12-] Prop. 3 ), und damit i s t jeder von Null verschiedene Unter­
modul komplementiert und direkt unzerlegbar, also nach Vor. unzerlegbar. G i l t 
aber i n einem Verband Vi : U - V 1 + V g —• U - V 1 oder U = V 2 für a l l e U, 
V 1 , V 2 € ^ * 8 0 e r bereits e * n e K e t t e . 

( i i i - i ) : Dieser T e i l des Beweises beruht a l l e i n auf der vollständigen Unter­
suchung der injektiven Hüllen von einfachen Moduln durch Matlis i n M : Es 
i s t zu zeigen, daß R M für jedes maximale ntC R ein diskreter Bewertungsring 
i s t . Zu 0 + # C R werden in E = ER(R/wt) die Untermoduln k ± - [ x | x W"« oj 
i = 1 , 2 , . . . definiert, die nach ( [ 1 1 ] Theorem 3*11) a l l e endlich erzeugt sind. 
Nach Vor. sind sie unzerlegbar, also schon zyklisch, sodaß speziell ein 
1 -dimensionaler Vektorraum über R/ttt i s t ( tu"] Theorem 3«1o) , und daraus 
folgt die Behauptung. 

(4 .25) Bemerkung: Mit den gleichen Methoden wie in ( i - i i ) läßt sich, zu­
sammen mit (4»4) und (4«1) zeigen: Über einem Dedekindring i s t jeder Tor­
sionsmodul mit kleinem Radikal komplementiert . 
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5. Über das Liften von Idempotenten 

u l ) Satz; Erfülle M die Bedingungen (SP1), (SP2) und sei 
S = End(M) . Dann sind äquivalent 

(a) In S lassen sich Idempotente modulo dem Radikal l i f t e n 
(b) Ist aeS und a -a€Ra(S), so hat Bia ein Komplement i n M 
(c) Sind a,ß€S und aßa-a eRa(S) , so hat Bia ein Komplement i n M 
(d) Ist A + B = M und A A B klein i n M, so haben A u. B Komplemente i n M 
(e) Ist A + B « M und A A B klein i n M, so gibt es A» C A u. B« C B 

mit M - A1 6? B« 

Palls zusätzlich Ra(M) klein i n M i s t , sind diese Bedingungen noch 
äquivalent mit ( K = M/Ra(M) ) 

(f) A C M und X C * M A hat ein Komplement i n M 
(g) Jeder dir, Summand von M i s t B i l d eines dir. Summanden von M 
(h) Jede direkte Zerlegung von M i s t von M induziert . 

eweis: Nach dem logischen Schema a — c — b - * e — a und e -» d -* b , sowie bei 
leinem Radikal e — h — g — f - d . Die meisten Schritte sind Routine bis auf 
b — e), weil dort nicht unmittelbar die sonst übliche Technik mit projektiven 
üllen anwendbar i s t . 
a — c): Weil aß idempotent modulo Ra(S) i s t , existiert ein Idempotent G€-S 
i t G - aß€Ra(S), also sind Bi(aßa-a) und Bi(e-aß) klein i n M. Aus 
M - (1-G) + aß + (G-aß) folgt M « Bi(l-€) + Bia . Aus Bi(l-€) A B i a C Bi(l-€)a 
C Bi(aß-e)a + Bi(ar-aßa) folgt, daß B i ( l - € ) O B i a klein i n M i s t , dann aber 
.uch klein i n Bi(l-G) i s t wegen Bi(l-€)C*M . (c - b): klar mit ß - 1 . (b - e): 
eien A,B wie angegeben. Nach (SP2) gibt es a€S mit Bia C A und Bi(l-a) C B. 

2 2 
l a r folgt a -a » (1-a) -(1-a) € Ra(S) , sodaß nach Vor. Bia ein Komplement U 
md Bi(l-a) ein Komplement V in M hat. Nach (2.8) i s t dann auch (l-a)(ü) 
üomplement von Bia und a(v) Komplement von Bi(l-a) i n M. Aus M - U + Bia 
. V + Bi(l-a) folgt M = (l-a)(U) + a(v) + Bi(a 2-a) - (l-a)(ü) + a ( v ) , sodaß 
Jso (l-a)(ü) und a(v) gegenseitig Komplemente sind. Mit (SP2) folgt 
I » (l-a)(ü) © a ( v ) , und die direkten Summanden liegen wie gewünscht unter B 

2 
>zw. A . (e - a): Ist a -a 6Ra(S), so sei A := Bia und B := Bi(l-a). Nach 
ror. gibt es ein Idempotent GeS mit Biß C Bia und Bi(l-G) C Bi(l-a). Es 
Tolgt Bi(e-a) C B i a f \ Bi(l-a), also G-a€Ra(S). (e - d): Seien A,B wie angege-
)en. Nach Vor. gibt es A1 C A und B1 C B mit M = A' <& B'. Es folgt, daß A' 
Complement von B und B ! Komplement von A i s t . (d - b): Klar mit A := Bia 
ind B := Bi ( l - a ) . 
> -h ): Sei M = A © B mit A,B C M und N = Ra(M) sowohl i n A als auch i n B 
mthalten. Nach Vor. gibt es A1 C A und B1 C B mit M = A1 © B1, und es folgt 



3 6 

M = A1 a B , also A* = A und ebenso B* = ~B . (h - g): klar, (g - f ) : Sei ACM 
und B © Ä = M mit B C M. Nach Vor. gibt es B'C^M mit B 7 = B* , also 
(B* + N) + (A + N) = M und (B' + N) r \ (A + N) = N und damit B' + A = M und 
B' r \ k klein i n M. Weil B'CeM, folgt schließlich B'n A klein i n B'. (f - d): 
Seien A,B wie angegeben. Nach ( l . 6 , v i ) folgt (A + N) r \ (B + N) = N = » Ä © ! F « M. 

(5.2) Folgerung; ( [<o] Theorem 5.1, [?] Satz i n 3 . , [ 5 ] Theorem 3 . 7 ) : Ist M 
ein selbstprojektiver Modul mit kleinem Radikal, so sind äqui­
valent 
(i) M i s t komplementiert 

( i i ) M/Ra(M) i s t halbeinfach und jede direkte Zerlegung i s t 
von M induziert . 

( 5 . 3 ) Folgerung: Ist M ein selbstprojektiver Modul derart, daß sich im Endo­
morphismenring Idempotente modulo dem Radikal l i f t e n lassen, so i s t i n M jedes 
Komplement bereits direkter Summand. 
Genauer g i l t : Ist V Komplement von U i n M , so gibt es nach (e) ein U'CU 
mit V e U' = M . Diese starke Form von Komplementiert hei t i s t von Bedeutung, 
weil sie eine abgeschwächte Majcimalbedingung für direkte Summanden nach sich 
zieht ( Proposition6 . 4 ) . 

(5*4) Folgerung: Für selbstprojektives M sind äquivalent 

(i) Der Endomorphismenring S » End(M) i s t F-semiperfekt 
( i i ) Für jedes aeS hat Bia ein Komplement i n M . 

Beweis: N a c h h e i ß t ein Ring F-semiperfekt, wenn sein Radikalfaktorring regulär 
i s t und sich Idempotente modulo dem Radikal l i f t e n lassen. 
( i - i i ) : Zu aeS gibt es, weil S/Ra(S) regulär, ein ß € S mit aßa-a £Ra(S). 
Weil sich Idempotente l i f t e n lassen, hat nach Satz Bia ein Komplement i n M . 
( i i - i ) : Nach Satz lassen sich i n S Idempotente modulo dem Radikal l i f t e n . Es 
i s t aber auch S/Ra(S) regulär, denn zu a £ S sei V ein Komplement von Bia . 
Nach (SP2) gibt es ß € S mit Biß C Bia und Bi(l-ß) C V, nach (SP1) weiter 
ein 7 6 S mit ß = ay , und daraus folgt Bi(a-aya) C V o B i a klein i n M, 
also a-aya £ Ra(S). 

Aus dem Satz folgt auch das klassische Ergebnis, daß sich i n einem Ring R 
Idempotente modulo N = Ra(R) l i f t e n lassen, wenn N n i l i s t . Ist nämlich 
u 2-u e N und (u 2-u) n = o für ein n>1, so kann man leicht zeigen, daß u 1^ 
Komplement von (l-u)R i s t und ( l - u ) 1 ^ Komplement von uR . Ein direkter 
Beweis, dem man ansieht "woher beim Liften das Idempotent kommt" , s o l l hier 
angegeben werden: 
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5.5) Lemma: Sei R ein unitärer Ring und u € R . Dann g i l t 

(a) u^R + (l - u ) 1 1 ^ + (u-u2)R - R für a l l e n,m 7> 1 

(b) u^R r \ ( l - u A - ^ ( l - u A 

(c) Ist ein Rechtsideal I C R n i l , so lassen sich Idempotente 
modulo I l i f t e n . 

beweis: (a): Mit J :« (u-u2)R g i l t 1 - u 1 1 - ( l - u ) m £ J, denn 1 - u. - x € J 
1 - u - X(1-U) € J , sodaß durch Induktion folgt 1 - u - ( l - u ) m €: J für a l l e 

i>1 . Weil auch u - u 1 1 € J für a l l e n^1, folgt die Behauptung. (b)i Sei 
c » u na = (l-u)mß. Es folgt ß = u na + tuß für ein teR, das mit u vertausoh-
>ar i s t . Durch Linksmultiplikation mit u und Einsetzen erhält man ß - u na + 
l u ^ a + tutuß - u na' + t'u2ß . Derselbe Prozeß l i e f e r t ß - u na" + t"u4ß, sodaß 
oan schließlich erhält ß = u a + für ein p>n, also ß - u a' und damit 
c « (l-u) mu na'. (c): Sei I wie angegeben, u 2-u I und (u 2-u) n « o für ein 

Weil I klein i n R i s t , folgt aus (a) und (b), daß e ( l - u ) 1 ^ • R «= 
p 

5R © (l-e)R für ein e » e^R. Aus e euR und 1-e € ( 1 -U)R folgt schließlich 
loch e-u £ uR A( 1 - U ) R £ 1 • 
Das Idempotent kann sogar i n der Form e - u n.r gewählt werden, wobei r 
Einheit i s t : Nach (a) g i l t nämlich 1 - u 1 1 - ( l - u ) n £ Ra(R), sodaß s -
i n + ( l - u ) n invertierbar i s t , also mit r :» s~ 1 folgt 1 « s.r « u n.r + ( l - u ) n . r . 
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6. Semizornsche Moduln 

Ein Ring R heißt zornsch ( [ 1 ] $ 6 Ex. 13) » wenn jedes Rechtsideal, das 
nicht n i l i s t , ein von Null verschiedenes Idempotent enthält. Insbesondere 
enthält dann jedes nicht-kleine Rechtsideal ein Idempotent, und diese 
schwächere Eigenschaft besitzen auch selbstinjektive und semiperfekte Ringe 
(s.u.) . Sie läßt sich auf Moduln verallgemeinern: 

( 6 . 1 ) Definition: Ein Modul M heiße semizornsch , wenn jeder nicht-kleine 
Untermodul einen von Null verschiedenen direkten Sum­
manden ( in M ) umfaßt . 

( 6 . 2 ) Beispiele: Jeder halbeinfache Modul i s t semizornsch, allgemeiner jeder 
Moclul, i n dem jeder zyklische Untermodul direkter Summand i s t . Ist ein Modul 
selbstinjektiv und selbstprojektiv, so i s t er semizornsch ( 6.7 und 6 .9 )t In 

i s t weder 2? noch ( Q semizornsch. 
Für einen Ring R i s t die Eigenschaft seitenunabhängig, denn aus idempotent 
xy f o folgt idempotent yxyx ^ o . R i s t genau dann zornsch, wenn es 
semizornsch i s t und sein Radikal n i l i s t . 
Mit R i s t auch R « R/Ra(R) semizornsch (klar), und f a l l s sich Idempotente 
modulo dem Radikal l i f t e n lassen, g i l t auch die Umkehrung: R B x ̂  Ra(R) 
o ^ x e R - * o f x ? idempotent in R für ein r e R . Weil sioh Idempotente 

p 
l i f t e n lassen, folgt e - xr € Ra(R) für ein e = e e R . Es folgt e + o 
und f l - (e - xr)]u = 1 , also exru » e und damit idempotent xrue -:e' 
mit o + e 1 e xR . Speziell i s t jeder F-s emi perfekte Ring (vgl. 5 .4) semi­
zornsch, insbesondere also auch jeder selbstinjektive od. semiperfekte Ring . 

Es ergibt sich ein enger Zusammenhang zwischen "semizornsch" und "komplemen­
t i e r t " , und zwar unter gewissen Endlichkeitsbedingungen für die Menge der 
direkten Summanden von M : Im einfachsten F a l l hat M nur die trivialen 
direkten Summanden. Unmittelbar aus den Definitionen folgt dafür: 

( 6 . 3 ) Lemma: Ein Modul i s t genau dann unzerlegbar, wenn er direkt unzerlegbar 
und semizornsch i s t . 

Erfüllt ein Modul M die Maximalbedingung für direkte Summanden, so auch 
folgende Bedingung 

(#) Für a l l e U C M h a t (x | X C ü A XC*M ] ein maximales Element . 
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Die Umkehrung g i l t i . a l l g . nicht, z.B. bei halbeinfachen Moduln. Ist jedoch 
M endlich erzeugt, so folgt aus bereits die Maximalbedingung für 
direkte Summanden: Hat man TJ^C U ? C U^ C ... CM (wobei a l l e UX*M ), 
so gibt es zu U := *L U^ nach (-fr) ein maximales X q , das endlich er­
zeugt i s t , also i n einem U n enthalten i s t . Es folgt X q - für al l e i^-n . 

( 6 . 4 ) Proposition: Für einen Modul M sind äquivalent 

(i) M i s t "stark" komplementiert, d.h. zu jedem U C M gibt es 
V C M und U f C U mit M = V e U' und V Komplement von 
U i n M 

( i i ) M i s t semizornsch und erfüllt die Bedingung (•$•.) . 

Beweis: ( i — i i ) : Es i s t klar, daß das angegebene U' maximales Element in der 
Menge ( X | X C U K XC*M j i s t , denn aus U' C X C U A XC eM folgt, daß V 
und X gegenseitig Komplemente sind, also U ! - X. Ist nicht-klein U CM, 
so muß das angegebene U' ungleich Null sein, also i s t M semizornsch. ( i i i ) : 
Sei U C M und U' ein nach (-̂ ) existierender maxi maier direkter Summand 
unter U , M - V e U* • Weil M semizornsch i s t , kann gezeigt werden, daß V 
Komplement von U i s t : T C V A U mit T © S « M (T + U 1) * (S A V) - M 
(nach dem modularen Gesetz, da T C V ) => T + U 1 - U 1 T C U'/A V - o , 
d.h. jeder direkte Summand unter V A U i s t bereits Rull. Wegen semizornsch 
folgt V A U klein i n M, also auch klein i n V . 

(6.5) Bemerkung: Jeder unzerlegbare oder halbeinfache Modul i s t stark komplemen­
t i e r t . Die abelsche Gruppe M- 2T/(8) * Z/(2) aus Beispiel (1.11) i s t 
komplementiert (artinsch), aber nicht stark komplementiert (wegen E C M nicht 
semizornsch). Ein komplementierter Modul M mit der Bedingung .(s?2) i s t 
bereits stark komplementiert: Zunächst hat U C M ein Komplement V C M, und 
dieses wieder ein Komplement W C U (nach 2.9,i ) • Weil nun V und W gegen­
s e i t i g Komplemente sind, folgt V © W = M . 
In einem stark komplementierten Modul M i s t jedes Komplement bereits direkter 
Summand: Ist koabgeschlossen V C M , so gibt es nach Vor. ein Komplement 
W von V und ein V C V mit W © V = M ; weil auch V Komplement von W 
i s t , folgt V ' - V , also VC®M . Speziell l i e f e r t also die Proposition: Ein 
artinscher Modul i s t genau dann semizornsch, wenn jedes Komplement bereits 
direkter Summand i s t . 

( 6 . 6 ) Korollar: Es gelten folgende Äquivalenzen: 

(i) M halbeinfach 4=> M semizornsch A radikalfrei A mit (#-) 



( i i ) R lokal <=> R semizornsch und o ̂  1 sind 
die einzigen Idempotente 

( i i i ) R semiperfekt 4=£- R semizornsch und ohne unendliche 
Menge orthogonaler Idempotente 

(iv) R rechtsartinsch R zornsch und rechtsnoethersch 

Beweis: ( i ) : i s t klar. Es i s t eine Verallgemeinerung von [#] Lemma % 3 auf 
Moduln, ( i i ) : i s t die Aussage von ( 6 , 3 ) für Ringe, ( i i i ) : i s t klar, weil hei 
Ringen semiperfekt mit stark komplementiert und (̂ -) mit der Maximalbedingung 
für direkte Summanden zusammenfällt, ( i v ) : Aus rechtsartinsch folgt bekanntlich 
bei unitären Ringen rechtsnoethersch, und auch zornsch (denn R i s t semiperfekt, 
also semizornsch, und das Radikal n i l ) . Umgekehrt folgt aus zornsch und rechts­
noethersch zunächst semi perfekt ( i i i ) und nilpotentes Radikal (weil i n zomschen 
Ringen das Radikal n i l i s t ) , also semiprimär und daraus (wieder wegen noethersch) 
rechtsartinsch.- Zusatz: In (iv) läßt sich "zornsch" durch " IC-regulär" er­
setzen, weil für jeden Ring g i l t : rechtsartinsch Tf-regulär ^ zornsch . 

Mit Hilfe des Begriffes "semizornsch" lassen sich unter den selbstprojektiven 
Moduln die charakterisieren, deren Endomorphismenring semiperfekt (lokal) i s t : 

(6*7) Proposition: Genüge M den Bedingungen (SP1), (SP2) und sei 
S » End(M). Dann gelten folgende Äquivalenzen 

(a) S semizornsoh M semizornsch 
(b) S lokal M unzerlegbar 
(c) S semiperfekt ^ M komplementiert und mit Maximal­

bedingung für direkte Summanden 

Hat M zusätzlich ein kleines Radikal, so g i l t noch 

(c') S semiperfekt ^ M komplementiert und endlich erzeugt . 

Beweis: (a): Sei der Ring S semizornsch und nicht-klein U C M . Nach (1 .9) 

folgt nicht-klein s(U) C S, also o + G € s(U) für ein Idempotent G€S . Es 
folgt o f BiG C U . Ist umgekehrt der Modul M semizornsch und a ^-Ra(S), 
also nicht-klein Bia C M, so gibt es ein Idempotent G€-S mit o f BiG C Bia. 
Nach (SP1) folgt G - ay , also 0 + 6 e aS . 
(b) : S lokal S semizornsch und o 4= 1 die einzigen Idempotente ( 6 . 6 , i i ) ^> 
M semizornsch und direkt unzerlegbar ( a) M unzerlegbar ( 6 . 3 ) . 

(c) : Sei nur für das Folgende (MDS) = Maximalbedingung für direkte Summanden. 
Es g i l t : S semiperfekt 4=^ S semizornsch mit (MDS) ( 6 . 6 , i i i ) M semi­
zornsch mit (MDS) ( a und der von (s,d) zwischen den direkten Summanden von Sg 
und M̂  induzierte Ordnungsisomorphismus) M (stark) komplementiert mit 
(MDS) ( 6 . 4 und Bemerkung) . 
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c'): Aus komplementiert folgt (-£-) nach ( 6 . 4 ) und daraus wegen endlich er­
zeugt (MDS)0 Sei umgekehrt M komplementiert mit (MDS) und Ra(M) klein in 
1 : Wegen (MDS) gibt es (M f o) direkt unzerlegbare Untermoduln M̂  , 1 ^ i ^ n , 
nit M = 6B> M. . Jedes dieser M. i s t wieder semizornsch mit kleinem Radikal, 
ilso ( 6 . 3 ) zyklisch und damit M endlich erzeugt. 

' 6 . 8 ) Bemerkung: Die Äquivalenz (c 1) g i l t auch für projektive Moduln, denn ein 
3emizornscher, projektiver Modul hat ein kleines Radikal ( ang. Ra(M) nicht-
clein i n M o + TC Ra(M) mit TC®M T radikalvoll und projektiv, Wid.). 
Alt der stärkeren Voraussetzung " M semiperfekt " wird (c f) i n [io], Theorem 6.1 
Dewiesen. 

( 6 . 9 ) Zusatz: Genüge M den Bedingungen ( S i l ) , (SI2) und sei 
S « End(M). Dann g i l t 

(a) S i s t F-semiperfekt 5 

(b) S lokal 
(c) S semiperfekt 

Jeder nicht-große Untermodul von M 
i s t i n einem von M verschiedenen d i ­
rekten Summanden enthalten 
M direkt unzerlegbar 
M genügt der Majcimalbedingung für 
direkte Summanden 

( c ) 

Hat M zusätzlich einen großen Sockel, so g i l t weiter 

semi perfekt M ko endlich erzeugt . 

Beweis; Pur selbstinjektive Moduln sind die Punkte (a) und (b) wohlbekannt (etwa 
[15] Satz B, 0]Prop. 2.6) . 
(a) : Die zweite Aussage folgt bereits aus (SI2), denn i s t U C M mit o 4 TCM 
und T O D = o , so gibt es nach (1.8) T C T ' C M und U C U'C M mit T 1 © TJ1 

= M . Klar i s t U' f M .- Nach (5«4) i s t S genau dann F-semiperfekt, wenn 
jedes zyklische Linksideal i n gS ein Komplement hat: Zu I = Sa hat r ( l ) -

r \ { Keß| f>6l] nach dem Zorn'sehen Lemma ein Durschschnittskomplement V i n 
M, und wie i n (2.17) folgt mit (Sil) und (SI2), daß l(v) - { ß J ü C Keß} ein 
(Additions-)Komplement von I in gS i s t . 
(b) ,(c): Weil S semizornsch, klar mit (6.6) . 
(c'): Jeder koendlich erzeugte Modul hat die (MDS) . Sei umgekehrt M + o mit 
MDS) und großem Sockel: Aus ersterem folgt M =$H. mit M. direkt unzer-

t«* 1 1 
legbar, also nach (a) irreduzibel, 1 ^ i ^ n . Jedes dieser M.̂  hat wieder einen 
großen Sockel, der sogar einfach i s t , sodaß mit allen 
erzeugt i s t . 

M. 
1 

auch M koendlich 
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