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Beim Studium projektiver Hiillen von Moduln begegnet man minimalen Elementen
in {v|V+UaM{| . Sie heiSen Additions-Komplemente von U in M , und
hat jeder Untermodul von M ein (Additions-) Komplement, so heiSt M komple-
mentiert [#] . Solche Moduln werden in dieser Arbeit untersucht.

In (1) wird ans der Selbstprojektivitit eines Moduls eine Reihe von Eigen-
schaften abgeleitet, die fiir die Untersuclung von Komplementen bendtigt wer-
den und, wie sich zeigt, auch von selbsténdigem Interesse sind. Insbesondere
erweigsen sich folgende Eigenschaften, die den Untermodulverband mit dem Endo-
morphismenring verkniipfen,

(SP1) a,p € Bnd(M) A Bif C Bia =» Jy € End(M) mit B = ay
-(SP2) A +B=M= Jae End(M) mit Biac A wund Bi(1-a) C B

als ausreichend (fiir die meisten Fille sogar (SP2) allein), und es wird unter-
sucht, wann daraus schon Selbstprojektivitdt folgt. In der Kategorie der abel-
schen Gruppen ergibt sich: Eine Torsionsgruppe mit (SP1) ist bereits selbst-
projektiv. Eine Gruppe ist genau dann selbstprojektiv, wenn sie rein-projek-
tiv ist und einer der beiden Bedingungen geniigt. - SchlieBlich gelingt eine
teilweise Losung des Problems von Fuchs, die abelschen Gruppen zu charakteri-
sieren, bei denen der Durchschnitt von zwei direkten Summanden wieder ein di-
rekter Summand ist: Unter den rein-projektiven Gruppen sind es genau die Grup-

p'en, bei denen jede Untergruppe selbstprojektiv ist.

In (2) werden Komplemente zu einem festen Untermodul U C M untersucht. Fiir

sie gelten noch einige Eigenschaften, wie sie bei direkten Summanden bekannt



sind. BEs werden Klassen von Moduln angegeben, bei denen jedes Komplement be-
reits direkter Summand ist. In (SP2)-Moduln 1#Bt sich die Gesamtheit der
Komplemente von U beschreiben, wenn ein Komplement V von U bekannt ist:
Ist z.B. V direkter Summand in M, so auch jedes weitere Komplement V' wvon
U, und es ist notwendig isomorph zu V. Grundlegend fiir diese Untersuchungen
ist eine Proposition iiber den Transport von Komplementen durch Homomorphis-
men. Aus ihr ergibt sich insbesondere, daB8 jeder Faktormodul eines komplemen-
tierten Moduls wieder komplementiert ist. SchlieBlich lassen sich in selbst-
projektiven Moduln die Komplemente im Modul sowohl durch bestimmte Endomor-
phismen charakterisieren, als auch durch die Komplemente im Endomorphismen-
ring.

In (3) wird der Begriff des abgeschlossenen Untermoduls dualisiert. Wihrend
ein Modul, in dem jeder Untermodul abgeschlossen ist, bereits halbeinfach ist,
liefert die duale Situation (d.h. jeder Untermodul ist koabgeschlossen) eine
Verallgemeinerung des Begriffes "V-Ring" auf Moduln. Die Klasse der V-Moduln
iiber einem Ring ist gegeniiber Epi- und Monomorphismen und direkten Summen ab-
geschlossen, und iiber bestimmten Ringen (2.B. komm. u. noeth.) stimmt sie mit
der Klasse der halbeinfachen Moduln iiberein. Nennt man einen Modul gut, falls
sein Radikalfaktormodul ein V-Modul ist, so erhilt man eine Verallgemeinerung
der sog. "guten"Ringe, die dadurch definiert sind, daB das Jacobsen-Radikal
rechtsexakt ist. Es ergibt sich: Uber einem Dedekind-Ring ist jeder Torsions-
modul gut. - Jeder koabgeschlossene Untermodul ist & _koreiner Untermodul,
wobei & die Klasse der einfachen Moduln ist. Es werden die Ringe charakteri-
siert, iiber denen jeder € —xoreine Untermodul bereits koabgeschlossen ist,

und fir sie einige Eigenschaften abgeleitet. Speziell gilt fHr sie: Jeder
komplementierte (SP2)-Modul 148t sich als direkte Summe von unzerlegbaren
Moduln darstellen. Es wird gezeigt, da8 jeder Dedekind-Ring die genannte
Eigenschaft hat, und fiir ihn gilt sogar: Die koabgeschlossenen Untermoduln
stimmen mit den abgeschlossenen iiberein.

In (4) ist das erste Ergebnis: Ist ein Modul mit kleinem Radikal direkte Summe
von unzerlegbaren Moduln, so ist er komplementiert. Es folgt daraus, da8 jede
abelsche Torsionsgruppe mit kleinem Radikal komplementiert ist. Umgekehrt wird
gezeigt, da8 jede komplementierte abelsche Gruppe eine Torsionsgruppe ist, und
daraus folgt weiter ihre Struktur: Sie ist direkte Summe von unzerlegbaren
Gruppen, d.h. von Kopien von Z(p°°) und deren Untergruppen (p Primzahl). Die
Tatsache, da8 4j‘iZ(p“") mur fiir endliches #, komplementiert ist, liefert
dann das Hauptresultat: Eine abelsche Gruppe ist genau dann komplementiert,
vwenn sie Torsionsgruppe ist, bei der fiir jede p-Komponente gilt: Der divisible



Anteil ist artinsch und der reduzierte Anteil beschrénkt. 1.Anwendung: In
einer exakten Folge o0 —» A—»>B—C—>0 von abelschen Gruppen ist B
genau dann komplementiert, wenn es A und C ist. 2.Anwendung: Jede komple-
mentierte abelsche Gruppe ist Selbstkogenerator.- Theorem: Ein noetherscher
Integritéitsring ist genau dann dedekindsch, wenn jeder komplementierte Modul
direkte Summe von unzerlegbaren Moduln ist.

(5) besteht im wesentlichen aus einem Satz: Uber das Liften von Idempotenten
in Endomorphismenringen (mit Hilfe von Komplementen im Modul). Er liefert
eine Reihe von &dquivalenten Aussagen, die sich auf verschiedene, in der Lite-
raur separat bewiesene Sdtze anwenden lassen. Speziell erlaubt er eine Charak-
terisierung der selbstprojektiven Moduln, deren Endomorphismenring F-semiper=-
fekt ist. Weiter liefert er ein Kriterium dafiir, da8 in einem Modul Komplemen-
te bereits direkte Summanden sind. SchlieBlich wird das klassische Ergebnis,
daB in einem Ring mit Nil-Radikal Idempotente liftbar sind, auf einem Weg be-
wiesen, auf dem man sieht "woher beim Liften das Idempotent kommt".

In (6) werden die selbstprojektiven Moduln eharakterisiert, deren Endomorphis-
menring semiperfekt ist: Fir einen (SP1,SP2)-Modul ist S = End(M) genau dann
semiperfekt, wenn M komplementiert ist und der Maximalbedingung fiir direkte
Summanden geniigt. Dabei werden sog. "semizornsche" Moduln M eingefiihrt, die
im Falle M = Bn eiffe Verallgemeinerung der bekannten zornschen Ringe sind
und die semiperfekten und die selbstinjektiven Ringe umfassen. Grundlegend ist
eine Proposition iiber den Zusammenhang zwischen semizormschen und komplemen-
tierten Moduln, sowie das Ergebnis, daB ein selbstprojektiver Modul genau dann

semizornsch ist, wenn es sein Endomorphismenring ist.

Die Anregung zur Arbeit gab Herr Prof. Kasch : Ich danke ihm fiir das mir ge-
schenkte Vertrauen und fir das der Arbeit entgegengebrachte Interesse.



1. Selbstprojektive Moduln

R ist im Folgenden stets ein assoziativer, unitdrer Ring, M,N,X,Y,... unitére
Rechts-R-Moduln. M heiBt X-projektiv, wenn fiir jeden Epimorphismus X»—Y
die Abbildung Hom(M,X) ——Hom(M,Y) surjektiv ist. Ist X-projektiv M und
exakt o—>X'—sX—X"—>o0 , 80 i8t M auch X'- und X"-projektiv. Ist
M X'- und X"-projektiv, so ist es auch X' @ X" -projektiv (siehe hierzu(n]).
M heiBt selbstprojektiv, wenn es M-projektiv ist.

Seien U,V Untermoduln von M..V heiBt (Additions-) Komplement von U in M
[#], wenn es minimales Element in der Menge {T | T+Ua= M} ist. Das ist
dquivalent damit, daB V + U = M gilt und VAU klein in V ist, d.h., die ka- -
nonische Abbildung V——>M/U wesentlicher Epimorphismms ist.

Es sei S = End(HB) und a,B,.. seine Elemente, Zwischen den Rechtsidealen
Ivon Sy und den Untermoduln U vom M, besteht die Korrespondenz 8(U) =
{a | Bicc U} und &(I) = Z{Bia | aeI} . Bs gllt 8a(I)D I sowie
ds(U) ¢ U, und ds(U) = U genau dann, wenn M Generator fiir U ist. Klar
ist a(I +J) = a(I) + a(J) sowie 8(U~ V) = 8(U) A 8(V) (Bogar fiir belie-
bige Summen bzw, Durchschnitte, weil s,d ein Paar adjungierter Funktoren zwi-
schen den Ordnungskategorien Z(Ss) und Z(MH) ist).

Die Frage, wann 8d(I) = I, wird im Folgenden untersucht. Bs gilt z.B., wenn I
ein Anmullatorrechtsideal ist, demnn fiir jedes Rechtsideal I gilt: IcC sd(I)ceA(I)
- wobei g die Anmullatoren im Ring S sind. Nooh spezieller gilt: I C®S —>
8d(I) = I » 4(I)C®M , ebenso: UC®M & ds(U) = U . 8(U)C®S .

(1.1) Proposition: Sei M, selbstprojektiv, § = M(Hn). Dann gilt

(a) 8(U +V) = 8(0) + s(V) fir alle U,V C M

(b) 8d(I) = I fiir alle endlich erzeugten ICS

(c) Ist M zusiitzlich endlich erzeugt, so ist s mit beliebigen
Summen vertauschbar und (b) gilt fiir alle Rechtsideale .

Beweis: (a): Sei « € 8(U + V), d.h. Bia ¢ U + V ., Die dadurch induzierte Ab-
bildung £ : M——> U+V —> (U+V)/V mit fx = ol(ax) 1HBt sich iiber den Epi-
morphismus g : Us— (U+V)/V faktorisieren, d.h. man erhdilt ein Be€ S mit
BipC U und Bi(a-B) ¢ V und damit « = B + (a-B) € 8(U) + 8(V). (b): Aus dem
soeben Bewiesenen folgt sd(I + J) = 8d(I) + sd(J) fir alle Rechtsideale I,J
in S. BEs muB also (b) mur fiir zyklische Rechtsideale gezeigt werden: Aus

g € si(aS) folgt BiB C Bia, also wegen selbstprojektiv B = ay fir ein y€S,
d.h, aber B € aS . (c): Ist mun M endlich erzeugt und (U, |2eA) eine
Familie von Untermoduln und « € s ’}‘AU,\ ), so folgt Bia C Ul' + oeee + Ul. ,
also nach (a) a € s(Ua‘ + oo+ Uy )= s(U,') +oeee + s(Uz‘ )¢ gAs(U,L). Die



Aussage (b) fiir beliebige Rechtsideale folgt mun sofort aus I = 2_aS .(Ist
«eT

bei einem Modul s mit beliebigen Summen vertauschber, so ist er notwendig

endlich erzeugt. Auch (b) 148t sich i.A. nicht fiir alle Rechtsideale zeigen,

etwa bei einem halbeinfachen, nicht endlich erzeugbaren Modul)

(1.2) Folgerung: Ist M. selbstprojektiv und noethersch, so ist der Endomor-
phismenring S rechtsnoethersch, denn dann hat man die ordnungstreue Injektion
d x(ss)—nZ(MR) .

(1.3) Lemma: Fir einen Modul M sind #quivalent

(SP1) Bif C Bia = Iy mit B = ay
(i) 8d(I) = I fiir alle zyklischen Rechtsideale I C S
(ii) Fir jedes N, das in M einbettbar ist, 148t sich das
Diagramm vervollstédndigen: P M
7
e

«
M»T,N
Erfiillt ein Modul M diese dquivalenten Bedingungen, so gilt weiter
(1ii) Bia¢c®M = Kex ¢®M

(iv) UC M . M/U bis auf Isom. direkter Summand von M - U C®M
(v) ACM.BC®M.A+B=M = AnBC®NM

Beweis: Wegen Bif ¢ Bia < B € sd(aS) ist die Aquivalenz von (SP1) und (i)
kKlar. (SP1 - ii): Seien g,f wie oben vorgegeben und h : Nc—»M eineEinbettung
von N in M. Dann sind « := hg und B := hf aus S mit Bip C Bia, also B = ay
und damit f = gy. (ii — SP1): klar. (ii - iii): Man hat einen zerfallenden Epi-
morphismus f:M——>Bia, also zerfdllt nach der Faktorisierung auch a':M —sBia.
(iii - iv): Man hat Abbildungen j: M/U—> M und r:M—sM/U mit rj = 1. Mit
a = J VU ( )’U die kan. Abb.) gilt Kex = U und Bia C®M, also folgt die
Behauptung. (iv - v): (Fiir selbstprojektive Moduln in [5]Prop. 1.3): Seien A,B
wie angegeben. Insbesondere hat man einen Epimorphismus f:M-——>B und damit

M (AN B) ¥B/ANB ¥ M/A, sodaB nach (iv) folgt £ '(A n B)C®M, also

A BC®B und damit auch A n BC®M.

(1.4) Beispiel:Ist in S jedes zyklische Rechtsideal ein Annullatorideal (etwa

wenn S reguldr oder linksinjektiv), so ist nach den Bemerkungen vor Prop. 1.1

‘die Bedingung (SP1,i) erfiillt. Speziell ist & in A& ein (SP1)-Modul (aber
nicht selbstprojektiv; siehe Lemma 1.6).

(1.5) Bemerkung: Alle Punkte lassen sich fiir selbstinjektive Moduln dualisieren.
Insbesondere lautet (SI1): Kea C Kep => Jy¥ mit B8 = ya , und (i) wird
durch Annullatoren beschrieben.



(1.6) Lemma: Fir einen Modul M sind dquivalent
(SP2) A+B=M= S a mit Bia C A wund Bi(1-a)C B
(i) A+B=M= s(a)+s(B) = 8
(ii) A + B =M = der kan, Epim. A x B——>M zerfdllt.

]

Erfiillt ein Modul M diese &dquivalenten Bedingungen, so gilt weiter

(iii) A, B gegenseitig Komplement in M => M = A & B
(iv) A+B=M » AC®M= I B'CB mit M=A@®B
(v) AC®M . BC®M . A+B=M = AN BC®M

(vi) A+ B =M. N vollinvarianter Untermodul von M « AN BC N
=((A+NN(B+N) = N

(vii) A + B =M » N vollinvarianter Untermodul von M
= (ANN)+(BAN) = N.

Beweis: Die Aquivalenz von (SP2) und (i) ist leicht einzusehen, ebenso ist
(ii - SP2) klar. (SP2 - ii): Die Abbildung M——+A X B mit x > (ax,x-ax)
ist ein Rechtsinverses. (ii — iii): (abweichend von [#] Satz 3): Im Diagramm

A x B—& MB x MA

[

M

seien alle Pfeile die kanonischen Abbildungen. Es kommutiert, und weil A,B
gegenseitig Komplemente sind, ist g wesentlich. Weil Ke f C Ke g und
Ke £ C®A x B (nach ii), folgt Ke f =0, also AN B = o. (SP2 - iv): Sei
M=A®X und € =iyp, . Fir jedes a ist dann idempotent & := (1-(1-e)a)e
wegen 66 = & und €6 = €, auBerdem A = Ked und damit M = A ® Bid. Nun hat
man nach Vor, speziell ein « mit Bia € A und Bi(1-a) C B, und dafiir gilt

6a = 0, also & = (1-a)€ und damit Bié ¢ B. (iv = v): Seien A,B wie angegeben.
Nach (iv) gibt es B'C B mit A@® B' =M und ebenso A'C A mit A' @B = M.
Mit dem modularen Gesetz zeigt man sofort M= (AN B) ® (A'+B'), also ANB C®M.
(SP2 - vi): Seien A,B,N wie angegeben, o wie verlangt. Aus x = a + n, =b+n,
mit a€A,b€B, n,n,€N folgt a - aa= (1=a)a € A n B, ebenso b-(1-a)b = ab
€ ANB, und damit x = ax + (1-a)x = ab + an, + (1-a)a + (1--oz)n1 € N. (Sp2 -
vii): kKlar.

n

(1.7) Beispiel: Jeder unzerlegbare Modul erfiillt die Bedingung (SP2,i), denn aus

A+ B =Mfolgt A =Moder B =M, also s(A) =S oder 8(B) = S. Speziell ist
in & die Priifersche Gruppe Z(p® ) ein (SP2)-Modul (aber nicht selbstpro-
jektiv, denn (SP1,iv) ist verletzt).



(1.8) Bemerkung: Alle Punkte lassen sich fiir selbstinjektive Moduln dualisie-
ren. Weil hier aber wegen der Grothendieck-Bedingung noch das Zorn'sche Lemma
zur Verfiigung steht, erhilt man noch mehr Aquivalenzen:

(SI12) A,BCM,ANnB=o0 -3 o mit A CKex und B C Ke(1-a)
mit (SI2') A,BC M, ANB=o - JA',B'C M mit A c A,BC B und A'® B'=M.

Klgr folgt niimlich aus (SI2') die erste Bedingung. Zur Umkehrung hat man wie
oben die Schliisse (SI2 - i - ii - 1i}),wobei jetzt Durchschnitts-Komplemente
stehen, d.h, maximale Elemente in {T | TCM.TNT = o}. Das Diagramm zu (ii -
iii) ist

M/A X M/B 3 BX A
f[/
M

wobei A und B gegenseitig Durchschnittskomplemente sind, also g ein wesent-
licher Monomorphismus ist. Weil nach (ii) der Monomorphismus f zerfdllt,
folgt Bi f = M/AxM/B, also & + B = M. aus (iii) folgt mun (SI2'), denn zu
AN B=o sei B'D B Durchschnittskomplement vom & und A4'D> A Durch-
schnittskomplement von B' in ¥ . Bs folgt A' & B' = M.

In diesem Fall 1iB8t sich also (SI2) ohne den Endomorphismenring beschreiben,

denn (SI2') oder auch (iii) ist allein eine Forderung an den Untermodulver-
band Z2(M).

(1.9) Lemma: Erfiille der Modul M die Bedingungen (SP1) und (SP2). Dann gilt

(a) U klein in M <> 8(U) C Ra(S)
(») a € Ra(S) < Bia klein in M

Bewsis: (a): Ist U klein in Mund B € s(U), so gilt fiir alle p€S, dad

Bi Bp klein in M ist, also Bi(1-By ) = M. Nach (SP1,iii) ist damit 1-Bp
rechtsinvertierbar. Hat man umgekehrt s(U) ¢ Ra(S) und U + T = M, also
mit (SP2) ein « mit Bia € U und Bi(1-a)C T, 8o folgt a € Ra(S) wund
damit Bi(1-a) = M. (b): (Fir selbstprojektive Moduln siehe [1o]Added in proof):
Mit (SP1,i) gilt s(Bia) = sd(aS) = aS, sodaB aus (a) alles folgt.

(1.10) Bemerkung: Der Zusammenhang zwischen (SI1), (SI2) und den Stetigkeits-
bedingungen von Utumi [21] ist folgender: (SI1,iv) ist &quivalent mit (0.2) und
aus (SI2,iii) folgt (0.1), wobei natiirlich die Rechtsideale von R durch
Untermoduln von M, ersetzt sind. Gelten umgekehrt die Bedingungen (0.1) und
(0.2), so folgt (SI2,iii): Sind A,B gegenseitig Durchschnittskomplemente in
M, so sind sie nach (0.1) direkte Summanden, sodaB8 nach (0.2) = (SI1,iv) auch

A + B direkter Summand in M ist. Weil A + B zusdtzlich gro8 in M ist, folgt die



Im Folgenden soll untersucht werden, wann aus den beiden Bedingungen (sp1)
und (SP2) bereits die Selbstprojektivitdt folgt. Grundlegend dafiir und fiir
die spdtere Untersuchung von Komplementen ist das

(1.11) Beispiel: Seien I,J Rechtsideale in R mit e I,C. J fir ein n)>1.
Dann hat M := R/I x R/J zwei Untermoduln A,B mit

(i) A und B sind gegenseitig Komplemente
(ii) A und B sind direkte Summanden in M
(ii1) A NB ist kein direkter Summand in M .

Beweis: Seien zuniichst I,J beliebig. Definiere A = (1,0)R, B = (1,1)R wund
C=(o,1)R. Klar gilt M= A@®C =A+B=B8+C und ANnB= (I+J)/I x o,
BNnC= o x (I+J)/J . Eine kurze Rechnung zeigt, da8 B genau dann Komple-
ment von A ist, wenn es zu jedem x€J ein yeJ gibt mit x-xy + y € I.
Seien mun I,J wie oben angegeben. Dann ist neben A auch B direkter Summand
in M, also (ii) erfiillt. Es ist auch B Komplement von A, denn zu xe€J
widhle man y--(x+xz+...+ n1).Wegen AC®M folgt aus BN A klein in
B auch AN B klein in A, also auch A Komplement von B, soda8 (i) erfiillt
ist. Widre schlieBlich AN B C®M, so folgte AN B C‘A, also AN B = o, Wid.

Im Spezialfall R =2 , I = (8), J = (2) ;4
hat die abelsche Gruppe M = Z/(8)x Z/(2)
folgenden Untergruppenverband:
(In (3.27) wird gezeigt, daB in torsions- Ragi)
freien abelschen Gruppen der Durchschnitt
0/
o

zweier gegenseitiger Komplemente Null sein
muB.)

(1.12) Lemma: Erfiillt eine abelsche Torsionsgruppe die Bedingung (SP1), so

ist sie bereits selbstprojektiv .

Beweis: Es geniigt (SP1, iv) . Als Vorbemerkung iiberzeugt man sich, da8 (SP1,iv)
sich auf direkte Summanden vererbt wund nach Beispiel (1.11) die abelsche Gruppe
Z/Nx Z/(™ fir n+nm nicht (SP1,iv) erfiillt. Sei mun M tor-

sionsvoll mit (SP1,iv): M ist reduziert, demn sonst folgte Z(p®)c®M, Wid.
Sei nun B(p) eine p-Basis-Untergruppe von MP , der p-Komponente von M (siehe
[3]§32). Dann hat B(p) keinen direkten Summanden der Form Z /(p") % Z/(p°)



mit n + m (ein solcher wire beschrinkter, reiner Untermodul von M, also

direkter Summand in M), soda8 folgt B(p) = @ X, mit X, % Z /(p%) riir

alle iel und ein festes nz»1. Aus der Beschridnktheit folgt weiter B(p)C°Mp,
und weil Hp reduziert und Mp/B(p) teilbar sogar B(p) = Mp . Die p~Kompo-
nenten von M sind also direkte Summen von zyklischen Gruppen der gleichen Ordmung,
und aus der Charakterisierung der selbstprojektiven abelschen Gruppen durch Fuchs-
Rangaswamy in E‘f—] folgt daraus die Selbstprojektivitdt von M.

Bin Modul M heiBt bekanntlich rein-projektiv, wenn fiir jeden Epimorphismus

gt X»—>Y, dessen Kern rein in X ist, die Abbildung Hom(M,X) —» Hom(M,Y)
surjektiv ist. Nach Maranda (vgl.[3]§30) sind die rein-projektiven abelschen
Gruppen genau die direkten Summen von zyklischen Gruppen. Damit 1dB8t sich der
Zussmmenhang zwischen "rein-projektiv" und "selbstprojektiv" darstellen: Die
Bedingung

(8) AC®M A BC®M A A+B=M => ANBC®NM

wurde sowohl aus (SP1) als auch aus (SP2) abgeleitet, und mit ihr erhiilt man:

(1.13) Proposition: Fir eine abelsche Gruppe sind dquivalent

(a) M ist selbstprojektiv
(b) M ist rein-projektiv und geniigt der Bedingung (S)

Beweis: (a - b): Nach [¥]ist jede selbstprojektive Gruppe eine direkte Summe
von zyklischen Gruppen, also rein-projektiv. (S) ist klar. (b — a): Als Vor-
bemerkung tiberzeugt man sich, daB8 (S) sich auf direkte Summanden vererbt ( hat
man X®Y =M, AC®X, BC®X, A +B =X, 80 definiere man A = 4 + Y, und
.damit gilt X C®M, BC®M, £ + B = M, also nach Vor. XnB(®M. Es folgt AN B =
" A~ BcC®B, also auch direkter Summand in X ) und fiir n>1 die abelsche Gruppe
Z x Z[/(n) die Bedingung (S) nicht erfiillt ( A 1= (1,0)Z wund B := (1,1)Z
sind beide direkte Summanden, nicht aber A N B = (n) xo ). Seli mun M = &, M
mit (S), alle M, zyklisch und direkt unzerlegbar. Gibt es ein i € I mit
ni“-*z, so 8ind nach der Vorbemerkung alle Mi isomorph zu Z , also M frei.
Ist aber M Torsionsgruppe, so muB nach Beispiel 1.11 fiir jede p-Komponente
gelten: Mp G‘;?'Z/(pn) fiir ein festes nz1, sodaB wieder nach [#]M selbst-
projektiv ist.

Die Bedingung (S) erlaubt auch, fiir rein-projektive Gruppen das Problem 9 won
Fuchs in [3] zu 16sen, nidmlich die Gruppen zu charakterisieren, in denen der

Durchschnitt von zwei direkten Summanden wieder direkter Summand ist:

(1.14) Satz: Fir eine rein-projektive abelsche Gruppe M sind dquivalent
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(a) Der Durchschnitt von zwei direkten Swmmanden in M ist
wieder direkter Summand in M

(b) Jede Untergruppe von M ist selbstprojektiv

(c) Jede Untergruppe von M geniigt der Bedingung (S)

Beweis: (b —~ c): klar nach Lemma 1.3 oder 1.6 . (c - a): gilt allgemein fiir
Moduln, denm A C®M und BC®M = U := A + B hat nach Vor. die Eigenschaft
(S). Weil auch AC®U und BC®U , folgt also AN B C®U und damit AnBC®B
(®M. (a - b): Als Vorbemerkung iiberzeugt man sich, da8 (a) sich auf direkte
Summanden vererbt und von der abelschen Gruppe Z /(p°) x Z/(p") fir n > 1
nicht erfiillt wird ( A := (0,1)Z und B := (p,1)Z sind direkte Summanden,
nicht aber AN B = (0,p” ')Z ). Sei mn M rein-projektiv mit (a) . Es
folgt (S), also nach Prop. 1.13 selbstprojektiv M. Ist M frei, so auch
jede Untergruppe, und (b) ist geseigt. Ist M nicht frei, so ist es nach [#]Tor-
sionsgruppe, und jede p-Komponente ist von der Form Hp @ Z/(p") mit np1 .
Aus der Vorbemerkung folgt, da8 444’51 oder n = 1 sein muB, also MP zyklisch
oder halbeinfach ist. Sei mun zum Nachweis von (b) U CM : U ist torsiomsvoll,
und zur Selbstprojektivitdt muB nach[#]gezeigt werden, da8 fiir alle p die
p-Komponente Up direkte Summe von isomorphen zyklischen Gruppen ist. Mit Mp

ist mun aber auch Up C Mp zyklisch oder halbeinfach, also von dergewiinschten
Gestalt.



2. emente

(2.1) lemma: Sei V Komplement von U in M, N = Ra(M) . Dann gilt

(a) Na(V+E)A(@W+N)= (VAN) +(TNN)

(a') ¥= V@TU , wobei ¥ = M/Ra(M)

(b)) XCVaXkleinin M = X kleinin V

(b') Ra(V) = VARa(M)

(o) "Ra(M/U) = (Ra(¥) + UV)/U
Beweis: (a): Die Aussage (V + K)~ (U + N) = N ist nach dem modularen Gesetz
iquivalent mit VN (U+N)CK.Beialso xe VA(T+N) und xR+ T=M:
Wegen xeV folgt xR+ (TAV) =V, also xR+ (TAV) + U =M. Wegen
xe=u+n.mt uel,neN folgt nR+ (TNAV)+TU=M,also (TAV)+T =M.
Vegen V Komplement von U in M folgt TAV =V, also VC T, Wegen xeV
folgt x€T und damit T = M. Ergebnis: xR ist klein in M, d.h. xeN . Un die
gweite Gleichheit in (a) zu weigen, schneide man die Soeben bewiesene mit V :
Aus VNE= YVA(U4+K) folgtdam (VAK)+U= (U+V)N(T+H)DFN,
alse (VA K) +(0nF) = [(FTAK) +T]AK = ¥. (a'): Klar. (b)s Sel Xc¥,
X Klein inM wnd X+ T=V .Esfolgt X+T+U=M, also T+ U =N, also,
weil TCV , wegen EKomplement schon T =V . (b')s folgt sofort sus (b) . (o):

- Weil V—>M/U ein wesentlicher Epimorphismus ist, gilt Ra(M/U) = (Ra(V)+U)/U.

Auiq (a) und (b') folgt min Ra(M) + U= (VAK) +U= Ra(V) + U und damit
die Behsuptung.

(2.2) Beisptele: Rin Modul heiSt komplementiert, wemn jeder Untermodul ein Kom-
plement hat. Jeder halbeinfache Modul, jeder artinsche Modul, jeder unzerlegbare
. Modul ist komplementiert. Inder Kategorie der abelschen Gruppen gilt:

'Z  ist nioht komplementiert (a')

Q ilt nicht komplementiert ( ist V Komplement von U in Q, 8o folgt nach
(v') Ba(V) =V, also VC®Q und davaus U =@
oder U klein in § . @ hat aber echte Unter-
gruppen, die nicht klein sind, also kein Komple-
ment besitzen kbmen)(vel. such (4.9, 3) )

Q/Z ist komplementiert ( es ist Torsionsgruppe mit den unzerlegbaren p-Kompo-

nenten Z (p*), und diese Zerlegung geniigt don
Voraussetzungen des folgenden )

(2.3) Lemma: Sei M = gni derart zerlegt, daB fiir alle Untermoduln U gilt
%) U= e(unn) .

Sind dann alle M

= i€l komplementiert, so auch M .
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Beweis: Die Bedingung (%) ist offenbar dquivalent damit, daB8 fiir alle xeM
und ielI gilt: pi(x) € xR . Ist nun UTCM und Vi ein Komplement von
Un Mi in Mi fiir alle ieI , so zeigt man mit Hilfe von (%) sofort, da8

Vi 2V

i ein Komplement von U in M ist.
€T

(2.4) Proposition: Sei kommutativ das Diagramm und
k

f, h Epimorphismen. Dann gilt X—->M
(a) Ist h wesentlich und V Komplement £ lg
von Ke f in X, so ist k(V) Kom- Y »——N

plement von Ke g in M.

(b) Ist k monomorph, V + Ke f = X und k(V) Komplement von
Ke g in M, so ist h wesentlich und V Komplement von Ke f
in X .

Beweis: (a): Aus N = hf(X) = hf(V) = gk(V) folgt M = g‘1(N) =k(V) +Ke g .
Es ist k(V) sogar minimal, denn aus M =T + Ke g mit T C k(V) folgt
ck(N(T)AV) , also N = gM) = g(T) ¢ ax(k (T)ATV) = he(k™ (T) A V)
und damit Y = h"'(N) = £(k"(T)AV) +Keh . Weil Ke h klein in Y ist,
folgt Y = £(k"(T)AV) , also X = £ (Y) = kK (T)AV +Ke f . Es folgt
k"(T)r\v =V und damit k(V)C T, also T = k(V). (b): Mit dhnlichen
Schliissen wie eben zeigt man: Y =W +Keh = M = k(f'1(w)/\ V) + Ke g =>
' W)AV =V = Y= £(V)CW . AuBerdem ist V Komplement von Ke f,
denn X = S+ Kef mit SCV = M= k(8) + Keg =» S =V .

(2.5) Folgerung: Ist epimorph g:M3——N , so gilt
(i) Ke g hat genau dann ein Komplement in M, wenn es eine Abbildung
k:X—>M gibt derart, da8 gk:X—>M—>N ein wesentlicher Epi-
morphisms ist.
(ii) Hat N eine projektive Hiille, so hat Ke g ein Komplement in M .
Ein Modul M ist genau dann komplementiert, wenn es zu jedem Epimorphismus
M»—>N einen Morphismus X—->M gibt derart, daB X— M — N ein wesent-
licher Epimorphismus ist.

(2.6) Folgerung: Jeder Faktormodul eines komplementierten Moduls ist wieder
komplementiert ( vgl. Theorem 1,12 in[43] fiir "perfekte" Moduln). Spezieller
gilt: XCUCM . V Komplement von U in M

= (V + X)/X 1ist Komplement von U/X in M/X, M——— M/X
man wende ndmlich Prop. 2.4 (a) auf das Diagramm an: l l
M/U M/U
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(2.7) Bemerkung: Komplementiertheit 148t sich iiber wesentliche Epimorphismen
nicht "hochheben", z.B. ist § —> Q/Z ein wesentlicher Epim. mit komplemen-
tiertem Ziel, aber die Quelle ist nicht komplementiert. Ebenso gibt es semi-
lokale Ringe, die nicht semiperfekt sind. Eine abgeschwdchte Eigenschaft je-
doch iibertrdgt sich: Nennt man einen Modul schwach komplementiert , wenn es

zu jedem U CM ein VCM gibtmit V+ U =M und VAU Kklein in M,

so zeigt man leicht, daB bei einem wesentlichen Epimorphismus mit dem Ziel
auch die Quelle schwach komplementiert ist. Speziell ist also Q schwach
komplementiert, ebenso jeder semilokale Ring; und z.B. auch jeder halbartinsche

Modul MR mit kleinem Radikal iiber einem rechtsnoetherschen Ring R (demn
der Radikalfaktormodul ist halbeinfach) .

Zur Untersuchung der Menge der Komplemente zu einem festen U C M dient

(2.8) Folgerung: Ist V Komplement von U in M und a € § = End(M) mit
Bi(1-a) C U, so ist auch «(V) Komplement von U in M .
Bew: '

M —a——>M
L
M/U "',.:;:'"> M/U

(2.9) Lemma: Geniige M der Bedingung (SP2) aus 1.6 . Dann gilt

() W+ TU=M A U hat Komplement in M => U hat Komplement in M, das
in W enthalten ist
(1) W+ U =M . W vollinvariant = Jedes Komplement von U in M
ist in W enthalten
(ii1) Vv, V' Komplemente von U in M =» Ja mit Bi(1-x)c U . V' = a(V)
(iv) Vv, V' Komplemente von U in M
und VM = V'™, V' ¥V

Beweis: (i): Wegen (SP2) gibt es ein « mit Bia € W und Bi(1-a) C U . Ist
nun V Komplement von U in M, so ist nach (2.8) auch a(V) ein Komplement
von U in M, das auBerdem in W enthalten ist. (ii): Sei V Komplement von
U in M., Wegen (SP2) gibt es ein a mit Bia CV und Bi(1-a) C U . Aus
W+ U=M folgt jetzt «(W) + U = M, also wegen Komplement a(W) =V und
wegen der Vollinvarianz V C W ., (iii): Zu V' + U = M gibt es a mit

Bia CV' und Bi(1-a) C U . Mit V ist nach (2.8) auch a(V) Komplement von
U in M, also a(V) =V' . (iv): Seien V, V' wie angegeben. Nach (sP2,iv)
gibt es ein U'C U mit V@ U' =M. BEs folgt V' + U' = M, denn es ist

VAU + (U +V') =V'+ [(U' +V)nU]= V' +T =M und VAU ist klein in M.
Wieder nach (SP2,iv) gibt es ein V" C V' mit V' @ U' = M . Mun ist V' auch
Komplement von U', also folgt V' =V" , Aus V@& TU' =M=V'@®U' folgt noch
VeV .
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(2.10) Bemerkungen: Zu (i): Ist M komplementiert mit (SP2), so gibt es fiir
jedes Paar (A,B) mit A+ B =M ein A'(C A derart, daB A' Komplement von

B in M ist. Ein Modul mit dieser letzten Eigenschaft hei8t in [5] supplemen-
tiert. Fiir supplementierte Moduln 1&8t sich die Bedingung (SP2) allein durch
den Untermodulverband .L(M) beschreiben, nimlich durch (SP2') oder (SP2,iii)
in (1.8), weil sich jetzt alle dort durchgefiihrten Schritte dualisieren lassen.
Zu (ii): In einem kommutativen Ring ist jedes Ideal vollinvariant, also sind
Komplemente eindeutig bestimmt (und wie in 2.15 gezeigt wird, schon direkte
Summanden). Zu (iii): Zusammen mit (2.8) hat man also in (SP2)-Moduln: Ist V
Komplement von U in M, so ist {X \ X Komplement von U} = ia(V) I a€S aBi(1-a)
C U} « Zu (iv): Im Beispiel (1.11) mit R=2Z sind B und E beide Kom-
plemente von A, aber E ist kein direkter Summand und B ‘+’ E.

Ist VC M, so heiBt V Komplement in M, wenn es ein UC M gibt derart, daB
V Komplement von U in M ist. Jeder direkte Summand ist Komplement, die Um-
kehrung gilt jedoch i.A. nicht (1.11). Sie soll im Folgenden untersucht werden.
Einige bekannte Eigenschaften von direkten Summanden iibertragen sich noch auf
Komplemente (siehe auch 2.1 b,b' )i

(2.11) Lemma: Seien A C B C C . Dann gilt

(i) A Komplement in B ~ B Komplement in C =» A Komplement in C
(ii) A Komplement in C = A Komplement in B
(iii) B Komplement in C = B/A Komplement in C/A

(iv) A Komplement in C ~ B/A Komplement in C/A => B Komplement in C

Beweis: (i): Ist A Komplement von U1 in B und B Komplement von 02 in C, so0
ist A Komplement von liI1 + U2 in C . (ii): Ist A Komplement von U in C ,
so ist A Komplement von U~ B in B . (iii): Ist B Komplement von U in C,
so ist B/A Komplement von (U + A)/A in C/A . (iv): Ist A Komplement von
U, in C und B/A Komplement von U2/A in C/A mit A C U,C C, so ist

B Komplement von U1 ﬁU2 in C .

Mur fiir (iv) soll die Behauptung bewiesen werden: Klar ist B + (U1f\ U2) =
B+A+ (U1/\U2) =B +[(A + U1)/\02] = B+U,=C . Zur Minimalitét sei XC B
mit X + (U,AT,) =C : hus (XNT) + T, = {(X+ [0,AT AT, ] +T, =0, +T,
=U, +A4+7T,=C+70,=C folgt, weil B/A Komplement von U2/A in C/A ist,
@8 (XAU) +A=B.Ms (XnA)+ U ={(a+ XAUDAX} +0, =X +0
= C folgt, weil A Komplement von U in C 1ist, daB XN A = A, also
X=X+A=B.

1
1

(2.12) Satz: Erfiilllt M eine der folgenden Bedingungen, so ist jedes Kom-
plement in M Dbereits direkter Summand in M :
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(a) M ist radikalfrei
(b) M geniigt der Bed. (SP2) und der Maximalbed. fiir Untermoduln, die
Kern eines Endomorphismus sind
(¢) M geniigt der Bed. (SP2) und der Minimalbed. fiir Untermoduln, die
Kern (Bild) eines Endomorphismus sind
(d) M geniigt der Bed. (SP2) und fiir jeden Endomorphismus a gilt: Kea C®M
(e) M geniigt der Bed. (SP2) und ist komplementiert .

Beweis: (a): klar nach (2.1,a'). (b): (Fir selbstprojektive Moduln vgl. in [13]
Remark p. 92): Sei V Komplement von U in M und y€S = End(M) mit BiyCV
und Bi(1-y) € U . Man verifiziert der Reihe nach: Bi ’n =V fir alle n31,

Ke 7"( Bi(1-y) fiir alle n»1, V +Key = M, Genigt mun M der Maximalbed.
fiir Endomorphismenkerne, so wird die Folge Key C Keyzc Ke'y3 C ... C U stationir,
und aus Key™ = Ke-ym'1 folgt Biy"Key =o0, also Ve@®Key =M. (c): Seien
V, U, vy wie eben. Dann ist die Menge {X l XCU AV +X=MaXist Kern (Bild)
eines Endomorphismus } nicht leer, hat also nach Vor. ein minimales Element U' .
U' ist Komplement von V in M, denn ein U"$ U' mit V+U" =M fihrt zum
Widerspruch: Es widre V dann Komplement von U" , sodaB ein y" existierte mit

Bi " CV und Bi(1-y") CU" , also V+ X =M mit X := Ke y" (bzw. Bi(1=y"))
und Xg U' . - Es sind also V und U' gegenseitig Komplemente, soda8 mit
(SP2,iii) folgt: V@ U' = M . (d): SeienV, U, y wie in (b). Weil nach Vor.

Key C®M , folgt aus VA Key klein in V sofort KeyNV klein in Key , so-
daB V und Key gegenseitig Komplemente sind. Mit (SP2,iii) folgt: V @ Key =M.
(e): Sei V Komplement von U in M. Wegen komplementiert hat auch V ein Komplement

W, und es folgt,daB V und W gegenseitig Komplemente sind , also wie eben
M=VeWw.

(2.18) Folgerung: Ist der Ring R rechtshereditdr, so hat jeder projektive Modul
die Eigenschaft, daB jedes Komplement bereits direkter Summand ist, denn es ist
(d) erfillt.

(Ist R zusidtzlich integer, also dedekindsch, so hat auch jeder injektive Modul
die genannte Eigenschaft,demnn fiir einen Korper ist es klar, und fiir einen echten
DPedekind-Ring fallen die Begriffe "Injektiv" und "Radikalvoll" zusammen (Satz

6.1 1in [t]), sodaB aus (2.1,b') folgt Ra(V) = V , also V injektiv und damit
veenM L)

In selbstprojektiven Moduln lassen sich die Komplemente als Bilder bestimmter
Endomorphismen charakterisieren:
(2.14) Lemma: Geniige M den Bedingungen (SP1) und (SP2). Dann sind #dquivalent

(i) V ist Komplement in M
(ii) J y,6 €S = End(M) mit V = Biy, y = 726, 12-1 € Ra(s).
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Beweis: (i — ii): Wegen (SP2) gibt es ein y € S mit Biy ¢ V und Bi(1-y) C U,
wenn V Komplement von U in M ist. Wie oben folgt Bi yn =V fiir alle n2>1,
sodaB speziell zu Biy = Bi12 nach (SP1) ein & existiert mit y = 726. Aus
Bi(y-—y2) € VAU Xlein in M folgt noch nach (1.9), daB y - 72 € Ra(s).

(ii - i): Seien y, & wie angegeben. Klar ist V + Bi(1-y) = M, und es wird
behauptet, da8 V Komplement von Bi(1-y) in M ist, d.h. VA Bi(1-y) klein

in V ist:
M—T M
\f\\ U
S Biy

Aus 72 -y € Ba(S) folgt 7y - y6 € Ra(S) , also Bi(y - y6) klein in M .
f erhilt kleine Untermoduln, also ist f( Bi(y - y6) ) = Bi(y =~ 12) -

Biy N Bi(1-y) klein in Biy . (Weil auch Biy + Key = M und Key C Bi(1-y) ,
ist V auch noch Komplement von Key in M .)

(2415) Folgerung: Ist S zusétzlich kommutativ ( es geniigt af = 0 = Ba = o ),
8o ist jedes Komplement in M bereits direkter Summand, denn aus y = 126 ’
d.h., y(1 - y8) = o, folgt dann (1 - y6)y = 0o , also y = yby regulér in S,
und damit V = Biy C®M .

(2.16) Bemerkung: In (5.3) wird gezeigt, daB in einem (SP1,SP2)-Modul auch
dann jedes Komplement bereits direkter Summand ist, wenn sich Idempotente in S
modulo Ra(S) 1liften lassen.

In selbstprojektiven Moduln erhilt man folgenden Zusammenhang zwischen den

Komplementen im Modul und denen im Endomorphismenring:

(2.17) Lemma: Geniige M den Bedingungen (SP1) und (SP2) und seien V C M,
ICsg = End(M) . Dann gilt

(a) V Komplement in M <= s8(V) Komplement in S5 ~ as(V) =V

(b) I Komplement in § 4(I) Komplement in M . 8d(I) = I .
s

Beweis: (a): Sei V Komplement von U in M. Nach (SP2) folgt 8(V) + s(U) = S,
und die Anwendung von d liefert ds(V) = V (weil V minimal). Zum Nachweis
der Minimalitdt von s(V) sei zyklisch I Cs(V) mit I + 8(U) =S : Mittels d
erhtilt man (V minimal) d(I) = V, also 8d(I) = s(V), und wegen (SP1) auch noch
I = sd(I). - Ist umgekehrt ds(V) =V wund s(V) Komplement eines zyklischen

I CSg, so wird behauptet: V ist Komplement von d(I) in M . Die Summe ist
klar, und aus X C V mit X + d(I) = M folgt nach (SP1) und (SP2) sofort

8(X) + I =5, also s(X) = s(V) und damit ds(X) =V, also X =V .

(b): Ebenso .
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3. Koabgeschlossene Untermoduln

Ein Untermodul V C M heiBt bekanntlich abgeschlossen in M, wenn er keine
echte wesentliche Erweiterung in M hat, d.h. wenn aus V$ XC M folgt:
V nicht groB in X . Dual wird in [5] eingefiinrt:

(3.1) Definition: V C M heiBt koabgeschlossen in M, wenn aus Xiv
folgt: V/X nicht klein in M/X .

(3.2) Beispiele: Jedes Komplement in M ist koabgeschlossen in M, denn ist

V Komplement von U in M und X gV, so folgt X + U 4 M, aber v/X +
(X+U)/X = M/X, also V/X nicht klein in M/X .

In einem kommutativen Ring ist jedes reine Ideal koabgeschlossen, denn X gv
=> zu X$ve V existiert wegen rein ein v'eV mit v'v =v , und es
folgt V+ (1-v')R =R , aber X + (1-v')R 4 R, also V/X nicht klein in B/X.
Jedes koabgeschlossene Ideal V C R ist idempotent, denn aus V+T=R folgt
V2 + T =R , In einem kommutativen, noetherschen Ring ist also jedes koabge-
schlossene Ideal bereits direkter Summand.

(3.3) Proposition: Fir einen Modul MR sind dquivalent

(1) Jeder Untermodul von M ist koabgeschlossen in M
(ii) Jeder Faktormodul von M ist radikalfrei
(1ii) Jeder Untermodul von M ist gleich dem Durchschnitt der
umfassenden maximalen
(iv) Jeder einfache Rechts-R-Modul ist M-injektiv

Ein Modul mit diesen Eigenschaften heiBe ein V-Modul .

Beweis: Fiir Ry sind die KEquivalenzen (ii) bis (iv) bekannt ([is]) , und
R wird dann als Rechts-V-Ring bezeichnet.

(1)€> N\ /\ ( V/X nicht Klein in Wx ) €> \ /\ (y/x DoMt iy

VCM XGV XCM XGVCM Klein-
<> /\ ( WX radikalfrei ) «> (ii) <> (iii) . Sei mun zum Nachweis von
XCM

(ii -+ iv) E ein einfacher Rechts-R-Modul und folgendes Diagramm gegeben:

T C M
Ny X
ok f U M
Kef (_%__ Kef

y A

Mun ist U/Ke f einfach, also direkter Summand im radikalfreien M/Ke f , sodaB
ie reT eine Faktorisierung ist. (iv — iii): Sei UCM wund U E} XE M.



Dann ist o 4 (U + xR)/U zyklisch, hat also einen Epimorphismus in einen
einfachen Modul E . Das Diagramm

U+xk C M

(U + x)/T .7
.

E
148t sich nach Vor. vervollstédndigen, und es gilt dann U C Keg *x mit
Ke maximal in M .

(3.4) Folgerung: Ein koabgeschlossener Untermodul ist i.A. kein Komplement:

Sei R ein kommutativer regulirer Ring, der nicht halbeinfach ist. Nach (iii)
ist R ein V-Ring, also jedes Ideal koabgeschlossen. Wegen Ra(R) = o ist aber
jedes Komplement bereits direkter Summand. (Im duslen Fall sind bekanntlich die
abgeschlossenen Untermoduln genau die Durchschnitts-Komplemente, und ist in M
jeder Untermodul abgeschlossen, so ist M bereits halbeinfach.)

(3.5) Lemma: (a) Ist M ein V-Modul, so auch jeder Faktor- und jeder Untermodul
(b) Jede direkte Summe von V-Moduln ist wieder ein V-Modul
(c) Ist G ein Generator in j)?n , der zugleich ein V-Modul ist,
80 ist jeder Rechts-R-Modul ein V-Modul (d.h. jeder Modul

radikalfrei) .

Beweis: Mit (3.3,iv) und folgenden bekannten Aussagen iiber relative Injektivitét
(siehe etwa [19]): Ist exakt o—>M'—+>M —>M"—»0 und E M-injektiv, so
ist es auch M'- und M'-injektiv . Ist ( M,[ 1€I ) eine Familie von Moduln
und E Hi-injektiv fir alle ieI , so ist E auch 9; Mi - injektiv. Damit

ist (a) und (b) bewiesen, und klar folgt daraus (c) ( @ G »—M ) .

(3.6) Bemerkung: Jeder halbeinfache Modul ist ein V-Modul. Wie (3.4) zeigt, gilt
die Umkehrung i.A. nicht. Fiir spezielle Ringe gilt sie: Ist R semilokal, so
ist schon jeder radikalfreie, insbesondere jeder V-Modul halbeinfach. Auch iiber:
einem kommtativen, noetherschen Ring R ist jeder V-Modul halbeinfach: Ist ein
zyklischer R-Modul R/t V-Modul, so ist der Ring R/x reguldr und noethersch,
also halbeinfach, sodaB auch der R-Modul R/ halbeinfach ist. Mit (3.5,a)
schlieBt man von zyklischen auf beliebige V-Moduln.

(3.7) Proposition: Fir einen Modul M sind &quivalent

(1) Der Radikalfaktormodul M/Ra(M) ist ein V-Modul
(ii) Fir jeden Untermodul UCM gilt: Ra(M/U) = (Ra(M) + U)/U .

Ein Modul mit diesen Eigenschaften heiBie gut .
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Beweis: (1) & /N (x= M 1) & /\(na(n)w M\ 1) e (11)
- Ra(M)<X<M XeTeM UCTEM
mex,
(3.8) Beispiele: Jeder radikalvolle oder komplementierte Modul ist gut ( M/Ra(M)
ist Mull bzw. halbeinfach ) ; gut u. radikalfrei ist dquivalent mit V-Modul ;
in der Kategorie der abelschen Gruppen ist Q gut, nicht jedoch die Untergruppe
Z ; iber einem Dedekind-Ring ist jeder Torsionsmodul gut, denn jeder radikal-
freie Torsionsmodul ist halbeinfach ( Sei o # I g R mit R/I radikalfrei :
Iagh g = R/I= e R/:; und jedes R/y"  ist radikalfrei, also
8; = 1 fiir alle 1<i%n =» R/I halbeinfach ) .

(3.9) Leima: (a) Ist M gut, so auch jeder Faktormodul
(b) Jede direkte Summe von guten Moduln ist wieder gut
(¢) Hat /M, einen guten Generator, so ist jeder Rechts~R-
R
Modul gut

Beweis: Folgt mit der Charakterisierung (3.7,i) unmittelbar aus (3.5) .

(3.10) Bemeriungen: 1) Hat ein Untermodul V C M die Eigenschaft Ra(V) =

Vv NRa(M) , so ist mit M auch V gut, denn dann ist die Abb. V/Ra(V) —
M/Ra(M) eine Injektion. 2) Ry ist genau dann gut, wenn fiir alle Rechts-R-
Moduln M gilt: Ra(M) = M.BRa(R) . Solche Ringe werden in [¢] als rechts-gut
bezeichnet. 3) Fir eine Familie von guten Untermoduln M, C M (i eI) gilt:
Ra( :Z Mi) = ::Z Ba(l“li) . Zum Beweis betrachte man den kanonischen Epimorphis-
ms ?Mi»—p *Izni und beniitze (3.9,b) .

{lber geeigneten Ringen stimmen die koabgeschlossenen Untermoduln mit den

sogenannten "koreinen" iiberein. Dies s0ll im Weiteren untersucht werden, wobei
insbesondere gezeigt wird, daB iijber Dedekind-Ringen in jedem Modul die koabge-
schlossenen Untermoduln mit den abgeschlossenen iibereinstimmen. Folgende Ver-

allgemeinerung des Begriffes "rein" stammt von C.P.Walker:

(3.11) Definition:[22] Sei € ¢ ﬂ?R und VM

V heiBt C-rein in M & VCXCM.XNEL = v
V heiBt € -korein in M & XCV A V/Xe€ = VXWX .

Fir beliebiges € ist jeder direkte Summand sowohl ©_rein als auch t—korein
in M . Fir geeignetes € erhilt man in & gerade die gewdhnlichen reinen
Untergruppen (siehe c3] p. 128) . Im Folgenden sei stets ER die Klasse der
einfachen Rechts-R-Moduln: Weil nun nicht-groBe maximale ( nicht-kleine
minimale ) Untermoduln stets schon direkte Summanden sind, folgt unmittelbar

aus den Definitionen
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(3.12) Lemma: fiir VCM gilt

(a) V abgeschlossen in M = V ist E-rein in M
(a®) V koabgeschlossen in M => V ist £ -korein in M .

Die Umkehrung in (a) wird von Renault in [#]untersucht. Dort wird zwar be-
handelt, wann "quasi-reine" Untermoduln ( p.22, Def. 1 ) schon abgeschlossen
sind, aber es 148t sich zeigen, daB diese mit den & -reinen iibereinstimmen:

(3.13) Lemma: Fiir einen Untermodul VC M sind équivalent

(1) VvV ist E-rein in M
(ii) Zu jedem kommutativen Diagramm
gibt es ein ¢ derart, daB das £
obere Dreieck kommutiert
(iii) wie in (ii) mit Y = Ry (d.i. die
Definition von "quasi-rein" bei Renault)
(iv) Ist x € M/V und Ann(kX) ein maximales Rechtsideal,so ld8t
sich die Abbildung: Ann(X)3r})——» xreV nach R fortsetzen
(v)  so(M/V) = ( So(M) + V)V
(vi) vc®v, wobei V" hier definiert ist durch So(M/V) = VAV .

»
B0

——
*
s,
e
= =

<
A

Beweis: (i — ii): Man erhdlt das kommtative Diagramm
o—sX C Y —»Y{X —>0
£ h' ig
v

06—V C V4Bih— V*gﬂ‘ —>0

und verifiziert, daB g surjektiv ist. Ist g = o , 80 folgt Bih C V und man
ist fertig. Ist g % o , so ist wegen der einfachen Quelle g isomorph und damit
(V+Bih)/V € €, also nach Vor. V+Bih = V@ T . Mit = ppoh' erhilt man eine
gewiinschte Faktorisierung von f . (ii -~ iii - iv): klar. (iv - i): Sei
VEV+xRCM. Nach Vor. gibt es veV mit xr = vr fir alle re Ann(x),

d."}:‘. Ann(x) = Ann(x-v) und daher ist einfach (x-v)R . Aus x-v ¢ V folgt

V+ (xv)R=V+xR und VA (x-v)R = 0, zusammen also VC®V + xR . (i - vi):
V'M/V ist halbeinfach, also VM/V = @ X, /V mit einfachen Summanden, also VS. X
C M fir alle i, und nach Vor. danut VC°X . Es folgt VCOV'Wl (vi - v)s Sei
V'%’X C M. BEs folgt X/V C So(M/V) , also X C v und nach Vor. daraus vy .
Mit X=T@®V ist T notwendig einfach, also X C So(M) + V . (v - i): Sei
VS XC M. Nach Vor, hat man X C So(M) + V , also X = So(X) + V . Wire mun V
kzgh direkter Summand in X , so folgte V groB8 in X , also So(X) CV und damit
X =V, Wid.
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(3.14) Lemma: Fiir einen Untermodul V C i betrachte man folgende

Eigenschaften:

(i°) Vv ist & -korein in N
(+°)  Ra(V) = VA Ra(M)
(vi®)  V/Ra(V) C® M/Ra(V) .

Dann gilt vi® = i% - v° .

Beweis: (vi® - i%): Sei XM.C:XV . Es folgt Ra(V) C X, also aus der Vor.
V/XC®M/X . (i°~+v°): Sei XLV . Nach Vor. gibt es X CWC M mit

V/X @ W/X = M/X . Weil M/W ¥ V/X einfach, folgt Ra(M) C W und damit VARa(M)
¢ VAW =X . (Bei keinem der Pfeile gilt i. allg. die Umkehrung: Fir vi%f i°
nehme man Beispiel 3.4, fir i%-v°® den Modul M = Z .)

(3.15) Bemerkung: In speziellen Moduln lassen sich die & -(ko)reinen -Unter-
moduln einfacher beschreiben:

(a) TFir sockelfreies M gilt: 1)V & -rein in M <> sockelfrei M/V
2) Der Durchschnitt von & -reinen Unter-
moduln in M ist wieder & -rein
(a®) Fir radikalvolles M gilt: 1) V £ -korein in M < radikalvoll V
2) Die Summe von & -koreinen Unter-
moduln in M ist wieder &-korein .
(Beispiel (1.11) zeigt, daB ohne Voraussetzungen an M diese Aussagen i. allg.
nicht gelten: A, B, C, D sind direkte Summanden in M, aber AN\ B ist nicht

€ -reinund C + D nicht & -korein in M.)

Es sollen notwendige und hinreichende Bedingungen dafir angegeben werden, daB
iiber einem Ring R in jedem Modul MR die & -koreinen Untermoduln mit den
& -reinen iibereinstimmen.

(3.16) Proposition A : Fir die Rechts-R-Moduln eines Ringes R gilt:

I) 1Ist iiber R jeder & —koreine Untermodul g-rein, 80 hat jeder
irreduzible, artinsche R-Modul einen total geordneten Unter-
modulverband.

II) Ist iiber R jeder & -reine Untermodul g—korein, so hat jeder
unzerlegbare, noethersche R-lModul einen total geordneten Unter-

modulverband.

Beweis: Etwa von I): Sei R wie angegeben und MR irreduzibel und artinsch.
Es folet, daB M wunzerlesbar ist, denn zu U &M sei V ein Komplement in M :
Ang. V £ M =>es gibt V§ X C M (weil M artinsch) = V C®X (weil V ¥ -korein,

also nach Vor. & -rein in M) = V = X (weil M irreduzibel) Wid. Aus V = M
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folgt aber U klein in M . - Das gleiche Argument zeigt: Jeder von Null
verschiedene Untermodul von M ist unzerlegbar, und daraus folgt (vel. 4.24,iii)
die Totalordnung von £ (M).

(3.17) Beispiel: Zu einem kommutativen Korper k sei R := k[[X,Y]] . Dann
gilt: a) RR ist u.nzerlegbaz“ und noethersch, hat aber keinen total geordneten
Untermodulverband . b) Fir das maximale Ideal # ist die injektive Hiille E(R/# )
irreduzibel und artinsch, hat aber keinen total geordneten Untermodulverband
(nach 4.24). Es gibt also nach Proposition A iiber R Untermoduln, die & -rein

sind, aber nicht £ ~korein, und umgekehrt.

(3.18) Lemma: Fiir einen kommutativen Ring R und V C My gilt:

(a) V & -rein in M & ’“::,I(V) = 442;,[(0) + V fiir alle maximalen wc R
(a°) V E-korein inM & Ve = V A M "

Beweis: Durch "lokalisieren" der Funktoren Radikal und Sockel "in" einem
einfachen E € £ : Sei RaE(M) :=ﬂ{U |tcMma MUu>E } sowie SoE(M) 1=

2 {U | UCMATUZ E; . Fir ein Paar V C M betrachte man folgende Eigen-
schaften:

1°) XCVAV/XTE =3V/XC®M/X 1) VCXCM.XN = E = VC®x

29) Rap(V) = V N Rap(M) 2) Sop(M/V) = ( Soy(M) +V )/

3°) V/Rag(V) C® ¥/Ray(V) 3) VC®E (V) mit B (VA = Sog(yV)
1.Schritt: Uber beliebigen Ringen gilt 1« 2+« 3 und 3° ~1° = 2° |, Falls

M "lokal gut" ist (s.u.), gilt auch 2° - 1° : Die-ersten Behauptungen werden
genauso bewiesen wie in (3.13) und (3.14). Fir (2° - 1°) heiBe ein Modul M
lokal gut, wenn fiir alle UCM und E€¥® gilt: RaE(M/U) = ( Ra.E(M) + U )/u.
Sei nun diese Bedingung erfiillt und X C V mit V/X = E: Wiare V/X kein direk-
ter Summand in M/X, so wire es (weil einfach) klein imr M/X, also V/XCRaE(M/X),
und wegen lokal gut also V C Ra.E(M) + X . Es folgte V= (X + RaE(M)) NV =

X + RaE(V) = X Wid.

2,Schritt: Sei nun R kommutativ und E = R/s . Dann berechnet man Ra (M) Mwm
und So (M) {x]xeMixme = o Z , und aus letzterem EM ) = {x] xeM a

xr eV fur alle rem}—- ML (V) - Bs folgt, daB Ra, rechtsexakt ist und

damit jeder R-Modul lokal gut, 1nsbesondere 2° = 1° | Durch Umschreiben von

2° und 2 erhdlt man die Beh. des Lemmas.

Wie man sofort nachpriift, kann a < a® gezeigt werden, wenn die maximalen
Ideale von R zyklisch sind. Endlich erzeugte maximale Ideale geniigen nach
Beispiel (3.17) nicht, jedoch folgende Verallgemeinerung von zyklisch: In einem
komrmtativen Ring R heiBe ein Ideal et ¢ R quasi-invertierbar, wenn es

IEEERVLN en gibt und y .€R, 1€i,jén mit folgenden Eigenschaften:

a
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n
(') Die a; erzeugen 0L (') gyii =1 (') TiP = Ti® fir alle i,j,k .

ik™j
Jedes zyklische Ideal ist quasi-invertierbar. Ist R ein Integritdtsring, so ist
0o # ULCR genau dann quasi-invertierbar, wenn es im Quotientenkorper von R in-

vertierbar im iiblichen Sinn ist.

(3.19) Hilfssatz: Ist R kommutativ und quasi-invertierbar ¢t CR, so gilt
fiir jedes Paar V C MR :

(a) ( v (v) Juu = VM
o =1

(a”) mn(va) = on(o)+v .
Beweis: Sei 1t quasi-invertierbar und die ay 7ij wie oben angegeben. Bei (a)
ist die Inklusion " C " klar. Sei also x€& VN Mw, insbesondere x = Z yiai
mit y,€M . Definiere {; := Zy 755 fiir alle 1<itn . Dann gilt iien
und ya = ‘Z YiligP * (%y )'y1k xy;, € V fir alle k, also yié 1, (V)
fiir alle i , und aus Z ‘ny = x folgt endlich x € ( Ot.n(v) o .
Bei (2°) ist die Inklus:.on "o kla.r. Sei also x e oLM(Vo,. ), &b xa, =

L =

2"13;. ijev, 12£i,j&n . Definiere v : Zvj’ijév Ma.n
ist fertig, wenn gezeigt wird: x - v ¢ ULM(o) Bs gilt aber fir alle k : va, =

Z,: VigTis®k = %“’ij"ik 3" zZ(sz"ijaj) Tie = 2 %18 = %: 5% = By

fiir gewisse Vv

(3.20) Proposition B : Sei R ein kommutativer Ring, in dem jedes maximale
Ideal quasi-invertierbar ist.
Dann stimmen in jedem R-Modul die E—koreinen Unter-
moduln mit den E-reinen iiberein.

Beweis: Mit (3. 18) Sei V & -korein in M . Nach (3.18,a°) folgt Mt (vm,)

M(v) N ««M(Mm) ««.M(v) . Die linke Seite ist aber nach dem Hilfssatsz
gerade M(o) + V . Dies gilt fiir alle maximalen Ideale 4« <R, s0da8 nach
(3.18,a) jetzt V & -rein in M ist. Umkehrung ebenso .

(3.21) Bemerkung: Die Voraussetzung von Proposition B ist insbesondere von
jedem Dedekindring erfiillt, ebenso von kommutativen Ringen, in denen jedes
maximale Ideal zyklisch ist.

Zur Untersuchung des Zusammenhangs zwischen koabgeschlossen und g-korein,
d.h, der Umkehrung in (3.12,a°), ist folgender Begriff miitzlich: Ein Modul M
heiBt koatomar, wenn jeder von M verschiedene Untermodul in einem maximalen
enthalten ist.
(3.22) Beispiele: Jeder endlich erzeugte Modul, jeder halbeinfache Modul ist
koatomar. - Jeder koatomare Modul M hat ein kleines Radikal ( ang. Ra(M) + T = M
mit TEM = TCXEM = Ra(M) + X =M =>X=H Wid. ), die Umkehrung

max.
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gilt i. allg. nicht (? Z hat Q als Faktormodul). Hat ein guter Modul (also
speziell ein komplementierter) ein kleines Radikal, so ist er bereits koatomar:
UgMN = Ra(M) + U $H = Ra(M/U) & }/U , also ist U in einem maximalen
Untermodul enthalten.

Im dualen Fall stimmen die Begriffe "groBSer Sockel" und "atomar" stets iiberein.

(3.23) Satz: Fir die Rechts-R-Moduln eines Ringes R gelten folgende
Aquivalenzen:
(1) Jeder £ —koreine Untermodul ist schon koabgeschlossen
(ii) A klein in B A A radikalvoll => A =o
(1ii) AC B 4 Ra(A) klein in B => Ra(A) klein in A
(iv) A klein in B =» A ist koatomar .

Bin Ring mit diesen Eigenschaften heiBe ein Rechts-K-Ring .

Beweis: (i — ii): Jeder radikalvolle Untermodul ist & -korein, jeder kleine
und koabgeschlossene Untermodul ist Mull. (ii — iii): Seien A, B wie angegeben,
Ra(A) + T = A . BEs folgt, da8 A/T radikalvoll ist und A/T klein in M/T , nach
Vor. also A/T = o . (iii - iv): Sei A kleinin B und U & A . Es folgt
A/U Klein in B/U , also auch Ra(A/U) klein in B/U , sodaB nach Vor. folgt
Ra(A/U) klein in A/U . Weil A/U 4 o , kann es also nicht radikalvoll sein,
(iv - i): Sei VC M nicht koabgeschlossen., Also gibt es ein X &V mit V/X
klein in M/X .Nach Vor. gibt es X € YL V . Klar gilt V/Y klein in MY,
also ist V nicht € -korein inM .

(3.24) Bemerkung: In [*] heiBt ein Modul A klein, wenn es eine Erweiterung
a : Ac—>B gibt mit Bia klein in B . In dieser Terminologie ist dann R
genau dann ein K-Ring, wenn jeder kleine Modul koatomar ist. (Bekanntlich ist
iiber einem echten Integritdtsring jeder koatomare Modul klein.)

(3.25) Beispiele: Jeder rechts-perfekte Ring, jeder Rechts-V-Ring ist ein
K-Ring, denn nur der Null-Modul ist radikalvoll. Jeder Dedekind-Ring ist ein
K-Ring, denn ein radikalvoller Modul ist injektiv (Satz 6.1 in[16] ), also nur
dann klein, wenn er Null ist.

Zur Gruppe G = Z(p®™) (multiplikativ geschrieben) und dem Kérper k = Z/(p)
ist der Gruppenring R = k [G] kein K-Ring, denn nach [1]§6 Ex.2 ist W =
Ra(R) $ o mit N2 = N . AuBerdem ist R lokal und damit gut, sodaB8 nach (3.10)

gilt: Ra(N) = N.Ra(R) = N, d.h. ¥ ist radikalvoll.

(3.26) Folgerung 1 : Uber einem Dedekind-Ring stimmen die koabgeschlossenen

Untermoduln mit den abgeschlossenen iiberein.



25

Beweis: Nach [f?] stimmen die abgeschlossenen Untermoduln mit den E-reinen
iiberein, diese nach (3.20) mit den & -koreinen und diese nach (3.25) mit den

koabgeschlossenen.

(3.27) Folgerung 2 : Uber einem Dedekindring gilt fiir jeden torsionsfreien
Modul M : Sind A, B gegenseitig Komplemente in M, so
folgt M=A®3B .

Beweis: Seien M, A, B wie angegeben. Ist R ein Korper, so ist alles klar.
Ist R kein Kérper, so ist jeder torsionsfreie Modul sockelfrei, also (3.15)
anwendbar: A und B sind & -rein in M (3.20), also auch ihr Durchschnitt,
also ist ANB &-korein in M (3.20) und damit auch koabgeschlossen in M
(3.25). Weil auBerdem A N B klein in M ist, folgt AMNB=o0 .

(3.28) Bemerkung: Fiir Moduln iiber einem K-Ring gilt:

(a) Hat M ein kleines Radikal, so auch jeder Untermodul
(b) Ist M koatomar, so auch jeder Untermodul
(c) Jeder Modul mit kleinem Radikal ist reduziert .

Beweis: Ein Modul heiBt reduziert, wenn sein gri8ter radikalvoller Untermodul

Null ist. (Fiir Dedekind-Ringe stimmt das mit der &iblichen Definition iiberein.)
Damit folgt (c) unmittelbar aus (a), und (a) ist klar nach (3.23,iii). Bleibt

(b): Sei M koatomar und UL X CM. Es folgt o % X/U C M/U, und weil

auch M/U koatomar ist, hat es kleines Radikal (3.22), also nach (a) auch X/U.
Damit ist X/U nicht radikalvoll. (Das Gegenbeispiel in (3.25) zeigt, daB i.allg. .
keiner der drei Punkte gilt.)

Zum AbschluB8 soll gezeigt werden, daB sich iiber K-Ringen jeder komplementierte
(SP2)-Modul in eine direkte Summe von unzerlegbaren Moduln zerlegen ld8t. Dazu
ist folgende Verallgemeinerung des Begriffes "koabgeschlossen" niitzlich: Ein
Untermodul V C M heiBe erblich in M, wenn gilt: X C V. X klein in M =

X klein in V . Jeder koabgeschlossene Untermodul V ¢ M ist erblich, denn aus

X CV a X nicht-klein in V folgt X + T = V fiir ein T§& V , also wegen koab-
geschlossen V + S =M fir ein TCS EM und daraus X + S = M, also X
nicht-klein in M . In Z ist jeder Untermodul erblich, jedoch mur o, Z koab-
geschlossen. Ist V erblich in M und xe V ARa(M) , so folgt xR klein in V,
also x € Ra(V) : es gilt Ra(V) = VN Ra(M) . Zusammen mit den in (3.12) und (3.
14) bewiesenen Inklusionen hat man also fiir jedes Paar V C M:

V  koabgeschlossen in M —= V € —korein in M

ll

V erblich in M _ Ra(V) = V A\Ra(M)
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(3.29) Lemma:

(a) Ist N gut, so gilt: Ra(V) = VA Ra(l) = V  &-korein in M
(b)  Ist M komplementiert, so gilt: V erblich in M =»V koabg.in M

(¢) R ist genau dann ein Rechts-K-Ring, wenn fiir jedes Paar V C Mo
gilt: Ra(V) = VA Ra(M) => V erblich in M .

Beweis: (a): wie in (3.18) der Schritt 2° - 1° . (b): Sei V erblich in M

und W ein Komplement von V in M . Aus W ANV klein in M folgt nach Vor. WAV
klein in V , d.h, es ist auch V Komplement von W in M . (c): Sei R ein K-
Ring und Ra(V) = VARa(M) , X<V und X klein in M : Aus X + T = V folgt,
daB V/T radikalvoll ist (weil X C Ra(V) ) und klein in M/T , also V/T = o
nach (3.23,ii), d.h. T = V .- Ist aber umgekehrt, um mit (3.23,ii) zu zeigen, da8
R ein K-Ring ist, radikalvoll A CB mit A klein in B, so folgt Ra(A) =

A NRa(B) , also nach Vor. A erblich in B . Ein erblicher, kleiner Untermodul
ist aber bereits Null.

(3.30) Satz: Sei R ein Rechts-K-Ring und M, mit den Eigenschaften
a) M komplementiert
B) jedes Komplement in M ist bereits direkter Summand .
Dann ist M direkte Summe von unzerlegbaren Moduln.

Beweis: Seien R und "R wie angegeben . 1.Schritt: M ist direkte Summe von
direkt unzerlegbaren Moduln. Dazu geniigt es zu zeigen, da8 die Bedingung (C)
von Stenstrom (2] erfiillt ist, nimlich:

(C) Jede Kette von direkten Summanden in M hat die Eigenschaft, daB ihre
Vereinigung wieder direkter Summand in M ist.

Ist mun & in unserem M eine Kette von direkten Summanden, so folgt Ra(X &)

= Z& ARa(M) , also Z& erblich in M (nach 3.29,c) und, da M komplementiert,

sogar Komplement in M (Beweis von 3.29,b), sodaB nach Vor. (B) folgt: Z& ®m.

2.Schritt: Man hat M = ‘g Mi mit Mi direkt unzerlegbar . Weil aber jedes M

i
wieder («) und (B) erfiilllt (2.6 und 2.11,i), ist es schon unzerlegbar.
(3.31) Folgerung: Uber einem perfekten Ring ist jeder (SP2)-Modul direkte Summe

von unzerlegbaren Moduln, denn jeder Modul ist komplementiert, und die Be-
dingung (SP2) liefert (B) (2.12,e).

Zugleich zeigt dieses Beispiel, daB im Satz auf (B) nicht verzichtet werden
kann, denn ist iiber einem perfekten Ring jeder Modul direkte Summe von unzer-

legbaren (also zyklischen) Moduln, so ist der Ring bereits artinsch.
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4. Die Struktur der komplementierten abelschen Gruppen

(4.1) Satz: Sei M direkte Summe von unzerlegbaren Untermoduln und
Ra(M) klein in M.
Dann ist M komplementiert .

Beweis: Man hat M = g Mi mit Mi unzerlegbar fiir alle ie€I . Mit M hat
auch M; ein kleines Radikal, ist also sogar zyklisch und Mi/Ra(Mi) einfach.
Sei U fiir jedes U CM das Bild von U bei der Abbildung M-—» M/Ra(M).
Man erhdlt M = @'ﬁl mit Fl einfach . Ist min UC M, so gibt es nach
dem Hauptsatz iiber halbeinfache Moduln ein H C I mit (? Ei) ®U =M. Es
wird behauptet, daB V := gal{i ein Komplement von U in M ist: aus
Ve&U=M folgt, weil M kleines Radikal hat, sofort V+U=M und VAT
klein in M., und weil v®u , weiter VAU klein in V .,

(Jeder Untermodul hat also sogar ein Komplement, das direkter Summand ist. Bei-~
spiel (1.11) zeigt, daB daraus nicht folgt, da8 jedes Komplement direkter Sum-
mand ist.)

(4.2) Folgerung: ( [14]Theorem 1) Ist in einem Ring R die Eins Summe von
orthogonalen, lokalen Idempotenten, so ist R semiperfekt.
n
Bew: R= @ e,R mit e,R unzerlegbar .

()

(4.3) Folgerung: Eine abelsche Torsionsgruppe mit kleinem Radikal ist komple-
mentiert.

Bew: Jede p-Komponente hat wieder ein kleines Radikal, ist
also beschréinkt (s.u.) und daher direkte Summe von zyklischen

p-Gruppen % o , deren jede unzerlegbar ist .

(4.4) Bemerkung: Auf das kleine Radikal im Satz kann i.A. nicht verzichtet
o0
werden: Die abelsche Gruppe M = "G)' Z/(p™) ist nicht komplementiert, denn

Hilfssatz 1 : Ein reduzierter, komplementierter Modul ist koatomar .
Hilfssatz 2 : Fir eine p-Gruppe sind dquivalent

(i) kleines Radikal
(1i) koatomar
(iii)  beschrinkt .

Beweis: von (HS 1): Sei U &M und V Komplement von U in M. Gdbe es keinen
maximalen Untermodul iiber U, so wire M/U radikalvoll, also auch V (wegen des
wesentlichen Epimorphismus V —»M/U), sodaB aus der Reduziertheit folgte: V = o
d.h. U =MWid. (HS 2):(iii - ii): Gilt fiir beliebige Moduln iiber Dedekind-
ringen: Ist M beschrinkt (fi.h. Ann(M) $ 0o ) uwnd U &M, so ist M/U wieder
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eschrinkt, also nicht teilbar und wegen Dedekind ( Satz 6.1 in [16]) nicht
-adikalvoll. (ii - i): Gilt fiir beliebige Moduln nach (3.22). (i - ii): Gilt

{ir Torsionsmoduln iiber Dedekindringen, denn sie sind gut (3.8) und jeder gute
lodul mit kleinem Radikal ist koatomar nach (3.22). (ii - iii): Sei M eine
:oatomare p-Gruppe und B C M eine p-Basis-Untergruppe (siehe [31§32): M/B
.8t wieder koatomar und auBerdem injektiv, also Null, sodaB folgt B =M und
lamit M = § (@ Z/(»") . Ang. M nicht beschrinkt = J Folge n, < n,< n,< -
it 31 fir alle § = U i S Z/")C® nit T»—Z(®) >
1»—>2(p™) Wid. zu koatomar M .

'4.5) Satz: Sei M koatomar und jeder maximale Untermodul besitze ein
Komplement in M .
Dann ist M Summe von Untermoduln, die zyklisch und unzerlegbar

und Komplement in M sind .

Jeweis: Sei M i Z{U ‘zyklisch u. unzerlegbar U 1 U Komplement in M}.

ing. M $ M . Wegen koatomar folgt McCx i M . Sei Y Komplement von X in
1 . Weil wesentlich Y »—» M/X mit einfachem Ziel, gilt Ye&f {, also YC M® .
& folgt M + X =M, also X =M Wid.

(4.6) Folgerung: Sei R ein Integritétsring derart, daB Ry nicht komplemen-
tiert ist ( also R nicht lokal ).
Dann ist jeder komplementierte Modul mit kleinem Radikal ein
Torsionsmodul.
Bew: Weil R nicht lokal, ist jeder zyklische, unzerlegbare
R-Modul torsionsvoll. Weil jeder komplementierte Modul mit
kleinem Radikal bereits koatomar ist (3.22), folgt die Beh.

aus dem Satz.

(4.7) Bemerkung: tber einem Dedekindring ist jeder Torsionsmodul Summe von
zyklischen, unzerlegbaren Untermoduln, denn o #% I $R = I= y,""- y:' , also
R/I S © R/bo:" , und jedes R/p™ ist unzerlegbar.

(4.8) Lemma: Sei R ein Integritdtsring mit der Eigenschaft, da8 jeder radikal-
volle R~Modul teilbar ist . Dann sind &dquivalent

(i) Weder Ry noch der Quotientenkdrper K, sind komplementiert

(ii) Jeder komplementierte R-Modul ist torsionsvoll .

Beweis: (ii ~ i) ist klar, denn weder R, moch K. ist torsionsvoll. (i - ii):
Sei M, komplementiert. Dann ist auch ™ := M/T(M) komplementiert (2.6) und
auBerdem torsionsfrei, und es ist zu zeigen: M=0 ! 1) M ist reduziert, denn

ein radikalvoller Untermodul U C N ist nach Vor. teilbar und torsionsfrei,
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also injektiv und als direkter Summand wieder komplementiert; auBerdem folgt
¥ ® K, sodaB weren (i) gelten mB: w =@ , d.h. U =o0. 2) Nach
(4.4, HS1) ist nun M koatomar, also nach (4.6) torsionsvoll, Weil es zu-

gleich torsionsfrei ist, folgt M=o .

(4.9) Bemerkungen: 1) Uber einem echten Integritdtsring ist jeder teilbare
Modul radikalvoll. Die oben verlangte Umkehrung gilt z.B. iiber Dedekind-

Ringen, weil dort jeder radikalvolle Modul injektiv ist ( Satz 6.1 in [] ).

2) Ist der Quotientenkdrper K‘R eines Integritdtsringes R komplementiert,

so ist KR bereits unzerlegbar, denn U g K hat ein Komplement V in K,

und wegen des wesentlichen Epim. V——>K/U ist mit K/U auch V teilbar,
also (weil torsionsfrei) injektiv und damit VC®K . Es folgt V = K, also

U klein in K . 3) 1Ist speziell R ein Dedekindring und KR komplementiert,
so ist R bereits lokal, denn ist R ein Korper, so ist alles klar ; ist R
kein Korper, so ist K/R Kogenerator in mli , der nach (2) unzerlegbar ist.
Ein kommutativer Ring mit einem direkt unzerlegbaren Kogenerator ist aber bereits
lokal.

(4.10) Folgerung: Ist R ein nicht-lokaler Dedekind-Ring, so ist jeder

komplementierte R-Modul torsionsvoll .

(4.11) Satz: Jede komplementierte abelsche Gruppe ist direkte Summe von

unzerlegbaren Gruppen.

Beweis: Nach (4.10) mu8 man nur p-Gruppen betrachten. Der divisible Anteil

ist von der Form GB Z (p™), also wie gewiinscht; der reduzierte Anteil ist
koatomar, also beschrankt ( 4.4, HS 1 und 2 ), also direkte Summe von zyklischen
p-Gruppen # o, die ebenfalls unzerlegbar sind.

(4.12) Proposition: Sei M eine p-Gruppe und U C Ra(M). Dann sind dquivalent:

(1) U hat ein (schwaches) Komplement in M
(i1) Ra(U) hat ein Komplement in U
(ii1) Die absteigende Folge U O Ra(U) > Ba2(U) > Ra>(T) D ...
wird stationidr
(iv)  Der reduzierte Anteil von U hat ein kleines Radikal .

Beweis: (i - iv): Sei V ein schwaches Komplement von U in M (siehe 2.7), d.h.
V+U=Mund VNU klein in M . Aus dem Ersten folgt (Vp/\ U) + Up = (Up+
Vp) "NU =MpNT =7U, aus dem Zweiten Vp U koatomar (nach 3.23,iv), also
beschrédnkt (4.4, HS 2): Mit (fo\U)pk = o0 fir ein k31 folgt aber Upk+1 =

Upk , doh, Upk ist teilbar, und es folgt Upk = D(U), wobei D(U) der divi-
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sible Anteil von U ist. Damit ist der reduzierte Anteil U/D(U) beschrinkt,
hat also ein kleines Radikal. (iv — iii): Aus kleinem Radikal folgt nach (4.4)
beschrinkt, also (U/D(U))pk = o fiir ein k21 . Aus Uka D(U) ¢ (_:\Upn
folgt Up* = Up® fir alle nk .

(ii - i): Man betrachte die Menge X (U,M) := {A |AC UL U/ c®wa i . Jedes
minimale Element A4 € K (U,M) 1liefert ein Komplement von U in M, denn aus
V/A ®U/A =MWA mit ACVCM folgt V+U=M ud V ist sogar mini-
maler Summand von U, demn T CV mit T+U=M = T~ U € X(U,M) und
TATCVAT=4 ,2als0 TAU=VNAU und damit T= (T+U)AV =V . In
Falle einer p-Gruppe M mit U wie angegeben 148t sich mun X (U,M) so beschreiben:
A€ X (U,M) & A + Ra(U) = U . Aus der rechten Seite folgt nidmlich U/A radi-
kalvoll, also injektiv und damit direkter Summand; aus der linken Seite folgt
umgekehrt (U/A)p = U/AN(M/A)p , also A + Up = UN(A + Mp) = U . Ergebnis:
Ein minimales Element von K (U,M) ist genau ein Komplement von Ra(U) in U .
Nach Vor. hat mun Ra(U) ein Komplement in U, also 3 (U,M) ein minimales Ele-
ment und damit nach dem Vorausgehenden U ein Komplement in M.

(iii - ii): Der eben durchgefiihrte Schritt hat fiir beliebige p-Gruppen X ge-
zeigt: Hat Baz(x) ein Komplement in Ra(X), so hat auch Ra(X) ein Komplement
in X . Aus der Vor. U DRa(U)D ... DRak(U) = ra<*! (U) folgt damit sofort

die Behauptung.

(4.13) Bemerkungen: 1) Die Aquivalenzen (ii,iii,iv) gelten fiir beliebige p-
Gruppen U, denn fiir M kann man die injektive Hiille widhlen. Aus der "inneren"
Eigenschaft (ii) folgt iibrigens fiir jede p-Gruppe M mit Ra(M) DU, da8 T
in ihr ein Komplement hat. 2) Des Beispiel U = &Z/(p") aus (4.4) ist
reduziert und hat kein kleines Radikal (HS 2), also hat Ra(U) nach (4.12,ii -
iv) nicht einmal ein Komplement in U . AuBerdem ist die injektive Hiille M =

? Z (p*°) wegen (4.12,i - ii) nicht komplementiert.

(4.14) Folgerung 1 : Sei M eine p-Gruppe und U C M . Dann sind &dquivalent:

(1) U klein in M
(i1) U CRa(M) A U hat Komplement in M A U reduziert
(1i1) U C Ra(M) » Ra(U) klein in U .

Beweis: (i - ii): klar. (ii - iii): mit (4.12,i - iv) Klar. (iii - i): Sei
U+T=M: Weil U C Ra(M), folgt Ra(M) + T = M, also M/T radikalvoll; weil
U koatomar (4.4) und epimorph U-—— M/T, folgt M/T = o0, also T =M.

(4.15) Folgerung 2 : Sei M eine p-Gruppe und U ( M . Dann sind &quivalent:

(1) Ra(U) hat ein (schwaches) Komplement in M
(ii) Ra(U) hat ein Komplement in U .
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Beweig: (i - ii): Nach (4.12,i - ii) hat Raz(U) ein Komplement in Ra(U), also
auch Ra(U) in U . (ii - i): Nach (4.12,ii - iii) ist stationir Ra(U)D Ra2(U)
D Ra.B(U) D ..., also hat nach (4.12,iii - i) Ra(U) ein Komplement in M .

(4.16) Lemma: Sei o—>A—>B—>C —>0 eine exakte Folge von Rechts-R-
Moduln und A artinsch, C komplementiert.
Dann ist auch B komplementiert.

Beweis: Sei 0.B.d.A. angenommen A ¢ B mit A artinsch und B/A komplementiert.
Zu UCB gibt es ein AC VC B derart, da8 V/A Komplement von (U + A)/A
in B/A ist. Die Menge { T4 ’ TCVAT+T-= B} hat ein minimales Element
TO/\ A , und es wird behauptet, da8 '.l‘Q ein Komplement von U in B ist: Die
Summe ist klar, und aus T(To mit T+ 0 =B folgt Tn A €{ 1, also
TNA=T NA,aberauch T+A=T +4 ( =V, weil V/A Komplement ), und
daraus weiter T =T . ( Example 2 in [2] p.175 ist ein kommutativer Ring R,
der eine unendliche Menge orthogonaler Idempotente hat, also nicht komplemen-
tiert ist. Er hat aber einen flockel, der maximales Ideal ist, sodaB8 in der
exakten Folge o—> So(R)— R —> R/So(R) —»> 0 das erste und das dritte Glied
komplementiert sind.)

(4.17) Theorem: A) Eine abelsche Gruppe ist genau dann komplementiert,
wenn sie Torsionsgruppe ist, bei der jede p~Komponente
komplementiert ist.

B) Fir eine p-Gruppe M sind #dquivalent:
(i) M ist komplementiert
(1i) Der divisible Anteil von M ist artinsch und
der reduzierte Anteil ist beschridnkt
(iii) Bs gibt ein n»1 , sodaB8 Ra“(M) artinsch ist.

Beweis: (A) Eine komplementierte Gruppe ist nach (4.10) torsionsvoll, und nach
(2.6) sind die p-Komponenten wieder komplementiert. Die Umkehrung ist klar
nach (2.3).

(B) (i - 1ii): Nach (4.12,ii — iii) gibt es ein n»1 mit Ra™(M) = Ra™'' (M).
Es folgt Ra"™(M) = D(M) C®M y also ist Ra"(M) komplementiert und von der
Form ‘?iZ(p“). Nach (4.13, 2 ) mB mun +, endlich sein, soda8 mit Z(p*™)
auch Ra®(M) artinsch ist. (iii — ii): Es gibt ein m»n mit Ra®(M) = Ra™ (M).
Damit ist D(M) = Ra™(M) als Untergruppe von Ra"(M) artinsch, und wegen
(M/D(M))p" = o auch der reduzierte Anteil beschrénkt. (ii - i): In der exakten
Folge o0 —->D(M)— M — M/D(M)—>o0 ist das erste Glied nach Vor. artinsch,
das dritte beschrinkt und also nach (4.3) komplementiert, soda8 .{4.16) die Beh.
liefert.
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(4.18) Korollar 1 : In einer Torsionsgruppe ist jede reine, komplementierte
Untergruppe bereits direkter Summand. Zum Beweis kann man sich auf p-Gruppen
beschridnken, und es sei also M eine p-Gruppe mit rein XC M und X komple-
mentiert: Weil X/D(X) reine, beschrinkte Untergruppe von M/D(X) ist, gilt
X/D(X) C®M/D(X) , und aus D(X) C®M folgt weiter XC®NM .

(4.19) Korollar 2 : Ist eine Torsionsgruppe schwach komplementiert, so ist sie
bereits komplementiert (vgl. das Gegenbeispiel Q in 2.7) . Weil sich
"schwach komplementiert" auf Faktormoduln und also erst recht auf direkte
Summanden vererbt, kann man sich auf p-Gruppen beschrinken: % Z(p®) ist
nicht schwach komplementiert (wie in (4.13,2)), also ist der divisible Anteil
einer schwach komplementierten p~Gruppe bereits artinsch. Der reduzierte Anteil
hat ein kleines Radikal (4.12, i und ii - iv), ist also beschrinkt (4.4) .

(4.20) Satz : Sei o—A-—>B-—C —0 eine exakte Folge abelscher
Gruppen. Dann gilt:
B ist genau dann komplementiert, wenn es A und C ist.

Beweis: (I) Sei B komplementiert: Nach (2.6) ist C komplementiert. Weil mit
B auch A Torsionsgruppe ist, bleibt zu zeigen, da8 bei einer komplementierten
p-Gruppe M jedes X C M wieder komplementiert ist. Das ist aber nach (4.17,
B, 1 « iii) klar.

(II) Seien A und C komplementiert: Es folgt, daB B Torsionsgruppe ist, und
damit exakt fiir jedes p die Folge o—» Ap—r Bp——»Cp——»o der p-Kompo-
nenten, Ap und Cp wieder komplementiert. Bleibt zu zeigen, daB eine p-Gruppe
M komplementiert ist, wenn es ein XC M gibt, derart, da8 X und M/X kom-
plementiert sind: Aus dem Ersten folgt Ra"(X) artinsch fiir ein n»1 . Zer-
legt man M/X = S/X&® T/X mit X CS,TCM und S/X teilbar, T/X reduziert,
g0 ist mit S/X auch das epimorphe Bild Sp°/Xp" = Ra"(S5)/Ba"(X) artinsch, also
auch artinsch Ra"(S) ; weil T/X beschréinkt, hat man Ra™(T) = Tp°C X f6r
ein m»1 , also ist Ra™ ™(T) artinsch. Aus M = S + T folgt schlieBlich
Ra™ (M) = Ra™(S) + Ra™"™(T) , und weil die beiden rechten Summanden artinsch
sind, ist es auch Ramn(M), und damit ist M komplementiert.

Fiir den Zusammenhang zwischen Selbstkogenerator- und komplementierten Gruppen
seien kurz die Bezeichnungen angegeben: Sind M, N € mB , 80 sagt man: M ko-
generiert N, wenn gilt /\{Ke f | f € Hom(N,M)| = o . M heiBt Selbstkoge-
nerator, wenn es jeden seiner Faktormoduln kogeneriert, d.h. zu jedem U C M

und U3 x€ M ein a € End(M) existiert mit U C Ke a $ x . Un bei einer abel-
schen Torsionsgruppe zu zeigen, daB sie Selbstkogenerator ist, gemigt der Nach-

weis fiir jede p-Komponente, denn entsprechend zu (2.3) hat man:
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) Lemma: Sei M

®» v

Q; Mi derart zerlegt, daB fiir alle Untermoduln U gilt
L€

@ (Unm)

Sind dann alle Mi , i€I, Selbstkogeneratoren, so auch M .

s

:Sei UCM und U$xeM, also UNM $p(x) €M (fir nindestens
€I . Nach Vor. existiert ein o € Ehd(nk) mit UM CKe 3 pk(x).
1= gg @ , wobei @, :=o fir i 4 k , gilt offenbar « € End(M) mit

2a (wegen(¥)) und x ¢ Kea .

A

) Bemerkung: Fiir beliebige direkte Summen gilt die Aussage in (4.21) nicht
Die abelsche Gruppe M = g Z/(p™) ist kein Selbstkogenerator, denn sie
eduziert und nicht koatomar ( HS2 in 4.4 ), allgemein gilt aber

satz 3 : Ein reduzierter Selbstkogenerator ist koatomar .

g: Sei U g M . Wegen Selbstkogenerator gibt es «a ¢End(M) mit U C Kea &M
]

ist die Abb. M/U—Z% .M nicht Nall. Weil M reduziert ist, kann Bia'

radikalvoll sein, also auch nicht M/U .

) Proposition: Jede komplementierte abelsche Gruppe ist Selbstkogenerator .

8: Nach (4.10) und (4.21) mu8 man mur p-Gruppen betrachten . Fir diese
aber von Liebert in ([9] Satz 2.4) gezeigt: Eine abelsche p-Gruppe ist
u dann Selbstkogenerator, wenn sie entweder nicht reduziert ist oder
.iert und beschrimkt. Ist nun im vorliegenden Fall die p-Gruppe M
ementiert und reduziert, so ist sie nach (4.4) beschrdnkt und damit das
rium von Liebert erfiillt. ( Das Beispiel Z(p®) @ ( é Z/(®™) ) zeigt,
n der Proposition die Umkehrung i.allg., nicht gilt.)

lieBend so0ll noch untersucht werden, ob sich die "Umkehrung" von Satz(4.1)

.5) verbessern 1&8t, d.h. wann ein komplementierter Modul direkte Summe von

‘legbaren Moduln ist. Bs gilt dies nach (4.11) fiir jede komplementierte

che Gruppe und wird im Folgenden auf Dedekind-Ringe verallgemeinert, es

nach ( [#0], Corollary 4.4) auch fiir jeden projektiven, komplementierten
Modul und nach (3.30) iiber K-Ringen fiir jeden komplementierten (SP2)-Modul.

(4.24) Theorem: Fiir einen noetherschen Integrititsring R sind dquivalent

(i) R ist dedekindsch

(ii) Jeder komplementierte R-Modul ist direkte Summe

von unzerlegbaren Moduln

(iii) Pir jedes maximale Ideal w CR ist der Untermodulverband

von ER(R/m) total geordnet .



Beweis: (i - ii): T) Ist R ein Korper, so ist jeder R-Modul direkte Summe
von einfachen Moduln. II) Ist R ein diskreter Bewertungsring und kein Korper,
so hat jeder Modul Np einen Basis-Untermogul, d.h. ein B(C N mit (1) w/B
teilbar (2) B rein in N (3) B ist direkte Summe von zyklischen Moduln
(vel.[3] §32). Es folgt, daB jedes koatomare N direkte Summe von unzerlegbaren
Moduln ist, denn N/B ist wieder koatomar, also wegen (1) Null, und die zykli-
schen Moduln # o in (3) sind ja als Bilder des unzerlegbaren R wieder unzer-
legbar. - Sei mun M, komplementiert: Mit M= D(M) @ N ist der reduzierte
Anteil N wieder komplementiert, also nach (4.4) koatomar und nach dem eben ge-
zeigten von der gewiinschten Form. Der groBte teilbare Untermodul D(M) ist in-
jektiv, also direkte Summe von direkt unzerlegbaren, injektiven Moduln ( [#]
Theorem 2.5), von denen jeder wieder komplementiert, also nach (2.13) unzerleg-
bar ist. III) Ist R ein nicht-lokaler Dedekindring und MR komplementiert,
so ist es nach (4.10) torsionsvoll, also direkte Summe seiner M - Komponen-
ten, # € {Max. Ideale von R] ([12] Theorem 1). Jeder w-primire R-Modul
148t sich nun 2u einem R,~Modul machen mit dem gleichen Untermodulverband

( [12] Proposition 2), und damit ist das Problem auf den Fall II) zuriickge-

(ii - iii): Sei maximal 44 CR und E(R/#) injektive Hiille des einfachen
R-Moduls R/# . Sie ist koendlich erzeugt, also bereits artinsch (weil R
noethersch, [12] Prop. 3 ), und damit ist jeder von Null verschiedene Unter-
modul komplementiert und direkt unzerlegbar, also nach Vor. unzerlegbar. Gilt
aber in einem Verband UL : U = V1 + V2 = U= V1 oder U = 72 fiir alle U,

v, ,V2€1)l , B0 ist er bereits eine Kette.

(iii - i): Dieser Teil des Beweises beruht allein auf der vollstiéndigen Unter-
suchung der injektiven Hiillen von einfachen Moduln durch Matlis in ["] : Es
ist zu zeigen, daB R, fiir jedes maximale cR ein diskreter Bewertungsring
ist. Zu o 4 # C R wverden in E = E(R/#) die Untermoduln A, = x| x #= o}
i =1,2,... definiert, die nach ( [4] Theorem 3.11) alle endlich erzeugt sind.
Nach Vor. sind sie unzerlegbar, also schon zyklisch, sodaB speziell M/,2 ein
1-dimensionaler Vektorraum iiber R/#t ist ( [#] Theorem 3.10), und daraus
folgt die Behauptung.

(4.25) Bemerkung: Mit den gleichen Methoden wie in (i — ii) 148t sich, zu-
sammen mit (4.4) und (4.1) zeigen: Uber einem Dedekindring ist jeder Tor-
sionsmodul mit kleinem Radikal komplementiert .
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5. Uber das Liften von Idempotenten

j.1) Satz: Erfillle M die Bedingungen (SP1), (SP2) und sei
S = End(M) . Dann sind dquivalent

{a) In S lassen sich Idempotente modulo dem Radikal liften

(b) Ist aeS und a’-a €Ra(S), so hat Bia ein Komplement in M

c) Sind «,B €S und «Ba-a €Ra(S) , so hat Biax ein Komplement in M

{a) Ist A+ B=Mund AnB klein in M, so haben A u. B Komplemente in M

(e) Ist A + B = Mund AnB klein in M, 8o gibt es A'C A u. B'C B
mit M= A' & B'

Falls zusitzlich Ra(M) klein in M ist, sind diese Bedingungen noch
dquivalent mit ( M = M/Ra(M) )

(f) AcM und EC®M => A hat ein Komplement in M

(g) Jeder dir. Summand von M ist Bild eines dir. Summanden von M
(h) Jede direkte Zerlegung von M ist von M induziert .

eweis: Nach dem logischen Schema a ~c +b-+e—-a und e—-d-~b, sowie bei
leinem Radikal e - h - g - f - d . Die meisten Schritte sind Routine bis auf

b - e), weil dort nicht unmittelbar die sonst {ibliche Technik mit projektiven
iillen anwendbar ist .

a —» c): Weil ap idempotent modulo Ra(S) ist, existiert ein Idempotent €€S

it € - ap€Ra(S), also sind Bi(apa-a) und Bi(6-aB) klein in M. Aus

. (1-€) + aB + (6-aB) folgt M = Bi(1-€) + Bia . Aus Bi(1-€) NBia C Bi(1-€)a
C Bi(ap-€)a + Bi(araBa) folgt, daB Bi(1-€) N Biax klein in M ist, dann aber
uch klein in Bi(1-€) ist wegen Bi(1-€)C®M . (c ~b): Klar mit B =1 . (b~ e):
eien A,B wie angegeben. Nach (SP2) gibt es a€S mit Bia ¢ A und Bi(1-a) C B.
dar folgt a-a = (1—a)2-(1-a) € Ra(S) , soda8 nach Vor. Bia ein Komplement U
md Bi(1-a) ein Komplement V in M hat. Nach (2.8) ist damn auch (1-a)(U)
omplement von Bix und a(V) Komplement von Bi(1-a) in M. Aus M« U + Bia

¢ V 4+ Bi(1=a) folgt M= (1-a)(U) + a(V) + Bi(az-a) = (1-a)(U) + a(V), soda8
1so (1-a)(U) und «(V) gegenseitig Komplemente sind. Mit (SP2) folgt

{= (1-a)(U) @ a(V), und die direkten Summanden liegen wie gewiinscht unter B

vzw., A . (e - a): Ist a—a € Ra(S), so sei A := Bia und B := Bi(1-a). Nach
for. gibt es ein Idempotent €€S mit Bi€ C Bia und Bi(1-€) C Bi(1-a). Es
olgt Bi(€-a) C Bia M Bi(1-a), also 6-a €Ra(S). (e = d): Seien A,B wie angege-
>en. Nach Vor. gibt es A' C A und B'C B mit M= A' ®B'. Es folgt, daB A'
{omplement von B und B' Komplement von A ist. (d - b): Klar mit A := Bia

md B := Bi(1-a).

‘e~h): Sei M=A®3B mit A,BCM und N = Ra(M) sowohl in A als auch in B
:nthalten. Nach Vor. gibt es A'C A und B' C B mit M= A'@ B', und es folgt
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M=4 @B, also A' =K und ebenso B' =B . (h - g): klar. (g - f): Sei ACM
und B@ A =M mit BC M. Nach Vor. gibt es B'C®M mit B' = B , also
(B*+N) + (A+N) =M und (B' + N)N\(A+N) =N und damit B' + A =M und
B' M A klein in M. Weil B'C®M, folgt schlieBlich B'A A klein in B'. (f - d):
Seien A,B wie angegeben. Nach (1.6,vi) folgt (A+N) "N(B+ N) = N>A @B = M.

(5.2) Folgerung: ( [40] Theorem 5.1, [?] Satz in 3., [5] Theorem 3.7): Ist M
ein selbstprojektiver Modul mit kleinem Radikal, so sind &dqui-
valent

(i) M ist komplementiert
(ii) M/Ra(M) ist halbeinfach und jede direkte Zerlegung ist
von M induziert .

(5+3) Folgerung: Ist M ein selbstprojektiver Modul derart, da8 sich im Endo-
morphismenring Idempotente modulo dem Radikal liften lassen, so ist in M jedes
Komplement bereits direkter Summand.

Genauer gilt: Ist V Komplement von U in M, so gibt es nach (e) ein U'CTU
mit V& U' = M, Diese starke Form von Komplementiertheit ist von Bedeutung,
weil sie eine abgeschwiichte Maximalbedingung fiir direkte Summanden nach sich
zieht ( Propositioné.4).

(5.4) Folgerung: Fiir selbstprojektives M sind &quivalent

(1) Der Endomorphismenring S = End(M) ist F-semiperfekt
(i1) PFir jedes a€S hat Bia ein Komplement in M .

Beweis: Nach[iS]heiBt ein Ring F-semiperfekt, wenn sein Radikalfaktorring regulir
ist und sich Idempotente modulo dem Radikal liften lassen.

(i - ii): Zu aeS gibt es, weil S/Ra(S) regulér, ein B€S mit aBa-a & Ra(S).
Weil sich Idempotente liften lassen, hat nach Satz Bia ein Komplement in M .
(ii = i): Nach Satz lassen sich in S Idempotente modulo dem Radikal liften. Es
ist aber auch S/Ra(S) regulidr, denn zu «e€S sei V ein Komplement von Bia .
Nach (SP2) gibt ee B€S mit BiB C Bia und Bi(1-B) C V, nach (SP1) weiter
ein y€S mit B = ay , und daraus folgt Bi(a-aya) ¢ V "\ Bia klein in M,
also a-aya € Ra(S).

Aus dem Satz folgt auch das klassische Ergebnis, daB sich in einem Ring R
Idempotente modulo N = Ra(R) 1liften lassen, wenn N nil ist. Ist nimlich
w’u €N und (u2-u)"1 = o fiir ein n»1, so kann man leicht zeigen, da8 u'R
Komplement von (1-u)R ist und (1-u)"R Komplement von uR . Ein direkter
Beweis, dem man ansieht '"woher beim Liften das Idempotent kommt" , soll hier

angegeben werden:
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5.5) Lemma: Sei R ein unitérer Ring und ueR . Dann gilt
() wR + (-w)"R + (u-uQ)R = R fir alle n,m > 1
(® uw"R A~ (1-w)™r = u"(1-u)"R "

(¢) 1Ist ein Rechtsideal I C R nil, so lassen sich Idempotente
modulo I 1liften .

jeweis: (a): Mit J s= (u-u’)R gilt 1 -u® - (1-u)® €J, demn 1 -u-x€J
= 1 -u - x(1-u) € J, soda8 durch Induktion folgt 1 - u - (1-u)® €J fiir alle
191 . Weil auch u - u" € J fir alle n»1, folgt die Behauptung. (b): Sei

¢ = w'a = (1-u)®8. Bs folgt B = u"« + tup fiir ein t€R, das mit u vertausoh-
»>ar ist. Durch Linksmultiplikation mit u und Einsetzen erhilt man £ = una +

;un+1a + tutuf = ot + t'uza . Derselbe ProzeB liefert £ = u"a" + t"u48, sodaB

pan schlieBlich erhdlt B = u"a + uPb  fir ein p>»n, also B = uw"a' und damit

¢t = (1-u)™"a'. (c): Sei I wie angegeben, wu el und (\12—|.1)n = 0 fiir ein
121. Weil I klein in R ist, folgt aus (a) und (b), a8 uR ® (1-u)’R =R =

3R @ (1-e)R fiir ein e°= ecR. Aus © €uR und 1-e €(1-u)R folgt sohlieBlich
1och e-uc€uR N(1-u)R ¢CI .

Das Idempotent kann sogar in der Form e = uw.r gewihlt werden, wobei r

Binheit ist: Nach (a) gilt niimlich 1 - u" - (1-u)® € Ra(R), soda8 8 =

P+ (1-u)® invertierbar ist, also mit T 1= s~ ' folgt 1 = g.r = ulur + (1=u)%.r .
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6, Semizornsche Moduln

Ein Ring R heiBt zornsch ([1] §6 Ex. 13) , wenn jedes Rechtsideal, das
nicht nil ist, ein von Null verschiedenes Idempotent enthilt. Insbesondere
enthilt dann jedes nicht-kleine Rechtsideal ein Idempotent, und diese
schwdchere Eigenschaft besitzen auch selbstinjektive und semiperfekte Ringe
(s.u.) . Sie 1&Bt sich auf Moduln verallgemeinern:

(6.1) Definition: Ein Modul M heiBe semizornsch , wenn jeder nicht-kleine
Untermodul einen von Null verschiedenen direkten Sum-
manden ( in M ) umfaBt .

(642) Beispiele: Jeder halbeinfache Modul ist semizornsch, allgemeiner jeder
Modul, in dem jeder zyklische Untermodul direkter Summand ist. Ist ein Modul
selbstinjektiv und selbstprojektiv, so ist er semizornsch ( 6.7 und 6.9 )\ In
A ist weder Z noch @) semizornsch.

Fir einen Ring R 1ist die Eigenschaft seiterunabhiingig, denn aus idempotent
Xy % o folgt idempotent yxyx # o . R 1ist genau dann zornsch, wenn es
semizornsch ist und sein Radikal nil ist.

Mit R ist auch R = R/Ra(R) semizornsch (klar), und falls sich Idempotente
modulo dem Radikal liften lassen, gilt auch die Umkehrung: R x4 Ra(R)
o#X€R =>o $ X¥ idempotent in R fiir ein r € R . Weil sich Idempotente
liften lassen, folgt e - xr € Ra(R) fir ein e°>=ecR . Es folgt e ¢ o
und [1 - (e - xr)]u =1, also exru = e und damit idempotent xrue =:e'
mit o % e' € xR . Speziell ist jeder F-semiperfekte Ring (vgl. 5.4) semi-
zornsch, insbesondere also auch jeder selbstinjektive od. semiperfekte Ring .

Es ergibt sich ein enger Zusammenhang zwischen "semizornsch" und "komplemen-
tiert", und zwar unter gewissen Endlichkeitsbedingungen fiir die Menge der
direkten Summanden von M : Im einfachsten Fall hat M mur die trivialen
direkten Summanden, Unmittelbar aus den Definitionen folgt dafiir:

(6.3) Lemma: Ein Modul ist genau dann unzerlegbar, wenn er direkt unzerlegbar
und semizornsch ist .

Erfiillt ein Modul M die Maximalbedingung fiir direkte Summanden, so auch
folgende Bedingung

(¥) Firalle UCHM hat {X| XCU » XC®M | ein maximales Element .
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Die Umkehrung gilt i.allg. nicht, z.B. bei halbeinfachen Moduln. Ist jedoch
M endlich erzeugt, so folgt aus (%) bereits die Maximalbedingung fiir
direkte Summanden: Hat-man U, C U2 C U3C ... CM (wobei alle UiCOM ),
so gibt es zu U := Z U, nach (%) ein maximales X, , das endlich er-

zeugt ist, also in einem Un enthalten ist. Es folgt Xo = Ui fir alle i»n .

(6.4) Proposition: Fiir einen Modul M sind dquivalent

(i) M ist "stark" komplementiert, d.h. zu jedem UC M gibt es
VCM und U'C U mit M=VeU' und V Komplement von
Uin M

(ii) M ist semizornsch und erfiillt die Bedingung (X ) .

Beweis: (i - ii): Es ist klar, daB das angegebene U' maximales Element in der
Menge {X] XCU. XC‘M} ist, denmnaus U'C XC U . XC®M folgt, daB V
und X gegenseitig Komplemente sind, also TU' = X, Ist nicht-klein U C M,

so muB das angegebene U' ungleich Null sein, also ist M semizornsch.(ii — i):
Sei UCM und U' ein nach () existierender maximaler direkter Summand
unter U, M=V @ U' , Weil M semizornsch ist, kann gezeigt werden, daB V
Komplement von U ist: TC VAU mit TOS =M S (T+0')® (SNV) =M
(nach dem modularen Gesetz, da TCV ) => T+ U' =U' = TCU'N\Ve=o,
d.h, Jeder direkte Summand unter VAN U ist bereits Full. Wegen semizormsch
folgt VNTU klein in M, also auch klein in V .

(6.5) Bemerkung: Jeder unzerlegbare oder halbeinfache Modul ist stark komplemen-
tiert. Die abelsche Gruppe M = Z/(8) x Z/(2) aus Beispiel (1.11) ist
komplementiert (artinsch), aber nicht stark komplementiert (wegen E C M nicht
semizornsch). Ein komplementierter Modul M mit der Bedingung .(SP2) ist
bereits stark komplementiert: Zundchst hat U C M ein Komplement V C M, und
dieses wieder ein Komplement W C U (nach 2.9,i ) . Weil nun V und W gegen-
seitig Komplemente sind, folgt Ve W=M.

In einem stark komplementierten Modul M ist jedes Komplement bereits direkter
Summand: Ist koabgeschlossen V C M, so gibt es nach Vor. ein Komplement

W von V und ein V' CV mit W@ V' = M ; weil auch V Komplement von W
ist, folgt V ' =V , also VC®M . Speziell liefert also die Proposition: Ein
artinscher Modul ist genau dann semizornsch, wenn jedes Komplement bereits
direkter Summand ist.

(6.6) Korollar: BEs gelten folgende Aquivalenzen:

(i) M halbeinfach < M semizornsch A radikalfrei A mit (¥)



(ii) R lokal <> R semizornsch und o 4 1 sind
die einzigen Idempotente

(iii) R semiperfekt <> R semizornsch und ohne unendliche
Menge orthogonaler Idempotente

(iv) R rechtsartinsch <= R zornsch und rechtsnoethersch

Beweis: (1): ist klar. Es ist eine Verallgemeinerung von [8] Lemma 3.3 auf
Moduln. (ii): ist die Aussage von (6.3) fiir Ringe. (iii): ist klar, weil bei
Ringen semiperfekt mit stark komplementiert und (%) mit der Maximalbedingung
fiir direkte Summanden zusammenfé@llt. (iv): Aus rechtsartinsch folgt bekanntlich
bei unitdren Ringen rechtsnoethersch, und auch zornsch (denn R ist semiperfekt,
also semizornsch, und dag Radikal nil). Umgekehrt folgt aus zornsch und rechts-
noethersch zunichst semiperfekt (iii) und nilpotentes Radikal (weil in zormschen
Ringen das Radikal nil ist), also semiprimir und daraus (wieder wegen noethersch)
rechtsartinsch.- Zusatz: In (iv) ldBt sich "zornsch" durch " T -regulir" er-
setzen, weil fiir jeden Ring gilt: rechtsartinsch =3 T -reguldr = zornsch .

Mit Hilfe des Begriffes "semizornsch" lassen sich unter den selbstprojektiven
Moduln die charakterisieren, deren Endomorphismenring semiperfekt (lokal) ist:

(6.7) Proposition: Geniige M den Bedingungen (SP1), (SP2) und sei
S = End(M). Dann gelten folgende Aquivalenzen

(a) S semizornsch & M semizornsch

(v)

(¢) S semiperfekt & M komplementiert und mit Maximal-
bedingung fiir direkte Summanden

[>]

lokal <> M unzerlegbar

Hat M =zusdtzlich ein kleines Radikal, so gilt noch

(c') S semiperfekt <> M komplementiert und endlich erzeugt .

Beweis: (a): Sei der Ring S semizornsch und nicht-klein U C M . Nach (1.9)
folgt nicht-klein s8(U) C S, also o % € €s8(U) fur ein Idempotent €€S . Es
folgt o 4 Bi€ C U . Ist umgekehrt der Modul M semizornsch und « 4_-Ra(s),
also nicht-klein Bia C M, so gibt es ein Idempotent €€S mit o ¢ Bi€ C Bia.
Nach (SP1) folgt € = ay , also o % € €aS .

(b): S lokal <> S semizornsch und o # 1 die einzigen Idempotente (6.6,ii) <>
M semizornsch und direkt unzerlegbar ( a) <= M unzerlegbar (6.3) .

(c): Sei nur fiir das Folgende (MDS) = Maximalbedingung fiir direkte Summanden.
BEs gilt: S semiperfekt <> S semizornsch mit (MDS) (6.6,iii) <> M semi-
zornsch mit (MDS) ( a und der von (s,d) zwischen den direkten Summanden von Sg
und M, induzierte Ordnungsisomorphismus) <=> M (stark) komplementiert mit
(MpS) (6.4 und Bemerkung) .
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‘c'): Aus komplementiert folgt (¥ ) nach (6.4) und daraus wegen endlich er—

seugt (MDS). Sei umgekehrt M komplementiert mit (MDS) und Ra(M) klein in

1 : Wegen . (MDS) gibt es (M # o) direkt unzerlegbare Untermoduln M, ,14itnm,
it M= ;.f Mi . Jedes dieser Mi ist wieder semizornsch mit kleinem Radikal,
\lso (6.3) =zyklisch und damit M endlich erzeugt.

{6.8) Bemerkung: Die Aquivalenz (c') gilt auch fiir projektive Moduln, denn ein
semizornscher, projektiver Modul hat ein kleines Radikal ( ang. Ra(M) nicht-
clein in M => o 4 TC Ra(M) mit TC®M => T radikalvoll und projektiv, wid.).
Mit der stdrkeren Voraussetzung " M semiperfekt " wird (c!') in [10],Theorem 6.1

bewiesen.

(6.9) Zusatz: Geniige M den Bedingungen (SI1), (SI2) und sei
S = End(M). Dann gilt

(a) S ist F-semiperfekt ; Jeder nicht-groBe Untermodul von M
ist in einem von M verschiedenen di-~
rekten Summanden enthalten

(b) S 1lokal <> M direkt unzerlegbar

(¢) S semiperfekt <> M geniigt der Maximalbedingung fiir
direkte Summanden

Hat M zusdtzlich einen groB8en Sockel, so gilt weiter
(¢') S semiperfekt &> M koendlich erzeugt .

Beweis: Fiir selbstinjektive Moduln sind die Punkte (a) und (b) wohlbekannt (etwa
[s] Ssatz B, [#]Prop. 2.6) .

(a): Die zweite Aussage folgt bereits aus (SI2), denn ist UC M mit o 4 TCM

und TN U=o0, so gibt es nach (1.8) TCT'C M und UCU'C M mit T' @ T’

=M, Klar ist U' ¢ M .- Nach (5.4) ist S genau dann F-semiperfekt, wenn

jedes zyklische Linksideal in sS ein Komplement hat: Zu I = Sa hat r(I) =
/M\{kep| pe1} nach dem Zorn'schen Lemma ein Durschschnittskomplement V in

M, und wie in (2.17) folgt mit (SI1) und (SI2), daB 1(V) = {e | ve¢ Keaf ein
(Additions-)Komplement von I in g8 ist.

(b),(c): Weil S semizornsch, klar mit (6.6) .

(c'): Jeder koendlich erzeugte Modul hat die (MDS) . Sei umgekehrt M % o mit
(MDS) wund groBem Sockel: Aus ersterem folgt M = éMi mit Mi direkt unzer-

legbar, also nach (a) irreduzibel, 1<i&n . Jedes dieser M, hat wieder einen

groBen Sockel, der sogar einfach ist, sodaB mit allen Mi auch M koendlich
erzeugt ist.
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