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❱♦♥ ❣r♦ÿ❡♠ ■♥t❡r❡ss❡ ✐st ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣❡♥ ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡r
❩✐❡❧❣röÿ❡ ✉♥❞ ♠❡❤r❡r❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss❣röÿ❡♥✳ ❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❩✉s❛♠♠❡♥✲
❤❛♥❣s ❡r❢♦❧❣t ❤ä✉✜❣ ♠✐t❤✐❧❢❡ st❛t✐st✐s❝❤❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥st❡❝❤♥✐❦❡♥ ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❊✐♥
❑❡r♥t❤❡♠❛ ✐st ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss❣röÿ❡♥✳ ❖❢t s♦❧❧❡♥ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ♥✉r ❞✐❡
❊✐♥✢✉ss❣röÿ❡♥ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❤❛✲
❜❡♥ ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❍✐❡r❢ür ❣✐❜t ❡s ♠❡❤r❡r❡ ❡t❛❜❧✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥✱
✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳
❊✐♥ ❣r♦ÿ❡r ❑r✐t✐❦♣✉♥❦t ❞✐❡s❡r s❝❤r✐tt✇❡✐s❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡ ■♥st❛❜✐❧✐tät ✐❤r❡r
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✷❪✳ ■♥ ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r❡♥ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲
❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❛❧s ❡✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ♠✐t ❞✐❡s❡r ■♥st❛❜✐❧✐tät ✉♠③✉✲
❣❡❤❡♥ ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✷❪✳ ❉❛s ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✉r❞❡ ❞❛❜❡✐ ü❜❡r ❞❛s ❩✐❡❤❡♥
✈♦♥ ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ r❡❛❧✐s✐❡rt ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✷❪✳ ❆❧s ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢ür
❞❛s ❩✐❡❤❡♥ ♣❡r ❇♦♦tstr❛♣ ✇✉r❞❡ ❞❛s s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥s ❙♣✐❡❧ ❣❡❜r❛❝❤t✳ ❉✐❡s
❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ❩✐❡❤❡♥ ♦❤♥❡ ❩✉rü❝❦❧❡❣❡♥ ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❊s ❣✐❜t ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡
❡✐♥✐❣❡ ❱♦rt❡✐❧❡ ❞❡s ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣s ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ❇♦♦tstr❛♣ ❛✉❢③❡✐❣❡♥ ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❀
❏❛♥✐t③❛ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❀ ❘♦s♣❧❡s③❝③ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳
❊s st❡❧❧t s✐❝❤ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s✱ ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❘❛t✐♦✱ ❜❡✐ ❱❡r✇❡♥✲
❞✉♥❣ ❞❡s ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣s ❜❡✐ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✲
t❡ ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❇✐s❤❡r ✇✉r❞❡ ❛❧s ❘❛t✐♦ ❤ä✉✜❣ ❞❡r ❲❡rt ✵✳✻✸✷ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡s
❡♥ts♣r✐❝❤t ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❞❡♠ ❆♥t❡✐❧ ❛♥ ♣❡r ❇♦♦tstr❛♣ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ❣❡③♦❣❡♥❡♥ ❇❡✲
♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛♥♥ ❛✉❝❤ t❡✐❧✇❡✐s❡ ♠❡❤r❢❛❝❤ ✐♥ ❞❡r ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱
❛♥ ❞❡r ●❡s❛♠t③❛❤❧ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❊s ❦♦♠♠❡♥
❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡ ❘❛t✐♦s ✐♥ ❋r❛❣❡✳
❩✐❡❧ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐st ❡s ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ♦❜ ❡s ❡✐♥❡ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ❣✐❜t✱ ❞❡r❡♥ ❱❡r✲
✇❡♥❞✉♥❣ st❛❜✐❧❡r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❧✐❡❢❡rt ❛❧s ❞✐❡
❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❛♥❞❡r❡r ❘❛t✐♦s✳ ❲❡✐t❡r❡ ❆s♣❡❦t❡ s✐♥❞✱ ♦❜ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡✐♥❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✈♦♥
❞❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s s♦✇✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❛❜✲
❤ä♥❣t✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✷ ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ❋❛❝❤❧✐t❡r❛t✉r ❡✐♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ❞❛rü❜❡r ❣❡❣❡✲
❜❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞ ✉♥❞ ✇❡❧❝❤❡ ❣ä♥❣✐❣❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ s✐❝❤
❞❛❢ür ❡t❛❜❧✐❡rt ❤❛❜❡♥✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✐♥
❑❛♣✐t❡❧ ✸ ❣❡♥❛✉❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ③✇❡✐ ❱❛r✐❛♥t❡♥ ❞❡s ❩✐❡❤❡♥s ✲ ♣❡r
❇♦♦tstr❛♣ ❜③✇✳ ♣❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ✲ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t
✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ■♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ✇✐r❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞
❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡✱ ❞✐❡ ▼❡✲
t❤♦❞✐❦ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❛r❣❡❧❡❣t✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆♥sät③❡✱ ❞✐❡ ❘❛t✐♦s
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ③✉ ❜❡✉rt❡✐❧❡♥✱ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✲ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥
✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❘❛♥❦✐♥❣s✳ ❩✉❞❡♠ ✇✐r❞ ❦✉r③ ❛✉❢ ❞✐❡ ■♠♣❧❡♠❡♥✲
t✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❙♦❢t✇❛r❡ ❘ ❬❘ ❈♦r❡ ❚❡❛♠✱ ✷✵✶✹❪ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❯♥t❡rs✉✲
❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✻ ♣räs❡♥t✐❡rt✳ ❩✉♠ ❙❝❤❧✉ss ✇✐r❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✼ ♥♦❝❤
❡✐♥ ❛❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡s ❋❛③✐t ❣❡③♦❣❡♥ s♦✇✐❡ ❡✐♥ ❆✉s❜❧✐❝❦ ❣❡❣❡❜❡♥✳

✺



✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✷ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥

✷ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥

❉✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✐st ❡✐♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡r ❙❝❤r✐tt ✐♥ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳
■♥ ❙t✉❞✐❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❤ä✉✜❣ ✈✐❡❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ✐♥t❡r✲
❡ss✐❡r❡♥❞❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❤❛❜❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✱ ❡r❤♦❜❡♥✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥
✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❤❛❜❡♥ ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳
■♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❛♥❤❛♥❞ ❜❡r❡✐ts ❡①✐st✐❡r❡♥❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r
♠♦t✐✈✐❡rt✳

✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥

❉❡r ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❧✐❡❣❡♥ ③✇❡✐ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❩✐❡❧❡ ③✉❣r✉♥❞❡✱ ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞❛s ❞❡r ❱♦r❤❡rs❛❣❡✱
③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❞❛s ❞❡r ❊r❦❧är✉♥❣ ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ✉♥❞ ❊✐♥✢✉ss❣rö✲
ÿ❡♥ ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✼❪✳
▲❛✉t ❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✺❪ ✜tt❡t ❡✐♥ ❣✉t❡s ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❛❞äq✉❛t ❣✉t✱ ✐st ♥✐❝❤t ③✉ ❦♦♠✲
♣❧❡① ✉♥❞ s♦❧❧t❡ ❛❦❦✉r❛t❡ ❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ❢ür ♥❡✉❡ ❉❛t❡♥ ❧✐❡❢❡r♥✳ ▼♦❞❡❧❧s❡❧❡❦t✐♦♥s✲❑r✐t❡r✐❡♥
s♦❧❧t❡♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❇❛❧❛♥❝❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✉♥❞ ❙♣❛rs❛♠❦❡✐t ❧✐❡❢❡r♥
❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✺❪✳ ❉❡r ❩✇❡❝❦ ❡✐♥❡r ❙t✉❞✐❡ ❜❡❡✐♥✢✉sst st❛r❦✱ ✇❡❧❝❤❡s ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡
❩✐❡❧ ❡✐♥❡♠ ✇✐❝❤t✐❣❡r ✐st ✲ ❞❛s ❞❡r ❱♦r❤❡rs❛❣❡ ♦❞❡r ❞❛s ❞❡r ❊r❦❧är✉♥❣ ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡✳
❋❛❧❧s ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❣✉t❡r ❱♦r❤❡rs❛❣❡❣üt❡ ❛♥❣❡str❡❜t ✇✐r❞✱ ✐st ❡✐♥ ❦♦♠♣❧❡①❡r❡s ▼♦❞❡❧❧✱
✐♥ ❞❡♠ ❛✉❝❤ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐t ❡❤❡r s❝❤✇❛❝❤❡♠ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✱
❛❦③❡♣t❛❜❡❧ ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✺❪✳ ■st ❞❛s ❩✐❡❧ ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ❞❛s ❛❧❧❡ ●röÿ❡♥ ♠✐t
❡✐♥❡♠ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❩✐❡❧✲ ✉♥❞
❊✐♥✢✉ss❣röÿ❡♥ ❡r❦❧är❡♥ s♦❧❧✱ ❦ö♥♥t❡ ❡s ❧❛✉t ❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✺❪ s❡✐♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡✲
r❡s✱ ✇❡♥✐❣❡r ❦♦♠♣❧❡①❡s ▼♦❞❡❧❧ ❜❡✈♦r③✉❣t ✇✐r❞✳ ❉❛♥♥ ♥ä♠❧✐❝❤ ✐st ❞✐❡ ❱♦r❤❡rs❛❣❡❣üt❡ ❡❤❡r
③✇❡✐tr❛♥❣✐❣✱ st❛tt❞❡ss❡♥ ❣❡✇✐♥♥❡♥ ❞✐❡ ●❡♥❡r❛❧✐s✐❡r❜❛r❦❡✐t ✉♥❞ ♣r❛❦t✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t
❛♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡r ❆rt ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✐st ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧st❛❜✐❧✐tät ✈♦♥ ❜❡s♦♥❞❡r❡♠ ■♥✲
t❡r❡ss❡ ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✺❪✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❣❡♥❛✉❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ❆✉s
❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ✇✐r❞ ❤✐❡r ❞❡r ❋♦❦✉s ❛✉❢ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ●r✉♣♣❡ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡r ❊r❦❧är✉♥❣
❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ❞✐❡♥❡♥ s♦❧❧❡♥✱ ❣❡❧❡❣t✳
❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✵✾❪ s❝❤r❡✐❜❡♥ ❤✐❡r③✉✿ ✒❲✐❧❧ ♠❛♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ❦♦♥❦✉rr✐❡r❡♥❞❡♥ st❛✲
t✐st✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Prä❞✐❦t♦r❡♥ ✉♥❞ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❛✉s✇ä❤❧❡♥✱ ♠✉ss ❡✐♥
❑♦♠♣r♦♠✐ss ③✇✐s❝❤❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣✉t❡r ❉❛t❡♥❛♥♣❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ③✉ ❣r♦ÿ❡r ▼♦❞❡❧❧❦♦♠♣❧❡①✐✲
tät✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡r ❤♦❤❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❣❡tr♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦ ✇✐r❞ ❡t✇❛ ✐♥
❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧❡♥ ❞❛s ❇❡st✐♠♠t❤❡✐ts♠❛ÿ R2 ❞✉r❝❤ ❊✐♥❜❡③✐❡❤❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡r
❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥✱ ■♥t❡r❛❦t✐♦♥❡♥ ❡t❝✳ ✐♠♠❡r ✇❡✐t❡r ❡r❤ö❤t✱ ❥❡❞♦❝❤ ✐st ❞✐❡s ♠❡✐st ♠✐t ❡✐♥❡r Ü❜❡r✲
❛♥♣❛ss✉♥❣ ✭♦✈❡r✜tt✐♥❣✮ ❛♥ ❞❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ✭▲❡r♥✲✮ ❉❛t❡♥s❛t③ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✉♥❞ ❣❡❤t ♠✐t
❡✐♥❡♠ ❱❡r❧✉st ❛♥ Pr♦❣♥♦s❡❢ä❤✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡r ●❡♥❡r❛❧✐s✐❡r❜❛r❦❡✐t ❢ür ♥❡✉❡ ❉❛t❡♥ ❡✐♥❤❡r✳✏
❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✾✱ ❙✳✹✼✼❪
▼✐❧❧❡r ❬✶✾✽✹❪ ♥❡♥♥t ♠❡❤r❡r❡ ●rü♥❞❡✱ ✇❡s❤❛❧❜ ♥✉r ❡✐♥ ♣❛❛r ✉♥❞ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❞❡r ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣
st❡❤❡♥❞❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡♥✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ✇❡r❞❡ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡ ❑♦st❡♥❡rs♣❛r♥✐s ❞❡s ❆✉❢✇❛♥❞s ❜❡✐♠ ❙❝❤ät③❡♥ ✉♥❞
❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ❬▼✐❧❧❡r✱ ✶✾✽✹❪✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇ür❞❡♥ ❣❡♥❛✉❡ ❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s
❊♥t❢❡r♥❡♥ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✇❡r❞❡ ❡✐♥❡ s♣❛rs❛♠❡
❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❡rr❡✐❝❤t✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ❡r❣ä❜❡♥ s✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡ ❙t❛♥✲
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✷✳✷ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✷ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥

❞❛r❞❢❡❤❧❡r ❞❡r P❛r❛♠❡t❡rs❝❤ät③❡r✱ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ✇❡♥♥ ❡✐♥✐❣❡ ❊✐♥✢✉ss❣röÿ❡♥ ❤♦❝❤ ❦♦rr❡❧✐❡rt
s❡✐❡♥ ❬▼✐❧❧❡r✱ ✶✾✽✹❪✳
❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ❬✷✵✵✽❪ ♠❡r❦❡♥ ❛♥✱ ❞❛ss✱ ❜❡✈♦r ❜❡st✐♠♠t❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ❱❛r✐❛❜❧❡♥✲
s❡❧❡❦t✐♦♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ❡✐♥✐❣❡ ❉✐♥❣❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣s✲Pr♦③❡ss❡s ❜❡✲
❞❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡♥✳ ❉❛③✉ ③ä❤❧❡♥ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss✈❛r✐❛❜❧❡♥ s♦✇✐❡
❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❑♦❞✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❦❛t❡❣♦r✐❛❧❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ s♦❧❧t❡ ❧❛✉t ❘♦②st♦♥
✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ❬✷✵✵✽❪ ❡✐♥ ❯♠❣❛♥❣ ♠✐t ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ❣❡✇ä❤❧t ✇♦r❞❡♥ s❡✐♥✳ ❊✐♥❡ ✇✐❝❤✲
t✐❣❡ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣ ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❦❧❛ss❡✳ ❑ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
♠✐t❤✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ♠üss❡♥ ❡✐♥❡ ♣❛ss❡♥❞❡
❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❩✐❡❧❣röÿ❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ▲✐♥❦✲❋✉♥❦t✐♦♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✉♥❞
❛♥❞❡r❡ ❱♦rü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❛s s♣ät❡r r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ▼♦✲
❞❡❧❧ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳
◆✉♥ s♦❧❧❡♥ ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❡✐♥✐❣❡ ♣♦♣✉❧är❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✈♦r✲
❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳

✷✳✷ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥

❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❦ö♥♥❡♥ ❧❛✉t ❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ❬✷✵✵✽❪ ✐♥ ③✇❡✐
❣r♦ÿ❡ ❇❡r❡✐❝❤❡ ❡✐♥❣❡t❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥✱ ❞❡♥
❛♥❞❡r❡♥ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❆❧❧✲❙✉❜s❡t ❙tr❛t❡❣✐❡♥ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳
❆❧s ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❣✐❜t ❡s ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❙❤r✐♥❦❛❣❡✲▼❡t❤♦❞❡♥ ✇✐❡
❞✐❡ ❘✐❞❣❡✲❘❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛❧❧❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❬▼✐❧❧❡r✱ ✷✵✵✷❪✳

✷✳✷✳✶ ❆❧❧✲❙✉❜s❡t✲❙tr❛t❡❣✐❡♥

❊s ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡r ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❆❧❧✲❙✉❜s❡t✲❙tr❛t❡❣✐❡♥ ❜❡❣♦♥♥❡♥✳ ❙t❡❤❡♥ p ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ③✉r
❆✉s✇❛❤❧✱ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❡✐♥❡♥ ❊✛❡❦t ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❤❛❜❡♥✱ ❣✐❜t ❡s 2p ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
♠ö❣❧✐❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡✱ ✉♠ ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❩✐❡❧❣röÿ❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss❣rö✲
ÿ❡♥ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ❋ür ❥❡❞❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✉ss ❡♥ts❝❤✐❡❞❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ s✐❡ ✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ❡♥t❤❛❧t❡♥ ✐st ♦❞❡r ♥✐❝❤t✱ ✇♦❞✉r❝❤ s✐❝❤ ❞✐❡ 2p ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡
❡r❣❡❜❡♥✳
❋ür ❥❡❞❡s ❞✐❡s❡r 2p ▼♦❞❡❧❧❡ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❞❡♥ ❆❧❧✲❙✉❜s❡t✲❙tr❛t❡❣✐❡♥ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧✇❛❤❧❦r✐t❡r✐✉♠
❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡♠ ❜❡st❡♥ ❑r✐t❡r✐✉♠ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ❬❘♦②st♦♥
✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ❯♠ ❞❛s ❑r✐t❡r✐✉♠ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ❋r❛❣❡ ❦♦♠♠❡♥❞❡♥
▼♦❞❡❧❧❡ ❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ③✇❡✐ ♣♦♣✉❧ärst❡♥ ❑r✐t❡r✐❡♥ s✐♥❞ ❧❛✉t ❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐
❬✷✵✵✽❪ ❞❛s ❆■❈ ✉♥❞ ❞❛s ❇■❈✳ ▼✐t❤✐❧❢❡ ❞✐❡s❡r ❑r✐t❡r✐❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ③✉♠ ❡✐♥❡♥
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ●üt❡ ❞❡s ❋✐ts ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s
✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳
❉❛ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡ ❧✐♥❡❛r❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✉♥❞ ❈♦①✲▼♦❞❡❧❧❡ ❢ür Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t✲
❞❛t❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧♥ ❞❡s ❆■❈ ✉♥❞ ❇■❈ ❢ür ❞✐❡s❡
▼♦❞❡❧❧❛rt❡♥ ❦✉r③ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❋♦r♠❡❧♥ st❛♠♠❡♥ ❛✉s ❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✵✾❪✱
❥❡❞♦❝❤ ✐st ✐❤r❡ ◆♦t❛t✐♦♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❛♥❣❡♣❛sst✳ ❆■❈ ✉♥❞ ❇■❈ ❦ö♥♥❡♥ ❢ür ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡r✲
t❡ ❧✐♥❡❛r❡ ▼♦❞❡❧❧❡✱ ❞✐❡ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲▼❡t❤♦❞❡ ❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡
❢♦❧❣t ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❆❦❛✐❦❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s❦r✐t❡r✐✉♠ ✭❆■❈✮ ✐st ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❞❡✜♥✐❡rt
❛❧s

AIC = −2l(β̂) + 2r ✭✶✮

✼



✷✳✷ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✷ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥

❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✾❪✳ l(β̂) ✐st ❞❡r ❲❡rt ❞❡r ❧♦❣✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ ❞❡s ▼▲✲❙❝❤ät③❡rs
β̂✳ ▼✐t ❞✐❡s❡♠ ❚❡r♠ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❛♥♣❛ss✉♥❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ♥✉♥ ♥♦❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥
❚❡r♠ ❡r❣ä♥③t ✇✐r❞✱ ❞❡r ❡✐♥❡ ✒Ü❜❡r❛♥♣❛ss✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❞✉r❝❤ ❇❡str❛❢✉♥❣ ③✉ ❤♦❤❡r
❑♦♠♣❧❡①✐tät✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡r ③✉ ❤♦❤❡♥ ✭❡✛❡❦t✐✈❡♥✮ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ P❛r❛♠❡t❡r♥✏ ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱
✷✵✵✾✱ ❙✳✹✼✼❪✱ ✈❡r❤✐♥❞❡rt✳ r ✐st ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ✐♠ ▼♦❞❡❧❧✱ ✇❛s ♥✐❝❤t ③✇✐♥❣❡♥❞
❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ♠✉ss✱ s♦♥❞❡r♥ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r✱
❛❧s♦ ✐♥❦❧✉s✐✈❡ ❡✐♥❡s ■♥t❡r❝❡♣ts ✉♥❞ ❡✈❡♥t✉❡❧❧❡r ❉✉♠♠②✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✾❪✳
❉❛s ❇❛②❡s✬s❝❤❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s❦r✐t❡r✐✉♠ ✭❇■❈✮ ✐st ❞❡♠ ❆■❈ ❢♦r♠❛❧ s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤ ❬❋❛❤r♠❡✐r
✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❉✐❡ ❋♦r♠❡❧ ❧❛✉t❡t

BIC = −2l(β̂) + log(n)r ✭✷✮

❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❉❛s ❇■❈ ❜❡str❛❢t ❛❜ ❡✐♥❡r ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ n = 8 ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❞✐❡
❑♦♠♣❧❡①✐tät ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧s stär❦❡r ❛❧s ❞❛s ❆■❈✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞❛s ✒❇■❈ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ✇❡♥✐❣❡r
❦♦♠♣❧❡①❡ ▼♦❞❡❧❧❡✏ ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✾✱ ❙✳✹✽✾❪ ❛✉s✇ä❤❧t ❛❧s ❞❛s ❆■❈✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s
❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ♠✐t ❞❡♠ ❦❧❡✐♥st❡♥ ❆■❈✲ ♦❞❡r ❇■❈✲❲❡rt ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳
❲✐r❞ st❛tt ❡✐♥❡s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❡✐♥ ❈♦①✲▼♦❞❡❧❧ ❢ür Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t❞❛t❡♥
❣❡s❝❤ät③t✱ s♦ ✇❡r❞❡♥ ❆■❈ ✉♥❞ ❇■❈ ❧❛✉t ▼♦♦r❡ ❬✷✵✶✻❪ ü❜❡r ❞✐❡s❡❧❜❡♥ ❋♦r♠❡❧♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t
✇✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ▼♦❞❡❧❧✳ ❉❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❈♦①✲
▼♦❞❡❧❧ ü❜❡r P❛rt✐❡❧❧❡ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❙❝❤ät③✉♥❣ ❣❡s❝❤ät③t ✇✐r❞✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠
❈♦①✲▼♦❞❡❧❧ ✐♥ ❋♦r♠❡❧ ✭✶✮ ✉♥❞ ❋♦r♠❡❧ ✭✷✮ l(β̂) ❞❡♥ ❲❡rt ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❧♦❣✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❛r✲
st❡❧❧t ❬▼♦♦r❡✱ ✷✵✶✻❪✳ ❇❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❇■❈ ❦❛♥♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❞✐❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥❣röÿ❡ n
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❊✈❡♥ts ❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳
❏❡ ♠❡❤r ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ③✉r ❆✉s✇❛❤❧ st❡❤❡♥✱ ❞❡st♦ ❣röÿ❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥
▼♦❞❡❧❧❡✳ ❋ür r = 10 ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ③✉ s❝❤ät③❡♥❞❡♥
▼♦❞❡❧❧❡♥ ❛❧s 2r = 210 = 1024✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ s✐♥❞ ❆❧❧✲❙✉❜s❡t✲❙tr❛t❡❣✐❡♥ ♥✉r ❢ür ❦❧❡✐♥❡
❆♥③❛❤❧❡♥ ❛♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ s✐♥♥✈♦❧❧ ❞✉r❝❤❢ü❤r❜❛r✱ ❛♥s♦♥st❡♥ ✈❡r❞♦♣♣❡❧♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦st❡♥ ❞❡r
❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ♠✐t ❥❡❞❡r ③✉sät③❧✐❝❤❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❬▼✐❧❧❡r✱ ✷✵✵✷❪✳ ❊✐♥❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❜✐❡t❡♥ ❞✐❡
s❝❤r✐tt✇❡✐s❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ♥ä❤❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳

✷✳✷✳✷ ❙❝❤r✐tt✇❡✐s❡ ▼❡t❤♦❞❡♥

❲✐❝❤t✐❣❡ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ s✐♥❞ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❋♦r✇❛r❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✉♥❞ ❙t❡♣✲
✇✐s❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥
❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ❬✷✵✵✽❪ ♥ä❤❡r ❡r❧ä✉t❡rt✳
❆❧❧❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❡♥t✇❡❞❡r ❛✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s ✈♦♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥t❡sts ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥
♦❞❡r ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧✇❛❤❧❦r✐t❡r✐❡♥ ✇✐❡ ❞❡♠ ❆■❈ ♦❞❡r ❞❡♠ ❇■❈ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱
✷✵✵✽❪✱ ❞✐❡ ✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ♥ä❤❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ s✐♥❞✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐❞❡ ❱♦r❣❡❤❡♥s✲
✇❡✐s❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳

❉✐❡ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥♥t ❧❛✉t ❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ❬✷✵✵✽❪ ♠✐t ❞❡♠ s♦❣❡✲
♥❛♥♥t❡♥ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ✐♥ ❞❡♠ ❛❧❧❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✳ ■♠ ❡rst❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇✐r❞ ❢ür
❥❡❞❡ ❞❡r p ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❣❡♣rü❢t✱ ♦❜ ✐❤r❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❛✉s ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡ ▼♦❞❡❧❧✈❡r❜❡s✲
s❡r✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ✇ür❞❡ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ❉✐❡s ❣❡s❝❤✐❡❤t ❡♥t✇❡❞❡r✱ ✇✐❡ ♦❜❡♥
❡r✇ä❤♥t✱ ü❜❡r ❍②♣♦t❤❡s❡♥t❡sts ♦❞❡r ▼♦❞❡❧❧✇❛❤❧❦r✐t❡r✐❡♥✳
❇❡✐ ❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥t❡sts ✇✐r❞ ❡✐♥ ♥♦♠✐♥❛❧❡s ❙✐❣♥✐✜❦❛♥③♥✐✈❡❛✉ α ❢❡st❣❡✲
❧❡❣t✱ ✉♠ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ③✉ ❡♥t❢❡r♥❡♥ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ❘♦②st♦♥ ✉✳

✽



✷✳✷ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✷ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥

❙❛✉❡r❜r❡✐ ❬✷✵✵✽❪ ❡r❦❧är❡♥✱ ❞❛ss ♥✉♥ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❡r❡♥ ♣✲❲❡rt ❛♠ ✇❡♥✐❣st❡♥ s✐❣♥✐✜❦❛♥t
✐st ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❣röÿ❡r ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ♥♦♠✐♥❛❧❡♥ ❙✐❣♥✐✜❦❛♥③♥✐✈❡❛✉ ✐st✱ ❛✉s ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧
❡♥t❢❡r♥t ✇✐r❞✳ ❙♦❧❧t❡♥ ❞✐❡ ♣✲❲❡rt❡ ❛❧❧❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❦❧❡✐♥❡r α s❡✐♥✱ s♦ ✇✐r❞ ❦❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡
❡♥t❢❡r♥t✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐st ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ❙❝❤r✐tt ❜❡❡♥❞❡t ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉✲
❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳
■♥ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❙❝❤r✐tt❡♥ ✇✐r❞ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❱♦r❣❡❤❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s ❞❡s ✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥
❙❝❤r✐tt ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❛✉s❣❡❢ü❤rt✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ✐♠ ❙❝❤r✐tt ✶ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❡♥❞❡t ❞✐❡
❇❛❝❦✇❛r❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠✐t ❞❡♠ ❙❝❤r✐tt✱ ✐♥ ❞❡♠ ❦❡✐♥ ♣✲❲❡rt ♠❡❤r ❣röÿ❡r ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ③✉✈♦r
❢❡st❣❡❧❡❣t❡♥ ◆✐✈❡❛✉ α ✐st ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳
❆♥st❛tt ❞✐❡ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣✱ ♦❜ ❜③✇✳ ✇❡❧❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❞❡♠ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❙❝❤r✐tt ❛✉s ❞❡♠
▼♦❞❡❧❧ ❡♥t❢❡r♥t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡✱ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ♣✲❲❡rt❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ✈♦r❛❜ ❢❡st❣❡❧❡❣t❡♥ ❙✐❣♥✐✲
✜❦❛♥③♥✐✈❡❛✉ α ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉❝❤ ▼♦❞❡❧❧✇❛❤❧❦r✐t❡r✐❡♥ ✇✐❡ ❞❛s ❆■❈ ♦❞❡r ❇■❈
✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❛✉s ❞❡♠
▼♦❞❡❧❧ ❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❊♥t❢❡r♥❡♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧✇❛❤❧❦r✐t❡r✐✉♠ ❛♠ ♠❡✐st❡♥ ✈❡r❜❡ss❡rt✱ ❛❧s♦
✐♠ ❋❛❧❧❡ ✈♦♥ ❆■❈ ♦❞❡r ❇■❈ ❛♠ ♠❡✐st❡♥ r❡❞✉③✐❡rt ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❙♦❧❧t❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠
❙❝❤r✐tt ❜❡✐ ❥❡❞❡r ♥♦❝❤ ✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❛s ❊♥t❢❡r♥❡♥ ❞✐❡s❡r ❛✉s ❞❡♠
▼♦❞❡❧❧ ❞❛s ❑r✐t❡r✐✉♠ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✈❡r❜❡ss❡r♥✱ s♦ ✇✐r❞ ❦❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ♠❡❤r ❡♥t❢❡r♥t✱ ✉♥❞
❞✐❡ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐st ❜❡❡♥❞❡t ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳

❉✐❡ ❋♦r✇❛r❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❡❣✐♥♥t ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉r ❇❛❝❦✇❛r❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠✐t ❞❡♠ s♦❣❡✲
♥❛♥♥t❡♥ ■♥t❡r❝❡♣t✲▼♦❞❡❧❧ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ s✐♥❞ ❦❡✐♥❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥
❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❉❡r ❡✐♥③✐❣❡ ③✉ s❝❤ät③❡♥❞❡ P❛r❛♠❡t❡r ✐st ❞❡r ■♥t❡r❝❡♣t✳ ■♠ ❡rst❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇✐r❞
❢ür ❥❡❞❡ ❞❡r p ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❣❡♣rü❢t✱ ♦❜ ✐❤r❡ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡ ▼♦❞❡❧❧✈❡r❜❡s✲
s❡r✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ✇ür❞❡ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ❉❛s Pr✐♥③✐♣ ✐st ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ✇✐❡ ❜❡✐
❞❡r ❇❛❝❦✇❛r❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
❇❡✐ ❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥t❡sts ✇✐r❞ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❡r❡♥ ♣✲❲❡rt ❛♠ ❦❧❡✐♥st❡♥
✐st ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❦❧❡✐♥❡r ❣❧❡✐❝❤ α ✐st✱ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱
✷✵✵✽❪✳ ❋❛❧❧s ❦❡✐♥❡ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡♥ ♣✲❲❡rt ❦❧❡✐♥❡r ❣❧❡✐❝❤ α ❤❛t✱ s♦ ✇✐r❞ ❦❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡
✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❋♦r✇❛r❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✐st ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ❙❝❤r✐tt ❜❡❡♥❞❡t
❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳
■♥ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❙❝❤r✐tt❡♥ ✇✐r❞ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❱♦r❣❡❤❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s ❞❡s ✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥
❙❝❤r✐tt ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❛✉s❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡ ❋♦r✇❛r❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❡♥❞❡t ♠✐t ❞❡♠ ❙❝❤r✐tt✱ ✐♥
❞❡♠ ❦❡✐♥ ♣✲❲❡rt ♠❡❤r ❦❧❡✐♥❡r ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ③✉✈♦r ❢❡st❣❡❧❡❣t❡♥ ◆✐✈❡❛✉ α ✐st ❬❘♦②st♦♥ ✉✳
❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳
❆✉❝❤ ❤✐❡r ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣ ü❜❡r ❞✐❡ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧✲
✇❛❤❧❦r✐t❡r✐✉♠s ✇✐❡ ❞❡♠ ❆■❈ ♦❞❡r ❇■❈ ❣❡s❝❤❡❤❡♥ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ❊s ✇✐r❞
❞❛♥♥ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❙❝❤r✐tt ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ❞❛s ❆■❈
♦❞❡r ❇■❈ ❛♠ ♠❡✐st❡♥ ✈❡r❜❡ss❡rt ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❙♦❧❧t❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❙❝❤r✐tt ❜❡✐ ❦❡✐♥❡r
❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡r❡♥ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❛s ❑r✐t❡r✐✉♠ ✈❡r❜❡ss❡r♥✱ s♦ ✇✐r❞ ❦❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡
♠❡❤r ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❋♦r✇❛r❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✐st ❜❡❡♥❞❡t✳
❉✐❡ ❙t❡♣✇✐s❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ❙t❡♣✇✐s❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❣❡♥❛♥♥t ✐st ❡✐♥❡ ✒❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✏
❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✾✱ ❙✳✶✻✹❪ ❛✉s ❋♦r✇❛r❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✉♥❞ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❍✐❡r ❣✐❜t
❡s ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ s❝❤♦♥ ❡♥t❢❡r♥t❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✇✐❡❞❡r ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢③✉♥❡❤♠❡♥ ❜③✇✳
s❝❤♦♥ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✇✐❡❞❡r ③✉ ❡♥t❢❡r♥❡♥ ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✾❪✳

✾



✷✳✷ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✷ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥

✷✳✷✳✸ ❙❝❤✇ä❝❤❡♥ ❞❡r s❝❤r✐tt✇❡✐s❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥

❉✐❡ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ s✐♥❞ ❢ür ❉❛t❡♥sät③❡ ♠✐t ✈✐❡❧❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡ss❡r ❣❡❡✐❣♥❡t ❛❧s
❞✐❡ ❆❧❧✲❙✉❜s❡t✲❙tr❛t❡❣✐❡♥✱ ❞❛ ❥❡♥❡ ❛❜ ❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♠♠❡r ❣röÿ❡r
✇❡r❞❡♥❞❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❦♦st❡♥ ❤❛❜❡♥ ❬▼✐❧❧❡r✱ ✷✵✵✷❪✳ ▲❛✉t ❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✵✾❪ ♠✉ss ❛❧❧❡r✲
❞✐♥❣s ❜❡❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t ❞❛s ❜❡st❡ ▼♦❞❡❧❧
✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥✱ ❛❜❡r ♠❡✐st ❡✐♥ s❡❤r ❣✉t❡s✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ❬✶✾✾✷❪ st❡❧❧❡♥ ③✉❞❡♠ ❢❡st✱
❞❛ss ❞✐❡ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✐♠♠❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✉♥❦♦rr❡❦t❡♥ ▼♦❞❡❧❧ st❛rt❡♥✳ ❊♥t✇❡❞❡r
❜❡❣✐♥♥❡♥ s✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧✱ ❞❛s ♥✉r ❞❡♥ ■♥t❡r❝❡♣t ❡♥t❤ä❧t✱ ♦❞❡r ♠✐t ❞❡♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧
❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✷❪✳
❈♦♣❛s ✉✳ ▲♦♥❣ ❬✶✾✾✶❪ ❢ü❣❡♥ ❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥ ●❡s✐❝❤ts♣✉♥❦t✱ ❞❡r ❜❡❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡✱
❤✐♥③✉✳ ❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✇❛❤❧ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❞❡♥ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞❡♥
✇❛❤r❡♥ ❲❡rt❡♥ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ❤❛t ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤✲
❦❡✐t ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ③✉ ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❇❡tr❛❣ ✐❤r❡s ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ü❜❡r✲
st❛tt ✉♥t❡rs❝❤ät③t ✐st ❬❈♦♣❛s ✉✳ ▲♦♥❣✱ ✶✾✾✶❪✳ ❉❛❤❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞❡r
s❡❧❡❦t✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ✈❡r③❡rrt✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❡r❦❧ärt❡ ❆♥t❡✐❧
❞❡r ❙tr❡✉✉♥❣ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ✈❡r③❡rrt✱ ❛❧s♦ ③✉ ❣r♦ÿ ✐st ❬❈♦♣❛s ✉✳ ▲♦♥❣✱ ✶✾✾✶❪✳ ❉❛♠✐t
❣❡❤t ❡✐♥❤❡r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡s✐❞✉❛❧str❡✉✉♥❣✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ♥✐❝❤t s❡❧❡❦t✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✱
♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ✈❡r③❡rrt✱ ❛❧s♦ ③✉ ❦❧❡✐♥ ✐st ❬❈♦♣❛s ✉✳ ▲♦♥❣✱ ✶✾✾✶❪✳ ❈♦♣❛s ✉✳ ▲♦♥❣ ❬✶✾✾✶❪ ❜✐❡t❡♥
❡✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞✐❡ ❘❡s✐❞✉❛❧str❡✉✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❉✉r❝❤❢ü❤r❡♥ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈ ✉♥✈❡r③❡rrt ③✉ s❝❤ät③❡♥✳
❍❡♥❞❡rs♦♥ ✉✳ ❱❡❧❧❡♠❛♥ ❬✶✾✽✶❪ ❡♠♣❢❡❤❧❡♥✱ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♥✉r ❛✉❢ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤❡ Pr♦③❡❞✉r❡♥ ✇✐❡
❞✐❡ ♦❜❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ③✉ ✈❡r❧❛ss❡♥✳ ❍❡♥✲
❞❡rs♦♥ ✉✳ ❱❡❧❧❡♠❛♥ ❬✶✾✽✶❪ ❜❡❣rü♥❞❡♥ ❞✐❡s ❞❛♠✐t✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❉❛t❡♥❛♥❛❧②st ♦❞❡r ❊①♣❡rt❡ ✐♠
❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❣❡❜✐❡t ❲✐ss❡♥ ✉♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❜❡s✐t③t✱ ❞✐❡ ❞❡r ❈♦♠♣✉t❡r ♥✐❝❤t ❤❛t✳ ❊s
s♦❧❧t❡ ❛❧s♦ ❣❡♠❡✐♥s❛♠ ♠✐t ❞❡♠ ❈♦♠♣✉t❡r ❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ♠❛♥❝❤❡ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣❡♥
❜❡ss❡r s❡❧❜st ③✉ tr❡✛❡♥✱ ❛♥st❛tt s✐❡ ❞❡♠ ❘❡❝❤♥❡r ③✉ ü❜❡r❧❛ss❡♥✳ ❊❜❡♥❢❛❧❧s st❡❧❧❡♥ ❍❡♥✲
❞❡rs♦♥ ✉✳ ❱❡❧❧❡♠❛♥ ❬✶✾✽✶❪ ❢❡st✱ ❞❛ss ❛✉s ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡❞✉r❡♥ ❡♥tst❛♥❞❡♥❡ ▼♦❞❡❧❧❡
❛✉❝❤ s❝❤✇✐❡r✐❣ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❜❛r s❡✐♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❉✐❡ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ✇✐❝❤t✐❣st❡ ❙❝❤✇ä❝❤❡ ✐st ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧✐♥st❛❜✐❧✐tät✳ ❉❛s
❧❡t③t❡♥❞❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ▼♦❞❡❧❧ ✐st ❧❛✉t ❘♦②✲
st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ❬✷✵✵✽❪ ✐♥st❛❜✐❧ ✐♥ ❞❡r ❍✐♥s✐❝❤t✱ ❞❛ss ❡s s❡♥s✐t✐✈ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ➘♥❞❡✲
r✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ✐st✳ ❉✐❡s❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ s❡❧❡❦t✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s
✇✐❡❞❡r ä♥❞❡r♥ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳
❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧st❛❜✐❧✐tät ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❘❡♣❧✐❦❛t✐♦♥s✲❙t❛❜✐❧✐tät ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆✉❢♥❛❤✲
♠❡ ✈♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✷❪✳ ❘❡♣❧✐❦❛t✐♦♥s✲❙t❛❜✐❧✐tät
❜❡❞❡✉t❡t ❧❛✉t ●✐✜ ❬✶✾✾✵❪✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡✐♥❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❞❛s ✉♥t❡r ❞❡♥s❡❧❜❡♥
❑♦♥❞✐t✐♦♥❡♥ ❛✉❢ ♥❡✉❡♥ ❉❛t❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✱ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❞r❛♠❛t✐s❝❤ ä♥❞❡r♥✳
❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s✱ ❞❡r❡♥ ♣✲❲❡rt❡ s❡❤r ❣❡r✐♥❣ s✐♥❞✱ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ❍✐♥s✐❝❤t st❛✲
❜✐❧✱ ❞❛ss s✐❡ ♠✐t ❤♦❤❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧
❣❡✇ä❤❧t ✇ür❞❡♥ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ❋ür ✇❡♥✐❣❡r s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡✲
s❝❤r❡✐❜❡♥ ❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ❬✷✵✵✽❪✱ ❞❛ss ❡s ❡❤❡r ❡✐♥❡ ❆rt ❈❤❛♥❝❡ s❡✐✱ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧
❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ③✉ ✇❡r❞❡♥ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ■♥ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ❡①✐st✐❡r❡♥ ♠❡✐st ♠❡❤r❡r❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡✲
♥❡ ▼♦❞❡❧❧❡✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✉♥❣❡❢ä❤r ä❤♥❧✐❝❤ ❣✉t ✜tt❡♥✳ ❑❧❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥
❦ö♥♥❡♥ ❞❛♥♥ s❝❤♦♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❢ü❤r❡♥ ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳
❉✐❡s❡ ■♥st❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥ ✇✐r❞ s❡✐t ❡✐♥✐❣❡♥ ❏❛❤✲

✶✵



✸ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥

r❡♥ ♥ä❤❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❊s ✇✐r❞ ✈❡rs✉❝❤t✱ ③✉ ❡✐♥❡r ❤ö❤❡r❡♥ ▼♦❞❡❧❧st❛❜✐❧✐tät ③✉ ❣❡❧❛♥❣❡♥✳
❲❡❧❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❤✐❡r③✉ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇✉r❞❡♥ ❜③✇✳ ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤
❡r❧ä✉t❡rt✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♥♦❝❤ ③✇❡✐ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ❞✐❡ ■♥st❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈♦♥ ❱❛r✐❛✲
❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ♣räs❡♥t✐❡rt✳
❆❧t♠❛♥ ✉✳ ❆♥❞❡rs❡♥ ❬✶✾✽✾❪ ❤❛❜❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ✶✵✵ ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ✉♥❞ ❛✉❢ ❞✐❡s❡♥
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✇✐❡ ❤ä✉✜❣ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧
s❡❧❡❦t✐❡rt ✇✉r❞❡♥✳ ❉❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❉❛t❡♥s❛t③ ❡♥t❤✐❡❧t ✶✼ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❞ ❤❛tt❡
❛❧s ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❞✐❡ Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t ✈♦♥ P❛t✐❡♥t❡♥ ♠✐t P❇❈✳ ❉❛s ❈♦①✲▼♦❞❡❧❧✱ ❞❛s ❛✉❢ ❞❡♠
❣❡s❛♠t❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❣❡s❝❤ät③t ✇✉r❞❡✱ ❡♥t❤✐❡❧t s❡❝❤s ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ■♥ ❞❡♥ ✶✵✵ ▼♦❞❡❧❧❡♥✱
❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ❙t❡♣✇✐s❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❣❡s❝❤ät③t ✇✉r❞❡♥✱
✇❛r❡♥ ❛❧❧❡ ✶✼ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐♥❞❡st❡♥s s❡❝❤s♠❛❧ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❍✐❡r ③❡✐❣t s✐❝❤
❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥✳ ❉✐❡ s❡❝❤s ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♠
▼♦❞❡❧❧ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❦♦♠♣❧❡tt❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❡♥t❤❛❧t❡♥ ✇❛r❡♥✱ ✇❛r❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥
❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❤ä✉✜❣❡r s❡❧❡❦t✐❡rt ❛❧s ❞✐❡ ü❜r✐❣❡♥ ❡❧❢ ❑♦✈❛r✐❛✲
❜❧❡♥✳ ❋ür ❣❡♥❛✉❡r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❆❧t♠❛♥ ✉✳ ❆♥❞❡rs❡♥ ❬✶✾✽✾❪✳
❈❤❡♥ ✉✳ ●❡♦r❣❡ ❬✶✾✽✺❪ ❤❛❜❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ✶✵✵ ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ✉♥❞ ❛✉❢
❞✐❡s❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✇✐❡ ❤ä✉✜❣ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥ ❞❛s
▼♦❞❡❧❧ s❡❧❡❦t✐❡rt ✇✉r❞❡♥✳ ❉❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❉❛t❡♥s❛t③ ❡♥t❤✐❡❧t ♥❡✉♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦✲
t♦r❡♥✱ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ✇❛r ❞✐❡ ❩❡✐t ✈♦♥ ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥❡r ●❡♥❡s✉♥❣ ❜✐s ③✉♠ ❡rst❡♥ ❘ü❝❦❢❛❧❧ ✈♦♥
❑✐♥❞❡r♥ ♠✐t ❆▲▲✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✇✉r❞❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❣❡s❛♠t❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥
❙t❡♣✇✐s❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❣❡s❝❤ät③t✱ ❞❛s s❡❝❤s ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡♥t❤ä❧t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✉r❞❡♥ ✶✵✵
❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❣❡③♦❣❡♥ ✉♥❞ ❢ür ❥❡❞❡ ❞✐❡s❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❙t❡♣✇✐s❡
❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❡r♠✐tt❡❧t✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✐❡s❡r ▼♦❞❡❧❧❡ s❝❤✇❛♥❦t ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐
✉♥❞ ❛❝❤t ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ③❡✐❣t s✐❝❤ ❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥✲
s❡❧❡❦t✐♦♥✳ ❋ür ❣❡♥❛✉❡r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❈❤❡♥ ✉✳ ●❡♦r❣❡ ❬✶✾✽✺❪✳

✸ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥

❲✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ✐st ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧s ✐♠ ❙✐♥♥❡ ✈♦♥ ❘❡♣❧✐❦❛t✐♦♥s✲❙t❛❜✐❧✐tät
✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥ ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉✲
♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✷❪✳ ❖❢t ❣✐❜t ❡s ❧❛✉t ❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ❬✶✾✾✷❪ ♠❡❤r❡r❡ ▼♦❞❡❧❧❡✱ ❞❡r❡♥
❋✐t ä❤♥❧✐❝❤ ❣✉t ✐st✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✐♥ ✐❤r❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❲❡❧❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧
✈♦♥ ❞❡♠ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✇✐r❞✱ ❤ä♥❣t ♦❢t ✈♦♥ ❞❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐✲
❦❡♥ ❡✐♥❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❛❜✳ ❑❧❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐♥
❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛♥♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❢ü❤r❡♥ ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✺❪✳
❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✇✐r❞ ♥✉♥ ♠✐t ❞❡♠ ❩✐❡❧ ❛♥❣❡✇❛♥❞t✱ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät
❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥ ③✉ ✈❡r❜❡ss❡r♥ ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❉✐❡s
❦❛♥♥ ❛✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s ✈♦♥ ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ♠✐t ❩✉rü❝❦❧❡❣❡♥ ♦❞❡r ❛✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s ❞❡s
s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣s ♦❤♥❡ ❩✉rü❝❦❧❡❣❡♥ ❣❡s❝❤❡❤❡♥✳

❲✐❡ ❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✻❪ ❡r❦❧är❡♥✱ ❜❡r✉❤t ❞❛s Pr✐♥③✐♣ ❞❛r❛✉❢✱ ♠❡❤r❡r❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ Ps❡✉✲
❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❖r✐❣✐♥❛❧❞❛t❡♥s❛t③ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✳ ❆✉❢ ❥❡❞❡ ❞✐❡s❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥
✇✐r❞ ❞❛♥♥ ❡✐♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛♥❣❡✇❛♥❞t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ✐♥ ❞❡♥
❉❛t❡♥sät③❡♥ ❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♥ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❣❡✲

✶✶



✸✳✶ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐s❝❤❡r ❇♦♦tstr❛♣ ✸ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥

s❝❤ät③t❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❉✐❡ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥❡♥
➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥✳ ◆✉♥ ❦❛♥♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ♦❢t ❞✐❡ ③✉r ❆✉s✇❛❤❧ st❡❤❡♥✲
❞❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡♥
❍ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❛❧s ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ❦ö♥♥❡♥
♥✉♥ ❞✐❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❛♥❛❝❤ ❜❡✉rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ r❡❧❡✈❛♥t s✐❡ ❢ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ s✐♥❞ ❬❞❡ ❇✐♥
✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳
❲✐❡ ❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✻❪ ❞❛r❧❡❣❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❊r✇❛rt✉♥❣✱ ❞❛ss ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡
✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠♥❛❝❤ ❢ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ r❡❧❡✈❛♥t s✐♥❞✱ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ♦❞❡r
③✉♠✐♥❞❡st ❢❛st ❛❧❧❡♥ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✳ ❱♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❤✐♥✲
❣❡❣❡♥✱ ❞✐❡ ❦❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❤❛❜❡♥✱ ✇✐r❞ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞✐❡s❡ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❞❡r
Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥ ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❉❛s ❡♥ts♣r✐❝❤t ❜❡✐ ❞❡♥ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t ✈♦♥ ✶✱ ❜❡✐ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♦❤♥❡ ❊✐♥✢✉ss ❡✐♥❡r
■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t ✈♦♥ ✵✳ ❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✻❪ ♠❛❝❤❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❦❧❛r✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät
♥✐❝❤t s♦ ❦❧❛r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥ s✐♥❞✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ❣✐❜t ❡s ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ③✇❛r ❡✐♥❡♥
❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❤❛❜❡♥✱ ❞❡r ❥❡❞♦❝❤ s❝❤✇❛❝❤ ✐st ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ❋ür
s♦❧❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❛s✐❡rt ❡s ✐♠ Pr✐♥③✐♣ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❈❤❛♥❝❡✱ ♦❜ s✐❡ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧
❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡ s❡❧❡❦t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♦❞❡r ♥✐❝❤t ❬❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱
✷✵✵✽❪✳ ❩✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❧❛✉t ❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✻❪ ♦❤♥❡ ❥❡❣❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢
❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ❚②♣❡✲■✲❋❡❤❧❡r♥ ✐rrtü♠❧✐❝❤ s❡❧❡❦t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ♠üs✲
s❡♥ ❞✐❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥
❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐✲
♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ■♠ ❊①tr❡♠❢❛❧❧ ✈♦♥ ③✇❡✐ ❤♦❝❤ ❦♦rr❡❧✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥
❦❛♥♥ ❡s s❡✐♥✱ ❞❛ss ✐♠♠❡r ❡✐♥❡ ✈♦♥ ❜❡✐❞❡♥ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ s❡❧❡❦t✐❡rt ✇✐r❞✱ ❛❜❡r ❜❡✐❞❡ ♥✉r
❡✐♥❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t ✈♦♥ 50% ❤❛❜❡♥ ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✶❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇❡r❞❡♥
❞✐❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳

✸✳✶ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐s❝❤❡r ❇♦♦tstr❛♣

❉❛s ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡ ❩✐❡❤❡♥ ❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❦❛♥♥ ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ü❜❡r ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡s
◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❇♦♦tstr❛♣ ❣❡s❝❤❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ■❞❡❡ ❞❡s ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❇♦♦tstr❛♣s
✇✐r❞ ✐♥ ❊❢r♦♥ ✉✳ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ❬✶✾✽✻❪ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❡r❦❧ärt✳
▲❛✉t ▼✐❧❧❡r ❬✷✵✵✷❪ s♦❧❧ ❛✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s ❡✐♥❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ♠✐t ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ n ❡✐♥❡
❙t❛t✐st✐❦ θ ❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❉❛t❡♥s❛t③✱ ❞❡r ❡✐♥❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ❛✉s ❞❡r ❦♦♠♣❧❡tt❡♥
P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛rst❡❧❧t✱ ✇✐r❞ ♥✉♥ s❡❧❜st ❛❧s ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡tt❡ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✱ ✐♥❞❡♠ ♠✐t
❩✉rü❝❦❧❡❣❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❞❡r ●röÿ❡ n ❛✉s ❞❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❬▼✐❧❧❡r✱
✷✵✵✷❪✳ ❋ür ❥❡❞❡ ❞❡r s♦ ❡♥tst❛♥❞❡♥❡♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ✇✐r❞ ❞❡r ❙❝❤ät③❡r
θ̂ ❡r♠✐tt❡❧t ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙t❛t✐st✐❦ θ ❜❡r❡❝❤♥❡t ❬▼✐❧❧❡r✱
✷✵✵✷❪✳ ❲✐❡ ▼✐❧❧❡r ❬✷✵✵✷❪ ❢❡stst❡❧❧t✱ ✇❡r❞❡♥ ✈♦r ❞❡♠ ❉✉r❝❤❢ü❤r❡♥ ❞❡s ❇♦♦tstr❛♣s ❦❡✐♥❡
❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❛♥♥❛❤♠❡♥ ❣❡tät✐❣t✳ ❉❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛r❜❡✐t❡t ❦♦♠♣❧❡tt ❞❛t❡♥s❛t③❜❛s✐❡rt✳ ❲✐r❞
❞❛s ❩✐❡❤❡♥ ❡✐♥❡r ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❧✐❡❣t ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❛ss ❡✐♥❡
❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ♥✐❝❤t ❞❡r ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ❧❛♥❞❡t✱ ❧❛✉t ▼✐❧❧❡r ❬✷✵✵✷❪
❜❡✐ (1 − 1/n)n✱ ✇❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈ e−1 = 0.3679 ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉❡♠♥❛❝❤ ❧❛♥❞❡♥ ❡t✇❛ ✸✻ ❜✐s
✸✼✪ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡r ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ❬▼✐❧❧❡r✱ ✷✵✵✷❪✳
■♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ Ps❡✉✲
❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ü❜❡r ❞❛s ❇♦♦tstr❛♣✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ❣❡③♦❣❡♥✱ ❞✐❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥❣röÿ❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r

✶✷



✸✳✷ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ✸ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥

●röÿ❡ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❆✉❢ ❇❛s✐s ❥❡❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❢ür ❥❡❞❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s✲
❤ä✉✜❣❦❡✐t ❜❡r❡❝❤♥❡t ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✷❪✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❩✐❡❤❡♥s ♣❡r ❇♦♦tstr❛♣
s♦❧❧t❡ ❧❛✉t ❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ❬✶✾✾✷❪ ❥❡❞❡ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡ ❞✐❡ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ✉♥t❡r✲
❧✐❡❣❡♥❞❡ ❙tr✉❦t✉r ✇✐❞❡rs♣✐❡❣❡❧♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ③✉❢ä❧❧✐❣ ❣❡③♦❣❡♥ ✇✉r❞❡♥✳
❉❡s❤❛❧❜ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t ❛❧s ❑r✐t❡r✐✉♠ ❢ür ❞✐❡ ❘❡❧❡✈❛♥③ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❢ür ❞❛s
▼♦❞❡❧❧ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✷❪✳

❊s ❣✐❜t ❡✐♥✐❣❡ ❙❝❤✇❛❝❤♣✉♥❦t❡ ❞❡s ❆♥✇❡♥❞❡♥s ❡✐♥❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✲
s❡❧❡❦t✐♦♥ ♠✐tt❡❧s ❇♦♦tstr❛♣♣✐♥❣✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ st❡❧❧❡♥ ❏❛♥✐t③❛ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✻❪ ❢❡st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♣✲
❲❡rt❡ ✈♦♥ st❛t✐st✐s❝❤❡♥ ❚❡sts✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ✉♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss
❞✐❡s❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❞✐❡ ❖r✐❣✐♥❛❧❞❛t❡♥ s❡✐❡♥✱ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐s❝❤ s✐♥❞✳ ❉❡♥♥
❞✐❡ ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ s❝❤♦♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❛✉s ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡
❞✉r❝❤ ❩✐❡❤❡♥ ♠✐t ❩✉rü❝❦❧❡❣❡♥ ❣❡♥❡r✐❡rt✳ ❉✐❡ ♣✲❲❡rt❡ s♦❧❝❤❡r ❚❡sts s✐♥❞ ♥✐❝❤t ✈❛❧✐❞❡ ✉♥❞
❦ö♥♥❡♥ ❞❡s❤❛❧❜ ❧❛✉t ❏❛♥✐t③❛ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✻❪ ♥✐❝❤t ❛❧s ♣✲❲❡rt❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡
❚②♣✲■✲❋❡❤❧❡r s♦❧❝❤❡r ❚❡sts ✈❡r❣röÿ❡rt s✐♥❞✳ ■♠ ❑♦♥t❡①t ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛✲
❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❜❡❞❡✉t❡t ❞❛s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❚❡sts ✐♠ ❩✉❣❡ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥ ③✉
❦❧❡✐♥❡ ♣✲❲❡rt❡ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ❞✳❤✳ ③✉ ✈✐❡❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ s❡❧❡❦t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❬❏❛♥✐t③❛
✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳
❆✉❝❤ ❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✻❪ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡s❡♥ P✉♥❦t ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ss
❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ③✉ ❤♦❤❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s✲
❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❙tör✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡♥ ❯♥t❡rs✉✲
❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✻❪ ❜❡❞❡✉t❡♥❞ ❤ö❤❡r ❛❧s ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙✐❣♥✐✜❦❛♥③✲
♥✐✈❡❛✉ ✈♦♥ α = 0.05 ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❚②♣✲■✲❋❡❤❧❡rs ③✉ ❡r✇❛rt❡♥❞❡ ❍ä✉✜❣❦❡✐t ✵✳✵✺✳ ❩✉❞❡♠
✇✉r❞❡ ❢❡st❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡s Pr♦❜❧❡♠ ♥✐❝❤t ❛✉❢tr✐tt✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ st❛tt
ü❜❡r ❇♦♦tstr❛♣ ü❜❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳
❘♦s♣❧❡s③❝③ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✻❪ ❤❛❜❡♥ ❢❡st❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❜❡✈♦r③✉❣t ❦❛✲
t❡❣♦r✐❛❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ♠❡❤r ❛❧s ③✇❡✐ ❑❛t❡❣♦r✐❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ st❡✐❣t ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t ❡✐♥❡r ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡✉t❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ✐❤r❡r ❑❛t❡❣♦r✐❡♥ ❛♥ ❬❘♦s♣❧❡s③❝③ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❉✐❡s❡r ❊✛❡❦t ❦♦♥♥✲
t❡ ❜❡✐ ❞❡r ❩✐❡❤✉♥❣ ❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ü❜❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ♥✐❝❤t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥
❬❘♦s♣❧❡s③❝③ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❆❧s ●r✉♥❞ ❣❡❜❡♥ ❘♦s♣❧❡s③❝③ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✻❪ ❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ü❜❡r ❙✉❜✲
s❛♠♣❧✐♥❣ ❣❡③♦❣❡♥❡♥ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❡❝❤t❡ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s s✐♥❞✱ s♦❞❛ss
❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③
✈♦♥ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣❡③♦❣❡♥ s✐♥❞✱ ✇♦ ❞✐❡ ◆✉❧❧❤②♣♦t❤❡s❡ ❣✐❧t✳

✸✳✷ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣

❊✐♥❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ③✉♠ ❩✐❡❤❡♥ ❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ♣❡r ❇♦♦tstr❛♣ st❡❧❧t ❞❛s s♦❣❡♥❛♥♥t❡
❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❛r✳ ❉❛s ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ✐st ❛✉❝❤ ✉♥t❡r ❞❡♠ ◆❛♠❡♥ ❞✲❞❡❧❡t❡ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ ❜❡❦❛♥♥t
❬❲✉✱ ✶✾✽✻❪✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉♠ ❇♦♦tstr❛♣ ✇✐r❞ ❤✐❡r ♦❤♥❡ ❩✉rü❝❦❧❡❣❡♥ ❣❡③♦❣❡♥ ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱
✷✵✶✻❪✳ ❲✐❡ ✐♥ ❲✉ ❬✶✾✽✻❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❛s ❡✐♥❡♠ ❊♥t❢❡r♥❡♥ ✈♦♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥
❛✉s ❞❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③✳ ❉✐❡ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❛❧s
❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③✱ ❛✉s ❞❡♠ s✐❡ ❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❊r ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡r ❘❛t✐♦ ❛❜✱ ♠✐t ❞❡r ❣❡③♦❣❡♥
✇✐r❞ ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳

✶✸



✹✳✶ ❖③♦♥❡ ✹ ❉❛t❡♥sät③❡

❉❛s ❩✐❡❤❡♥ ❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ♠✐tt❡❧s ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐r❞ ✐♥ ♥❡✉❡r❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥
❛❧s ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ③✉♠ ❇♦♦tstr❛♣ ❡♠♣❢♦❤❧❡♥✱ ❞❛ ❡✐♥✐❣❡ ❞❡r ❜❡✐♠ ❇♦♦tstr❛♣ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥
Pr♦❜❧❡♠❡ ❜❡✐♠ ❱❡r✇❡♥❞❡♥ ✈♦♥ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ♥✐❝❤t ❛✉❢tr❡t❡♥ ❬❘♦s♣❧❡s③❝③ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ▲❛✉t
❉❛✈✐s♦♥ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✵✸❪ ✐st ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ✈❛❧✐❞❡r ❛❧s ❇♦♦tstr❛♣✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✉♥t❡r ♠✐♥✐♠❛❧❡♥
❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳
❉✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦✱ ♠✐t ❞❡r ❞✐❡ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐st
❡✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡r P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ♠✐tt❡❧s ❙✉❜s❛♠♣✲
❧✐♥❣✳ ❖❢t ✇✉r❞❡ ✐♥ ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ❛❧s ❘❛t✐♦ ❞❡r ❲❡rt ✵✳✻✸✷ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ ❞✐❡s ✐♠
▼✐tt❡❧ ❞❡♠ ❆♥t❡✐❧ ❛♥ ❛✉s ❞❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ♣❡r ❇♦♦tstr❛♣ ❣❡③♦❣❡♥❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡
❞❛♥♥ t❡✐❧✇❡✐s❡ ♠❡❤r❢❛❝❤ ✐♥ ❞❡r ❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱
✷✵✶✻❪✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐t② s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ▼❡✐♥s❤❛✉s❡♥ ✉✳ ❇ü❤❧♠❛♥♥ ❬✷✵✶✵❪ ❞✐❡
❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ✵✳✺✳ ❊s ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❘❛t✐♦ ❞❡♥❦❜❛r✳
❩✐❡❧ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐st ❡s✱ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ♦❜ ❡s ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ❣✐❜t✱
❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ st❛❜✐❧❡r ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡r
❘❡♣❧✐❦❛t✐♦♥s✲❙t❛❜✐❧✐tät s✐♥❞ ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❛♥❞❡r❡r ❘❛t✐♦s✳ ❇❡✈♦r ❞✐❡ ❱♦r❣❡❤❡♥s✲
✇❡✐s❡ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❣❡♥❛✉ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ③✉♥ä❝❤st
❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳

✹ ❉❛t❡♥sät③❡

❩✉r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥
❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦s ✇❡r❞❡♥ ❞r❡✐ ❉❛t❡♥sät③❡ ❛✉s ❞❡♠ ♠❡❞✐✲
③✐♥✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t❡①t ❣❡♥✉t③t✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ③✉✈♦r ❡r✇ä❤♥t✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❑♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ✐♥ ❋r❛❣❡ ❦♦♠♠❡♥❞❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♥✐❝❤t ✉♥t❡rs✉❝❤t✳

✹✳✶ ❖③♦♥❡

❉❡r ❡rst❡ ❉❛t❡♥s❛t③ st❛♠♠t ❛✉s ❡✐♥❡r ❙t✉❞✐❡ ✈♦♥ ■❤♦rst ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✵✹❪✳ ❯♥t❡rs✉❝❤t ✇✉r❞❡♥
❞✐❡ ♠✐tt❡❧✲ ✉♥❞ ❧❛♥❣❢r✐st✐❣❡♥ ❊✛❡❦t❡ ✈♦♥ ❖③♦♥ ❛✉❢ ❞❛s ▲✉♥❣❡♥✇❛❝❤st✉♠ ✈♦♥ ❑✐♥❞❡r♥
❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❀ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✺❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡ ❞❡r ❉❛t❡♥✱
❞✐❡ ❛✉❝❤ ✐♥ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✺❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✱ ❣❡♥✉t③t✳
❉✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ✭❋❱❈✮ ✐st ♠❡tr✐s❝❤ ✉♥❞ ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❍❡r❜st ✶✾✾✼✳ ❉✐❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✲
❣röÿ❡ ❜❡trä❣t n = 496 ❑✐♥❞❡r✱ ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ❡♥t❤ä❧t ✷✹ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡
❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❤❛❜❡♥✳ ■♥ ❞❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞ ❆♥❣❛❜❡♥ ③✉♠
❆❧t❡r ❞❡r ❑✐♥❞❡r ✭❆▲❚❊❘✮ s♦✇✐❡ ③✉♠ ●❡s❝❤❧❡❝❤t ✭❙❊❳✮✱ ●❡❜✉rts❣❡✇✐❝❤t ✭❆●❊❇●❊❲✮✱
③✉ ❆❧❧❡r❣✐❡♥ ✭❆❉❍❊❯✱ ❋▼■▲❇✱ ❋❚■❊❘✱ ❋P❖▲▲✱ ❋❙P❚✮ ✉♥❞ ③✉ ❍✉st❡♥ ❜③✇✳ ❆t❡♠♣r♦✲
❜❧❡♠❡♥ ✭❋❙◆■●❍❚✱ ❋❙❆❚❊▼✱ ❋❙P❋❊■✱ ❋❙❍▲❆❯❋✮✳ ❩✉❞❡♠ ❡①✐st✐❡r❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❛③✉✱
♦❜ ❞❛s ❑✐♥❞ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❖rt ♠✐t ❤♦❤❡♥ ❖③♦♥✲❲❡rt❡♥ ❧❡❜t ✭❍❖❈❍❖❩❖◆✮✱ ♦❜ ❡✐♥❡ ♠ütt❡r✲
❧✐❝❤❡ ♦❞❡r ✈ät❡r❧✐❝❤❡ ❆t♦♣✐❡ ✈♦r❧✐❡❣t ✭❆▼❆❚❖P✱ ❆❱❆❚❖P✮✱ ♦❜ ❡✐♥ ❊❦③❡♠ ❞✐❛❣♥♦st✐③✐❡rt
✇✉r❞❡ ✭❆❉❊❑❩✮✱ ♦❜ ❞❛s ❑✐♥❞ ❥✉❝❦❡♥❞❡ ♦❞❡r ✇ässr✐❣❡ ❆✉❣❡♥ ❤❛t ✭❋❙❆❯●❊✮✱ ✉♥❞ ♦❜ ❞❛s
❑✐♥❞ ③✉❤❛✉s❡ ❚❛❜❛❦r❛✉❝❤ ❛✉s❣❡s❡t③t ✐st ✭❆❘❆❯❈❍✮✳ ❩✉ ❡✐♥❡♠ ♣✉❧♠♦♥❛❧❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥st❡st
❣✐❜t ❡s ❆♥❣❛❜❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ●röÿ❡ ✉♥❞ ❞❛s ●❡✇✐❝❤t ❞❡s ❑✐♥❞❡s ❜❡✐♠ ❚❡st ✭❋▲●❘❖❙❙✱ ❋▲✲
●❊❲✮✱ ü❜❡r ❞❡♥ ♠❛①✐♠❛❧❡♥ NO2✲❲❡rt ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ✷✹ ❙t✉♥❞❡♥ ✈♦r ❞❡♠ ❚❡st ✭❋◆❖❍✷✹✮✱
ü❜❡r ❞❡♥ ♠❛①✐♠❛❧❡♥ O3✲❲❡rt ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ✷✹ ❙t✉♥❞❡♥ ✈♦r ❞❡♠ ❚❡st ✭❋❖✸❍✷✹✮✱ ü❜❡r ❞✐❡
▼❛①✐♠❛❧t❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ✷✹ ❙t✉♥❞❡♥ ✈♦r ❞❡♠ ❚❡st ✭❋❚❊❍✷✹✮ ✉♥❞ ü❜❡r ❞✐❡ ●❡✲

✶✹



✹✳✸ P❇❈ ✹ ❉❛t❡♥sät③❡

s❛♠t❛♥③❛❤❧ ❛♥ ▼❡❞✐❦❛t✐♦♥❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❚❡sts ✭❋▲❚❖❚▼❊❉✮ ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✺❪✳ ❊✐♥
♣❛❛r ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ s✐♥❞ ♠❡tr✐s❝❤✱ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❜✐♥är✳ ❉❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ❡♥t❤ä❧t ❦❡✐♥❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥
❲❡rt❡✳ ❆❧s ✈♦❧❧❡s ▼♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ ❤✐❡r ❡✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡s ❧✐♥❡❛r❡s ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡r
❩✐❡❧❣röÿ❡ ✉♥❞ ❞❡r ■❞❡♥t✐tät ❛❧s ▲✐♥❦❢✉♥❦t✐♦♥ ❣❡s❝❤ät③t✳ ❉✐❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ ✇✐❡
✐♥ ❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✻❪ ❧✐♥❡❛r ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥✳

✹✳✷ ●❧✐♦♠❛

❊❜❡♥❢❛❧❧s ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞ ❡✐♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❛✉s ❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ❬✷✵✵✽❪ ③✉r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣
❞❡r Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t ✈♦♥ P❛t✐❡♥t❡♥✱ ❞✐❡ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ♠❛❧✐❣♥❡♠ ●❧✐♦♠ ❡r❦r❛♥❦t s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❙t✉✲
❞✐❡✱ ❢ür ❞✐❡ ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ❡r❤♦❜❡♥ ✇✉r❞❡✱ ✐st ❡✐♥❡ r❛♥❞♦♠✐s✐❡rt❡ ❦♦♥tr♦❧❧✐❡rt❡ ❙t✉❞✐❡ ③✉♠
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❈❤❡♠♦t❤❡r❛♣✐❡♥✳
❉✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ✐st ❞✐❡ Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t ❞❡r P❛t✐❡♥t❡♥✳ ❉❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ✐st n = 411✱
✐♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞ ♥❡❜❡♥ ❞❡r Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t ❡✐♥ ■♥❞✐❦❛t♦r ❢ür ❞✐❡ ❩❡♥s✐❡r✉♥❣
✉♥❞ ③✉sät③❧✐❝❤ ✶✸ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ■♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ s✐♥❞ ✷✼✹ ❚♦❞❡s❢ä❧❧❡✱ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❊✈❡♥ts✱
✈♦r❤❛♥❞❡♥✳ ❩✉ ❞❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❣❡❤ör❡♥ ❞❛s ●❡s❝❤❧❡❝❤t ✭s❡①✮ ✉♥❞ ❆❧t❡r ✭❛❣❡✮ ❞❡r P❛t✐❡♥✲
t❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❣✐❜t ❡s ❞✐❡ ❩❡✐t ✭t✐♠❡✮✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❙②♠♣t♦♠❡♥ ❜✐s ③✉r ❉✐❛❣♥♦s❡
✈❡r❣❛♥❣❡♥ ✐st✱ ♠✐t ❞❡♥ ❆✉s♣rä❣✉♥❣❡♥ ✒❦✉r③✏ ❜③✇✳ ✒❧❛♥❣✏✳ ❉❡r ●r❛❞ ❞❡s ❚✉♠♦rs ✭❣r❛❞❞✮✱
❞❡r ❑❛r♥♦❢s❦② ■♥❞❡① ✭❦❛r❞✮ ✉♥❞ ❞❡r ❘❡s❡❦t✐♦♥st②♣ ✭s✉r❣❞✮ s✐♥❞ ♦r❞✐♥❛❧s❦❛❧✐❡rt ♠✐t ❥❡
❞r❡✐ ❑❛t❡❣♦r✐❡♥✳ ❙✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ❉✉♠♠②✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧s❝❤ät③✉♥❣
r❡♣räs❡♥t✐❡rt✳ ❆❧s ❑♦❞✐❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ✐♥ ❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ❬✷✵✵✽❪ ❞✐❡ ❙♣❧✐t❦♦❞✐❡r✉♥❣ ✈❡r✲
✇❡♥❞❡t✳ ▼❡❤r❡r❡ ❜✐♥är❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡s✐t③❡♥ ❞✐❡ ❑❛t❡❣♦r✐❡♥ ✒ ❥❛✏ ✉♥❞ ✒♥❡✐♥✏✳ ❉❛③✉ ③ä❤❧❡♥
❞❛s ❆✉❢tr❡t❡♥ ✈♦♥ ❑rä♠♣❢❡♥ ✭❝♦♥✈✉❧✮✱ ❊♣✐❧❡♣s✐❡ ✭❡♣✐✮✱ ❆♠♥❡s✐❡ ✭❛♠♥❡s✐❛✮✱ ❖r❣❛♥✐s❝❤❡♠
Ps②❝❤♦s②♥❞r♦♠ ✭♦♣s✮ ✉♥❞ ❆♣❤❛s✐❡ ✭❛♣❤✮ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ●❛❜❡ ✈♦♥ ❑♦rt✐s♦♥ ✭❝♦rt✮✳ ❖❜ ❞❡r
P❛t✐❡♥t ❞❡r ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣s❣r✉♣♣❡ ♠✐t ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞✲❚❤❡r❛♣✐❡ ③✉❣❡t❡✐❧t ✇❛r ♦❞❡r ❞✐❡ ♥❡✉❡
❚❤❡r❛♣✐❡ ❜❡❦❛♠✱ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❜✐♥är❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ trt ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡s❡s
❉❛t❡♥s❛t③❡s ✐st ❡✐♥ ❈♦①✲▼♦❞❡❧❧✱ ✐♥ ❞❡♠ ❛❧❧❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✳

✹✳✸ P❇❈

❉❡r P❇❈✲❉❛t❡♥s❛t③ ❛✉s ❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ❬✷✵✵✽❪ ✉♥t❡rs✉❝❤t ❞✐❡ Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t ✈♦♥
P❛t✐❡♥t❡♥ ♠✐t Pr✐♠är ❇✐❧✐är❡r ❩✐rr❤♦s❡ ✭❛✉❝❤ Pr✐♠är ❇✐❧✐är❡ ❈❤♦❧❛♥❣✐t✐s✮✳ ❆♥ ❞❡r r❛♥✲
❞♦♠✐s✐❡rt❡♥ ❦♦♥tr♦❧❧✐❡rt❡♥ ❙t✉❞✐❡ ③✉♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ③✇❡✐ ❚❤❡r❛♣✐❡♥ ♥❛❤♠❡♥ n = 312
P❛t✐❡♥t❡♥ t❡✐❧✱ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♥ st❛r❜❡♥ ✶✷✺✳ ❊✐♥❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❑♦❤♦rt❡ ♠✐t ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ✶✵✻
P❛t✐❡♥t❡♥ ✇✐r❞ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ♠✐t ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❛ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♥ P❛t✐❡♥t❡♥ ♥✉r s❡❝❤s ❞❡r ✶✼ ❑♦✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡r❤♦❜❡♥ ✇✉r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ✐st ❞✐❡ Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t ❞❡r P❛t✐❡♥t❡♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠
✐st ❡✐♥ ■♥❞✐❦❛t♦r ❢ür ❞✐❡ ❩❡♥s✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❯♥t❡r ❞❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ s✐♥❞
❞✐❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣s❣r✉♣♣❡ ✭trt✮ ✲ ❡s ✇✉r❞❡ ❡♥t✇❡❞❡r ❉✲P❡♥✐❝✐❧❧❛♠✐♥ ♦❞❡r P❧❛❝❡❜♦ ❣❡❣❡❜❡♥ ✲
✉♥❞ ❞❛s ❆❧t❡r ✭❛❣❡✮ ❞❡r P❛t✐❡♥t❡♥ s♦✇✐❡ ❞❛s ●❡s❝❤❧❡❝❤t ✭s❡①✮✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇✉r❞❡♥ ❡✐♥✐❣❡
❜✐♥är❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❑❛t❡❣♦r✐❡♥ ✒ ❥❛✏ ✉♥❞ ✒♥❡✐♥✏ ❡r❤♦❜❡♥✱ s✐❡ ❜❡tr❡✛❡♥ ❞❛s ❆✉❢tr❡t❡♥
✈♦♥ ❆s③✐t❡s ✭❛s❝✮✱ ❍❡♣❛t✐t✐s ✭❤❡♣✮ ✉♥❞ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ●❡❢äÿs♣✐♥♥❡♥ ✭s♣✐❞❡r✮✳ ❲❡✐t❡r❡ ♠❡✲
tr✐s❝❤ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡r❢❛ss❡♥ ❇✐❧✐r✉❜✐♥ ✭❜✐❧✮✱ ❈❤♦❧❡st❡r♦❧ ✭❝❤♦❧✮✱ ❆❧❜✉♠✐♥ ✭❛❧❜✮✱
❞❡♥ ❑✉♣❢❡r❣❡❤❛❧t ✐♠ ❯r✐♥ ✭❝✉✮✱ ❛❧❦❛❧✐s❝❤❡ P❤♦s♣❤❛t❛s❡ ✭❛♣✮✱ ❙❡r✉♠✲●❧✉t❛♠❛t✲❖①❛❧❛❝❡t❛t✲
❚r❛♥s❛♠✐♥❛s❡ ✭s❣♦t✮✱ ❚r✐❣❧②❝❡r✐❞❡ ✭tr✐❣✮✱ P❧ätt❝❤❡♥ ✭♣❧t✮ ✉♥❞ ❚❤r♦♠❜♦♣❧❛st✐♥③❡✐t ✭♣r♦✮✳
❩✇❡✐ ♠❡❤r❦❛t❡❣♦r✐❛❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✇✉r❞❡♥ ✇✐❡ ✐♥ ❘♦②st♦♥ ✉✳ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ❬✷✵✵✽❪ ♠❡tr✐s❝❤ ✐♥ ❞❛s
✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ✉♠ ❞❛s ❍✐st♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❙t❛❞✐✉♠ ✭st❛❣❡✮ ♠✐t ❞❡♥

✶✺



✺✳✶ ●r✉♥❞✐❞❡❡ ✺ ▼❡t❤♦❞✐❦

❑❛t❡❣♦r✐❡♥ ✶✱ ✷✱ ✸ ✉♥❞ ✹ s♦✇✐❡ ✉♠ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❡❞❡♠❛ ♠✐t ❞❡♥ ❞r❡✐ ❑❛t❡❣♦r✐❡♥ ✵✱ ✵✳✺ ✉♥❞
✶✳ ❉❛s ✈♦❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧ ✐st ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❡✐♥ ❈♦①✲▼♦❞❡❧❧✱ ✐♥ ❞❡♠ ❛❧❧❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✳
■♠ ♥✉♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞✐❦ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡✲
s❡r ❆r❜❡✐t ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❣❡r❛❞❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✉r❞❡♥✱ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

✺ ▼❡t❤♦❞✐❦

❉❛s ❩✐❡❧ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐st✱ ✇✐❡ s❝❤♦♥ ③✉✈♦r ❡r✇ä❤♥t✱ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦
❜❡✐ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉
✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✳ ❉✐❡s ✇✐r❞ ❛♥❤❛♥❞ ❞r❡✐❡r r❡❛❧❡r ❉❛t❡♥sät③❡ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ▼❡t❤♦❞✐❦ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞✐❦ ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡♥ ❙tr❛t❡❣✐❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥
❑❛♣✐t❡❧ ✷ ✉♥❞ ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥
❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✻ ♣räs❡♥t✐❡rt✳

✺✳✶ ●r✉♥❞✐❞❡❡

❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s ✈♦♥ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥ ✐st ❧❛✉t ❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✻❪
❡✐♥ ❱❡rs✉❝❤✱ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉ ✈❡r❜❡ss❡r♥✳ ❉✐❡ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r
♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢❣❡♥♦♠✲
♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❢ä❧❧t ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❇❛s✐s ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❣❡s❛♠t❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ♠❡❤r❡r❡ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥
♠✐tt❡❧s ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ❣❡③♦❣❡♥✱ ❛✉❢ ❞❡♥❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❣❡r❡❝❤♥❡t ✇✐r❞
❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❦❛♥♥ ❢ür ❥❡❞❡ ❞❡r ✐♥ ❋r❛❣❡ ❦♦♠♠❡♥❞❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡✲
r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ❤ä✉✜❣ s✐❡ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ s❡❧❡❦t✐❡rt ✇✉r❞❡ ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱
✶✾✾✷❪✳ ❉✐❡s❡ ❍ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛♥♥ ❛❧s ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❦r✐t❡r✐✉♠ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ❞❛s ❡♥❞❣ü❧t✐❣❡ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢❣❡♥♦♠✲
♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡♥ ❬❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ✶✾✾✷❪✳ ▼✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥
❦❛♥♥ ❞❛♥♥ ❡✐♥ ❘❛♥❦✐♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ✐❤r❡r ❘❡❧❡✈❛♥③ ❢ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❣❡❜✐❧❞❡t
✇❡r❞❡♥✳
❯♠ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❞✐❡s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡
❉❛t❡♥sät③❡ ③✉❢ä❧❧✐❣ ❤❛❧❜✐❡rt✳ ❉✐❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ❛✉❢
❜❡✐❞❡♥ s♦ ❡♥tst❛♥❞❡♥❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐s✲
s❡ ✲ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ✲ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ■❞❡❡ ✐st✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ✈❛❧✐❞✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❜❡st❡ ❘❛t✐♦ ✐st ❞✐❡❥❡✲
♥✐❣❡✱ ❜❡✐ ❞❡r s✐❝❤ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥
❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❡✐♥❡♠ ❑r✐t❡r✐✉♠ ❛♠ ✇❡♥✐❣st❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❘❛t✐♦
❦❛♥♥ ❛❧s ❞✐❡ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s ❘❛♥❦✐♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♥❛❝❤
❞❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❛♠ ❡❤❡st❡♥ ✐♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❉❛t❡♥ ✈❛❧✐❞✐❡rt✳ ●❡♥❛✉❡r❡s ❤✐❡r③✉
✜♥❞❡t s✐❝❤ ✉♥t❡r ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✷✳✶✳
❊s ✇❡r❞❡♥ ✈✐❡r ❘❛t✐♦s ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❛s ❩✐❡❤❡♥ ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ✾✲✶✱ ✹✲✶✱ ✷✲✶ ✉♥❞ ✶✲✶✳ ❉❛s
❱❡r❤ä❧t♥✐s ✷✲✶ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ✵✳✻✸✷ ❡rs❡t③t✳ ❉✐❡s ❡♥ts♣r✐❝❤t ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❞❡♠ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❛✉s ❞❡♠
❉❛t❡♥s❛t③ ♣❡r ❇♦♦tstr❛♣ ❣❡③♦❣❡♥❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛♥♥ t❡✐❧✇❡✐s❡ ♠❡❤r❢❛❝❤ ✐♥ ❞❡r
❇♦♦tstr❛♣✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ❛♥ ❞❡r ●❡s❛♠t③❛❤❧ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t✲
③❡s✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✉r❞❡ ✵✳✻✸✷ ❜✐s❤❡r ♦❢t ❛❧s ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳

✶✻



✺✳✷ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡♥ ✺ ▼❡t❤♦❞✐❦

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ t❡✐❧✇❡✐s❡ ✈♦♥ ❦❧❡✐♥❡♥ ✉♥❞ ❣r♦ÿ❡♥ ❘❛t✐♦s ❣❡s♣r♦❝❤❡♥✳ ❉❛s s♦❧❧ ❞✐❡ ●rö✲
ÿ❡ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❘❛t✐♦ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡♥ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ✇✐❞❡rs♣✐❡❣❡❧♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✾✲✶
✇❡r❞❡♥ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ●röÿ❡ ✈♦♥ ✾✵✪ ❞❡s ❯♠❢❛♥❣s ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❣❡✲
③♦❣❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✹✲✶ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ✽✵✪✱ ❜❡✐ ✷✲✶ ✇✐❡ ♦❜❡♥ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t ✻✸✳✷✪ ✉♥❞
❜❡✐ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ✺✵✪✳ ❉✐❡ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✾✲✶ s✐♥❞ ❛❧s♦ ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ❞❡r
❘❛t✐♦ ✹✲✶ ✉s✇✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ♠❛♥❝❤♠❛❧ ✈♦♥ ❣röÿ❡r❡♥ ❘❛t✐♦s ✇✐❡ ✾✲✶ ♦❞❡r
❛✉❝❤ ✹✲✶ ✉♥❞ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❛③✉ ❡❤❡r ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❘❛t✐♦s ✇✐❡ ✷✲✶ ♦❞❡r ✶✲✶ ❣❡s♣r♦❝❤❡♥✳
❩✉sät③❧✐❝❤ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❚❡stst❛t✐st✐❦❡♥ ❞❡r ❲❛❧❞✲❚❡sts ❞❡r
✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❊✐♥❡ ❞❡t❛✐❧✲
❧✐❡rt❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❱♦r❣❡❤❡♥s ✜♥❞❡t s✐❝❤ ✉♥t❡r ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✷✳✷✳

✺✳✷ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡♥

❋ür ❥❡❞❡ ❘❛t✐♦ ✇✐r❞ ♠✐t ❥❡❞❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ❢♦❧❣❡♥❞❡s ❱♦r❣❡❤❡♥ ❛♥❣❡✇❛♥❞t✳ ❉❛s ❍❛❧❜✐❡r❡♥
❞❡s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③❡s ✇✐r❞ ✺✵ ▼❛❧ ③✉❢ä❧❧✐❣ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❋ür ❥❡❞❡ ❞❡r ❍❛❧✲
❜✐❡r✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ♠✐tt❡❧s ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ❡✐♥❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲
❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❛✉s ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ✶✵✵✵
▼❛❧ ❡✐♥❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ♠✐t ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❘❛t✐♦ ❣❡③♦❣❡♥ ✉♥❞ ❛✉❢ ❞✐❡s❡r ❡✐♥❡ ❇❛❝❦✇❛r❞
❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❣❡r❡❝❤♥❡t✳ ▲❡❞✐❣❧✐❝❤ ❢ür ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❖③♦♥❡ ♠✐t ❘❛t✐♦ ✾✲✶ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❩❛❤❧
❞❡r ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❛✉s ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ st❛tt ✶✵✵✵ ▼❛❧ ❥❡✇❡✐❧s ✶✵✵✵✵ ▼❛❧✳ ❆✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ❧❛♥❣❡♥ ❘❡❝❤❡♥③❡✐t ✐st ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❩✐❡❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢
✶✵✵✵ r❡❞✉③✐❡rt✳
❆❧s ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❢ür ❥❡❞❡ ❞❡r ✺✵ ❍❛❧❜✐❡r✉♥❣❡♥ ❢ür ❜❡✐❞❡ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❞✐❡
■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❙❡✐❡♥ k = 1, ..., niter ❞✐❡ ❍❛❧❜✐❡r✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❋♦❧✲
❣❡♥❞❡♥ ❛❧s ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ s✐♥❞ ❞✐❡ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡
❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥ k ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ✈✐❡r ❘❛t✐♦s ❣❧❡✐❝❤✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❦ö♥♥❡♥ ❢ür ❥❡❞❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❞✐❡
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät✲
③❡♥ ❢ür ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❘❛t✐♦s ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❚❡❝❤♥✐s❝❤ ✇✐r❞ ❞❛s ü❜❡r ❡✐♥❡♥ s❡❡❞
r❡❛❧✐s✐❡rt✱ ✇✐❡ ✉♥t❡r ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✸ ♥♦❝❤ ❣❡♥❛✉❡r ❡r❧ä✉t❡rt ✇✐r❞✳

✺✳✷✳✶ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ü❜❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥

❯♠ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ❜❡✇❡rt❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱
✇✐r❞ ❡✐♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉✐❡s❡s ❑r✐t❡r✐✉♠ ❦❛♥♥ s♦✇♦❤❧ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ■t❡✲
r❛t✐♦♥❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❏❡ ❣röÿ❡r ❞❛s ❑r✐t❡r✐✉♠
❡✐♥❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ✐st✱ ❞❡st♦ stär❦❡r s✐♥❞ ✐♥ ❞✐❡s❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s✲
❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥✳ ❏❡ ❣röÿ❡r ❞❛s ❑r✐t❡r✐✉♠
❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐st✱ ❞❡st♦ stär❦❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❛❧❧❡r ■t❡✲
r❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡s❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥✳
❙❡✐❡♥ k = 1, ..., niter ❞✐❡ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✱ ✉♠ ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ niter✲♠❛❧ ③✉❢ä❧❧✐❣ ③✉ ❤❛❧❜✐❡r❡♥✱
✉♥❞ j = 1, ..., p ❞✐❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧s✳ ❉❛♥♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ✐♥ ❋♦r♠❡❧ ✭✸✮ ✉♥❞
❋♦r♠❡❧ ✭✹✮ π(1)

kj ✉♥❞ π
(2)
kj ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t ❞❡r j✲t❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❞❡r k✲t❡♥ ■t❡r❛✲

t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♠ ❡rst❡♥ ❜③✇✳ ③✇❡✐t❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③✳
❲✐r❞ ❞❛s ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❢ür ❞✐❡ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ❧❛✉t❡t ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧ ❢ür ❞❛s

✶✼



✺✳✷ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡♥ ✺ ▼❡t❤♦❞✐❦

❑r✐t❡r✐✉♠ ❞❡r k✲t❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥
1

p

p
∑

j=1

|π
(1)
kj − π

(2)
kj |. ✭✸✮

❊s ✇✐r❞ ❢ür ❥❡❞❡ ❞❡r p ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡r ❆❜s♦❧✉t❜❡tr❛❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ③✇❡✐ ■♥❦❧✉s✐♦♥s✲
❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞❡r k✲t❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉✐❡s❡ ❛❜s♦❧✉t❡♥
❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❢s✉♠♠✐❡rt ✉♥❞ ❡r❣❡❜❡♥ ❞❛s ❑r✐t❡r✐✉♠✱ ✐♥❞❡♠ ❞✐❡ s♦ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡
❙✉♠♠❡ ♥♦❝❤ ❞✉r❝❤ p ❣❡t❡✐❧t ✇✐r❞✳ ❏❡ stär❦❡r s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✲
✜❣❦❡✐t❡♥ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❞❡♥ ③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ❞❡st♦ ✇❡♥✐❣❡r st❛❜✐❧
✐st ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡s❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r
■t❡r❛t✐♦♥✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ✐♥ ❞❡♠ ❡✐♥❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✐♥ ❞❡♠ ❛♥❞❡r❡♥
❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ♥✐❝❤t ✈❛❧✐❞✐❡rt ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt✳ ❉❡♠③✉❢♦❧❣❡ ✐st ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❡✐♥❡r ■t❡r❛t✐♦♥
❞❡st♦ st❛❜✐❧❡r✱ ❥❡ ❦❧❡✐♥❡r ✐❤r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ✐st✳ ❊✐♥ ❣r♦ÿ❡s ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❜❡✲
❞❡✉t❡t ❣r♦ÿ❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡r ③✇❡✐
❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡✳
❲✐r❞ ❞❛s ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❢ür ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ❧❛✉t❡t ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧ ❢ür ❞❛s
❑r✐t❡r✐✉♠ ❞❡r j✲t❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡

1

niter

niter
∑

k=1

|π
(1)
kj − π

(2)
kj |. ✭✹✮

❊s ✇✐r❞ ❢ür ❥❡❞❡ ❞❡r niter ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❆❜s♦❧✉t❜❡tr❛❣ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ③✇❡✐ ■♥❦❧✉s✐♦♥s✲
❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞❡r j✲t❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉✐❡s❡ ❛❜s♦❧✉t❡♥
❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❢s✉♠♠✐❡rt✱ ❞✉r❝❤ niter ❣❡t❡✐❧t ✉♥❞ ❡r❣❡❜❡♥ s♦ ❞❛s ❑r✐t❡r✐✉♠✳ ❏❡
stär❦❡r s✐❝❤ ❢ür ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐❤r❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❡✐♥❡r
■t❡r❛t✐♦♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ❞❡st♦ ✇❡♥✐❣❡r st❛❜✐❧ ✐st ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡s❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❞✐❡s❡r ❱❛r✐❛❜❧❡✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ✐♥ ❞❡♠ ❡✐♥❡♥ ❙✉❜❞❛✲
t❡♥s❛t③ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ♥✐❝❤t ✈❛❧✐❞✐❡rt ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✐st ❞❛s
❊r❣❡❜♥✐s ❢ür ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡st♦ st❛❜✐❧❡r✱ ❥❡ ❦❧❡✐♥❡r ✐❤r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ✐st✳ ❊✐♥ ❣r♦ÿ❡s
❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❜❡❞❡✉t❡t ❣r♦ÿ❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ✐❤r❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥
❞❡r ③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❞❡r niter ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✳
❉❡r ❲❡rt❡❜❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ✐st ❜❡✐ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❛rt❡♥ ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✵ ❜❡❣r❡♥③t✳ ■♠ ❋❛❧❧❡ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❜❡❞❡✉t❡t ❞❛s✱ ❞❛ss ✐♥
❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥ ❛❧❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞✐❡s❡❧❜❡♥ ■♥❦❧✉s✐✲
♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ s♦❞❛ss ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❞✐❡s❡r ❣❧❡✐❝❤ ✵ s✐♥❞✳ ❇❡✐ ❞❡r ❇❡tr❛❝❤✲
t✉♥❣ ❛✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❤❡✐ÿt ❡✐♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ✈♦♥ ✵✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡
❛❦t✉❡❧❧ ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞✐❡s❡❧❜❡♥
■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇✉r❞❡♥✳ ◆❛❝❤ ♦❜❡♥ ✐st ❞❡r ❲❡rt❡❜❡r❡✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✶
❜❡❣r❡♥③t✳ ❉✐❡s❡r ❋❛❧❧ tr✐tt ❡✐♥✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥✲
sät③❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ❜③✇✳ ❢ür ❛❧❧❡ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❡✐♥❡ ❞❡r ③✇❡✐ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❤ör✐❣❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❤❛t
❥❡✇❡✐❧s ❞❡♥ ❲❡rt ✶✱ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❞❡♥ ❲❡rt ✵✳

❋ür ❥❡❞❡ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ✇❡r❞❡♥ niter = 50 ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ Ü❜❡r ❞❡♥
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ③✉ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❘❛t✐♦s ❣❡❤ör✐❣❡♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät
❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦s ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳

✶✽



✺✳✷ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡♥ ✺ ▼❡t❤♦❞✐❦

▼✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠s ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❦❛♥♥ ❣❧♦✲
❜❛❧ ❢ür ❛❧❧❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❜❡✉rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ st❛❜✐❧ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r
❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞✳ ■♥ ❞❡♥ ♠❡✐s✲
t❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ s✐♥❞ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥t②♣❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❊s ❣✐❜t ♠❡tr✐s❝❤❡✱ ❜✐♥är❡
♦❞❡r ♠❡❤r❦❛t❡❣♦r✐❛❧❡ ●röÿ❡♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ♥❡❤♠❡♥ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤ st❛r❦ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✐st ❡s s✐♥♥✈♦❧❧✱ ❞❛s ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡✲
r✐✉♠ ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ✉♠ ❢ür ❞✐❡s❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❚②♣❡♥
✉♥❞ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ st❛r❦❡♥ ❊✐♥✢üss❡ ❞✐❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡r
❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ❜❡✉rt❡✐❧❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳
❉❛s ❇❡r❡❝❤♥❡♥ ❞❡s ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠s ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❧✐❡❢❡rt ♥♦❝❤ ❡✐♥❡♥
❛♥❞❡r❡♥ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛✲
❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ♥✐❝❤t ❣❧♦❜❛❧ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ s♦♥❞❡r♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡
❱❛r✐❛❜❧❡ ♠✐t ✐❤r❡♠ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥t②♣ ✉♥❞ ❊✐♥✢✉ss✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r✲
❞❡♥✱ ♦❜ s✐❝❤ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❘❛t✐♦s ❢ür
❜❡st✐♠♠t❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛♥❞❡rs ✈❡r❤ä❧t ❛❧s ❢ür ❞✐❡ ü❜r✐❣❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✳
❋ür ❡✐♥❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❘❛t✐♦ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❥❡ ♥❛❝❤ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❛rt p ❜③✇✳ niter ❉✐s✲
❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥✳ ❯♠✱ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ✈♦r✐❣❡♥ ③✇❡✐ ❆❜sät③❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❘❛t✐♦s ❞❡ss❡❧❜❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③❡s ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt
❞✐❡s❡r p r❡s♣❡❦t✐✈❡ niter ❑r✐t❡r✐❡♥ ❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ♣r♦ ❉❛t❡♥s❛t③
✉♥❞ ❘❛t✐♦ ❡✐♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ s♦✇✐❡ ❡✐♥ ❑r✐t❡r✐✉♠ ❛✉s ❙✐❝❤t
❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❉❡r ❲❡rt❡❜❡r❡✐❝❤ ❜❡✐❞❡r ❑r✐t❡r✐❡♥ ✐st ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ▼✐tt❡❧♥s ❞❛s ■♥t❡r✈❛❧❧
[0, 1]✳ ❆❧s ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ③✉r ▼✐tt❡❧✇❡rt❜✐❧❞✉♥❣ ❦ö♥♥t❡ ❛✉❝❤ ❞❡r ▼❡❞✐❛♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳
■♥ ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❤❛t s✐❝❤ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ▼✐tt❡❧✇❡rt ✉♥❞ ▼❡❞✐❛♥ ❞❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥
❜❡✐♥❛❤❡ ✐❞❡♥t✐s❝❤ s✐♥❞✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❤✐❡r ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✐r❞✳

✺✳✷✳✷ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ü❜❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥

❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ❇❡✉rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❘❛t✐♦s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ✐❤r❡r ❊r✲
❣❡❜♥✐ss❡ ③✉sät③❧✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❜✐❡t❡t ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡r
❘❛♥❦✐♥❣s ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❆❧s ✇❡✐t❡r❡r ❆s♣❡❦t ❦♦♠♠t ❤✐♥③✉✱ ❞❛ss ❛✉❢ ❇❛s✐s ✈♦♥ ❲❛❧❞st❛t✐s✲
t✐❦❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❘❛♥❦✐♥❣s ❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ s♦❞❛ss ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡✐♥❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲
❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦s ③✉sät③❧✐❝❤
♠✐t ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s ❱♦r❣❡❤❡♥ ❤✐❡r③✉ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❣❡♥❛✉❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
❩✉sät③❧✐❝❤ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ü❜❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛✲
❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦s ✇✐r❞ ✐♥ ❥❡❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥
❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❛❧❧❡♥ ✐♥ ❋r❛❣❡ ❦♦♠♠❡♥❞❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❣❡s❝❤ät③t ✉♥❞
❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❞❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞✐❡s❡r ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❞♦❦✉♠❡♥t✐❡rt✳ ❋ür ❥❡❞❡ ❞❡r
r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦✱ ❡s ✐st ❞✐❡ ❚❡stst❛t✐st✐❦ ❡✐♥❡s
❲❛❧❞✲❚❡sts ♠✐t ❞❡r ◆✉❧❧❤②♣♦t❤❡s❡ H0 : βi = 0 ♠✐t i = 1, ..., r ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✶✾✾✻❪✳ ❊✐♥❡
❑♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ♠❡❤r❡r❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✐♥ ❞❡♠ ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✈❡rtr❡t❡♥ s❡✐♥✱
✇❡♥♥ s✐❡ ♠❡❤r❦❛t❡❣♦r✐❛❧ ✐st ✉♥❞ ♠❡❤r ❛❧s ③✇❡✐ ❑❛t❡❣♦r✐❡♥ ❜❡s✐t③t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧❡ ✇✐r❞ s✐❡
❞✉r❝❤ ❉✉♠♠②✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✲ ❛❧s♦ ♠❡❤r❡r❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✲ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✾❪✳
❋ür ❥❡❞❡ ❉✉♠♠②✈❛r✐❛❜❧❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦✳
▲❛✉t ❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳ ❬✶✾✾✻❪ st❡❧❧t ❞✐❡ ◆✉❧❧❤②♣♦t❤❡s❡ H0 : βj = 0 ❡✐♥❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡s ❲❛❧❞✲
❚❡sts ❞❛r✱ ❞❡ss❡♥ ◆✉❧❧❤②♣♦t❤❡s❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✐st✳ ❉✐❡ ❚❡stst❛t✐st✐❦ ❞❡s

✶✾



✺✳✷ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡♥ ✺ ▼❡t❤♦❞✐❦

❲❛❧❞✲❚❡sts ✐st ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ✉♥t❡r H0 ❛s②♠♣t♦t✐s❝❤ χ2✲✈❡rt❡✐❧t✳ ✒❋ür ❞❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❬✳✳✳❪ ✐st
❞✐❡ ❲❛❧❞✲❙t❛t✐st✐❦ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ q✉❛❞r✐❡rt❡♥ ✒t✲❲❡rt✏ ✏ ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✶✾✾✻✱ ❙✳✽✽❪✳ ❖❢t ✇✐r❞
✐♥ ❞❡♥ ❖✉t♣✉ts ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧s❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❞❡r st❛t✐st✐s❝❤❡♥ ❙♦❢t✇❛r❡ ❘ ❬❘ ❈♦r❡ ❚❡❛♠✱ ✷✵✶✹❪
❞✐❡ ♥✐❝❤t✲q✉❛❞r✐❡rt❡ ❚❡stst❛t✐st✐❦ ❛✉s❣❡❣❡❜❡♥ ❬❙❝❤❧✐tt❣❡♥✱ ✷✵✶✸❪✳ ❉❛ ❞✐❡ ❆♥❛❧②s❡♥ ❞✐❡s❡r
❆r❜❡✐t ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ❙♦❢t✇❛r❡ ❘ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✉r❞❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ❞✐❡ ♥✐❝❤t✲q✉❛❞r✐❡rt❡♥
❚❡stst❛t✐st✐❦❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳

▼✐t ❞✐❡s❡♥ ❤✐❡r ❛❧s ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❚❡stst❛t✐st✐❦❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ▼ö❣✲
❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❛✉❢ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❘❛t✐♦s ❜❛s✐❡r❡♥❞❡♥ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲
❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ❡✐♥❡r ❆♥❛❧②s❡✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲
❜❛s✐❡rt ❛r❜❡✐t❡t✱ ③✉ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡s ❣❡s❝❤✐❡❤t s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ü❜❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❘❛♥✲
❦✐♥❣s✳
❇❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♥✉♥ ❘❛♥❦✐♥❣s ❞❡r
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ■♥ ❥❡❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥♠❛❧ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s✲
❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥ s♦✇✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ✐♥ ❡✐♥❡r ■t❡r❛t✐♦♥
❦♦♠♠t ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ♠✐t ❞❡r ❤ö❝❤st❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t ❣❛♥③ ♦❜❡♥ ✐♥ ❞❛s ❘❛♥❦✐♥❣ ❣❡✲
❢♦❧❣t ✈♦♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ♠✐t ③✇❡✐t❤ö❝❤st❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t ✉s✇✳ ❉❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❣✐❧t ❢ür
❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥✱ ♠✐t ❞❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ❊r❣ä♥③✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♥✐❝❤t ❞✐r❡❦t ♥❛❝❤ ❞❡♥
❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♥❛❝❤ ❞❡r❡♥ ❆❜s♦❧✉t❜❡trä❣❡♥ ❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ❧✐❡❣t ❞❛r❛♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ♥✐❝❤t✲q✉❛❞r✐❡rt❡♥ ❚❡stst❛t✐st✐❦❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ■❞❡❡✱ ♠✐t ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❘❛♥❦✐♥❣s ③✉ ❜✐❧❞❡♥✱ ✇✐r❞ ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡r❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✲
s❡❧❡❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛♥❣❡✇❛♥❞t✱ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ◗✉❡✈❡❞♦ ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✵✼❪✳ ❍✐❡r ❧✐❡❣t ❞❡r
❋♦❦✉s ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞❛r❛✉❢✱ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❘❛♥❦✐♥❣s ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✳ ■♥
❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❥❡❞♦❝❤ s♦❧❧ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❘❛♥❦✐♥❣s ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❜❡r❡✐ts st❛tt❣❡❢✉♥❞❡♥❡r ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❉❛ ✐♥ ❥❡❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❛✉❢ ❞❡♥ ③✇❡✐ ❙✉❜✲
❞❛t❡♥sät③❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛❧s♦ ③✇❡✐ ❘❛♥❦✐♥❣s ❢ür ❥❡❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③
❡✐♥❡r ■t❡r❛t✐♦♥✱ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r
❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥✳
❲✐❡ ❙❛✉❡r❜r❡✐ ✉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ❬✶✾✾✷❪ ❡r❦❧är❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❛❧s ❑r✐t❡✲
r✐❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❘❡❧❡✈❛♥③ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❘❛♥❦✐♥❣s ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥
■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧s♦ s♦ ✈❡rst❛♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤
✐❤r❡r ❘❡❧❡✈❛♥③ ❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❘❛♥❦✐♥❣s ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❦ö♥✲
♥❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❙✐♥♥ ✈❡rst❛♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ♠✐t ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣r♦ÿ❡r
❲❛❧❞st❛t✐st✐❦ ❤❛t ♠✐t ❤♦❤❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❡✐♥❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✱ ❞❡r s✐❝❤ ✈♦♥ ✵ ✉♥t❡r✲
s❝❤❡✐❞❡t ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✶❪✱ ✉♥❞ ✐st ❞❛♠✐t ✈♦♥ ❘❡❧❡✈❛♥③ ❢ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧✳

▼✐t❤✐❧❢❡ ❞❡s ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♥❛❝❤ ❙♣❡❛r♠❛♥ ❦❛♥♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡
③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❘❛♥❦✐♥❣s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐✲
t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❧✐❡❢❡r♥✳ ❏❡ ä❤♥❧✐❝❤❡r ❞✐❡ ❘❛♥❦✐♥❣s s✐♥❞✱ ❞❡st♦ ❤ö❤❡r ✐st ❞❡r
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t✳ ❊s ✐st ❤✐❡r ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡✱ ♦❜ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥ ❞❡♥
❘❛♥❦✐♥❣s ❞❡r ③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❛♥ ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ st❡❤❡♥✳ ❆❧s♦ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❞❡♥
❣❧❡✐❝❤s✐♥♥✐❣❡♥ ♠♦♥♦t♦♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❘❛♥❦✐♥❣s ❞❡r ③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡
✲ ❥❡✇❡✐❧s ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜
✇✐r❞ ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ♥❛❝❤ ❙♣❡❛r♠❛♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡r ❡✐♥❡ ▼❛ÿ③❛❤❧ ❢ür ❞❡♥
♠♦♥♦t♦♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❛♥❣✐❜t ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✶❪✳ ❇❡✐ ❞❡ss❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✇❡r❞❡♥
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✺✳✷ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡♥ ✺ ▼❡t❤♦❞✐❦

st❛tt ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ❞❡r❡♥ ❘ä♥❣❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✶❪✳
❩✉❡rst ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧♥ ✈♦♥ ❙♣❡❛r♠❛♥✬s ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ③✉ ❞❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s✲
❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ❦❛♥♥ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❞❡r ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧
❡♥t✇❡❞❡r ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ♦❞❡r ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❘❛♥❦✐♥❣s ✇❡r✲
❞❡♥✱ ✇✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❢ür ❥❡❞❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❊s ♠❛❝❤t ❦❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥✱ ❢ür ❡✐♥❡
❱❛r✐❛❜❧❡ ❡✐♥ ❘❛♥❦✐♥❣ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ♦❞❡r ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ■t❡✲
r❛t✐♦♥❡♥ ③✉ ❜✐❧❞❡♥✳ ❙❡✐❡♥ k = 1, ..., niter ❞✐❡ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✱ ✉♠ ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ niter✲♠❛❧
③✉❢ä❧❧✐❣ ❛✉❢③✉t❡✐❧❡♥✱ ✉♥❞ j = 1, ..., p ❞✐❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧s✳ ❉❛♥♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥
rg

(1)
kj ✉♥❞ rg

(2)
kj ❞❡♥ ❘❛♥❣ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t ❞❡r j✲t❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠ ❘❛♥❦✐♥❣ ❜❛s✐❡✲

r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ✶ ❞❡r k✲t❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥ ❜③✇✳ ❞❡♥ ❘❛♥❣ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t
❞❡r j✲t❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠ ❘❛♥❦✐♥❣ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ✷ ❞❡r k✲t❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥✳
❉✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ✈✐❡r ❋♦r♠❡❧♥ ❞❡s ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♥❛❝❤ ❙♣❡❛r♠❛♥ st❛♠♠❡♥
❛✉s ❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ◆♦t❛t✐♦♥ ✐st ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❛♥❣❡♣❛sst✳
❆✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✇✐r❞ ❢ür ❥❡❞❡ ■t❡r❛t✐♦♥ k ❡✐♥ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ü❜❡r ❛❧❧❡
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧

∑p

j=1 (rg
(1)
kj − rg

(1)
k )(rg

(2)
kj − rg

(2)
k )

√

∑p

j=1 (rg
(1)
kj − rg

(1)
k )2

∑p

j=1 (rg
(2)
kj − rg

(2)
k )2

✭✺✮

❜❡r❡❝❤♥❡t✳ rg(1)k ✉♥❞ rg
(2)
k st❡❤❡♥ ✐♥ ❋♦r♠❡❧ ✭✺✮ ❢ür ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❘ä♥❣❡ ❛❧❧❡r ❱❛r✐❛✲

❜❧❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ✶ ❞❡r k✲t❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥ ❜③✇✳ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❘ä♥❣❡
❛❧❧❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ✷ ❞❡r k✲t❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥✳
❆✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❧❛✉t❡t ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❘ä♥❣❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡ j ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧

∑niter

k=1 (rg
(1)
kj − rg

(1)
j )(rg

(2)
kj − rg

(2)
j )

√

∑niter

k=1 (rg
(1)
kj − rg

(1)
j )2

∑niter

k=1 (rg
(2)
kj − rg

(2)
j )2

. ✭✻✮

❍✐❡r❜❡✐ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ rg
(1)
j ✉♥❞ rg

(2)
j ✐♥ ❋♦r♠❡❧ ✭✻✮ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❘ä♥❣❡ ❞❡r j✲t❡♥ ❱❛✲

r✐❛❜❧❡ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ✶ ❛❧❧❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❜③✇✳ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❘ä♥❣❡
❞❡r j✲t❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ✷ ❛❧❧❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✳
❉✐❡ ❋♦r♠❡❧♥ ❢ür ❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛♥❛❧♦❣ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❡①✐st✐❡r❡♥ ✐♠
❋❛❧❧❡ ♠❡❤r❦❛t❡❣♦r✐❛❧❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ♠❡❤r❡r❡ ❉✉♠♠②✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t
❛✉❝❤ ♠❡❤r❡r❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t
❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ st❡❧❧t ❞✐❡s ❦❡✐♥ Pr♦❜❧❡♠ ❞❛r✳ ❊s ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ i = 1, ..., r ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
❞❡s ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ✉♥❞ k = 1, ..., niter ✇✐❡ ❣❡❤❛❜t ❞✐❡ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❜❡③❡✐❝❤✲
♥❡♥ rg

(1)
ki ✉♥❞ rg

(2)
ki ❞✐❡ ❘ä♥❣❡ ❞❡r i✲t❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ✐♥ ❞❡r k✲t❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥ ❥❡✇❡✐❧s ✐♥ ❞❡♠

❡rst❡♥ ❜③✇✳ ③✇❡✐t❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③✳ ❆✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❧❛✉t❡t ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧ ❢ür ❞❡♥
❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♥❛❝❤ ❙♣❡❛r♠❛♥ ❢ür ❥❡❞❡ ■t❡r❛t✐♦♥ k

∑r

i=1 (rg
(1)
ki − rg

(1)
k )(rg

(2)
ki − rg

(2)
k )

√

∑r

i=1 (rg
(1)
ki − rg

(1)
k )2

∑r

i=1 (rg
(2)
ki − rg

(2)
k )2

, ✭✼✮

✇♦❜❡✐ rg(1)k ✉♥❞ rg
(2)
k ✐♥ ❋♦r♠❡❧ ✭✼✮ ❢ür ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❘ä♥❣❡ ❛❧❧❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❜❛✲

s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ✶ ❞❡r k✲t❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥ ❜③✇✳ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❘ä♥❣❡ ❛❧❧❡r

✷✶



✺✳✷ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡♥ ✺ ▼❡t❤♦❞✐❦

❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ✷ ❞❡r k✲t❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥ st❡❤❡♥✳
❯♠ ❞❡♥ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞❡r ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ③✉ ❜❡r❡❝❤✲
♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❛✉❢❣r✉♥❞ ♠❡❤r❦❛t❡❣♦r✐❛❧❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❜❡♥öt✐❣t✱ ❢ür s♦❧❝❤❡ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❘❛♥❣ ③✉ ❜✐❧❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✇är❡✱
❢ür ❞✐❡s❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡♥ ❚❡st ✇✐❡ ❞❡♥ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❘❛t✐♦✲❚❡st ü❜❡r ❛❧❧❡ ❥❡✇❡✐❧s ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥
❉✉♠♠②✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥ ❬❘♦s♣❧❡s③❝③ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇❡r❞❡♥ st❛tt✲
❞❡ss❡♥ ❞✐❡ ❘ä♥❣❡ ❞❡r ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❞❡r ③✉ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❣❡❤ör❡♥❞❡♥ ❉✉♠♠②✈❛r✐❛❜❧❡♥
❣❡♠✐tt❡❧t✱ s♦❞❛ss ❢ür ❥❡❞❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❡✐♥ ❡✐♥③✐❣❡r ❘❛♥❣ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊s s❡✐❡♥
j = 1, ..., p ❞✐❡ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ✉♥❞ k = 1, ..., niter ❞✐❡ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✳ ◆✉♥
❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ❛❧s♦ rg

(1)
kj ✉♥❞ rg

(2)
kj ❞✐❡ ❘ä♥❣❡ ❞❡r j✲t❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❞❡r k✲t❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥ ❥❡✇❡✐❧s

✐♥ ❞❡♠ ❡rst❡♥ ❜③✇✳ ③✇❡✐t❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③✳ ■♠ ❋❛❧❧❡ ❡✐♥❡r ♠❡❤r❦❛t❡❣♦r✐❛❧❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡✲
③❡✐❝❤♥❡♥ rg

(1)
kj ✉♥❞ rg

(2)
kj ❞✐❡ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❞❡r ❘ä♥❣❡ ❞❡r ❉✉♠♠②✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡r ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡

✐♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥✳ ❉✐❡ ❋♦r♠❡❧ ❛✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❧❛✉t❡t
❢ür ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ j ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞

∑niter

k=1 (rg
(1)
kj − rg

(1)
j )(rg

(2)
kj − rg

(2)
j )

√

∑niter

k=1 (rg
(1)
kj − rg

(1)
j )2

∑niter

k=1 (rg
(2)
kj − rg

(2)
j )2

. ✭✽✮

■♥ ❋♦r♠❡❧ ✭✽✮ st❡❧❧❡♥ rg
(1)
j ✉♥❞ rg

(2)
j ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❘ä♥❣❡ ❞❡r j✲t❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❜❛s✐❡✲

r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ✶ ❛❧❧❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❜③✇✳ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❘ä♥❣❡ ❞❡r j✲t❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ✷ ❛❧❧❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞❛r✳ ❉❡r ❲❡rt❡❜❡r❡✐❝❤ ❞❡r
❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✉♠❢❛sst s♦✇♦❤❧ ❢ür ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡
❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❢ür ❜❡✐❞❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❛rt❡♥ ❞❛s ■♥t❡r✈❛❧❧ [−1, 1]✳

❲✐❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞❡r ❘ä♥❣❡ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❛✉s
❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt❄ ❋ür ❥❡❞❡ ❘❛t✐♦ ✇❡r❞❡♥ ✺✵ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❣❡r❡❝❤♥❡t✱ ❞❡r❡♥
❊r❣❡❜♥✐s ❥❡✇❡✐❧s ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❡rst❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✲
✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥
■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✳ ❲✐r❞ ❢ür ❥❡❞❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❡✐♥ ❑♦rr❡❧❛t✐✲
♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ s♦ ❣✐❜t ❞✐❡s❡r ❡✐♥❡ ▼❛ÿ③❛❤❧ ❞❛❢ür ❛♥✱ ✇✐❡ st❛❜✐❧ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐s✲
s❡ ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥ s✐♥❞✳ ❙✐♥❞ ✐♠
❊①tr❡♠❢❛❧❧ ❞✐❡ ❘❛♥❦✐♥❣s ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥ ❞❡♥
③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ✐❞❡♥t✐s❝❤✱ s♦ ❤❛t ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ❞❡♥ ❲❡rt ✶✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t
s✐❝❤ ❞❛♥♥ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❣❧❡✐❝❤s✐♥♥✐❣❡♥ ♠♦♥♦t♦♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s✲
❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡s ❡✐♥❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③❡s ✉♥❞ ❞❡♥❡♥ ❞❡s ❛♥❞❡r❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③❡s✳ ❍❛❜❡♥ ❞✐❡
❘❛♥❦✐♥❣s ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❊①tr❡♠❢❛❧❧ ❣❡♥❛✉ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ✉♠❣❡❦❡❤rt❡ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡✱ ✇✐r❞
❡✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t ♠✐t ❲❡rt ✲✶ ❡r✇❛rt❡t✳ ❉❡r ♠♦♥♦t♦♥❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ✐st ❞❛♥♥
❣❡❣❡♥s✐♥♥✐❣✳ ●✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡♥ ♠♦♥♦t♦♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✱ ✐st ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✵✳
❉✐❡s❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳
❇❡✐ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♥❛❤❡ ✶ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥
♠✐t ③✉❣❡❤ör✐❣❡r ❘❛t✐♦ ❛❧s st❛❜✐❧ ❡✐♥❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡
❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❘❛♥❦✐♥❣s ❧✐❡❢❡rt✳ ❇❡✐ ❑♦❡✣③✐✲
❡♥t❡♥ ♥❛❤❡ ✵ ♦❞❡r ❣❛r ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❘❛♥❦✐♥❣s
st❛r❦✱ s♦❞❛ss ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❙t❛❜✐❧✐tät ❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❲✐❡ ✐st ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ❞❡r ❘ä♥❣❡ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✲
✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥❄ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ♦❜❡♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ✇❡r❞❡♥ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s

✷✷



✺✳✷ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡♥ ✺ ▼❡t❤♦❞✐❦

❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✐❡s❡❧❜❡♥ ❘ä♥❣❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♠❥❡♥✐❣❡♥ ❢ür
❞✐❡ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✳ ❊s ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ü❜❡r ❛❧❧❡
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❤✐♥ ③✉r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ü❜❡r ❛❧❧❡ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✳ ❍❛t ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥
❛❧❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡s❡❧❜❡♥ ❘ä♥❣❡ ✐♥ ❞❡♥ ❘❛♥❦✐♥❣s ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐✲
t❡♥ ❞❡r ③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❘❛♥❦✐♥❣s ❞✐❡s❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❤r st❛❜✐❧✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧❡
❤❛t ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ❞✐❡s❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♥ ❲❡rt ✶✳ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❘ä♥❣❡
❞✐❡s❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❥❡❞♦❝❤ st❛r❦✱ ✇✐r❞ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t ✉♠ ✵ ❤❡r✉♠
s❝❤✇❛♥❦❡♥ ♦❞❡r ❜❡✐ ❣❡❣❡♥s✐♥♥✐❣❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞❡r ❘ä♥❣❡ s♦❣❛r ♥❡❣❛t✐✈✳ ❉✐❡ ❑♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❘❛♥❦✐♥❣s
❢ür ❡✐♥❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❛✉❝❤ ❞❡r
s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥t②♣ ✉♥❞ ❊✐♥✢✉ss ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ♠✐t❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ✐st ❛♥❛❧♦❣
③✉ ❞❡r ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜✲
♥✐ss❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✲ ❞✐❡s♠❛❧ ❥❡❞♦❝❤ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡✐♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❆♥❛❧②s❡✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ❧✐❡❢❡r♥
✐❞❡♥t✐s❝❤❡ ❘❛♥❦✐♥❣s ❛✉❢ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❡✐♥❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✈♦♠ ❲❡rt ✶✳ ❊✐♥❡
■t❡r❛t✐♦♥ ❧✐❡❢❡rt ❛❧s♦ ❞❛♥♥ s❡❤r st❛❜✐❧❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❘❛♥❦✐♥❣s ❛❧❧❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥✲
t❡♥ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞✐❡s❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐s❝❤ s✐♥❞✳ ❆✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡r
❱❛r✐❛❜❧❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❚❡stst❛t✐st✐❦❡♥ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥♥ s❡❤r st❛❜✐❧✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❘ä♥❣❡ ❞✐❡s❡r
❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳

✺✳✷✳✸ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥❣röÿ❡

❉✐❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥✱ ❞✐❡
❛✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s ✈♦♥ ❞r❡✐ r❡❛❧❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❜✐s❤❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③✲
❦r✐t❡r✐❡♥ ✉♥❞ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❡r❧❛♥❣t ✇❡r❞❡♥✱ s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ❛✉❢ ❉❛t❡♥sät③❡ ♠✐t
❞❡rs❡❧❜❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✉♥❞ ✲ ✇❡❣❡♥ ❞❡s ❍❛❧❜✐❡r❡♥s ✲ ♠✐t ❡✐♥❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥❣röÿ❡ ✈♦♥ ❡♥t✲
s♣r❡❝❤❡♥❞ n/2 ❛♥✇❡♥❞❜❛r✳ ❯♠ ❞✐❡ ❘♦❧❧❡ ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥❣röÿ❡ ❜❡✐ ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡r ♦♣t✐♠❛❧❡♥
❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ✺✵ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❜❡✐ ❞❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ❖③♦♥❡
❢ür ❛❧❧❡ ✈✐❡r ❘❛t✐♦s ♥♦❝❤ ③✇❡✐ ✇❡✐t❡r❡ ▼❛❧❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❇❡✐♠ ❡rst❡♥ ▼❛❧ ✇✐r❞✱ ❛♥st❛tt
❜❡✐ ❥❡❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ③✉❢ä❧❧✐❣ ③✉ ❤❛❧❜✐❡r❡♥✱ ③✉❢ä❧❧✐❣ ❡✐♥❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ❞❡r ●röÿ❡
n/3 ❣❡③♦❣❡♥✳ ❆✉s ❞❡♥ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ③✇❡✐t❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ❞❡rs❡❧✲
❜❡♥ ●röÿ❡ ❣❡③♦❣❡♥✳ ❆✉❢ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ s♦ ❡♥tst❛♥❞❡♥❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ✇✐❡❞❡r
✈✐❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ✈✐❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❘❛t✐♦s ❞✉r❝❤✲
❣❡❢ü❤rt✳ ❇❡✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ▼❛❧ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥❣röÿ❡ ✈♦♥ n/4 ❢ür ❞✐❡ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡
✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❲ür❞❡♥ s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤
❛♥❞❡r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❘❛t✐♦s ❡r❣❡❜❡♥✱ ✇ür❞❡ ❞❛s ❞✐❡ ❱❡r❛❧❧❣❡✲
♠❡✐♥❡r❜❛r❦❡✐t ❞❡r ③✉✈♦r ❡r❧❛♥❣t❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ✐♥ ❋r❛❣❡ st❡❧❧❡♥✳
■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ✐st ❞✐❡ ●röÿ❡ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s✱ ❛✉❢ ❞❡♠ ❡✐♥❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s✲
❡❧❡❦t✐♦♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ❡✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡r ❋❛❦t♦r ❞❛❢ür✱ ♦❜ ❦❧❡✐♥❡ ❘❛t✐♦s ü❜❡r❤❛✉♣t
✐♥ ❋r❛❣❡ ❦♦♠♠❡♥✳ ■st ❞❡r ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥❞❡ ❉❛t❡♥s❛t③ s❝❤♦♥ s❡❤r ❦❧❡✐♥✱ ❦ö♥♥t❡ ❞✐❡
❙❝❤ät③✉♥❣ ❜❡✐ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ♠ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ s❡❤r ✐♥ ▼✐t❧❡✐❞❡♥s❝❤❛❢t ❣❡③♦❣❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ❘❛t✐♦ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ♥♦❝❤ ❣✉t❡ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❧✐❡❢❡r♥ ❦ö♥♥t❡✳ ■♥
❡✐♥❡♠ s♦❧❝❤❡♥ ❋❛❧❧ ✐st ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ s❝❤♦♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ◗✉❛❧✐tät ❞❡r
❙❝❤ät③✉♥❣ ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t✳

✷✸
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✺✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❘

❉❛s ♦❜❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❱♦r❣❡❤❡♥ ✐st ✐♥ ❞❡r ❙♦❢t✇❛r❡ ❘ ❬❘ ❈♦r❡ ❚❡❛♠✱ ✷✵✶✹❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t✐❡rt✳ ❉❛❢ür ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ P❛❦❡t❡ ▼❆❙❙ ❬❱❡♥❛❜❧❡s ✉✳ ❘✐♣❧❡②✱ ✷✵✵✷❪✱ s✉r✈✐✈❛❧ ❬❚❤❡r♥❡❛✉✱ ✷✵✶✺❀
❚❤❡r♥❡❛✉ ✉✳ ●r❛♠❜s❝❤✱ ✷✵✵✵❪ ✉♥❞ t❡st✐t ❬❳✐❡✱ ✷✵✶✻❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❯♠ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛♥✲
s♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❛r③✉st❡❧❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❞✐❡ P❛❦❡t❡ ❣❣♣❧♦t✷ ❬❲✐❝❦❤❛♠✱ ✷✵✵✾❪✱ ❣r✐❞❊①tr❛
❬❆✉❣✉✐❡✱ ✷✵✶✺❪✱ ❝♦❧♦rs♣❛❝❡ ❬■❤❛❦❛ ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✶✺❀ ❩❡✐❧❡✐s ✉✳ ❛✳✱ ✷✵✵✾❪ ✉♥❞ ❣t❛❜❧❡ ❬❲✐❝❦❤❛♠✱
✷✵✶✷❪ ❣❡♥✉t③t✳ ❊s ❡①✐st✐❡r❡♥ ③✇❡✐ ❱❡rs✐♦♥❡♥ ❞❡r ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ❊✐♥❡ ❱❡rs✐♦♥ ✐st
❢ür ❉❛t❡♥ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❛✉❢ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡s ❧✐♥❡❛r❡s ▼♦❞❡❧❧ ❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱
✉♥❞ ❡✐♥❡ ❱❡rs✐♦♥ ❢ür Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t❞❛t❡♥✱ ❛✉❢ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥ ❈♦①✲▼♦❞❡❧❧ ❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥
s♦❧❧✳ ❉❡r ❆✉❢❜❛✉ ❞✐❡s❡r ③✇❡✐ ❱❡rs✐♦♥❡♥ ✐st ✐❞❡♥t✐s❝❤✱ ❡s s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ③✇❡✐ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ✈♦♥
❞❡♥❡♥ ❡✐♥❡ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❛✉❢r✉❢t✳ ❉❛s ●r✉♥❞❣❡rüst ❞✐❡s❡r ③✇❡✐ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ st❛♠♠t ✈♦♥ ❋r❛✉
Pr♦❢✳ ❉r✳ ❆♥♥❡✲▲❛✉r❡ ❇♦✉❧❡st❡✐①✳
■♥ ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❡rst❡❧❧t✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❣✐❜t
❡s ❡✐♥❡ ❙❝❤❧❡✐❢❡✱ ✐♥ ❞❡r niter✲♠❛❧ ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ③✉❢ä❧❧✐❣ ✐♥ ❞✐❡ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t
✇✐r❞✳ ■♥ ❥❡❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥ k ✇✐r❞ ü❜❡r ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ s❡t✳s❡❡❞ ❡✐♥ ♥❡✉❡r ❙t❛rt✇❡rt k ❢ür ❞❡♥
❩✉❢❛❧❧s❣❡♥❡r❛t♦r ❣❡s❡t③t✱ s♦❞❛ss ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ r❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r s✐♥❞✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r k✲
t❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❆♥❛❧②s❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❘❛t✐♦s ❞❡ss❡❧❜❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③❡s ♠✐t ❞❡♠s❡❧❜❡♥
❯♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ s✐♥❞ ❞❡s❤❛❧❜ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r✳ ❉✐❡ k✲t❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❉❛t❡♥s❛t✲
③❡s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✾✲✶ ❛r❜❡✐t❡t
♥ä♠❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ✇✐❡ ❞✐❡ k✲t❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❘❛t✐♦s ❞❡ss❡❧❜❡♥
❉❛t❡♥s❛t③❡s ♠✐t ❞❡♠s❡❧❜❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡✳ ❉✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥
❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♥ ❞❡r ❙❝❤❧❡✐❢❡ ♠✐t✲
❤✐❧❢❡ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ❣❧♠ ✉♥❞ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ❝♦①♣❤ ❛✉s ❞❡♠ P❛❦❡t s✉r✈✐✈❛❧ ❬❚❤❡r♥❡❛✉✱ ✷✵✶✺❀
❚❤❡r♥❡❛✉ ✉✳ ●r❛♠❜s❝❤✱ ✷✵✵✵❪ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳
❉✐❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❙❝❤❧❡✐✲
❢❡♥r✉♠♣❢ ❞❡r ❡rst❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❛✉❢❣❡r✉❢❡♥ ✇✐r❞✱ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ❣✐❜t ❡s ✇✐❡❞❡r ❡✐♥❡
❙❝❤❧❡✐❢❡✱ ❞✐❡ ❞❛s ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣ r❡❛❧✐s✐❡rt✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❘❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❦❡✐t ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ✐♥
❥❡❞❡♠ ♥❡✉❡♥ ❙❝❤❧❡✐❢❡♥❞✉r❝❤❧❛✉❢ ❡✐♥ ♥❡✉❡r s❡❡❞ ❣❡s❡t③t✳ ❉❛♥♥ ✇✐r❞ ♠✐tt❡❧s ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣
✉♥❞ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❘❛t✐♦ ❡✐♥❡ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡ ❣❡③♦❣❡♥✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡r ✇✐r❞ ♠✐tt❡❧s
❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ st❡♣❆■❈ ❛✉s ❞❡♠ P❛❦❡t ▼❆❙❙ ❡✐♥❡ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳
❙t❡♣❆■❈ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡t ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❙❝❤r✐tt ü❜❡r ❞❛s ❆■❈✱ ♦❜ ✉♥❞ ✇❡❧❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❛✉s ❞❡♠
▼♦❞❡❧❧ ❡♥t❢❡r♥t ✇✐r❞ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ❉✐❡ ✐♥♥❡r❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐✲
t❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❞ ❣✐❜t ❞✐❡s❡ ③✉rü❝❦✳ ❉❛s ❙❝❤ät③❡♥ ❞❡r ✈♦❧❧❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❣❡s❝❤✐❡❤t ♠✐t
❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ❣❧♠ ✉♥❞ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ❝♦①♣❤ ❛✉s ❞❡♠ P❛❦❡t s✉r✈✐✈❛❧ ❬❚❤❡r♥❡❛✉✱ ✷✵✶✺❀ ❚❤❡r✲
♥❡❛✉ ✉✳ ●r❛♠❜s❝❤✱ ✷✵✵✵❪✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ st❛rt❡t st❡♣❆■❈ ❞✐❡ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

❆✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ❲❛r♥♠❡❧❞✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ❝♦①♣❤ ❜❡✐ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡ ❞❡r ❉❛✲
t❡♥sät③❡ ●❧✐♦♠❛ ✉♥❞ P❇❈ ❛✉s❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❱❡rs✐♦♥ ❢ür ❞✐❡
Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t♠♦❞❡❧❧❡ ❧❡✐❝❤t ♠♦❞✐✜③✐❡rt ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❱❡r✲
s✐♦♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ❜❡✐ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡ ❦❡✐♥❡ ❲❛r♥✉♥❣❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❉✐❡s❡
❲❛r♥✉♥❣❡♥ ♠❡❧❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ s❡✐♥ ❦ö♥♥t❡♥✳ ❉✐❡ ❊r✲
❦❧är✉♥❣ ❞❛❢ür✱ ✇❛r✉♠ ❞✐❡s❡ ❲❛r♥♠❡❧❞✉♥❣❡♥ ❤✐❡r ❜❡✐♠ ❙❝❤ät③❡♥ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ❞❡r Ü❜❡r❧❡✲
❜❡♥s③❡✐t❞❛t❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❦ö♥♥t❡ ✇✐❡ ❢♦❧❣t s❡✐♥✳ ❇❡✐ Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t❞❛t❡♥ ❦❛♥♥ ❡s ♣❛ss✐❡r❡♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ❆✉❢t❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ✐♥ ❞✐❡ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ♦❞❡r ❞❛s ❩✐❡❤❡♥ ❛✉s ❞✐❡s❡♥ ❜❡✐♠
❘❡s❛♠♣❧✐♥❣ ✉♥❣❧ü❝❦❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ❙✐♥♥❡ ❣❡s❝❤✐❡❤t✱ ❞❛ss ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ❦❛t❡❣♦r✐❛❧❡♥ ❑♦✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥ ③✉ ❞❡r ❆✉❢t❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥ ❊✈❡♥ts ✉♥❞ ◆✐❝❤t✲❊✈❡♥ts ✉♥❛✉s❣❡✇♦❣❡♥

✷✹



✻✳✶ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ü❜❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ✻ ❊r❣❡❜♥✐ss❡

✐st✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ❡s s❡✐♥✱ ❞❛ss ✐♥ ❡✐♥❡r ❣❡③♦❣❡♥❡♥ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡ ❦❡✐♥❡ ❊✈❡♥ts
♠✐t ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❋❛❦t♦r❛✉s♣rä❣✉♥❣ ❡✐♥❡r ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✳ ❲❡❣❡♥ ❞✐❡s❡r
✉♥❛✉s❣❡✇♦❣❡♥❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥t❡ ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥
Pr♦❜❧❡♠❡ ❜❡r❡✐t❡♥✳ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ s♦❧❝❤❡ ❲❛r♥✉♥❣❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r
❆r❜❡✐t ✈❡r✇♦r❢❡♥✳
❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ tr❡t❡♥ ❜❡✐ ❞❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ●❧✐♦♠❛ ✉♥❞ P❇❈ ❞✐❡s❡❧❜❡♥ ❲❛r♥✉♥❣❡♥ ❜❡✐♠
❆✉s❢ü❤r❡♥ ❞❡r st❡♣❆■❈✲❋✉♥❦t✐♦♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ✐♥ ❩✉❣❡ ❞❡s ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥s♣r♦③❡ss❡s ❛✉❢✳ ❉✐❡s ❣❡s❝❤✐❡❤t ❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡♥ ❘❛t✐♦s ❞❡✉t❧✐❝❤ ❤ä✉✜❣❡r ❛❧s ❜❡✐
❣r♦ÿ❡♥ ❘❛t✐♦s✳ ❉✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ✐st✱ ❞❛ss ❥❡ ❦❧❡✐♥❡r ❞❛s ❘❛t✐♦ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦✲
❜❡♥ s✐♥❞✱ ❞❡st♦ s❝❤✇✐❡r✐❣❡r ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ✇✐r❞✳ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t s♦❧❝❤❡♥ ❲❛r♥♠❡❧❞✉♥❣❡♥
✇❡r❞❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ✈❡r✇♦r❢❡♥✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ❣✐❜t ❡s ❇❡❞❡♥❦❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ▲❛✉❢③❡✐t✳ ❉❡r
✇✐❝❤t✐❣❡r❡ ●r✉♥❞ ✐st ❥❡❞♦❝❤ ❞❡r✱ ❞❛ss ❦❧❡✐♥❡ ❘❛t✐♦s ♥✐❝❤t ❜❡✈♦rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥✱ ✐♥✲
❞❡♠ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✈❡r✇♦r❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥s♣r♦③❡❞✉r st❡♣❆■❈
❲❛r♥✉♥❣❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ■♥ ❩✉❦✉♥❢t s♦❧❧t❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡③ü❣✲
❧✐❝❤ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❛✉❢ ❇❛s✐s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❘❛t✐♦s
ä♥❞❡r♥✱ ✇❡♥♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❲❛r♥♠❡❧❞✉♥❣❡♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ st❡♣❆■❈ ✈❡r✇♦r❢❡♥
✇ür❞❡♥✳
❊✐♥❡ ❋r❛❣❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❘ ♥♦❝❤ st❡❧❧t✱ ✐st✱ ✇✐❡ st❡♣❆■❈
♠✐t ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ♠❡❤r ❛❧s ③✇❡✐ ❑❛t❡❣♦r✐❡♥ ❜❡s✐t③❡♥✱ ✉♠❣❡❤t✳ ❙♦❧❝❤❡ ♠❡❤r❦❛t❡❣♦r✐❛❧❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ♦❞❡r ♠❡❤r ❉✉♠♠②✈❛r✐❛❜❧❡♥ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳✱
✷✵✵✾❪✳ ❇❡✐ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✐st ❤✐❡r ❡r✇ü♥s❝❤t✱ ❞❛ss ❡♥t✇❡❞❡r ❛❧❧❡ ❉✉♠♠②✈❛r✐❛❜❧❡♥
❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉s ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥ ♦❞❡r ❛❧❧❡
❉✉♠♠②✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥ s♦❧❧❡♥✳ ❲✐❡ s✐❝❤ st❡♣❆■❈ ❜❡✐ ♠❡❤r❦❛t❡❣♦r✐❛❧❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐t ♠❡❤r ❛❧s ③✇❡✐ ❑❛t❡❣♦r✐❡♥ ✈❡r❤ä❧t✱ ❦❛♥♥ ❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐✲
♦♥ ❤❡r❛✉s❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ✐st✱ ❞❛ss st❡♣❆■❈ ✇✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t ❡♥t✇❡❞❡r ❛❧❧❡
❉✉♠♠②✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ♦❞❡r ❦❡✐♥❡ ❛✉s ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿt✳

✻ ❊r❣❡❜♥✐ss❡

◆✉♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ✉♥t❡r ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ✈♦r❣❡✲
st❡❧❧t❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡ ✉♥❞ ❞❡r ✉♥t❡r ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ❡r❦❧ärt❡♥ ▼❡t❤♦❞✐❦ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✉r❞❡♥✱
♣räs❡♥t✐❡rt✳ ❉✐❡ ▼❡t❤♦❞✐❦ ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸ s♦✇✐❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✷ ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳
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✻✳✶✳✶ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥

❩✉❡rst ✇✐r❞ ③✉r ❇❡✉rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛✲
❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦s ❞❛s ✉♥t❡r ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✷✳✶ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡
❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❢ür ❞✐❡ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❇❡✐ ❛❧❧❡♥ ❞r❡✐ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❧✐❡❢❡rt ✐♥
❥❡❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✳ ❊❜❡♥s♦ ✐st ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❞r❡✐ ❉❛t❡♥✲
sät③❡♥ ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✷✲✶ ❛♠ ③✇❡✐t❜❡st❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät✱ ❞❛♥♥ ❢♦❧❣t ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✹✲✶
✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✾✲✶✳ ❉❡♠③✉❢♦❧❣❡ ✐st ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❛❧❧❡r
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■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❜❡✐ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❛♠ ❣❡r✐♥❣st❡♥✳ ❉✐❡s❡ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡
s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ✉♥t❡r ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✷✳✶ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ■♥❦❧✉✲

❖③♦♥❡ ●❧✐♦♠❛ P❇❈

❘❛t✐♦ ✾✲✶ ✵✳✸✷✼ ✵✳✸✺✷ ✵✳✸✾✼
❘❛t✐♦ ✹✲✶ ✵✳✷✽✶ ✵✳✸✶✶ ✵✳✸✹✻
❘❛t✐♦ ✷✲✶ ✵✳✷✶✸ ✵✳✷✹✾ ✵✳✷✻✶
❘❛t✐♦ ✶✲✶ ✵✳✶✻✸ ✵✳✷✵✸ ✵✳✶✾✸

❚❛❜❡❧❧❡ ✶✿ ❚❛❜❡❧❧❡ ❞❡r ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❉❛✲
t❡♥sät③❡ ❖③♦♥❡✱ ●❧✐♦♠❛ ✉♥❞ P❇❈ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜✲
❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2✳ ❇❡✐ ❛❧❧❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❧✐❡❢❡rt ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞❛s ❦❧❡✐♥st❡ ♠✐tt❧❡r❡
❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠✳

s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❡✐♥❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ❥❡ ä❤♥❧✐❝❤❡r✱ ❞❡st♦ ❦❧❡✐♥❡r ❞❛s
❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❞✐❡s❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ✐st✳ ❏❡ ä❤♥❧✐❝❤❡r ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ③✇❡✐
❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ s✐♥❞✱ ❞❡st♦ st❛❜✐❧❡r ✐st ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ♠✐t ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ✐♥ ❞✐❡s❡r ■t❡r❛t✐♦♥✳
■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✷✻ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ✐♥ ❛❧❧❡♥ ✺✵ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥✲
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Diskordanzkriterium pro Iteration und Ratio
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❖③♦♥❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2✳
■♥ ❛❧❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❧✐❡❢❡rt ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞❛s ❦❧❡✐♥st❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠✳

s❛t③❡s ❖③♦♥❡ ❞❛s ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❛♠ ❦❧❡✐♥st❡♥ ✐st✱ ❛♠ ③✇❡✐t❦❧❡✐♥st❡♥
❞❛s ❑r✐t❡r✐✉♠ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✷✲✶✱ ❣❡❢♦❧❣t ✈♦♥ ❘❛t✐♦ ✹✲✶ ✉♥❞ ③✉❧❡t③t ❘❛t✐♦ ✾✲✶✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱
✇✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ❡r❦❧ärt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥
♠✐t ❞❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❛♠ ❡❤❡st❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ✈❛❧✐❞✐❡rt
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✇❡r❞❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❜❡✐
❞✐❡s❡r ❘❛t✐♦ ❛♠ ❣❡r✐♥❣st❡♥ s✐♥❞✳ ■♥ ♠❛♥❝❤❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✱ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ■t❡r❛t✐♦♥
✶✽✱ ✐st ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑r✐t❡r✐❡♥ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❘❛t✐♦s r❡❝❤t ❞❡✉t❧✐❝❤
③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ❇❡✐ ❛♥❞❡r❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ❞✐❡ ❑r✐t❡r✐❡♥ ♥ä❤❡r ❜❡✐❡✐♥❛♥❞❡r ✇✐❡
③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐♥ ❞❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✶✼ ♦❞❡r ✸✸✳
❉❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❇✐❧❞ ③❡✐❣t s✐❝❤ ❜❡✐♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ●❧✐♦♠❛✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✷✼ ✐st ③✉
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✿ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s
●❧✐♦♠❛ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2✳
■♥ ❛❧❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❧✐❡❢❡rt ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞❛s ❦❧❡✐♥st❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠✳

❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❤✐❡r ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♥ ❛❧❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❛♠
❦❧❡✐♥st❡♥ s✐♥❞✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❑r✐t❡r✐❡♥ ❞❡r ❘❛t✐♦s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ st❛r❦ ✐♥
❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✳
❉❡r ❉❛t❡♥s❛t③ P❇❈ ❜❡stät✐❣t ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✷✽ ❡❜❡♥s♦ ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❛❧s ❞✐❡✲
❥❡♥✐❣❡ ♠✐t ❞❡♥ ❦❧❡✐♥st❡♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛❧s ❞✐❡❥❡♥✐❣❡✱
❞✐❡ ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt✳

❉❛s ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ✇✐r❞ ❛✉s ❞❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ▲❡t③t❡r❡ ✇❡r✲
❞❡♥ ♥✉♥ ♣r♦ ■t❡r❛t✐♦♥ ❢ür ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❖③♦♥❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥
♥❛❝❤✈♦❧❧③✐❡❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✷✾ ✐st ❢ür ❥❡❞❡ ❞❡r ✺✵ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥
❡✐♥ ❙tr❡✉❞✐❛❣r❛♠♠ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❏❡❞❡r P✉♥❦t ❡♥t✲
s♣r✐❝❤t ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥✱ ❞❡r ①✲❲❡rt ✐st ❞❡r ❲❡rt ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s✲
❤ä✉✜❣❦❡✐t ❞❡s ❡rst❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③❡s✱ ❞❡r ②✲❲❡rt ✐st ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r❥❡♥✐❣❡ ❞❡s ③✇❡✐t❡♥
❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③❡s✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✸✵ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤t ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ❢ür
❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✾✲✶ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✷✻ ③✉ s❡❤❡♥ ✐st✱
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❞❡r ❘❛t✐♦s ✶✲✶ ✉♥❞ ✾✲✶ ✐♥ ❥❡❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ❛♠
♠❡✐st❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❤✐❡r ❞✐❡ ❙tr❡✉❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✐❡s❡r ❜❡✐❞❡♥ ❘❛t✐♦s ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ●r❛✜❦❡♥ ❞❡r ❘❛t✐♦s ✷✲✶ ✉♥❞ ✹✲✶ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣✳
❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ❙tr❡✉❞✐❛❣r❛♠♠❡♥ ❞✐❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ✽ ♥ä❤❡r st✉❞✐❡rt✳ ❇❡✐ ■t❡✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✿ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s
P❇❈ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2✳ ■♥
❛❧❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❧✐❡❢❡rt ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞❛s ❦❧❡✐♥st❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠✳

r❛t✐♦♥ ✽ ✐st ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❝❤ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ✐♥ ❞❡r
●r❛✜❦ ③✉ ❘❛t✐♦ ✾✲✶ ♥ä❤❡r ❛♥ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ❛❧s ❜❡✐ ❘❛t✐♦ ✶✲✶✳ ❉✐❡ P✉♥❦✲
t❡ str❡✉❡♥ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺ stär❦❡r✳ ❊s ❣✐❜t ❛❧s♦ ♠❡❤r❡r❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥ ■t❡r❛t✐♦♥ ✽✱ ❞❡r❡♥
■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✾✲✶ s✐❝❤ st❛r❦ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳
❊✐♥✐❣❡ P✉♥❦t❡ ❧✐❡❣❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♥❛❤❡ ❛♥ ❞❡r ②✲❆❝❤s❡✱ s✐❡ ❤❛❜❡♥ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡ ■♥❦❧✉✲
s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t ✐♥ ❞❡♠ ❡rst❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③✱ ✐♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ③✇❡✐ ❥❡❞♦❝❤ t❡✐❧✇❡✐s❡ ❡✐♥❡
r❡❧❛t✐✈ ❣r♦ÿ❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t✳ ❊❜❡♥s♦ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥✐❣❡ P✉♥❦t❡ ♥❛❤❡ ❞❡r ①✲❆❝❤s❡✳ ❇❡✐
❞✐❡s❡♥ ✐st ❡s ✉♠❣❡❦❡❤rt✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ♥✐❝❤t s♦ ♥❛❤❡ ❛♥
❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥ ✉♥❞ ❣❡♥❡r❡❧❧ ♥ä❤❡r ❜❡✐❡✐♥❛♥❞❡r✳ ❍✐❡r ❣✐❜t ❡s ❛❧s♦ ✐♥ ■t❡r❛t✐♦♥ ✽
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Inklusionshäufigkeiten der Subdatensätze pro Iteration für Ratio 9−1

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✿ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ♣r♦ ■t❡r❛t✐♦♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡ ❢ür ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✾✲✶ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣
❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2✳ ❉✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ str❡✉❡♥ ❤✐❡r stär❦❡r ❛❧s ✐♥ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ❘❛t✐♦
✶✲✶✳

✸✵



✻✳✶ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ü❜❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ✻ ❊r❣❡❜♥✐ss❡

r❛t✐♦♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ❡r❦❧är❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❍❛❧❜✐❡r❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s
✐♥ ❞✐❡s❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ③✇❡✐ s❡❤r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❣❡♥❡r✐❡rt ❤❛t✳ ❇❡✐♠ ❩✐❡❤❡♥
❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ♠✐t ❞❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ✾✲✶ s✐♥❞ ❞✐❡ s♦ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡♥ Ps❡✉✲
❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❞❡♥ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ s✐❡ ❡♥tst❛♥❞❡♥ s✐♥❞✱ ♥♦❝❤
s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤✳ ❏❡ ❦❧❡✐♥❡r ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ❣❡✇ä❤❧t ✇✐r❞✱ ♠✐t ❞❡r ❣❡③♦❣❡♥ ✇✐r❞✱ ❞❡st♦ ✉♥ä❤♥❧✐✲
❝❤❡r s✐♥❞ ❞✐❡ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✇✐r❞ ❞❡r ❯♠❢❛♥❣ ❞❡r
Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ♠✐t ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❘❛t✐♦s ❦❧❡✐♥❡r✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❍❛❧❜✐❡r✉♥❣
✈❡r✉rs❛❝❤t❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❦❧❡✐♥❡r❡r ❘❛t✐♦s
✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ✇❡♥✐❣❡r ✐♥ ❞✐❡ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ✇❡✐t❡r❣❡❣❡❜❡♥ ❛❧s ❜❡✐ ❣röÿ❡r❡♥ ❘❛t✐♦s✳
Ü❜❡rtr❛❣❡♥ ✇ür❞❡ ❞❛s ❜❡❞❡✉t❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ✉♥✲
❣❧ü❝❦❧✐❝❤❡ ❩✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ✈❡r✉rs❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ❜❡✐ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲
❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥s ♠✐t ❡✐♥❡r ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ♥✐❝❤t s♦
st❛r❦ ✐♥ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❛✉s✇❛❤❧ ♥✐❡❞❡rs❝❤❧❛❣❡♥ ✇ür❞❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r
❘❛t✐♦ ✶✲✶ ③✐❡❤❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ❛♥s❝❤❡✐♥❡♥❞ ♥✐❝❤t s♦ st❛r❦ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡s
❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ♥❛❝❤ s✐❝❤ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❘❛t✐♦s✳
❊s ❣✐❜t ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ♥✐❝❤t ♥✉r ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ✉♥❣❧ü❝❦✲
❧✐❝❤❡ ❩✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥ ✈❡r✉rs❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❏❡❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ❡♥t❤ä❧t ♣❡r s❡ ❑♦✈❛✲
r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡♥ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ③✉ ❞❡r
❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ✉♥❞ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡r
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❤✐♥✳

✻✳✶✳✷ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥

❊s st❡❧❧t s✐❝❤ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ♦❜ ❞✐❡ ❇❡✉rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❘❛t✐♦s ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ③✉ ❛♥❞❡r❡♥
❙❝❤❧üss❡♥ ❢ü❤r❡♥ ✇ür❞❡ ❛❧s ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ❞❛s ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡✲
r✐✉♠ ❤✐❡r✱ ✇✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✷✳✶ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❢ür ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻
❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✸✷ ✐st ❡✐♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ü❜❡r ❞✐❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t✲
③❡s ❖③♦♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❇❡✐ ✈✐❡❧❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐st ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞❛s ❑r✐t❡r✐✉♠ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞❛s
❦❧❡✐♥st❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ✐st ❜❡✐ ❞✐❡s❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s
❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠s ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✐st ❡❜❡♥s♦
❢❛st ✐♠♠❡r ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✷✲✶ ❞✐❡ ③✇❡✐t❦❧❡✐♥st❡✱ ❣❡❢♦❧❣t ✈♦♥ ❘❛t✐♦ ✹✲✶ ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❘❛t✐♦ ✾✲✶✳
❉r❡✐ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ t❛♥③❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❘❡✐❤❡✳ ❇❡✐ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❋▲●❊❲ ✐st ❞✐❡
❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❞❡r ❘❛t✐♦s ❣❡♥❛✉ ✉♠❣❡❦❡❤rt✱ ❤✐❡r ❧✐❡❢❡rt ❘❛t✐♦ ✾✲✶ ❞❛s ❦❧❡✐♥st❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③✲
❦r✐t❡r✐✉♠ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❙❊❳ ✉♥❞ ❋▲●❘❖❙❙ ✇❡✐s❡♥
❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❘❛t✐♦s ❛✉ÿ❡r ❞❡r ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❡✐♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ✈♦♥ ✵ ❛✉❢✳ ❉❛s ❑r✐t❡r✐✉♠
❞❡r ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❜❡trä❣t ❜❡✐ ✐❤♥❡♥ ✵✳✵✵✵✹✹ ❜③✇✳ ✵✳✵✵✵✵✹✱ ✐st ❛❧s♦ ❥❡✇❡✐❧s s❡❤r ♥❛❤❡ ❜❡✐ ✵✳ ❊✐♥
❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ♠✐t ❞❡♠ ❲❡rt ✵ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣✲
❦❡✐t❡♥ ❞✐❡s❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ✐❞❡♥t✐s❝❤
s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❞r❡✐ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❋▲●❊❲✱ ❙❊❳ ✉♥❞ ❋▲●❘❖❙❙ ❤❛❜❡♥ ❛❧❧❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠✱ ❞❛ss ❞✐❡
❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❜❡✐ ■❤♥❡♥ ❞❛s ❣röÿt❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❧✐❡❢❡rt✱ ❛❧s♦ ❞❛♠✐t ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s
❑r✐t❡r✐✉♠s ❞✐❡ ❛♠ ✇❡♥✐❣st❡♥ st❛❜✐❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✳
❲❡r❞❡♥ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞✐❡s❡r ❞r❡✐ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ st❡❧❧t s✐❝❤ ❤❡r❛✉s✱
❞❛ss s✐❡ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❤ö❝❤st❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡
s✐♥❞✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✸✸ ✐st ❞❡✉t❧✐❝❤ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❙❊❳ ✉♥❞
❋▲●❘❖❙❙ ❜❡✐ ❥❡❞❡r ❘❛t✐♦ ❢❛st ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞❡♥ ❲❡rt ✶ ❛❧s ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❜❡s✐t✲
③❡♥✳ ❋▲●❊❲ ❤❛t ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❘❛t✐♦s t❡✐❧✇❡✐s❡ ❛✉❝❤ ❡t✇❛s ❣❡r✐♥❣❡r❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥
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Diskordanzkriterium pro Variable und Ratio

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✿ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s
❖③♦♥❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2✳
❇❡✐ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❙❊❳✱ ❋▲●❘❖❙❙ ✉♥❞ ❋▲●❊❲ ❧✐❡❢❡rt ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ♥✐❝❤t ❞❛s ❦❧❡✐♥st❡ ❉✐s✲
❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠✳

❛❧s ✶ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❛✉❢③✉✇❡✐s❡♥✱ s❝❤❡✐♥t ❛❜❡r ❞❡♥♥♦❝❤ ♥❡❜❡♥ ❙❊❳
✉♥❞ ❋▲●❘❖❙❙ ✈♦♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ stär❦❡r❡r ❘❡❧❡✈❛♥③ ❢ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ③✉ s❡✐♥ ❛❧s ❞✐❡ ü❜r✐❣❡♥
❱❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞✐❡s❡ ❞r❡✐ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s❝❤❡✐♥❡♥ ❛♠ ❞❡✉t❧✐❝❤st❡♥ ❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡
❩✐❡❧❣röÿ❡ ③✉ ❜❡s✐t③❡♥ ✉♥❞ s❝❤❡✐♥❡♥ ❞❡s❤❛❧❜ ✈♦♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡r ❘❡❧❡✈❛♥③ ❢ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ③✉
s❡✐♥✳ ❙✐❡ ♠üss❡♥ ❛❜❡r ❞❡s❤❛❧❜ ♥✐❝❤t ❞❡♥ stär❦st❡♥ ❊✐♥✢✉ss ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❡✐♥❡s ❤♦❤❡♥ ❜❡tr❛❣s✲
♠äÿ✐❣❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❤❛❜❡♥✳ ❍♦❤❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡
s❛❣❡♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❛✉s✱ ❞❛ss s✐❡ ❤ä✉✜❣ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ s❡❧❡❦t✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ♥✐❝❤t ❥❡❞♦❝❤✱ ✇✐❡ ❣r♦ÿ
❞❡r ❇❡tr❛❣ ✐❤r❡s ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✐st✳
❋ür ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❤❛❜❡♥✱ s❝❤❡✐♥t ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡
❘❛t✐♦ st❛❜✐❧❡r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉ ❧✐❡❢❡r♥ ❛❧s ❦❧❡✐♥❡r❡ ❘❛t✐♦s✱ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❋▲●❊❲ ③✉
❡r❦❡♥♥❡♥ ✐st✳ ❋ür ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐t s❡❤r ❞❡✉t❧✐❝❤❡♠ ❊✐♥✢✉ss ✇✐❡ ❙❊❳ ✉♥❞ ❋▲●❘❖❙❙ ❜❡tr❛✲
❣❡♥ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❘❛t✐♦s ❢❛st ✐♠♠❡r ❞❡♥ ❲❡rt ✶✳ ❍✐❡r ♠❛❝❤t ❞✐❡
❲❛❤❧ ❞❡r ❘❛t✐♦ ❛❧s♦ ❦❡✐♥❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s✲
❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥✳ ❉❛s ③❡✐❣t s✐❝❤ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❛✉❝❤ ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❞✐❡s❡r
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✵ ❜③✇✳ ❢❛st ✵ s✐♥❞✱ ✇❛s ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✸✷ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥ ✐st✳ ❇❡✐ ❋▲●❊❲
❥❡❞♦❝❤ ♠❛❝❤t ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ❡t✇❛s ❛✉s✳ ❱❡r♠✉t❧✐❝❤ ❤ä♥❣t ❞❡r ●r✉♥❞
❞❛❢ür ❞❛♠✐t ③✉s❛♠♠❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡♥ ❱❛r✐❛✲
❜❧❡♥ ♠✐t ✇❡♥✐❣❡r ❞❡✉t❧✐❝❤❡♠ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❞✐❡ st❛❜✐❧❡r❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt ❛❧s
❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❘❛t✐♦s✳ ❏❡ ❦❧❡✐♥❡r ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥
✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ●röÿ❡ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✐st✱ ❞❡st♦ ♠❡❤r ❦ö♥♥t❡ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❡✐♥ ❣❡✇✐ss❡r
✒❱❡r✇❛s❝❤✉♥❣s❡✛❡❦t✏ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❉✐❡ ♦❜❡♥ s❝❤♦♥ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥ ❛✉s ❞❡♥
❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t s❝❤r✉♠♣❢❡♥❞❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥
✐♠♠❡r ✇❡♥✐❣❡r ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡♥ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ❦ö♥♥t❡ ❡s s❡✐♥✱ ❞❛ss
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✇✐❡ ❋▲●❊❲✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❤❛❜❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡r❡ ❘❛t✐♦
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 2 Variable FSAUGE
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Subdatensatz 1
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 2 Variable FLGEW
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Subdatensatz 1
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 2 Variable FSPFEI

0
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Subdatensatz 1
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s
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 2 Variable FSHLAUF

Ratio 9−1 4−1 2−1 1−1 

Inklusionshäufigkeiten der Subdatensätze pro Variable für alle Ratios

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✿ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ♣r♦ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣
❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❙❊❳✱ ❋▲●❘❖❙❙ ✉♥❞ ❋▲●❊❲ ✇❡✐s❡♥ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❘❛t✐♦s ❤♦❤❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥
❛✉❢✳

✸✸



✻✳✶ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ü❜❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ✻ ❊r❣❡❜♥✐ss❡

❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ✒✈❡r✇❛s❝❤❡♥✏ ✇❡r❞❡♥✱ s♦❞❛ss ✐❤r❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❡t✇❛s ✐♥st❛✲
❜✐❧❡r ✇❡r❞❡♥✳ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐t s❡❤r ❞❡✉t❧✐❝❤❡♠ ❊✐♥✢✉ss ✇✐❡ ❙❊❳ ♦❞❡r ❋▲●❘❖❙❙ s✐♥❞ ❞❛✈♦♥
❛♥s❝❤❡✐♥❡♥❞ ♥✐❝❤t s♦ st❛r❦ ❜❡tr♦✛❡♥✳ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐t ✇❡♥✐❣❡r
❞❡✉t❧✐❝❤❡♠ ❊✐♥✢✉ss ❤✐♥❣❡❣❡♥ s✐♥❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ❘❛t✐♦ ✇✐❡ ✶✲✶ st❛❜✐❧❡r✱ ❞❛ s✐❝❤ ❞❡r
✒❱❡r✇❛s❝❤✉♥❣s❡✛❡❦t✏ ❤✐❡r ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ♣♦s✐t✐✈ ❛✉s✇✐r❦t✳ ▼✐t❤✐❧❢❡ ❣r♦ÿ❡r ❘❛t✐♦s ✇✐❡ ✾✲✶
❣❡♥❡r✐❡rt❡ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ s✐♥❞ ❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤ ✉♥❞ tr❛♥s♣♦rt✐❡r❡♥
③✉❢ä❧❧✐❣❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥ s♦❧❝❤❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ✉♥❣❧ü❝❦❧✐❝❤❡r ❙t✐❝❤♣r♦✲
❜❡♥③✐❡❤✉♥❣ ❡♥tst❡❤❡♥✱ ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ❡❤❡r ✐♥ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❛✉s✇❛❤❧✳ ❏❡ ❦❧❡✐♥❡r
❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✐st✱ ❞❡st♦ ❦❧❡✐♥❡r ✐st ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ✉♥❞ ❞❡st♦
✇❡♥✐❣❡r t❛✉❝❤❡♥ ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ s♦❧❝❤❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥ ✐♥ ❞❡♥ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❛✉❢ ✉♥❞
❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ s♦♠✐t ❞❛♥♥ ✇❡♥✐❣❡r ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❛✉s✇❛❤❧✳

❊s ♠❛❝❤t ❛❧s♦ ❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✱ ♦❜ ❞✐❡ ❘❛t✐♦s ❛♥❤❛♥❞ ❞❡s ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠s ❛✉s
❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ♦❞❡r ❛✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡✉rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡③ü❣❧✐❝❤
❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✐st ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt✳ ❲❡r❞❡♥
❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ s♣✐❡❧t ❞✐❡ ❉❡✉t❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r❡♥ ❊✐♥✢✉ss❡s ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳ ❋ür ❱❛r✐❛❜❧❡♥
♠✐t ❞❡✉t❧✐❝❤❡♠ ❊✐♥✢✉ss s✐♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✾✲✶ st❛❜✐❧❡r✱ ❢ür
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐t s❡❤r ❞❡✉t❧✐❝❤❡♠ ❊✐♥✢✉ss ✐st ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❘❛t✐♦ ❛♥s❝❤❡✐♥❡♥❞ ❡❣❛❧✳ ■♥ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✼ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✸✸ ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❋▲●❊❲ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡
③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❛✉s ❙✐❝❤t ❞✐❡s❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ✉♥❣❡❡✐❣♥❡tst❡♥ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞✐❡ ■♥✲
❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❋▲●❊❲ tr♦t③❞❡♠ ✐♥ ❡✐♥❡♠ s❡❤r ❤♦❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❧✐❡❣❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t
❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ✇♦❤❧ ❣✉t ✇✐❞❡rs♣✐❡❣❡❧♥✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✸✷ ✐st ❛✉ÿ❡r✲
❞❡♠ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ✈♦♥ ❋▲●❊❲ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤
❦❧❡✐♥❡r ✐st ❛❧s ❞❛s ❦❧❡✐♥st❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ✈✐❡❧❡r ❛♥❞❡r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❍❖❈❍❖❩❖◆✱ ❋❙❆❚❊▼ ♦❞❡r ❋❙P❋❊■✳ ❉❛❤❡r s❝❤❡✐♥t ❛✉❝❤ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡✐♠
❉❛t❡♥s❛t③ ❖③♦♥❡ ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ❲❛❤❧ ✐♥ ❍✐♥s✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ③✉ s❡✐♥✳
❋ür ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ●❧✐♦♠❛ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ❱❛r✐❛✲
❜❧❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥❡♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ü❜❡r ❞✐❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❞❡r ❘❛t✐♦s ❢ür ❛❧❧❡
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ●❧✐♦♠❛✲❉❛t❡♥s❛t③❡s ❣✐❜t ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✸✺✳ ❍✐❡r ❣✐❜t ❡s ❡❜❡♥❢❛❧❧s
❡✐♥ ♣❛❛r ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞❛s ❦❧❡✐♥st❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❧✐❡❢❡rt✱
s♦♥❞❡r♥ ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✾✲✶ ❣❡❢♦❧❣t ✈♦♥ ✹✲✶✱ ✷✲✶ ✉♥❞ ✶✲✶ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤
✉♠ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❣r❛❞❞✱ ♦♣s ✉♥❞ trt✳
❲❡♥♥ ♥✉♥ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♠ ❖③♦♥❡✲❉❛t❡♥s❛t③ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥ ❞✐❡
❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ♠✐t❡✐♥❜❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✸✻ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❣r❛❞❞✱ ♦♣s ✉♥❞ trt s❡❤r ❤♦❤❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❉✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣
❞❡r P✉♥❦t❡ ❞❡r ❙tr❡✉❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✐❡s❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❞❡r
ü❜r✐❣❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❣r❛❞❞✱ ♦♣s ✉♥❞ trt s❝❤❡✐♥❡♥ ❡✐♥❡♥ ❦❧❛r ❞❡✉t❧✐❝❤❡r❡♥ ❊✐♥✲
✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ③✉ ❤❛❜❡♥ ❛❧s ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✳
❆✉❝❤ ❜❡✐♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ●❧✐♦♠❛ ❤ä♥❣t ❛❧s♦ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s✱ ✇❡❧❝❤❡ ❘❛t✐♦ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞✐❡
st❛❜✐❧st❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt✱ ♠✐t ❞❡r ❉❡✉t❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡s ❊✐♥✢✉ss❡s ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✱
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Inklusionshäufigkeiten der Subdatensätze pro Variable für alle Ratios
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❞❡♥❡♥ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❛♠ ❣röÿt❡♥ ✐st✳ ❲❡r✲
❞❡♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡
❛❧s ❑r✐t❡r✐✉♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❘❛t✐♦s ③✉ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥✱ ✐st ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ♥✐❝❤t s♦ ❡✐♥❞❡✉t✐❣
✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠s ③✉✈♦r✳ ❉❡♥♥ ❧❛✉t ❞✐❡s❡♠ ✇❛r ✐♥ ❛❧❧❡♥
■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡✱ ❞✐❡ ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❤✐❡r ♥✉r
✐♥ ✶✼ ❞❡r ✺✵ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞❡♥ ❣röÿt❡♥ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❛✉❢✇❡✐st ✉♥❞
❞❡♠♥❛❝❤ ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ✐st ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ✐♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ■t❡r❛✲
t✐♦♥❡♥ ❛♠ ❤ö❝❤st❡♥ ❦♦rr❡❧✐❡rt✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ s✐♥❞ ♥✉r ✐♥ ✶✸ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥
❛♠ ❤ö❝❤st❡♥ ❦♦rr❡❧✐❡rt✳ ❋ür ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❖③♦♥❡ ✉♥t❡rstüt③t ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣
❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞✐❡ st❛❜✐❧s✲
t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉ ❧✐❡❢❡r♥ s❝❤❡✐♥t✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ st❛❜✐❧❡r❡ ❛❧s ❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥✳
❇❡✐♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ●❧✐♦♠❛ s✐♥❞ ❡s ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✸ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✹✵ ♥✉r ✶✹ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✱ ✐♥ ❞❡✲
♥❡♥ ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡s✐t③t✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥
✐♥ ✷✾ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❛♠ ❤ö❝❤st❡♥ ❦♦rr❡❧✐❡rt✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡✱
❞✐❡ ✉♥t❡r ❞❡♥ ✈✐❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❘❛t✐♦s ✐♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡s✐t③t✳ ❉✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ s✐♥❞ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥♦❝❤ ❤ä✉✜❣❡r ❛♠ ❤ö❝❤st❡♥ ❦♦rr❡❧✐❡rt✳ ❍✐❡r
✇ür❞❡ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡✱ ❛✉❢ ❞❡♠ ❣❡s❛♠✲
t❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③ ❛✉s❣❡❢ü❤rt❡ ❆♥❛❧②s❡ st❛❜✐❧❡r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt ❛❧s ❡✐♥❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲
❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❛♥♥ ❞❡r ●r✉♥❞ ❢ür ❞❛s s❝❤❧❡❝❤t❡ ❆❜s❝❤♥❡✐❞❡♥
❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❛✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❝❤
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Inklusionshäufigkeiten der Subdatensätze pro Variable für alle Ratios

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✶✿ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ♣r♦ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s P❇❈ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣
❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❛❣❡ ✇❡✐st ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❘❛t✐♦s ❤♦❤❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❛✉❢✳
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Spearman's Korrelationskoeffizient der Inklusionshäufigkeiten und Waldstatistiken pro Iteration

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✷✿ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♥❛❝❤ ❙♣❡❛r♠❛♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛✲
t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦✲
❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2✳ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❧✐❡❢❡rt ✐♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥
❞❡♥ ❤ö❝❤st❡♥ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥✳

s❡✐♥✱ ❞❛ss✱ ✇✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✸ ❛♥❣❡❞❡✉t❡t✱ ❞✐❡ ❯♠❢ä♥❣❡ ❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ s♦
❦❧❡✐♥ s✐♥❞✱ ❞❛ss Pr♦❜❧❡♠❡ ❜❡✐♠ ❙❝❤ät③❡♥ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ❛✉❢❣❡tr❡t❡♥ s❡✐♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛s ❦ö♥♥t❡
③✉ ✐♥st❛❜✐❧❡r❡♥ ❘❛♥❦✐♥❣s ❢ü❤r❡♥✳

❙♦❧❧t❡ ❞✐❡s ❞❡r ❋❛❧❧ s❡✐♥✱ ✇är❡ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❜❡✐♠ P❇❈✲❉❛t❡♥s❛t③ ✐♥ ❞❡♥
♠❡✐st❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❛♠ ❤ö❝❤st❡♥ ❦♦rr❡❧✐❡rt ✇är❡♥✳ ❉❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡✲
♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡s P❇❈✲❉❛t❡♥s❛t③❡s ✐st ♥♦❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r ❛❧s ❞❡r❥❡♥✐❣❡ ❞❡s ●❧✐♦♠❛✲❉❛t❡♥s❛t③❡s✱
✇❡s❤❛❧❜ ❞❡r ❊✛❡❦t ❡✈❡♥t✉❡❧❧ s♦❣❛r ♥♦❝❤ stär❦❡r ③✉♠ ❚r❛❣❡♥ ❦♦♠♠❡♥ s♦❧❧t❡✳ ❲✐r❞ ❥❡❞♦❝❤
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✹ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✹✶ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❤✐❡r ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ✐♥ ✷✺ ■t❡r❛t✐♦✲
♥❡♥ ❛♠ ❤ö❝❤st❡♥ ❦♦rr❡❧✐❡rt ✐st✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ♥✉r ✐♥ ❞r❡✐ ❞❡r ✺✵ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥
❞✐❡ ❤ö❝❤st❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❉✐❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❞❡s P❇❈ ✇ür❞❡♥ ❛❧s♦ ❛✉❢ ❞❡♥ ❡rst❡♥
❇❧✐❝❦ ♠✐t♥✐❝❤t❡♥ ❞✐❡ ❚❤❡s❡ stüt③❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❞❡r Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t❞❛t❡♥✲
sät③❡ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢ä♥❣❡ ❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ③✉ s❝❤❧❡❝❤t❡♥ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥
✉♥❞ ❞❛♠✐t ✐♥st❛❜✐❧❡r❡♥ ❘❛♥❦✐♥❣s ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❢ü❤r❡♥✳
❲❡r❞❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s P❇❈ ❣❡♥❛✉❡r ❜❡✲
tr❛❝❤t❡t✱ ❢ä❧❧t ❡✐♥❡♠ ✐♥s ❆✉❣❡✱ ❞❛ss ✲ ❛♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ❞❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❖③♦♥❡ ✉♥❞ ●❧✐♦♠❛
✲ ❞✐❡s❡ ❤ä✉✜❣ ♥❡❣❛t✐✈ ❦♦rr❡❧✐❡rt s✐♥❞✳ ❲✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✷✳✷ ❡r❦❧ärt✱ s♣✐❡❧❡♥ ❞✐❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥
❞❡r ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✱ ❞❛ ❞❡r
❇❡tr❛❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✐r❞✳ ❊s ❦❛♥♥ ❛❧s♦ s❡✐♥✱ ❞❛ss ❡s ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠✲
❢❛♥❣ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s P❇❈ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ●❧✐♦♠❛ ❜❡✐♠ P❇❈✲❉❛t❡♥s❛t③
❜❡r❡✐ts ❜❡✐ ❞❡♥ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❞❡r ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ③✉ Pr♦❜❧❡♠❡♥ ❦♦♠♠t✳ ❉✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐✲
❦❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❣❡s❝❤ät③t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐ P❇❈ ❦❧❡✐♥❡r s✐♥❞ ❛❧s
❜❡✐ ●❧✐♦♠❛✳ ❉✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ♥♦❝❤ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢ä♥❣❡♥
❣❡s❝❤ät③t✳ ❇❡✐ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❤❛❧❜✐❡rt s✐❝❤ ❞❡r ❯♠❢❛♥❣ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ✐♠ ❱❡r✲
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Spearman's Korrelationskoeffizient der Inklusionshäufigkeiten und Waldstatistiken pro Iteration

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✸✿ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♥❛❝❤ ❙♣❡❛r♠❛♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛✲
t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ●❧✐♦♠❛ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦✲
❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2✳ ❉✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❧✐❡❢❡r♥ ✐♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥
■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞❡♥ ❤ö❝❤st❡♥ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥✳

❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥✳ ▼ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ❯♠❢ä♥❣❡ ❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥
❞❡s P❇❈✲❉❛t❡♥s❛t③❡s ❞❛♥♥ s♦ ❦❧❡✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲
❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ s♦ s❝❤✇✐❡r✐❣ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ③✐❡♠❧✐❝❤ ③✉❢ä❧❧✐❣ ✐♥
❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❧❛♥❞❡♥✳ ❲✐r❞ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✶ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✸✽ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss
❜❡✐ ❡✐♥✐❣❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ♠✐t ❛❜♥❡❤♠❡♥❞❡r ❘❛t✐♦ ✐♠♠❡r ♠❡❤r ✐♥ ❞✐❡ ▼✐tt❡ ❞❡s
❙tr❡✉❞✐❛❣r❛♠♠s ✇❛♥❞❡r♥✱ ❛❧s♦ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s P✉♥❦t❡s (0.5, 0.5)✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧❡ ✇ür❞❡♥ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡s ●❧✐♦♠❛✲❉❛t❡♥s❛t③❡s ✉♥❞ ✐♥s❜❡s♦♥✲
❞❡r❡ ❞❡s P❇❈✲❉❛t❡♥s❛t③❡s ❣❡♥❡r❡❧❧ ❛✉❢❣r✉♥❞ ③✉ ❦❧❡✐♥❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢ä♥❣❡ ♥✐❝❤t ✈✐❡❧ ③✉r
❇❡✉rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❘❛t✐♦s ❛✉ss❛❣❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❞✐❡s❡r ❉❛t❡♥sät③❡ ♠üss✲
t❡♥ ✐♥ ❋r❛❣❡ ❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❆s♣❡❦t s♦❧❧t❡ ✐♥ ❩✉❦✉♥❢t ❣❡♥❛✉❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✱
✇❡♥♥ ♠ö❣❧✐❝❤ ♠✐t Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t❞❛t❡♥sät③❡♥ ♠✐t ❣röÿ❡r❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣✳
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❉✐❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❡❜❡♥s♦ ✇✐❡ ❞✐❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❛✉❝❤ ❛✉s ❞❡r ❙✐❝❤t ❞❡r ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✉♥❞ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡ ✐st ✐♥
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✺ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✹✷ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❤✐❡r ❜❡✐ ✈✐❡❧❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✲
✜❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ♥❡❣❛t✐✈ ❦♦rr❡❧✐❡rt s✐♥❞✳
❲✐r❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❋▲●❊❲ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❑♦rr❡❧❛t✐✲
♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞✐❡s❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ♥❡❣❛t✐✈ s✐♥❞✳ ❉❛s ❙tr❡✉❞✐❛❣r❛♠♠ ✈♦♥ ❋▲●❊❲ ✐♥ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✼ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✸✸ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘ä♥❣❡ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❋▲●❊❲
❞❡s ❡✐♥❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③❡s t❡✐❧✇❡✐s❡ r❡❝❤t ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t ③✉ ❞❡♥ ❘ä♥❣❡♥ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s✲
❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡s ❛♥❞❡r❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥s❛t③❡s s✐♥❞✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞✐❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞❡r
❱❛r✐❛❜❧❡ ❋▲●❊❲ ❢ür ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❘❛t✐♦s ♥❡❣❛t✐✈ ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡♥
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Spearman's Korrelationskoeffizient der Inklusionshäufigkeiten und Waldstatistiken pro Iteration

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✹✿ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♥❛❝❤ ❙♣❡❛r♠❛♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛✲
t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s P❇❈ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦✲
❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2✳ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❧✐❡❢❡rt ✐♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥
❞❡♥ ❤ö❝❤st❡♥ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥✳

❘ä♥❣❡♥ ✐st ❣❡♠❡✐♥t✱ ❞❛ss ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ②✲❲❡rt ✈♦♥ ✶ ✉♥❞ ①✲❲❡rt❡♥✱ ❞✐❡ ❡t✇❛s
❣❡r✐♥❣❡r ❛❧s ✶ s✐♥❞✱ ❜❡✐ ❞❡♥ ②✲❲❡rt❡♥ ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡♥ ❘ä♥❣❡ ❜❡s✐t③❡♥✱ ❛❜❡r ❜❡✐ ❞❡♥ ①✲❲❡rt❡♥
❞✐❡ ♥✐❡❞r✐❣st❡♥ ❘ä♥❣❡✳ ●❡♥❛✉s♦ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥✐❣❡ P✉♥❦t❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ①✲❲❡rt ✈♦♥ ✶ ✉♥❞ ②✲
❲❡rt❡♥✱ ❞✐❡ ❡t✇❛s ❣❡r✐♥❣❡r ❛❧s ✶ s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡ P✉♥❦t❡ ❤❛❜❡♥ ❜❡✐ ❞❡♥ ①✲❲❡rt❡♥ ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡♥
❘ä♥❣❡✱ ❛❜❡r ❜❡✐ ❞❡♥ ②✲❲❡rt❡♥ ❞✐❡ ♥✐❡❞r✐❣st❡♥ ❘ä♥❣❡✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ❙♣❡❛r♠❛♥s✬s ❑♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ♥❡❣❛t✐✈✳
❚r♦t③❞❡♠ s✐♥❞ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❋▲●❊❲ ♦❜❥❡❦t✐✈ ❜❡tr❛❝❤t❡t ❡✐♥✐✲
❣❡r♠❛ÿ❡♥ st❛❜✐❧✱ ❞❛ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❤ör❡♥❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡
❣röÿt❡♥t❡✐❧s ❜❡✐❞❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ s❡❤r ❤♦❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❧✐❡❣❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡✉rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r
❘❛t✐♦s ü❜❡r ❞❡♥ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ♥❛❝❤ ❙♣❡❛r♠❛♥ ❜❡str❛❢t ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✲
✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❘ä♥❣❡ ③✉ st❛r❦✳ ❉✐❡s❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ✇✐r❢t ❛✉❝❤ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ▲✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ♦❜✐❣❡
❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✳
❇❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ♥✉♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❙❊❳ ✉♥❞ ❋▲●❘❖❙❙✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥
❞❡✉t❧✐❝❤st❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ③✉ ❤❛❜❡♥ s❝❤❡✐♥❡♥ ✉♥❞ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❧❛✉t ❞❡r ❉✐s✲
❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ s❡❤r st❛❜✐❧❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ■❤r❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ s✐♥❞ ❥❡✲
❞♦❝❤ ♥❛❤❡ ✵ ❜③✇✳ ♥❡❣❛t✐✈✳ ❊✐♥ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t ✈♦♥ ✵ ✇ür❞❡ s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥✱ ✇❡♥♥ ❛❧❧❡
P✉♥❦t❡ ❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ❘ä♥❣❡ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡s❡❧❜❡♥ ①✲ ✉♥❞ ②✲
❲❡rt❡ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❜❡s✐t③❡♥✳ ❉❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t
❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡ ❙❊❳ ❜❡✐ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❛❤❡r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❙❊❳✱
❋▲●❘❖❙❙ ✉♥❞ ❋▲●❊❲ ❜❡✐ ❞✐❡s❡r ❘❛t✐♦ ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡♥ ❘ä♥❣❡ ✐♥ ❢❛st ❛❧❧❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥
✉♥t❡r s✐❝❤ ❛✉❢t❡✐❧❡♥✱ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ✐♥ ❥❡❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r
❞✐❡s❡❧❜❡ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❤❛❜❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ✲ ③✇❛r s❡❤r ❤♦❤❡ ✲ ❘ä♥❣❡
❢ür ❙❊❳ ✐♥ ❞❡♥ ❘❛♥❦✐♥❣s ❞❡r ③✇❡✐ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡✱ ❞✐❡ ❞❛♥♥ ❥❡❞♦❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣
❡✐♥❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✳
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Waldstatistik

Spearman's Korrelationskoeffizient der Inklusionshäufigkeiten und Waldstatistiken pro Variable

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✺✿ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♥❛❝❤ ❙♣❡❛r♠❛♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ❱❛r✐❛✲
❜❧❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦✲
❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2✳ ❊s ❡①✐st✐❡r❡♥ ✈✐❡❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s✲
❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥✳

■♥t✉✐t✐✈ ✇ür❞❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❙❊❳ ✉♥❞ ❋▲●❘❖❙❙ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡✐♥ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐✲
❡♥t ♥❛❤❡ ❜❡✐ ✶ ❡r✇❛rt❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞✐❡s❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♦❜❥❡❦t✐✈
❜❡tr❛❝❤t❡t s❡❤r st❛❜✐❧ s✐♥❞✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✸✸ ③✉ s❡❤❡♥ ✐st✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ❙♣❡❛r♠❛♥✬s ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❘ä♥❣❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤
❡❤❡r ❦♦♥tr❛✐♥t✉✐t✐✈❡ ❲❡rt❡✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡s ✐st ❡✐♥ P✉♥❦t✱ ü❜❡r ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦✲
♥❡♥ ❞❡r ❘❛♥❦✐♥❣s ③✉r ❇❡✉rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❘❛t✐♦s ♥❛❝❤③✉❞❡♥❦❡♥✳

❇❡✐ ❞❡♥ Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t❞❛t❡♥sät③❡♥ ●❧✐♦♠❛ ✉♥❞ P❇❈ s✐♥❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❑♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥❡♥ ♥❡❣❛t✐✈✱ ❞✐❡ ●r❛✜❦❡♥ ❤✐❡r③✉ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣✳ ■♥ ❞❡♥ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥
❙tr❡✉❞✐❛❣r❛♠♠❡♥ str❡✉❡♥ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ st❛r❦✳ ❚❡✐❧✇❡✐s❡ ❦❛♥♥ ✐♥ ❞❡♥ ❙tr❡✉✲
❞✐❛❣r❛♠♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❉❛t❡♥sät③❡ ❛✉❝❤ r❡❝❤t ❣✉t ❡✐♥ ❣❡❣❡♥s✐♥♥✐❣❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❡r❦❛♥♥t
✇❡r❞❡♥ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✸✻ ✐♥ ❞❡♠ ❙tr❡✉❞✐❛❣r❛♠♠ ❞❡r ❱❛r✐❛✲
❜❧❡ s✉r❣❞ ❞❡s ●❧✐♦♠❛✲❉❛t❡♥s❛t③❡s✳ ❇❡✐ ❞❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r
■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❦♦♠♠❡♥ ❇❡❞❡♥❦❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢ä♥❣❡ ❞❡r ❉❛t❡♥sät③❡ ●❧✐♦✲
♠❛ ✉♥❞ P❇❈ ❛✉❢✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❩✇❡✐❢❡❧ ❛♥ ❞❡r ❊✐❣♥✉♥❣ ❞❡s ❛✉❢ ❞❡♥ ❘❛♥❦✐♥❣s ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥
❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♥❛❝❤ ❙♣❡❛r♠❛♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❛✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧
❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉❢❦♦♠♠❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❇❡❞❡♥❦❡♥ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❡t✇❛s r❡❧❛t✐✈✐❡rt✳ ■♥s❣❡s❛♠t
s❝❤❡✐♥t ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❡✐♥ s✐♥♥✈♦❧❧❡r❡s ▼❛ÿ ③✉r ❇❡✉rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r
❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ③✉ s❡✐♥ ❛❧s ❞✐❡ ❯♥t❡r✲
s✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❘❛♥❦✐♥❣s✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ❜❧❡✐❜t ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ❞❛✈♦♥ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠
③✉ ❦❧❡✐♥❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥❣röÿ❡♥ ❜❡✐ ❞❡♥ Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t❞❛t❡♥sät③❡♥ ❜❡st❡❤❡♥✳
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✻✳✸ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥❣röÿ❡ ✻ ❊r❣❡❜♥✐ss❡

✻✳✸ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥❣röÿ❡

❆♥❤❛♥❞ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡ ✇✐r❞ ♥♦❝❤ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❆s♣❡❦t ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät
❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ♥ä❤❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉❡r ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥❞❡ ●❡s✐❝❤ts✲
♣✉♥❦t ✐st✱ ♦❜ ❞✐❡ ❙❝❤❧üss❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡✲
♥❡♥ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦s ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❉❛t❡♥sät③❡ ♠✐t ❛♥❞❡r❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢ä♥❣❡♥ ❛❧s ❞❡♠
❤✐❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❖③♦♥❡ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r❜❛r s✐♥❞✳ ❉❛❢ür ✇✐r❞ ✐♥ ③✇❡✐ ✇❡✐t❡r❡♥
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ❖③♦♥❡ ✐♥ ❞❡♥ ✺✵ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ♥✐❝❤t ❤❛❧❜✐❡rt✱ s♦♥❞❡r♥ ❡s
✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ü❜❡rs❝❤♥❡✐❞❡♥❞❡ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❞❡r ●röÿ❡ n/3 ❜③✇✳ n/4 ❣❡③♦❣❡♥✳
❆✉❢ ❞✐❡s❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ✇✐❡ ③✉✈♦r ❛✉❢ ❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞❡s ❯♠❢❛♥❣s
n/2 ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❥❡✇❡✐❧s
❢ür ❞✐❡ ✈✐❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❘❛t✐♦s✳

✻✳✸✳✶ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ♥✴✸

❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❩✐❡❤✉♥❣ ♠✐t ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ n/3 ❜❡stät✐❣❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡s
❖③♦♥❡✲❉❛t❡♥s❛t③❡s ♠✐t ❍❛❧❜✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s✳ ❇❡✐ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐✲
t❡r✐❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✇❡✐st ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ st❡ts ❞❛s ❦❧❡✐♥st❡ ❑r✐t❡r✐✉♠ ❛✉❢✱ ❣❡❢♦❧❣t
✈♦♥ ❘❛t✐♦ ✷✲✶✱ ❘❛t✐♦ ✹✲✶ ✉♥❞ ❘❛t✐♦ ✾✲✶✳ ❉✐❡ ❛✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡✲
t❡♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❇✐❧❞ ✇✐❡ ❞✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❜❛s✐❡r❡♥❞
❛✉❢ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞❡r ●röÿ❡ n/2✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❙❊❳✱ ❋▲●❘❖❙❙ ✉♥❞ ❋▲●❊❲ ❤❛❜❡♥
❛♥s❝❤❡✐♥❡♥❞ ❞❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤st❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ✉♥❞ ❜❡✐ ✐❤♥❡♥ ❧✐❡❢❡rt ✐♠ ●❡❣❡♥✲
s❛t③ ③✉ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✳ ❉✐❡ ●r❛✜❦❡♥
❞❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ s♦✇✐❡ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ✐♠
❆♥❤❛♥❣✳
❲❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙tr❡✉❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✐❡s❡r ❯♥t❡rs✉✲
❝❤✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞❡r ●röÿ❡ n/2
✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✱ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✻ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✹✹ stär❦❡r str❡✉❡♥
❛❧s ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✸✸✳ ❇❡s♦♥❞❡rs st❛r❦ ✐st ❞✐❡s ❜❡✐ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✇✐❡ ❍❖❈❍❖❩❖◆✱
❋◆❖❍✷✹✱ ❋P❖▲▲ ♦❞❡r ❋❙P❋❊■ ③✉ s❡❤❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❙t❛❜✐❧✐tät s❝❤♦♥ ❜❡✐ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣
❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞❡r ●röÿ❡ n/2 ♥✐❝❤t ❜❡s♦♥❞❡rs ❣r♦ÿ ✐st✳ ●r✉♥❞ ❢ür
❞✐❡ stär❦❡r❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ✐st ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ❞❡r ❦❧❡✐♥❡r❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣✱ ❞❡r ③✉ ❡t✇❛s
s❝❤❧❡❝❤t❡r❡♥ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ③✉ ❡t✇❛s stär❦❡r str❡✉❡♥❞❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s✲
❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❢ü❤rt✳
❇❡✐ ❞❡♥ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✇❡✐st ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ♠✐t ✷✵
✈♦♥ ✺✵ ✐♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛✉❢✱ ❣❡❢♦❧❣t ✈♦♥ ❞❡♥ ❲❛❧❞✲
st❛t✐st✐❦❡♥ ♠✐t ✶✸ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥✳ ❇✐s ❛✉❢ ❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ✈♦♥ ❞r❡✐ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ❛❧❧❡
❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♣♦s✐t✐✈✳ ❲✐r❞ ❙♣❡❛r♠❛♥✬s ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ❣✐❜t ❡s ❛✉❝❤ ❤✐❡r ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞❡r
●röÿ❡ n/2 ✈✐❡❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ●r❛✜❦❡♥ ❞❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥
❛✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ s♦✇✐❡ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣✳
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 2 Variable FLGEW
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S
u

b
d

a
te

n
s
a

tz
 2 Variable FSPFEI
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 2 Variable FSHLAUF

Ratio 9−1 4−1 2−1 1−1 

Inklusionshäufigkeiten der Subdatensätze pro Variable für alle Ratios

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✻✿ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ♣r♦ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣
❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/3✳ ❉✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ str❡✉❡♥ stär❦❡r ❛❧s ❞✐❡ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠
❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2
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✻✳✸ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥❣röÿ❡ ✻ ❊r❣❡❜♥✐ss❡

✻✳✸✳✷ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ♥✴✹

❆✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ♠✐t ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ n/4 ✐st ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡✲
r✐❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡✱ ❞✐❡ ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt✳
❆✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❣❡s❡❤❡♥ ✐st ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ♠✐t ❞❡♠
❦❧❡✐♥st❡♥ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❛✉ÿ❡r ❜❡✐ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❙❊❳✱ ❋▲●❘❖❙❙ ✉♥❞ ❋▲●❊❲✳ ❇❡✐
❞✐❡s❡♥ ✇❡✐st ✇✐❡ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞❛s ❣röÿt❡
❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠ ❛✉❢✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❧✐❡❢❡rt ❜❡✐ ❞✐❡s❡♥ ❞r❡✐❡♥ ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✾✲✶ ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡✳
■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✼ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✹✻ str❡✉❡♥ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ❞❡r ❙tr❡✉❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✻
❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✹✹ stär❦❡r ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞❡r ●rö✲
ÿ❡ n/2✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✐st ❥❡t③t ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❙❊❳ ✉♥❞ ❋▲●❘❖❙❙ ❡✐♥❡ ❙tr❡✉✲
✉♥❣ ❡r❦❡♥♥❜❛r✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❢❛st ü❜❡r❤❛✉♣t
♥✐❝❤t str❡✉❡♥✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❑♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♣♦s✐t✐✈✳ ❍✐❡r ❧✐❡❢❡r♥ ❞✐❡ ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ♠✐t ✶✽ ✈♦♥ ✺✵ ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❛♠
❤ä✉✜❣st❡♥ ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡♥ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥✳ ❉❡r ●r✉♥❞ ❤✐❡r❢ür ❦❛♥♥ ❞❡r ♥♦❝❤♠❛❧s
❞❡✉t❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ❆♥❛❧②s❡ ♠✐t
❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ n/3 s❡✐♥✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r
▼♦❞❡❧❧❡ ❛✉❢ ❞❡♥ Ps❡✉❞♦st✐❝❤♣r♦❜❡♥ ❧❡✐❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t s✐♥❞ ✇✐❡❞❡r
✈✐❡❧❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♥❡❣❛t✐✈✳ ❉✐❡ ●r❛✜❦❡♥ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ♠✐t ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ n/4
❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♠ ❆♥❤❛♥❣✳ ❙✐❡ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥
❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ s♦✇✐❡ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❛✉s ❞❡♠
❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥✳

■♥s❣❡s❛♠t ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡ ❜❛s✐❡r❡♥❞
❛✉❢ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞❡r ●röÿ❡ n/2 ✈♦♥ ❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❙✉❜❞❛t❡♥sät✲
③❡♥ ♠✐t ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢ä♥❣❡♥ ❜❡stät✐❣t✳ ❉✐❡s ❧ässt ❞✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ③✉✱ ❞❛ss ❞✐❡
❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡✐♥❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s✲
❡❧❡❦t✐♦♥ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦s ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦✲
❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ❉❛s ✇ür❞❡ ❜❡❞❡✉t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❛✉❝❤ ✐♥
❉❛t❡♥sät③❡♥ ♠✐t ❛♥❞❡r❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❛❧s ❖③♦♥❡ st❛❜✐❧❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡r♥ s♦❧❧t❡✳
❉✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ✐st ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r P✉♥❦t✱ ❞❡r ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡r
❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❛✉❢ ❛♥❞❡r❡ ❉❛t❡♥sät③❡ ❜❡❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇❡r❞❡♥ ❞r❡✐ ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡ ❉❛t❡♥sät③❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ✐❤r❡r ❡✐❣❡♥❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥✳ ❉✐❡ ❘❛t✐♦
✶✲✶ ❧✐❡❢❡rt ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❞r❡✐ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐✉♠s ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥ ❊r✲
❣❡❜♥✐ss❡✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s s✐♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ③✇❡✐ Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t❞❛t❡♥sät③❡ ●❧✐♦♠❛ ✉♥❞
P❇❈✱ ✇✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ❡t✇❛s ♠✐t ❱♦rs✐❝❤t ③✉ ❜❡❤❛♥❞❡❧♥✱ s♦❞❛ss ❤✐❡r ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❯♥✲
t❡rs✉❝❤✉♥❣ st❛tt✜♥❞❡♥ s♦❧❧t❡✳ ❩✉❞❡♠ ✇✉r❞❡♥ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡r
❉❛t❡♥sät③❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ❜❡❛❝❤t❡t✳
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 2 Variable FLGROSS

0

0.5

1

0 0.5 1
Subdatensatz 1

S
u

b
d

a
te

n
s
a

tz
 2 Variable FMILB
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 2 Variable FNOH24
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 2 Variable FTIER
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 2 Variable FPOLL
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Subdatensatz 1
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 2 Variable FLTOTMED
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Subdatensatz 1
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 2 Variable FO3H24
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Subdatensatz 1
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 2 Variable FSPT
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Subdatensatz 1
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 2 Variable FTEH24
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Subdatensatz 1
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 2 Variable FSATEM

0
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Subdatensatz 1
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 2 Variable FSAUGE

0
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0 0.5 1
Subdatensatz 1
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s
a

tz
 2 Variable FLGEW

0

0.5

1

0 0.5 1
Subdatensatz 1
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 2 Variable FSPFEI

0
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0 0.5 1
Subdatensatz 1

S
u
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n
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 2 Variable FSHLAUF

Ratio 9−1 4−1 2−1 1−1 

Inklusionshäufigkeiten der Subdatensätze pro Variable für alle Ratios

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✼✿ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ♣r♦ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❘❛t✐♦s ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣
❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/4✳ ❉✐❡ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ str❡✉❡♥ stär❦❡r ❛❧s ❞✐❡ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❖③♦♥❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠
❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥ ❥❡✇❡✐❧s n/2

✹✻



✼ ❋❛③✐t

✼ ❋❛③✐t

■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡✲
❧❡❦t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦s ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡s ❣❡s❝❤❛❤
ü❜❡r ❞❛s ❇✐❧❞❡♥ ✈♦♥ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡♥ ③✉r ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡♥ ❱❛❧✐❞✐❡r✉♥❣✳ ❉✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ■♥✲
❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❛❧s ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥❡♥ ❛✉❢ ✐❤r❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ❤✐♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❘❛t✐♦s ✇❛r❡♥ ✾✲✶✱
✹✲✶✱ ✷✲✶ ✉♥❞ ✶✲✶✳
❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ü❜❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❜❡✉rt❡✐❧t✳ ❉✐❡s❡ ✇✉r❞❡♥ ❛✉❢ ③✇❡✐
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲❡✐s❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ s♦✇✐❡ ❛✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡r
❱❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❉✐❡ ❑r✐t❡r✐❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ ❡r❣❛❜❡♥✱ s♣r❡❝❤❡♥ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥
❞r❡✐ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt✳
❆✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s♣✐❡❧t ❛♥s❝❤❡✐♥❡♥❞ ❞✐❡ ❉❡✉t❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡s ❊✐♥✢✉ss❡s ❞❡r
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳ ■♥ ❛❧❧❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ s❝❤❡✐♥❡♥ ❜❡✐ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✲
✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣röÿ❡ ❤❛❜❡♥✱ ❣röÿ❡r❡ ❘❛t✐♦s st❛❜✐❧❡r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉ ♣r♦❞✉③✐❡r❡♥✳ ▲❡t③t❧✐❝❤
✇❛r ❜❡✐ ❞✐❡s❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❛s ❑r✐t❡r✐✉♠ ❞❡r ❘❛t✐♦ ✶✲✶ tr♦t③❞❡♠ ♥♦❝❤ ❜❡ss❡r ❛❧s ❞❛s ❜❡st❡
❑r✐t❡r✐✉♠ ✈✐❡❧❡r ❛♥❞❡r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③❡s✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ s❝❤❡✐♥t
❛✉❝❤ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ r❡❝❤t st❛❜✐❧❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉ ❧✐❡❢❡r♥✳
❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ③✉ ❜❡✉rt❡✐❧❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ❘❛♥❦✐♥❣s
ü❜❡r ❙♣❡❛r♠❛♥✬s ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥✳ ❉✐❡ ❘❛♥❦✐♥❣s ✇✉r❞❡♥ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ■♥❦❧✉s✐♦♥s✲
❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥❡♥ ❜③✇✳ ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❲❛❧❞st❛✲
t✐st✐❦❡♥ ❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ❦♦♥♥t❡♥ ❞✐❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥
❜③✇✳ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❘❡s✉❧t❛t❡ ❞✐❡s❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣s✇❡✐s❡ ✇❛r❡♥ ♥✐❝❤t
s♦ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ✇✐❡ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥✳ ❉✐❡ ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❛✉s
❙✐❝❤t ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ♠❡✐st ♣♦s✐t✐✈✳ ❊✐♥❡ ❆✉s♥❛❤♠❡ ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡
❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞❡r ❘ä♥❣❡ ❞❡r ❲❛❧❞st❛t✐st✐❦❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s P❇❈✳ ❆✉s ❞❡♠ ❇❧✐❝❦✇✐♥❦❡❧
❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❣✐❜t ❡s ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ✈✐❡❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✳ ■♥s❣❡s❛♠t ✐st ❞✐❡
❊✐❣♥✉♥❣ ❞✐❡s❡r ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ❇❡✉rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ✐♥ ❋r❛❣❡ ③✉ st❡❧❧❡♥✱ ❞❛ ❛✉❝❤ ❢ür
❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐t s❡❤r st❛❜✐❧❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ s❡❤r ❤♦❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ♥❡❣❛t✐✈❡
❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳
❋ür ❡✐♥❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ✇✉r❞❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ♠✐t ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢ä♥❣❡♥
❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❩✐❡❧ ✇❛r ❡s ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ ❙t❛❜✐❧✐tät ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡ ❲❛❤❧
❞❡r ❘❛t✐♦ ✈♦♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❛❜❤ä♥❣❡♥✱ ❛✉❢ ❞❡♠ ❡✐♥❡ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲
❜❛s✐❡rt❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ♠✐tt❡❧s ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥
❜❡stät✐❣t❡♥ ❞✐❡ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞✐❡s❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s✳ ❊s ✇❛r ✐♥ ❞❡♥ ■♥❦❧✉s✐♦♥s❤ä✉✲
✜❣❦❡✐t❡♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣s ③✉
❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✳ ❉❛s ❧❡❣t ❞✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ♥❛❤❡✱ ❞❛ss ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞✐❡
❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡r♥ s♦❧❧t❡✳
❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❆s♣❡❦t ✐st ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡✐♥❡r ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲
❜❛s✐❡rt❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡♥ ❲❛❤❧ ❞❡r ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣✲❘❛t✐♦ ✈♦♥
❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❉❛t❡♥✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ✇✉r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❞r❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❉❛✲
t❡♥sät③❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❍✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❉✐s❦♦r❞❛♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ✇✐❡s❡♥ ❛❧❧❡ ❞r❡✐ ❉❛t❡♥sät③❡ ❞✐❡
❘❛t✐♦ ✶✲✶ ❛❧s ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ❛✉s✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛s✐❡rt❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥s❡❧❡❦t✐♦♥ ❞✐❡ st❛❜✐❧st❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡r♥ s♦❧❧t❡✳ ■♥ ❩✉❦✉♥❢t s♦❧❧t❡ ❞✐❡s❡r ❆s♣❡❦t ♥♦❝❤ ✇❡✐t❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳
❲❡♥♥ ♠ö❣❧✐❝❤ s♦❧❧t❡♥ ❛✉❝❤ Ü❜❡r❧❡❜❡♥s③❡✐t❞❛t❡♥sät③❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣r♦ÿ❡♥ ❙t✐❝❤✲
♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t

✹✼



✼ ❋❛③✐t

❞❡r ❙t❛❜✐❧✐tät ✈♦♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ▼✐t❡✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣
♠ö❣❧✐❝❤❡r ❑♦rr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑♦✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥sät③❡ ✐st ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❆s♣❡❦t✱
❞❡r ✐♥ ❩✉❦✉♥❢t ♥ä❤❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡✳
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▲✐t❡r❛t✉r

▲✐t❡r❛t✉r

❬❆❧t♠❛♥ ✉✳ ❆♥❞❡rs❡♥ ✶✾✽✾❪ ❆❧t♠❛♥✱ ❉♦✉❣❧❛s ●✳ ❀ ❆♥❞❡rs❡♥✱ P❡r ❑✳✿ ❇♦♦tstr❛♣ ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❈♦① r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥✿ ❙t❛t✐st✐❝s ■♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡ ✽ ✭✶✾✽✾✮✱
◆r✳ ✼✱ ❙✳ ✼✼✶✕✼✽✸

❬❆✉❣✉✐❡ ✷✵✶✺❪ ❆✉❣✉✐❡✱ ❇❛♣t✐st❡✿ ❣r✐❞❊①tr❛✿ ▼✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s ❋✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ✧●r✐❞✧●r❛♣❤✐❝s✱
✷✵✶✺✳ ❤tt♣✿✴✴❈❘❆◆✳❘✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✴♣❛❝❦❛❣❡❂❣r✐❞❊①tr❛✳ ✕ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✵✳✵

❬❞❡ ❇✐♥ ✉✳ ❛✳ ✷✵✶✻❪ ❇✐♥✱ ❘✐❝❝❛r❞♦ ❞❡ ❀ ❏❛♥✐t③❛✱ ❙✐❧❦❡ ❀ ❙❛✉❡r❜r❡✐✱ ❲✐❧❧✐ ❀ ❇♦✉❧❡st❡✐①✱
❆♥♥❡✲▲❛✉r❡✿ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ✈❡rs✉s ❇♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ✐♥ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣✲❇❛s❡❞ ▼♦❞❡❧ ❙❡❧❡❝t✐♦♥
❢♦r ▼✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✳ ■♥✿ ❇✐♦♠❡tr✐❝s ✼✷ ✭✷✵✶✻✮✱ ◆r✳ ✶✱ ❙✳ ✷✼✷✕✷✽✵

❬❈❤❡♥ ✉✳ ●❡♦r❣❡ ✶✾✽✺❪ ❈❤❡♥✱ ❈❤❡♥✲❍s✐♥ ❀ ●❡♦r❣❡✱ ❙t❡♣❤❡♥ ▲✳✿ ❚❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❛♥❞
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣♥♦st✐❝ ❢❛❝t♦rs ✈✐❛ ❈♦①✬s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❤❛③❛r❞s r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥✿
❙t❛t✐st✐❝s ■♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡ ✹ ✭✶✾✽✺✮✱ ◆r✳ ✶✱ ❙✳ ✸✾✕✹✻

❬❈♦♣❛s ✉✳ ▲♦♥❣ ✶✾✾✶❪ ❈♦♣❛s✱ ❏✳ ❇✳ ❀ ▲♦♥❣✱ ❚✐❛♥②♦♥❣✿ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❱❛r✐❛♥❝❡
✐♥ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ❖❢ ❚❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧
❙♦❝✐❡t②✿ ❙❡r✐❡s ❉ ✭❚❤❡ ❙t❛t✐st✐❝✐❛♥✮ ✹✵ ✭✶✾✾✶✮✱ ◆r✳ ✶✱ ❙✳ ✺✶✕✺✾

❬❉❛✈✐s♦♥ ✉✳ ❛✳ ✷✵✵✸❪ ❉❛✈✐s♦♥✱ ❆✳ ❈✳ ❀ ❍✐♥❦❧❡②✱ ❉✳ ❱✳ ❀ ❨♦✉♥❣✱ ●✳ ❆✳✿ ❘❡❝❡♥t ❉❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥ts ✐♥ ❇♦♦tstr❛♣ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ■♥✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✽ ✭✷✵✵✸✮✱ ◆r✳ ✷✱ ❙✳ ✶✹✶✕✶✺✼

❬❊❢r♦♥ ✉✳ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✶✾✽✻❪ ❊❢r♦♥✱ ❇✳ ❀ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳✿ ❇♦♦tstr❛♣ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❙t❛♥❞❛r❞
❊rr♦rs✱ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ■♥t❡r✈❛❧s✱ ❛♥❞ ❖t❤❡r ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆❝❝✉r❛❝②✳ ■♥✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧
❙❝✐❡♥❝❡ ✶ ✭✶✾✽✻✮✱ ◆r✳ ✶✱ ❙✳ ✺✹✕✼✺

❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳ ✶✾✾✻❪ ❋❛❤r♠❡✐r✱ ▲✉❞✇✐❣ ✭❍rs❣✳✮ ❀ ❍❛♠❡r❧❡✱ ❆❧❢r❡❞ ✭❍rs❣✳✮ ❀ ❚✉t③✱
●❡r❤❛r❞ ✭❍rs❣✳✮✿ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ st❛t✐st✐s❝❤❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥✳ ✷✳✱ ü❜❡r❛r❜✳ ❆✉✢✳ ❇❡r❧✐♥ ✿ ❲❛❧t❡r
❞❡ ●r✉②t❡r ✫ ❈♦✳✱ ✶✾✾✻

❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳ ✷✵✵✾❪ ❋❛❤r♠❡✐r✱ ▲✉❞✇✐❣ ❀ ❑♥❡✐❜✱ ❚❤♦♠❛s ❀ ▲❛♥❣✱ ❙t❡❢❛♥✿ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✿
▼♦❞❡❧❧❡✱ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✉♥❞ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✳ ✷✳ ❆✉✢✳ ❇❡r❧✐♥ ✉♥❞ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ✿ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✾

❬❋❛❤r♠❡✐r ✉✳ ❛✳ ✷✵✶✶❪ ❋❛❤r♠❡✐r✱ ▲✉❞✇✐❣ ❀ ❑ü♥st❧❡r✱ ❘✐t❛ ❀ P✐❣❡♦t✱ ■r✐s ❀ ❚✉t③✱ ●❡r✲
❤❛r❞✿ ❙t❛t✐st✐❦✿ ❉❡r ❲❡❣ ③✉r ❉❛t❡♥❛♥❛❧②s❡✳ ✼✳ ❆✉✢✳✱ ❦♦rr✳ ◆❛❝❤❞r✳ ❇❡r❧✐♥ ✉♥❞ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣
✿ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✶

❬●✐✜ ✶✾✾✵❪ ●✐❢✐✱ ❆❧❜❡rt✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❆♥❛❧②s✐s✳ ✶✳ ❆✉✢✳ ❈❤✐❝❤❡st❡r ✿ ❲✐❧❡②✱
✶✾✾✵

❬❍❡♥❞❡rs♦♥ ✉✳ ❱❡❧❧❡♠❛♥ ✶✾✽✶❪ ❍❡♥❞❡rs♦♥✱ ❍❛r♦❧❞ ❱✳ ❀ ❱❡❧❧❡♠❛♥✱ P❛✉❧ ❋✳✿ ❇✉✐❧❞✐♥❣
▼✉❧t✐♣❧❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ▼♦❞❡❧s ■♥t❡r❛❝t✐✈❡❧②✳ ■♥✿ ❇✐♦♠❡tr✐❝s ✸✼ ✭✶✾✽✶✮✱ ◆r✳ ✷✱ ❙✳ ✸✾✶✕✹✶✶

❬■❤❛❦❛ ✉✳ ❛✳ ✷✵✶✺❪ ■❤❛❦❛✱ ❘♦ss ❀▼✉rr❡❧❧✱ P❛✉❧ ❀❍♦r♥✐❦✱ ❑✉rt ❀ ❋✐s❤❡r✱ ❏❛s♦♥ ❈✳ ❀ ❩❡✐✲
❧❡✐s✱ ❆❝❤✐♠✿ ❝♦❧♦rs♣❛❝❡✿ ❈♦❧♦r ❙♣❛❝❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✷✵✶✺✳ ❤tt♣✿✴✴❈❘❆◆✳❘✲♣r♦❥❡❝t✳

♦r❣✴♣❛❝❦❛❣❡❂❝♦❧♦rs♣❛❝❡✳ ✕ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✷✲✻
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▲✐t❡r❛t✉r

❬■❤♦rst ✉✳ ❛✳ ✷✵✵✹❪ ■❤♦rst✱ ●✳ ❀ ❋r✐s❝❤❡r✱ ❚✳ ❀ ❍♦r❛❦✱ ❋✳ ❀ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ▼✳ ❀ ❑♦♣♣✱
▼✳ ❀ ❋♦rst❡r✱ ❏✳ ❀ ▼❛tt❡s✱ ❏✳ ❀ ❑✉❡❤r✱ ❏✳✿ ▲♦♥❣✲ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠✲t❡r♠ ♦③♦♥❡ ❡✛❡❝ts ♦♥
❧✉♥❣ ❣r♦✇t❤ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡①♣♦s✉r❡✳ ■♥✿ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❘❡s♣✐r❛t♦r② ❏♦✉r♥❛❧
✷✸ ✭✷✵✵✹✮✱ ◆r✳ ✷✱ ❙✳ ✷✾✷✕✷✾✾

❬❏❛♥✐t③❛ ✉✳ ❛✳ ✷✵✶✻❪ ❏❛♥✐t③❛✱ ❙✐❧❦❡ ❀ ❇✐♥❞❡r✱ ❍❛r❛❧❞ ❀ ❇♦✉❧❡st❡✐①✱ ❆♥♥❡✲▲❛✉r❡✿ P✐t❢❛❧❧s
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❉❛t❡✐❡♥ ✐♥ r❡s✉❧ts❴♦③♦♥❡✳❘✱ r❡s✉❧ts❴❣❧✐♦♠❛✳❘✱ r❡s✉❧ts❴♣❜❝✳❘✱ r❡s✉❧ts❴♦③♦♥❡❴s✐③❡❴✶❴✷✳❘
✉♥❞ r❡s✉❧ts❴♦③♦♥❡❴s✐③❡❴✶❴✸✳❘ ❡rst❡❧❧t✳ ■♥ ❞❡♥ ❘✲❙❦r✐♣t❡♥ ❛♥❛❧②s✐s❴✇❛r♥✉♥❣❡♥✳❘ ✉♥❞
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❉❛t❡♥sät③❡ ❖③♦♥❡✱ ●❧✐♦♠❛ ✉♥❞ P❇❈ ❡rst❡❧❧t ✇✉r❞❡♥✱ ✐♠ P❉❋✲❋♦r♠❛t✳ ❉❛❜❡✐ s✐♥❞ ✐♥ ❖③♦✲
♥❡ ❞✐❡ ●r❛✜❦❡♥ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ✈♦♥
n/2 ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt✱ ✇ä❤r❡♥❞ ✐♥ ❖③♦♥❡❴✶❴✷ ✉♥❞ ❖③♦♥❡❴✶❴✸ ❞✐❡ ●r❛✜❦❡♥ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡♥ ♠✐t
❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣ n/3 ❜③✇✳ n/4 ❞❡r ❙✉❜❞❛t❡♥sät③❡ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ③✉ ❞❡♥
❖r❞♥❡r♥ ♠✐t ❞❡♥ ●r❛✜❦❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡♠ ❖r❞♥❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛❧❧❡ ❘❉❛t❛✲❉❛t❡✐❡♥ ♠✐t ❞❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡♥ ✐♥ ❘ ❛❜❣❡s♣❡✐❝❤❡rt✳
❉✐❡ ❘❉❛t❛✲❉❛t❡✐❡♥ ❜③✇✳ t①t✲❉❛t❡✐❡♥✱ ❞✐❡ ❛❧s ▲♦❣✲❉❛t❡✐❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❆♥❛❧②s❡♥ ✐♥ ❘ ❜③✇✳
③✉r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❲❛r♥♠❡❧❞✉♥❣❡♥ ❡rst❡❧❧t ✇✉r❞❡♥✱ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ✐♠ ❞r✐tt❡♥ ❖r❞♥❡r
❞❡r ❈❉✱ ❞❡♠ ❖r❞♥❡r ▲♦❣✳
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✉♥❞ P❇❈ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt✳ ❉✐❡ ❉❛t❡✐❡♥ ♦③♦♥❡❴s❤♦rt✳❝s✈✱ ❣❧✐♦♠❛❴s❤♦rt✳❝s✈ ✉♥❞ ♣❜❝❴s❤♦rt✳❝s✈
❡♥t❤❛❧t❡♥ ❞✐❡ ❛✉❢❜❡r❡✐t❡t❡♥ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡♥ ❆♥❛❧②s❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡ ❖③♦♥❡✱ ●❧✐♦♠❛
✉♥❞ P❇❈✳ ❉✐❡ ❖r✐❣✐♥❛❧❞❛t❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡ ❖③♦♥❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ❉❛t❡✐ ♦③♦♥❡❴r❡❞✉❝❡❞✳t①t✱ ❞✐❡
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