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FEINLEITUNG

Um Einblick in die Struktur der abelschen Gruppe Ext(C, A) zu gewinnen,
kann man versuchen, die Elemente von Standard-Untergruppen, z.B. des
divisiblen Anteils D(Ext(C, A4)), der Ulm-Untergruppe Ext(C, 4)!, der Frattini-
Untergruppe Ra(Ext(C, 4)) oder der Torsionsuntergruppe T(Ext(C, 4)) niher
zu bestimmen. Interpretiert man Ixt(C, A) als die Gruppe der Erweiterungen
von A durch C, so lautet also die Frage, welche Eigenschaften eine kurze exakte
Folge

E=0—>A5B5C—0

von abelschen Gruppen besitzen muf3, damit ihre Aquivalenzklasse [E] ein
Element der vorgeschriebenen Untergruppe von Ext(C, 4) ist. So ist etwa
bekannt, daB [E] genau dann zu D(Ext(C, A)) gehort, wenn Bi « sowohl rein in
B als auch direkter Summand in Bi « -+ T(B) ist.

Hat man umgekehrt eine Klasse ¥ von kurzen exakten Folgen abelscher
Gruppen vorgegeben, so stellt sich das Problem, die entsprechenden Elemente
in der Gruppe Ext(C, 4) wiederzuerkennen. Das wohl bekannteste Beispiel ist
die Klasse & der reinexakten Folgen: Die Elemente von Ext(C, 4), mit
Reprisentanten aus &2, bilden cinc Untergruppe Pext(C, 4), die gerade mit
Ext(C, A ubereinstimmt.—Uns interessiert in dieser Arbeit die Klasse der
x-exakten Folgen, wobei £ «-exakt heil3e, wenn Bia ein Komplement in B hat,
d.h. ein minimales Element in der Menge {VV C B | IV -+ Bix = B}. In diesem
Fall sagen wir, [E] € Ext(C, A) sei ein -Element, und die Menge aller «-Elemente
bezeichnen wir mit Ext(C, 4)<. Obwohl wir hier nur abelsche Gruppen be-
trachten, a8t sich der Begriff einer x-exakten Folge von R-Moduln und eines
«-Elementes von Extgl(C, A) iiber jedem Ring R formulieren, und das Studium
von Ext,}(C, A)< kénnte ein erster Schritt zur Beantwortung der von F. Kasch
seit langem gestellten Frage nach der Struktur von Extp(C, 4) sein.
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»

Tir R = Z gelingt uns dic “Beschreibung” der x-Elemente in den folgenden
beiden Fillen:

(1) C ust teilbar und fast alle Primdrkomponenten von C sind Null. Fir
belicbiges /1 stimmen dann in Ext(C, 4) die x-Elemente mit den Torsions-
elementen {berein.

(1)  C st teilbar und torsionsvoll, alle Primédrkomponenten von C sind ungleich
Null, und A ist torsionsfrei vom Rang 1. Obwohl dann Ext(C, 4) torsionsfrei
ist, gibt es noch gentgend viele k-Elemente in Ext(C, 4), denn in Abschnitt 5
wird gezeigt, dal3 sie ein Erzeugendensystem bilden. Und aus unserem Haupt-
resultat (5.2) folgt: Genau dannistQ 35 [£] € Ext(C, 4) ein «x-Element, wenn der
Typ von [£] in Ext(C, A4) kleiner gleich dem Typ von A ist.

In Abschnitt 1, bei der Untersuchung des Zusammenhangs zwischen
Torsions- und «-LElementen in Ext(C, 4), wird eine “funktorielle” Untergruppe
Ext(C, A)® eingefiihrt, deren Elemente {0-»> A->* B-—» C — 0] dadurch
definiert sind, dafl Bi o ein Komplement }” in B hat mit der Zusatzbedingung,
daB V" M Bi o beschrankt ist. Obwohl im allgemeinen Ext(C, 4)® C Ext(C, A
gilt, lassen sich bestimmte Aussagen tiber Ext(C, A) beim Studium der -
Elemente verwenden. Beispiel: Gilt Ext(C, 4)% C Ra(Ext(C, A)), so folgt
bereits Ext(C, .)? -= 0, und dasselbe werden wir in (3.1) fiir « statt 8 zeigen.

Weil Ext(g, f): Ext(C, A) — Lxt(C’, 4"} zwar im zweiten, aber nicht im
ersten Argument x-Elemente erhilt (und deshalb auch Ext(C, 4)< keine Unter-
gruppe zu scin braucht), sind wir im 2. Abschnitt gendtigt, Homomorphismen
g: C' —> C zu untersuchen, fiir die bei jeder Zerlegung g - = B gilt: Ist £ ein
wesentlicher Epimorphismus (d.h. surjektiv mit kleinem Kern), so ist 8 schon ¢in
Isomorphismus. Wir bezeichnen sie als koneat und zeigen, dall das dquivalent 1st
mit g(So(C")) == 30(C). Und fiir solche g erhilt g=: Ext(C, 4) — Ext(C, A)
auch k-Elemente. Zusammen mit dem dualen Begriff des neat-Homomorphismus,
wie er von Enochs beim Studium von torsionsfreien Hiillen eingefithrt wurde,
wird in (2.5) gezeigt, wie dic [Funktoren Hom bzw. Ext koneat- in neat-
Homomorphismen verwandeln (und andere Variationen.)

In Abschnitt 3 wird die Frage Ext(C, 4)< == Ext(C, A4)® untersucht. Der
Extremfall Ext(C, A)< == 0 ist mit (1.5) rasch gelost: Genau dann gibt es keine
x-Elemente in Ext(C, 4), wenn aus 1°,(C) -~ 0 die Teilbarkeit von T, () folgt,
und wenn, falls alle 7',(C) == 0 sind, bercits .4 teilbar ist. (3.6) gibt, wenigstens
wenn T'(A) in 4 abspaltet, die Antwort auf die urspriingliche Irage.

Abschnitt 4 stellt die Rechenregeln fiir cinen--von der iblichen p-Hohe
abweichenden —Teilbarkeitsbegriff zusammen, den wir als die p-Tiefe von
x € G bezeichnen: t,5(x) ist definiert als die kleinste p-Potenz, die man aus x
herausziehen muB, damit “der” Rest nicht mehr durch p teilbar ist. Durch
die Einfiihrung dieses Tiefenbegriffes konnen wir im oben angefiihrten Fall (II)
die Voraussetzung ““C teilbar” fallen lassen, und mit sciner Hilfe werden wir die
Komplementeigenschaften von x e Ext(C, ) messen. Iiir x € G ergibt sich
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t,5(x) = min(h,%(x), £,°(0)), und fir ¢e Hom(M,Z(p*)) erhilt man die
Formel t}1°™(g) = inf{ie N | M[ p] ¢ p*(Ke ¢)}. SchlieBlich zeigen wir bei der
Charakterisierung von ¢,%(0) die zu einem wohlbekannten Satz von Khabbaz [7]
duale Aussage: Ist I” ein Komplement von G[ p"] in G, so ist I direkter Summand
in G.

Fiir die letzten beiden Abschnitte sei jetzt immer C torsionsvoll, A torsionsfrei
vom Rang I. Alles folgt aus dem Hauptergebnis (5.2): Genau dann ist 0 7 [E]
ein «-Element in Ext(C, 4), wenn alle Primirkomponenten von C ungleich Null
sind und die Klasse der Tiefensequenz von [E] in Ext(C, A) kleiner gleich dem
Typ von A ist.—Es folgen einfache Kriterien dafiir, da3 Ext(C, 4) nur aus «-
Elementen besteht oder daf3 g*: Ext(C, 4) — Ext(C’, A) «k-Elemente erhilt.
Und in (5.6) wird gezeigt, daf} die Unterscheidung zwischen Tiefe und Hohe
wirklich verschiedene Komplementbegriffe liefert. Weil in der oben angegebenen
Folge E, auch wenn Bi« klein in B ist, nicht T(B) in B abzuspalten braucht,
geben wir noch in (5.7) ein “Splitting-Kriterium,” das in seiner Kombination
mit dem Komplementbegriff vielleicht von selbstindigem Interesse ist.

Abschnitt 6 betrachtet Tripel Bia C X C B, so daf Bi « ein Komplement in X,
und X ein Komplement in B hat. Auch diese Elemente von Ext(C, .4) lassen
sich durch die Tiefensequenz beschreiben (6.3), und es zeigt sich, daf sie im
allgemeinen eine echt grofere Teilmenge als die der «-Elemente bilden.

Unter Gruppen verstehen wir immer abelsche Gruppen, die Bezeichnungen
entsprechen meist denen in [4]. Wir schreiben aber Z/( p*) statt Z( p"). Hat eine
Gruppe M eine Kompositionsreihe 0 == M, & M, C - C M, == M, so heiBt
n die Lange von M, in Zeichen Lé(M). Bei einem Homomorphismus «: 4 — B
ist Blo == Im o und Kok o == B/Bia. Gelegentlich werden die langatmigen
Formulierungen “U ist direkter Summand in 37" bzw. “U hat cin Komplement
in A1 abgekiirzt durch U C% M bzw. U Cx 1.

Herrn I, Kasch und Herrn A. Rosenberg danke ich herzlich fiir die Anteilnahme
an dieser Arbeit und fiir die Gesprdche, die sie it wmir dariiber gefiihrt haben.

I. Di1E «-ELEMENTE vON Ex1(C, A) ALS TORSIONSELEMENTE

Im weiteren wird stindig folgendes, leicht zu bewcisende Ergebnis aus [14]
bengtigt: Ist h: H — C eine wesentliche Uberdeckung von C, und ist in C
mindestens cine Primidrkomponente gleich Null, so ist Ke 2 torsionsvoll; sind
in C'sogar fast alle Primiarkomponenten gleich Null, so ist Ke £ bereits beschriinkt.
Damit erhilt man

Satz 1.1.  Sei die Gruppe C teilbar, und seien fast alle Primérkomponenten
von C gleich Null. Dann sind die x-Flemente von LExt(C, A) genau die Torsions-
elemente.
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Bewers.  Reprasentiert K =2 90— A-—% B — ' — 0 e Torstonsclement in
Ext(C, 4), so weif3 man nach Walker [12, Theorem 1], da3 es cinn ©: [ gibt, so
dalB3 Bia/(Bia)[n] direkter Summand in (Bi « + #B)/(Bi «)[n] ist, wobei wie
iblich G[n] == {xe G 'nx = 0} sei. Weil aber C teilbar ist, bedeutet das
Bi «/(Bi a)[1] C& Bj(Bia){n], so daB} es ein 1" -4 Bio =0 B gibt mit "N Bia
beschrinkt. Nach [14] hat aber eine beschrinkte Gruppe 1n jeder Erweiterung
ein Komplement, so dafi aus I M Bia C< 17 folgt Bi o« C* B. Ist umgekehrt die
angegebene Folge I k-exakt, also ein Komplement I von Bi« in B gegeben,
so folgt aus der Vorbemerkung, dal I M Bi « als Kern des wesentlichen Epi-
morphismus }— € beschrinkt ist, also Bi of(B1 «)[r] C© B/(Bi )[n] fur ein
n 2> 1. Wieder nach [I12, Theorem 1] ist daher [E] ein Torsionselement in

Ext(C, 4).

ForgeruNG 1. Ist Ext(Z( p=), M) torsionsvoll, so hat M bereits in jeder
Lrweiterung N, mit N{M p-primdr, e Komplement.

FoLceEruNG 2. Es gibt eine p-Gruppe N mit einer reinen Untergruppe M,
so dafi M swar in jeder Zwischengruppe su N ein Komplement hat, aber nicht
divekter Summand in N ist,

Beweis. (1) Weil Ext(Z( p*), M) bekanntlich reduziert und kotorsion ist,
folgt aus der Voraussetzung, daB} es sogar beschrankt ist, also auch Ext(C, 11)
torsionsvoll ist fiir jede teilbare p-Gruppe C. Ist nun N wie angegeben, so gibt
es ein N C H mit H/M teilbar und N/M grofl in H{M. Nach dem Satz hat M
ein Komplement in I, also wegen [14, Hilfssatz 5.17 auch in N. (2) Fiir eine
belicbige Gruppe M induziert die reinexakte Folge 0 — M/D(M) —
Ext(Q/Z, M) — Ext(@Q, M) — 0 einen Monomorphismus MWYD(M) —
Pext(Q/Z, M), wobei wie iiblich M = (,_, M sei. Wahlt man nun 3 speziell
p-primir mit D(M) C M2, so kann Pext(Z( p=), M) nicht torsionsfrei sein, und
fir ein von Null verschiedenes Torsionselement [0 —~ M C N — Z( p*) — 0]
gilt dann nach dem Satz M Cx Nj; aber auch zu jedem M C X C N gibt es
ein zyklisches X; C X mit X; + M == X, und offenbar ist dann bereits .\
ein Komplement von M in X,

Wir wollen noch niher auf die im Beweis des Satzes vorkommenden kurzen
exakten Folgen 0 — A4 —* B — C —> ) eingehen, bei denen e¢in V' - Bix = B
existiert mit 7 M Bi o beschrinkt. Wir bezeichnen sie als S-exakt, in Zeichen
Bi « C# B. Ein B-Element von Ext(C, A) ist stets sowohl - als auch Torsions-
clement. Im folgenden Spezialfall gilt die Umkehrung:

Levma 1.2, Sind C und A torsionsvoll, so gilt:
Ext(C, A)? == Ext(C, Ay N T(Ext(C, A)).

Beweis. Mit der Charakterisierung der Torsionselemente von Ext aus {12]
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lautet die Behauptung: Ist M eine Torsionsgruppe und & C< M mit UjU[n] CO
(U - nM)/U[n] fiir ein n == 1, so folgt bereits U C? M. Wihlt man zu U/U][n]
ein direktes Komplement V/U[n], so gilt fiir alle Primzahlen p, mit ( p, #) = 1,
daB T,(V) -+ Ty(U) = T,(M)und T, (V)N T,(U) = 0,d.h. T,(U) C® T,(M).
Wegen U C¢ M kann man also ein Komplement 1" von U in M finden mit
T, (W)Yyn T,(U) = 0 fir alle p mit (p, n) = 1; fiir die iibrigen ist immerhin
T,(W)n T,(U) koatomar (d.h. alle Faktoren reduziert), also im ganzen W N U
beschrinkt.

Bemerkung. In Ext(So(Q/Z), J,) ist jedes Llement sowohl x- als auch
Torsionselement, aber nur die Null ein 8-Element.

Leava 1.3 Ist 00—~ X —¢ YV —7 C — 0 eine torsionsfreie Auflosung von C
und ist 8: Hom(X, A) — Ext(C, A) der zugehirige verbindende Homomorphismus,

so gilt:

Ext(C, ) — §(T(Hom(X, 4))).

Beweis. Ist fe Hom(X, A4), so erhilt man §( f) = [E] mit

0 o> XY s C 0
7l r "
Ad Y li
E=90 s | > B C——0,

X

und darin Bif" + Bia = B sowie Bi f' m Bi« ~ Bif; war also f ein Torsions-
element, d.h. Bi f beschrinkt, so ist [£] ein S-Element von Ext(C, 4).—Sei nun
umgekehrt fB-exakt £=0—>4 >*B—->f#C -0, also "+ Bia =B mit
I” N Bi « beschrinkt. Dann erhilt man, weil 8| V" surjektiv und Y torsionsfrei
ist, die exakte Folge Hom(Y, I") —¥" Hom(Y, C) — 0, und damit ein
g€ Hom(Y, B) mit Big C I und Bg = 7. Aus dem Diagramm

0 X Y C——0
£y ls
E=0 A4 B . C 0

folgt 8( f) = [E] sowie Bif ~ Big N Biw, also fe T(Hom(X, .4)).

FOLGERUNGEN. (a) Die B-Elemente von Ext(C, 4) bilden eine Untergruppe.
(b) Ist f: A — A" ein Homomorphismus, so erhdlt f,:Ext(C, 4) — Ext(C, 4")
B-Elemente. (c) Ist g: C' — C ein Homomorphismus, so erhdlt g*: Ext(C, A) —
Ext(C’, .4) j3-Elemente.
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Bemerkungen. (a) Ist C teilbar, so kann man in der torsionsfreien Auflésung
auch Y teilbar wihlen. Dann ist aber Kok § torsionsfrei und Ke § teilbar, so
daf} § auf den Torsionselementen surjektiv ist, d.h. T(Ext(C, 4)) = Ext(C, A).
Fir die erste Hilfte von Satz 1.1 hat man so einen etwas anderen Beweis.
(b) Umgekehrt kann man aus einem Resultat von Baer [1, Folgerung 3.2] sofort
ableiten: Ist T'(Ext(C, Z4)) == 0 fiir alle I, so ist C/D(C) frei. Es ist also genau
dann T(Ext(C, 4)) = Ext(C, 4) fiir alle 4, wenn C/D(C) frei ist.

BewspieL 1.4. Sind in C fast alle Primiarkomponenten gleich Null, so
stimmen die B-Elemente von Ext(C, 4) mit den x-Elementen iberein. Ist
speziell C = Zj(m) mit m = 2, so hat man die projektive Auflésung 0 — 7 —»™
Z —7|(m)— 0, und der verbindende Homomorphismus 3 liefert Ext(Z/(m), 4) >~
A[mA, wobei die k-Elemente gerade der Untergruppe (7(A) + mA)/A ent-
sprechen. Insbesondere gilt:

Ext(Z/(m), A) k-voll <> A4]T(A) m-teilbar.

(Auch im folgenden wollen wir Ext(C, 4) x-voll nennen, wenn jedes Element
von Ext(C, 4) ¢in k-Element ist.)

Satz 1.5. Fiir ein Paar (A, C) sind dquivalent:
1) Ext(C, 4)® C Ra(Ext(C, 4)).
(i) Ext(C, 4y = 0.
(iil) Ext(C, T(A)) ist teilbar.

Bewers. (1 iii) Esist zu zeigen, daB aus T,(C) = 0 die p-Teilbarkeit von
T(A) folgt. 1. Fall. T (C) ist reduziert. Dann gibt es ein n 2> 1, so dal3 Z/( p™)
bis auf Isomorphie direkter Summand in C ist, und es folgt Ext(Z/( p*), 4)? C
Ra(Ext(Z/( p*), A)). Nach (1.4) bedeutet das aber (T(A4) -+ pnA4)[p~A C pA[p"A,
also T'(4) p-teilbar. 2. Fall. T',(C) ist nicht reduziert. Dann folgt Ext(Z( p=), A)F C
Ra(Ext(Z( p=), 4)), d.h. die Torsionsuntergruppe von Ext(Z( p=), A) ist teilbar,
also Null. Weil damit 4 keinen direkten Summanden der Form Z/( p"), n > 1,
haben kann, folgt die Behauptung. (iii -» ii) 1. Fall. T,(C) == 0 fiir alle p. Dann
ist T(A) teilbar, d.h. 4/D(A4) torsionsfrei, also Ext(C, A4/D(4))* == 0. Mittels
des Isomorphismus v..: Ext(C, 4) — Ext(C, 4/D(A4)) folgt die Behauptung.
2. Fall. Mindestens eine Primirkomponente von C ist Null. Wir behaupten, daf3
Ext(C, 4) nicht einmal ein von Null verschiedenes «-Element besitzt. Beniitzen
wir dazu das Ergebnis aus (2.1), daB v, x-Elemente erhilt, so kénnen wir gleich
A reduziert annehmen, und unsere Voraussetzung lautet jetzt: T,(C) == 0 =-
T(A) = 0. Sei nun 0 > 4 —* B— C — 0 «-exakt, V ein Komplement von
Bi« in B. Nach [14, Hilfssatz 5.2] ist ¥ N Bi « torsionsvoll und die injektive
Hille von ¥ isomorph zu der von C. Offenbar ist also fiir alle p schon
T,(VnBia)=0,also VG Bia = B.
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Bemerkungen. (a) Natiirlich kann Ext(C, 4Y° N Ra(Ext(C, 4)) + 0 sein,
wie das Beispiel in (1.1, Folgerung 2) zeigt. (b) Aus dem Beweis folgt: Ist
A|T(A) teilbar und Ext(C, 4 = 0, so gibt es in Ext(C, 4) kein von Null

verschiedenes x-Element.

AbschlieBend wollen wir noch mit Hilfe des 8-Begriffes ein spiter benétigtes
Kriterium dafiir angeben, dal3 7(B) in B abspaltet:

Lemma 1.6, Gelte fiir die Gruppe A, daf jede torsionsvolle Unter- oder
Faktorgruppe bereits beschrinkt ist. Dann sind fiir eine Erweiterung A C B
dquivalent:

(i) T(B)C® B.
(i) (T(B) + A)/4 C° BJA.

Beweis. (1—1i) AusV @ T(B) = Bfolgt (V + A)/4A + (T(B) + A)/4 =
B/A, und wir behaupten, daf3 der Durchschnitt beschrinkt ist. Er ist isomorph
zu T(V + A)/T(A), also wegen V @ T(V + A) = V + A weiter isomorph zu
(V4 DIV + TA) = AJ[V + T(A]NA=A][T(4) + V n A4], also als tor-
sionsvoller Faktor von A wie gewiinscht. (it — i) Aus X/4 -+ (T(B) + A)/4 =
B/A mit beschrinktem [X N (T(B) + A)]/4 = (4 + T(X))/4 >~ T(X)/T(A4)
folgt nach Voraussetzung die Beschrinktheit von 7'(X), insbesondere
V@ TX)=X, aus X -+ T(B) = B also I @ T(B) = B.

Die an A gestellte Forderung ist, wie man leicht sieht, dquivalent damit, daf3
A von der Form A4, @ A, ist mit A, endlich erzeugt frei, 4, beschrinkt.
Weil aus T'(C) C« C immer schon T'(C) C® C folgt, erhilt man in den beiden
Spezialfillen 4; = 0 bzw. 4, = 0:

FoLGeErRUNG 1 (Papp [10]). Ist exaktQ -> A — B — C — Qund A beschriinkt,
so ist T(B) C® B dquivalent mit T(C) C® C.

FoLGeruNG 2 (Stratton [11]). Ist reinexakt 0 -~ A -—> B — C— 0 und A4
endlich erzeugt frei, so ist T(B) C® B dquivalent mit T(C) C® C.

2. NEAT- UND KONEAT-HOMOMORPHISMEN

Ein Hauptproblem bei der Untersuchung der «-Elemente in Ext(C, A4)
besteht darin, daB sie keine Untergruppe zu bilden brauchen. Schuld daran ist
die Tatsache, da3 bei einem Homomorphismus g: €' — C die induzierte
Abbildung g*: Ext(C, 4) — Ext(C’, A) im allgemeinen nicht x-Elemente
erhilt. Fiir spezielle Homomorphismen, die wir koneat nennen, kann das nicht
passieren; sie werden in diesem Abschnitt untersucht.
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Lemma 210 (I) Ist f: A4 — A, so erhilt f,:Ext(C, 4) — Ext(C, 4')
k-Elemente.
(1) Set g: C"— C und C' torsionsvoll. Ist dann entweder eine Primir-
komponente von C gleich Null oder A torsionsvoll, so erhilt g*: Ext(C, A) —
Ext(C’, A) x-Elemente.

Beweis. Seien die beiden folgenden Diagramme kommutativ mit exakten
Zeilen:

0 4 B C 0
© /| o
O —_ ‘zl’ A > .B, e — > C —_— 0,
y B8’
0 A B fod 0
<“> Lol

0——>d—B C ——0.

Ist bei (I) nun V ein Komplement von Bi « is B, so ist f'(}J7) ein Komplement
von Bia' in B’, denn die Summe ist klar, und wegen f'(V) N Bia' =
f(V N Bi o) ist der Durchschnitt klein in f'(1).—Ist aber bei (II) 7 ein Kom-
plement von Ke B in B, so folgt g'~}(VV) + Ke 8 = B, und weil ¢’ einen
Isomorphismus von D’ = g’ {(V) N Ke B’ nach D = V' N Ke B induziert, ist
mit ) auch D' torsionsvoll und koatomar. Es hat also D', weil in jeder Primir-
komponente beschrinkt, ein Komplement im torsionsvollen g'~%(¥), und daraus
folgt Ke g C< B,

Fovgerunc 1. Jedes Vielfache eines x-Elementes von Ext(C, A) ist wieder
ein k-Element.

ForcerunG 2. Hat C eine torsionsfreie Hiille und ist A eine Kotorsionsgruppe,
so ist Ext(C, A) x-voll.

YoLceruNG 3. Ist C torsionsvoll,und ist enteweder eine Primdrkomponente von C
gleich Null oder A torsionsvoll, so bilden die x-Elemente von Ext(C, A) eine Unter-

gruppe.

Beweis. (1) Fiir jedes reZ und [Ele Ext(C, 4) ist bekanntlich r[E] =
T+([E]), wobei f die Multiplikation mit r auf A4 ist. (2) Unter einer torsionsfreien
Hiille von C verstehen wir einen wesentlichen Epimorphismus #: H — C mit
torsionsfreiem H (siehe unten die Bestimmung aller Gruppen, die eine torsions-
freie Hiille besitzen). Der dadurch induzierte verbindende Homomorphismus
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8: Hom(Ke ki, A) — Ext(C, A)hat die Ligenschaft, dal3 Bi 6 nur aus x-Elementen
besteht, denn fiir jedes ¢ € Hom(Ke A, 4) entsteht 6(¢) durch Fasersummen-
bildung mit einer x-exakten Folge. Weil aber 4 kotorsion ist, ist & surjektiv.
(3) Weil jetzt die Abbildung A*: Ext(C x C, A) — Ext(C, A) «-Iilemente
erhilt, gilt fiir zwei x-Elemente [£]] und [E,] von Ext(C, A), daB auch [F] -
[E,] = AX([V(E, X E,)]) ein «-Element ist.

Zum Problem, wann denn nun g* k-Elemente erhilt, geben wir zuerst drei
Beispicle:

(1) Der zerfallende Monomorphismus : Z( p*) — Q/Z induziert einen lIso-
morphismus *: Ext(Q/Z,J,) — Ext(Z(p=),J,), und die erste Gruppe ist
r-voll nach Folgerung 2, wahrend dic zweite kein von Null verschiedenes
x-Element besitzt.

(2) Ist A eine Torsionsgruppe, so gilt fir den kanonischen Epimorphismus
v: Q@ — Q/Z, daB v*: Ext(Q/Z, A) — Ext(Q, 4) genau dann x-Elemente erhilt,
wenn A durch fast alle Primzahlen teilbar ist.

(3) Ist C eine Torsionsgruppe mit T,(C) 5= O fiir alle p, so wird in Abschnitt 5
gezeigt, dal die x-Elemente von Ext(C, 7) keine Untergruppe bilden. Es kann
also 4%: Ext(C x C, Z) - Ext(C, Z) nicht x-Elemente erhalten.

s scheint schwierlg, notwendige Bedingungen dafiir anzugeben, daf3
g* Ext(C, A) — Ext(C’, A) «-Llemente erhilt (siche 5.4). Aber eine ganz
einfache ist hinreichend: g(So(C")) == So{C). Solche Homomorphismen wollen
wir jetzt untersuchen, und dabei einen Zusammenhang (im dualen Fall) mit den
von Enochs [3] cingefiihrten neat-Homomorphismen angeben. f: A4 -~ A’ heifit
neat, wenn in jeder Zerlegung f == o, mit o wesentlicher Monomorphismus,
bereits o ein Isomorphismus ist (Dies ist nicht die urspriingliche Definition,
sondern eine von Bowe in [2, Theorem 1.2] angegebene dquivalente Bedingung).
Die Dualisierung lautet:

DrrinitioN.  Lin Homomorphismus g: C' — C heille koneat, wenn in jeder
Zerlegung g = B, mit 8 wesentlicher Epimorphismus, bereits 8 ein Isomor-
phismus ist.

Zur Charakterisierung der koneat-Homomorphismen brauchen wir zuerst
folgenden

Hivrssatz 2.2, (a) Ein Epimorphismus g: C' — C ist genau dann koneat,
wenn Ke g koabgeschlossen in C” ist.

(b) Ein zerfallender Monomorphismus g: C' — C ist genau dann koneat,
wenn Kok g keine wesentlichen Uberdeckungen hat.

(c) Ist g = gog, konmeat, so ist auch g, koneat. Ist zusitzlich g, injektiv, so
ist auch g, koneat.

481/50/2-5
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Beweis. Fine Untergruppe U von M hei3t koabgeschlossen in M, wenn fiir
jede echte Untergruppe X C U gilt, daB U[X nicht klein in M/X ist. Nach
[13, Lemma 3.3] ist das dquivalent damit, daB pU = U n pM ist fiir alle
Primzahlen p, d.h. daB U eine neat-Untergruppe von A ist im Sinne von
[4, p. 1311.

(a) Ist g surjektiv und koneat, sowie X' C Ke g mit Ke g/X klein in /X,
so ist g = C'—>* C'/JX —% C und § wesentlicher Epimorphismus, also nach
Voraussetzung § ein Isomorphismus, d.h. X == Keg. Umgekehrt folgt aus
g == fo, mit § wesentlicher Epimorphismus, daf3 sich g und « iiber C'/Ke o
faktorisieren lassen, sagen wir als g; und o . Nun ist mit g auch o surjektiv,
also o; bijektiv, also Ke g, = Ke g/Ke « klein in C’'/Ke «. Nach Voraussetzung
ist g; ein Isomorphismus, also auch 8.

{b) Ist der zerfallende Monomorphismus g: C' — C koneat und &: H — Kok g
eine wesentliche Uberdeckung, so ist die Abbildung w == (g, 5>: C" x Kokg— C
ein Isomorphismus, wobei s ein Rechtsinverses der kanonischen Abbildung
C — Kok g sei. Damit ist folgendes Diagramm kommutativ

C ’
I

{1.0} g

C' % H—>C" X Kokg—C,

so daf3 nach Voraussetzung die untere Zeile ein Isomorphismus ist, also auch 4.
Umgekehrt folgt aus ¢ = Ba, mit 8 wesentlicher Epimorphismus, daf die von
B induzierte Abbildung Kok « — Kok g ein wesentlicher Epimorphismus ist,
also nach Voraussetzung schon ein Isomorphismus, d.h. Ke 8 C Bi o; wegen g
injektiv folgt Ke 8 = 0.

(¢) Nur die Aussage Gber g, ist zu beweisen: Ist g, = B¢ , mit 5; wesentlicher
Epimorphismus, so gibt es, weil Z hereditir und g, injektiv ist, das folgende
kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

B
L >0

4]

——
Q «—

8

Klar ist dann auch 8 ein wesentlicher Epimorphismus, also wegen g koneat schon
ein Isomorphismus, so dafl auch 3, bijektiv ist,
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Satz 2.3. Fiir einen Homomorphismus g: C' — C sind dquivalent:

(i) gist koneat.
(ii) Ke g ist koabgeschlossen in C’, und Bi g D So(C).
(i) g(C'[p]) = C[p] fiir alle Primzahlen p.
(iv) Ist das nebenstehende Diagrainm ein Faserprodukt und B ein wesentlicher
Epimorphismus, so ist auch ' ein wesentlicher Epimorphismus.

B_"

e L

B——C

Bewess. (i— i1) Die Einschrankung von g auf Big ist nach dem Hilfssatz
wieder koneat, also Ke g koabgeschlossen in C’. Natiirlich ist auch die Inklusion
Big C C koneat, und fiir eine Zwischengruppe X mit Big C® X, X grof3 in C,
gilt nach (b), da X/Bi g ohne wesentliche Uberdeckungen, also torsionsfrei ist,
so daf} folgt So(C) = So(X)C Big. (ii — iii) Aus c e C[p] folgt ¢ = g(z) fir
ein zeC, preKeg N pC’, pz = pz, fir ein zeKeg, gz —z;) == ¢ mit
z — 2, € C'[p]. (iii—iv) Sei ein Faserprodukt wie im Satz gegeben und f8
wesentlicher Epimorphismus. Weil dann 8’ surjektiv und Ke ' koatomar ist,
ist nur noch Ke 8 C pB’ zu zeigen fiir alle p: Aus y € Ke 8 folgt g'(yv) € Ke 8,
g'(y) = pb fiir ein b e B, B(b) € C[p], B(b) = g(») fir ein 2 € C'[p], = == B'(¥,)
und b =g'(y,) fir ein y,eB, v—pyeKeg NnKef =0, 3= py.
(iv — i) klar.

FoLGerunG 1. Ist g: C' — C koneat, so erhdlt g*: Ext(C, 4) — Ext(C’, 4)
x-Elemente.

FoLGERUNG 2. Auch dann erhdlt g*: Ext(C, A) — Ext(C’, 4) «-Elemente,
wenn g die beiden folgenden Bedingungen erfiillt: (a) Big D So(C). (b) Ke g ist
komplementiert und hat in jeder Erweiterung ein Komplement.

FoLGerUNG 3. Eine Gruppe M hat genau dann eine torsionsfreie Hiille, wenn
es ein n 2> 0 gibt mit dim(M{ pY) == n fiir alle p.

Beweis. (1) Man betrachte das Diagramm (II) in (2.1), wobei }~ wieder ein
Komplement von Ke 8 in B sei. Dann ist jetzt V" = g'~(") ein Komplement von
Ke ' in B’, denn es ist nur noch zu zeigen, daf3 I’ N Ke g’ klein in I ist, und
das folgt wegen g koneat aus dem Faserprodukt

o
! Ve
V C.

Bl
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(2) Weil die Inklusion Big C C koneat ist, also die gewiinschte Eigenschaft
hat, kann man gleich g surjektiv annehmen, also das zugehérige Faserprodukt
sogar in der speziellen Form

B/ — ey B//),'
! b
B[X —— B'[X -+ Y,
&
auflerdem ein Komplement V/A von (X - Y)/A in B'J/X. Aus der zweiten
Voraussetzung iiber Ke g ~ X folgt nun X Cx V, also X -+ ¥ C¢ B’, und aus der
Komplementiertheit von X mit [13, Lemma 1.3] endlich Y C< B,
(3) 1. Schritt. Genau dann hat M eine torsionsfreie Hiille, wenn So(M) eine
hat. Ist nimlich h: H — M eine torsionsfreie Hiille, so ist, weil die Inklusion
So(M)C M koneat ist, auch 2~Y(So(M)) ——> So(M) eine torsionsfreie Hiille;

hat man aber umgekehrt eine torsionsfreie Hiille 2: H — So(M), so gibt es, weil
Z hereditir und k surjektiv ist, ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0 H > f[1 . 0
h JL tv hy h
0—>So(M) C M—-—-——0,

und klar ist /, wieder ein wesentlicher Epimorphismus, sowie H, torsionsfrei.

2. Schritt. Haben alle p-Sockel von M die gleiche Dimension 7, so definiere
man Z C S C Q durch S/Z =: So(Q/Z), und es folgt, da3 S — So(Q/Z)* =
So(M) eine torsionsfreie Hiille ist. Hat umgekehrt M eine torsionsfreie Hiille, so
auch die injektive Hiille von T(M), d.h. wir kénnen gleich M teilbar und
torsionsvoll annehmen. Fiir eine torsionsfreie Hiille #: H — M gilt dann, daB
Ke & koatomar und groB in H, also Rang(H) = Rang(Ke %) endlich ist, also
H ~ Q" fiir ein # == 0. Wahlt man F C Ke A mit F ~ 7%, so ist Ke A/F torsions-
voll und direkte Summe von Zyklischen, also M ~ H|Ke h ~ (H[F)|(Ke h/F) ~
HIF >~ (Q/Z)".

Die entsprechende Charakterisierung von neat-Homomorphismen wollen wir
nur formulieren, aber die Beweise nicht ausfithren, da sich durch die Existenz
einer injektiven Hiille einiges vereinfacht:

Satz 2.3%.  Fiir einen Homomorphismus f: A — A’ sind dquivalent:

(1) fist neat.
(i) Bif ist abgeschlossen in A, und Ke f C Ra(d).
(itty [~ pA") = pA fiir alle Primzahlen p.
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(iv) Ist das nebenstehende Diagramm eine Fasersumme und o ein wesentlicher
Monomorphismus, so ist auch o' ein wesentlicher Monomorphismus.

o

A—> B

oo
A — B

FoLGERUNG. f: A -> A’ ist genau dann neat und koneat, wenn Ke f teilbar und
Kok f torsionsfret ist.

Ein enger Zusammenhang zwischen neat- und koneat-Homomorphismen
ergibt sich, wenn man untersucht, was Fasersummen und -produkte, bzw. die

Funktoren Hom und Ext aus ihnen machen. Wir brauchen in den nichsten
Abschnitten die Aussagen immer fiir eine einzelne Primzahl p:

DEeFINITION.

[+ A — A heille p-neat, wenn gilt f-1(pA") = pd;
g: C" — C heile p-koneat, wenn gilt g(C'[p]) = C[p].

Entsprechend ist es fiir die folgenden Beweise giinstig, neben dem p-Sockel C[ p]
noch den Funktor A{p} = A/pA zu verwenden. Ein Homomorphismus o ist
offenbar genau dann p-neat, wenn «f p} ein (zerfallender) Monomorphismus ist;
er ist genau dann p-koneat, wenn of p] ein (zerfallender) Epimorphismus ist.

Lemma 2.4, Sei von den beiden folgenden Diagrammen das erste eine Faser-
summe, das zweite ein Faserprodukt:

4—",B - ¢
e
A'—:,—»B' B—?C.

Dann gilt:

(I) Ist f p-neat, so auch f'. Ist zusitzlich o p-koneat, so auch o .

(I1y Ist g p-koneat, so auch g'. Ist zusdtzlich B p-neat, so auch .
Beweis etwa fiir (I). Der Funktor { p} macht aus dem ersten Diagramm wieder
eine Fasersumme, so dal mit f{p} auch f'{p} ein Monomorphismus ist. Aus
der Voraussetzung f p-neat folgt weiter B[ p] = o'(A'[p]) + f'(B[]), so daB

mit « auch « p-koneat ist.
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Sarz 2.5. (1) Sind X und @: Y —Y' gegeben, so gilt: Genau dann ist
g Hom(X, Y)— Hom(X, Y') p-koneat, wenn ¢ p-honeat oder X p-teilbar ist.

(2) Sind C und f: A — A’ gegeben, so gilt: Genau dann ist f: Ext(C, A) —
Ext(C, 4") p-neat, wenn f p-neat oder T,(C) = 0 ist.

(3) Sind Y und v: X' — X gegeben, so gilt: Genau dann ist y*: Hom(X, Y) —
Hom(X', Y) p-koneat, wenn y p-neat oder T,(Y) = 0 ist.

(4) Sind A und g: C' — C gegeben, so gilt: Genau dann ist g*: Ext(C, A)—
Ext(C', A) p-neat, wenn g p-koneat oder A p-teilbar ist.

Beweis. Bekanntlich hat man die natiirlichen Isomorphismen

Hom(X{p}, Y[p]) —— Hom(X, Y)[p]

bzw.
Ext(C, 4){p} ——> Ext(C[p], 4{p}).

Mit ihrer Hilfe bekommt man zu den vier vorgegebenen Homomorphismen die
kommutativen Quadrate

olpl.

Hom(X{p}, Y[p}) 2> Hom(X{p}, Y'[p])
~ | (1) | =
Hom(X, ¥)[p] — 2~ Hom(X, ¥')[p]
f«ip)

Ext(C, 4){p} — Ext(C, 4'){p}
- @) =

Ext(CIp], A{p}) 25> Ext(C[p], A{p))

Hom(X{p}, Y[]) ~2—> Hom(X"{p}, ¥[2))

= | 3) |
Hom(X, ) [p] ——2"

Y

— Hom(X", Y) [p]

[FRl
g*{p}

Ext(C, 4) {p}— 2 — Ext(C’, 4) {p}

~ | (4) | =

Ext(C[p], 4{p}) ~2—> Ext(C'[p], A{p))-

Damit ist sofort in allen vier Fillen die Richtung ‘<" klar, d.h. auf Hom wird
immer ein p-koneat, auf Ext ein p-neat-Homomorphismus induziert. In den
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Fillen (1) bzw. (2) ist auch die Umkehrung klar wegen Hom(Z/(p), Y[p]) =
Y[p] bzw. Ext(Z/(p), A{p}) =2 A{p}. In den Fillen (3) bzw. (4) hat man, falls
Y[p] # 0 bzw. A{p} # 0 ist, nach Voraussetzung

surjektiv (y{p})': Hom(X{p}, Z[( p)) = Hom(X"{p}, Z/($)) bzw.
injektiv (g[p])": Ext(C[2], Z/(p)) — Ext(C'[p), Z/($))-

Mit dem Ansatz y{p} = y{p} o o o y{p} bzw. g[p] = g[p] o p o g[ p] hat man also
(1 —oeoyp{p}) = 0bzw. (1 — g[p] e p) = 0, beide Male also eine halbeinfache

p-Gruppe G mit einem Endomorphismus #, fiir den Fu = 0 gilt mit F =
Hom(—, Z/(p)) bzw. F = Ext(—, Z/(p)). Daraus folgt aber u = 0, denn die
Zerlegung u = G —7 Biu —* G liefert 0 = FG —F* FBiu —f7 FG mit Fr
zerfallender Monomorphismus, Fu zerfallender Epimorphismus, also FBi u = 0,
Biu = 0. Das bedeutet aber oo y{p} = 1 bzw. g[p] o p == 1 wie gewiinscht.

FoLgerunG. Ist C eine Gruppe mit T,(C) O fiir alle p, und gilt Ext(C, 4)<C
g Ext(C, A), so ist jedes Element von Ext(C, A) durch q teilbar.

Beweis. Wir miissen zeigen, daBl 4 g-teilbar ist. Weil nun alle Primirkom-
ponenten von C ungleich Null sind, gibt es einen koneat-Homomorphismus
2:C— QJZ, so dal3 g*: Ext(Q/Z, 4) — Ext(C, A) sowohl neat ist als auch
x-Elemente erhilt, und es folgt Ext(Q/Z, A)< C ¢ Ext(Q/Z, A). Fiir den verbin-
denden Homomorphismus 8: 4 — Ext(Q/Z, A) gilt aber Bi§ C Ext(Q/Z, A)~,
so dal jetzt Bi § als reine Untergruppe von Ext selbst g-teilbar ist. Weil es auch
Ke 3 = D(4) ist, folgt die Behauptung.

Unter Zusatzbedingungen kann man aber auch auf Hom p-neat, und auf
Ext p-koneat-Homomorphismen erhalten:

Lemma 2.6, Seien die vier Homomorphismen wie in (2.5) gegeben:

(1) Ist X torsionsfrei und Y kotorsion, so gilt: Genau dann ist p,: Hom(X, Y) —
Hom(X, Y') p-neat, wenn @ p-neat oder X p-teilbar ist.

(2) Ist C teilbar und A’ reduziert, so gilt: Genau dann ist f,: Ext(C, 4) —
Ext(C, A" p-koneat, wenn f p-koneat oder T,(C) = 0 ist.

(3) Ist Y teilbar, so gilt: Genau dann ist y*: Hom(X, Y) — Hom(X", Y)
p-neat, wenn v p-koneat oder T),(Y) == 0 ist.

(4) Ist C" torsionsvoll und A torsionsfrei, so gilt: Genau dann ist g*: Ext(C, 4) —
Ext(C’, A) p-koneat, wenn g p-neat oder A p-teilbar ist.

Beweis. Durch Zurickfithrung aller vier Fille auf (2.5). Wir fithren nur den
ersten vor. Bei (1) hat man eine kurze exakte Folge 0 > X — Q — C — Omit Q
torsionsfrei teilbar, und daraus cin kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen:
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Hom(Q, ¥) — > Hom(X, ¥) — > Ext(C, ¥) ——> 0

.| .|

Hom(Q, Y')—> Hom(X, ¥") ———» Ext(C, ¥") — > Ext(Q, Y").

Offenbar sind 6 und & sowohl neat als auch koneat, Ist nun ¢ p-neat, so nach
(2.5, 2) auch ¢_, also auch g,; ist aber X p-teilbar, so ist es auch Hom(X, Y), so
daB ¢, trivialerweise p-neat ist. —Sei umgekehrt ¢, p-neat und X nicht p-teilbar:
Dann ist wegen der Surjektivitit von & auch ¢ p-neat, auBerdem 7,(C)=~ 0, und
wieder nach (2.5, 2) folgt, da3 ¢ p-neat ist.

3. Zum ProBLEM Ex1(C, A)< = Ex1(C, A)*

Die Untergruppe der B-Elemente von Ext(C, 4) 148t sich nach (1.3) mit
Hilfe einer projektiven Aufldsung von C gut beschreiben. Falls in C fast alle
Primirkomponenten gleich Null sind, stimmt sie mit der Menge der x-Elemente
von Ext(C, 4) liberein. Wir wollen die Frage nach dieser Gleichheit nun an ein
beliebiges Paar (4, C) stellen, und im Falle 7(4) C® 4 kénnen wir eine Antwort
geben.

Der Extremfall, da Ext(C, A) tuberhaupt keine x-Elemente besitzt, wurde
bereits durch den Beweis von (1.5) und durch die Folgerung zu (2.5) erledigt:

Satz 3.1. Fiir ein Paar (A4, C) sind dquivalent:
(1) Ext(C, 4y C Ra(Ext(C, 4)).
(i) Ext(C, Ay = 0.
(i) Ext(C, T(A)) ist teilbar, und falls T,(C) + O fiir alle p, ist A teilbar.

Lemma 3.2. Ist g: C" — C ein Monomorphismus, so ist g*: Ext(C, 4) —
Ext(C’, A) auch auf den «-Elementen surjektiv.

Beweis. Sei im 1. Schritt die Folge ' = 0 —~ A — B’ —8 " — 0 nicht
nur k-exakt, sondern sogar Ke 8" klein in B’. Weil g injektiv ist, gibt es ein
kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

E —0— 4 B c——50
" !
l! v |

E=0 4 B——C 0,

und notwendig ist Ke g klein in B, also gewi$ [E] € Ext(C, A)<mit g*([E]) = [£'].
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Sei nun im 2. Schritt E' k-exakt, V' ein Komplement von Ke#’ in B’. Mit
A, = V' N Ke B erhilt man die beiden kommutativen Diagramme

B =0—od4, C vV 0 0
I

7 N i

1
v
E = A B~ C'——>0

und

Ext(C, 4,) ——> Ext(C’, 4;)

. |-

Y

Ext(C, 4) —~— Ext(C", A).

Zu E; gibt es aber nach eben ein xe Ext(C, 4,)< mit g'(x) = [E,], so daB
Faulx) € Ext(C, A) folgt mit g*(f,(x)) = f.([E,]) == [E£’] wie gewiinscht. (Ebenso
zeigt man mit Hilfe des 2. Schrittes, dafl g* auch auf den 8-Elementen surjektiv
ist.)

Lemma 3.3. (a) Sei (C; i€l) eine nichtleere Familie von Gruppen, w:
Ex(11C:, A)—T1Ex(C,, A) der kanonische Isomorphismus und x € Ex(] [ C,, 4).
Dann gilt: Sind alle Projektionen von w(x) w-Elemente, und sind fast alle
Projektionen von w(x) gleich Null, so ist auch x ein x-Element.

(b) Set C etne Torsionsgruppe, w: Ext(C, A)—TT Ext(T,(C), A) der kanonische
Isomorphismus und x € Ext(C, A). Dann gilt: Sind alle Projektionen von w(x)
w~Elemente, so ist auch x ein x-Element.

Beweis. (a) Seiexakt £ =0— A >*B P[] C; — 0 mit [E] = x. Mit den
Inklusionen €,: C; — [ [ C; und mit B; == 7!(Bie;) erhilt man

Eej = A Bj Cj ’>O
1 [
! Vo
E=0—-— 4 B . TIC; — 0,

sowiec B/Bix = Py B,/Bia. Nach Voraussetzung hat man nun fiir jedes j&7
ein Komplement V; von Bia in B;, und die Zusatzbedingung 7; N Bix = 0
fiir fast alle j. Es folgt (ZV,) -+ Bia = B und (ZV,) N Bia = Z(V; N Biw), aber
die letzte Summe ist wegen der Zusatzbedingung endlich, also klein in ZV;.
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{b) Mit den entsprechenden Bezeichnungen sind jetzt alle V), als wesentliche
Uberdeckung von B,/Bix =~ T,(C) sogar p-primir, also ohne jede Zusatzbe-
dingung 2(V, N Bix) klein in I, .

Bemerkung 1. Es kann x e Ext(JJ C;, A) ein «-Element sein, ohne dal3 es
irgendeine der Projektionen von w(x) ist. Als Beispiel wihle man etwa
w: Ext(Q/Z,7) —T] Ext(Z(p=), Z)und x = [0 ->ZCQ — QfZ—0].

Bemerkung 2. Aus (a) folgt sofort: Sind alle Ext(C,, 4),..., Ext(C,, , d) k-voll,
so auch Ext(@,_,C;, A1). Fir unendlich viele Summanden ist das nicht mehr
richtig. Sei etwa C = Z/( p) und 4 eine reduzierte nicht beschrinkte p-Gruppe.
Dann ist gewill Ext(C, d) «-voll, nicht aber Ext(CN, 4), denn es gibt einen
Epimorphismus von A auf M — [,_,Z/(p"), und Ext(M|pM, pM) ist nach
[14, Satz 5.3] nicht x-voll.

Hirrssatz 3.4. (a) Ist Ext(C, Ay C T(Ext(C, A)), so ist Ext(C, T(A)) durch
fast alle Primzahlen teilbar.
(b) Ist Ext(C, T'(A)) durch fast alle Primzahlen teilbar, und ist entweder eine

Primdrkomponente von C gleich Null oder A torsionsvoll, so ist Ext(C, Ay =
Ext(C, AY.

Beweis. (a) Nach(3.2)ist auchin Ext(7(C), 4)jedes x-Element ein Torsions-
element, und weil die behauptete Teilbarkeitsbedingung nur von T(C) abhingt,
kénnen wir gleich C torsionsvoll annehmen. Wihle nun x € Ext(C, .1) so, daB3
bei dem Isomorphismus w: Ext(C, 4)— [ Ext(7T,(C), 4) alle Projektionen von
w(x) x-Elemente sind, und die p-te Projektion nur dann Null ist, wenn
Ext(T,(C), Ay — 0 ist. Nach (3.3b) folgt x € Ext(C, A), so da} die Voraus-
setzung liefert w(x) € T[] Ext(T(C), 4)) = [1 T(Ext(T,(C), A)). Nach Wahl
von w(x) ist also Ext(T,(C), Ay —= 0 fir fast alle p, und das bedeutet nach
(3.1) gerade die p-Teilbarkeit von Ext(C, T(A)) fiir fast alle p.

(b) Die Voraussetzungen gelten auch fur A" — 4/D(4), und weil der
kanonische Isomorphismus v,: Ext(C, 4) — Ext(C, A') sowohl «-Elemente
erhilt als auch B-Elemente reflektiert, wollen wir gleich A reduziert annchmen.
Sei nun k-exakt 0 — 4 —* B — (' — 0, }7 ein Komplement von Bix in B.
1. Fall. Mindestens eine Primirkomponente von C ist Null. Dann ist "N Bix
torsionsvoll und koatomar, auBlerdem T,(1” M Bix) == O fur fast alle p (vgl. 1.5),
also 7'M Bix beschrinkt. 2. Fall. A torsionsvoll. Nach eben kénnen wir gleich
T,(C) # 0 annehmen fiir alle p (sonst fertig), so daf jetzt nach Voraussetzung
T (A) == 0 ist fir fast alle p, also wieder I M Bix beschrankt.

FoLeerunG. Isi Ext(C, So(Q[Z))< C T(Ext(C, So(Q/2))), so sind fast alle
Primérkomponenten in C gleich Null, und dann gilt Ext(C, Ay —= Ext(C, A)? fiir
alle 4.
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Hivrssatz 3.5. Fiir eine Gruppe A sind dquivalent:
(i) Ext(So(Q/Z), Ay = Ext(So(Q/Z), A)°.
(ii) A ist durch fast alle Primzahlen teilbar, und A|T{(A) ist teilbar.
(iti) Ext(C, A) ist B-voll fiir jede Torsionsgruppe C, bei dev alle Primdr-
komponenten endlich erzeugt sind.

Beweis. (i — ii) Nach eben ist T'(A) durch fast alle Primzahlen teilbar. Sei
nun S/Z — So(Q/Z) und 8: A — Ext(S[/Z, A) der zur x-exakten Folge 0 —Z C
S — SjZ — 0 gehérende verbindende Homomorphismus. Offenbar ist jedes
Element von Bi 8 ein «-Element, also nach Voraussetzung schon ein S-Element,
und das bedeutet T(4) -+ Ke § = A nach (1.3). Weil aber Ke 8 = Ra(4) ist,
folgt die Teilbarkeit von A/T(A4). (ii — iii) Aus den Voraussetzungen iiber C
folgt, daBl Ext(C, T(A4)) «-voll ist, nach (3.4b) also sogar pB-voll. Weil
o Ext(C, T(4)) — Ext{C, A) ein Isomorphismus ist, folgt die Behauptung.

Satz 3.6. Sei C beliebig, T(A)C® A. Dann sind dquivalent:
(i) Ext(C, 4y = Ext(C, A)~°.
(i) Ext(C, T(A)) ist durch fast alle Primzahlen teilbar, und falls T,(C) # 0
fiir alle p, ist A|T(A) teilbar.

Beweis. Mit den vorbereiteten Aussagen ist fast nichts mehr zu zeigen. Bei
(i — ii) konnen wir wegen (3.4a) gleich T),(C) = 0 annehmen fiir alle p. Dann
gibt es aber einen Monomorphismus g: So(Q/Z) — C, und weil g*: Ext(C, A) —
Ext(So(Q/7), A) auf den «-Elementen surjektiv ist, folgt nach (3.5) die Teil-
barkeit von 4/T(A). (ii — i) Wieder sei wegen (3.4b) gleich T,(C) = 0 fiir alle p.
Weil 4 zerfillt und 4/ T(A4) teilbar ist, ist der Isomorphismus ¢,.: Ext(C, T(A4)) —
Ext(C, 4) sogar auf den «-Elementen surjektiv, und weil nach (3.4b) in
Ext(C, T(A)) die x-Elemente mit den B-Elementen iibereinstimmen, gilt das
auch in Lxt(C, 4).

Bemerkung. Der Beweis zeigt, daB die Inklusion (i ii) auch ohne die
gravierende Annahme 7(A4)C® A gilt. Nicht so bei (ii —i): Sei M eine
reduzierte nicht beschrinkte p-Gruppe und 0 > M — 4 — € — 0 Reprisen-
tant eines von Null verschiedenen Elementes von Ext(Q, M). Dann ist
Ext(Q/Z, T(A)) durch alle Primzahlen #p teilbar und A4/T(4) = Q. Weil
aber T(4) nicht abspaltet, besteht das Bild des verbindenden Homomorphismus
A —Ext(Q/Z, A) nicht nur aus Torsionselementen, und damit ist Ext(Q/Z, 4)° C
Ext(Q/Z, A)-.

4. DiE TIEFENSEQUENZ EINES GRUPPENELEMENTES

Im nichsten Abschnitt sollen die x-Elemente von Ext(C, A4) durch Teilbar-
keitseigenschaften charakterisiert werden. In (5.6) wird begriindet, warum das
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iibliche Mafl —die p-Hohe von x € G—zu scharf ist. Wihrend die p-Héhe von «
die gréfite p-Potenz ist, die man aus x herausziehen kann, interessiert uns dic
kleinste p-Potenz, dic man aus v herauszichen mul}, damit ““der Rest” (natiirlich
nicht eindeutig bestimmt) nicht mehr durch p teilbar ist.

DeriNtTioN.  Zu x e G heiffe 1,5(x) -~ inf{iie N | es gibt ein y € G\ pG mit
x = ply} die p-Tiefe von v in G; 19(x) = (1,%(x), t,%(x), #,%(x),...) heile die
Tiefensequenz von x in G.

Es ist also #,%(x) ein Element von N U {ow0}, das bei torsionsfreiem G mit
h,%(x) ibercinstimmt. Im allgemeinen ist aber die p-Tiefe kleiner als die p-Hohe,
z.B. ist fir n = 1 die p-Tiefe des Nullelementes von Z/(p") gerade n. Wir

p=

wollen zuerst einiges iiber #,%(0) herleiten.

Lemma 4.1, Ist V7 ein Komplement von G[ p*) in G, so ist V direkter Summand
in G.

Beweis. ILs ist zu zeigen, dafl der kanonische Epimorphismus G| p*} — G|V
zerfallt, also sein Kern V[p"] p-rein in Gf p*] ist, und das ist offenbar dquivalent
mit {x € G | prx = 0, pla € V} C G[p?] + V fiir alle 0 << 7 < . Dies zeigen wir
durch Induktion iber i. Fir ¢ = 0 ist nichts zu zeigen, fiir 7 -+ 1 wihle man
x € G mit pra = 0, pitlx e . Auf px wende man die Induktionsvoraussetzung
an, also px —= x; -~ v mit play = 0. Aus v = prv — x, € VN G p"] C pl” folgt
o == puy, also ¥ == (¥ — vy -- 7y mit pHY(x — 7y) = pix, -} v —T) = 0.

Bemerkung. Der duale Fall ist ein wohlbekannter Satz von Khabbaz [7]:
Jedes Durchschnittskomplement von p*G ist dirckter Summand. Unsere
Aussage ist iberhaupt nur deswegen niitzlich, weil in der T'at G[ p"] (allgemeiner
jede beschrinkte Untergruppe) ein Komplement in G hat.

Levmma 4.2, Fir G sind dquivalent:
() 1,50) < n
(i) p*G ist nicht groff in G.
(iiY) G| p"] ist nicht klein in G.
(iv) G =G, DG, mit Gy =7/(p%), 1 <e<Ln
Beweis. (i — iii) Es gibt ein v € G\ pG mit y € G[p"], d.h. es gilt G[p"] € pG.
Dann ist aber erst recht G p"] nicht klein in G. (iii — iv) Fiir ein Komplement
V von G[p"] in G gilt nach oben ¥V & X = G. Nach Voraussetzung ist X -+ 0,
und natiirlich durch p* beschriinkt, so daf3 die Behauptung folgt. (iv — ii) Es
ist Gy[p] € p"G,, also erst recht nicht p*G groB in G. (it — i) Es gibt ein
ye G[p] mit y¢prG, also auch ein y, € G\pG mit y = p%y,, e < n. Aus
0 = p*tly, folgt die Behauptung.
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Bemerkung. Offenbar ist genau dann 1,9(0) = oo, wenn T(G) teilbar ist;
ist aber £,%(0) endlich, so ist ¢ = 1,9(0) — 1 die kleinste Zahl o derart, daB3 die
o-te Ulminvariante von T,(G) ungleich Null ist.

Sarz 4.3. Fir xe G gilt: t,°(x) = min(h,%(x), £,°(0)).

Beweis. (1) Stets ist 1,%(x) < h,%(x), denn fiir £,%(x) = oo ist mchts zu
zeigen, und aus £,%(x) = » folgt ¥ = p"y mit y € G\pG, also ¢,%(x) <C n. (2)
Stets ist ,°(x) < £,9(0), denn fiir #,%(0) = co ist nichts zu zeigen, und aus
£,%(0) == n folgt 0 = p"z mit z € G\ pG. Fiir alle y € G ist nun auch 2z + py ¢ pG,
also #,%(p"ly) < n; falls aber x ¢ p*1G, ist nach eben 7,%(x) << n. (3) Aus
1,%(x) << h,%(x) folgt mit # == t,%(x), daB es y, € G und y, € G\pG gibt mit
x = prtly, — pry,  so dal aus 0 = p"(py, — y,) folgt £,5(0) < n, nach eben also
,%(x) = £,%(0).

FOLGERUNG. Genau dann ist t,%(x) < n, wenn es ein y e G\pG gibt mit
Py eZx.

Lemma 4.4. Fiir xe€G, 04 relZ git: 1,%(rx) = min(2,%(x) + e, £,5(0)),
wobei e die hochste p-Potenz in r ist (und wenn notig o0 -+ ¢ == o).

Beweis. (1) Es ist t,%(rx) << 2,%(x) + ¢, denn fiir 1,%(x) = oo ist nichts zu
zeigen, und aus £,%(x) = n folgt x = p*y mit ¥ € G\pG, so dal mit r = r'p*
wetter folgt 7 == p7o(r'y), v’y ¢ pG, also ¢,5(rx) < n 4 e. (2) Klar ist nach dem
Satz 2,%(rx) < t,9(0). (3) Wieder mit dem Satz ist £,5(rx) == min(h,%(rx),
£,%(0)) = min(%,%(x) + ¢, £,5(0)) > min(?,%(x) - ¢, ,5(0)).

DBemerkung.  Die Formel besagt insbesondere: Ist £,%(x) == #,%(y), so folgt

,9(rx) == t,%(ry) fiir alle » € Z. Fiir die p-Héhe ist die entsprechende Aussage
nicht richtig.

FOLGERUNGEN. (a) Stets ist 1,9(x) << t,9(px) < ,%w) - 1, und genau dann
gilt 1,5(x) = 1,%( px), wenn schon 1,%(x) = 1,°(0) ist. (b) Ist £,%( p°x) < e, so folgt
bereits t,%(x) = 0 oder e = 1,%(0). (¢) Ist rx = sy mit r, s beide ungleich Null, so
folgt 19(x) ~ 19(y), wobei ~ die dibliche Aquivalenz von Sequenzen sei, siehe
[5, p. 109]. Speziell: Die Tiefensequenz eines Torsionselementes ist dquivalent zur
Tiefensequenz des Nullelementes.

Lemma 4.5, Seif: A-> A’ ein Homomorphismus. Dann gilt:

(I)  Genau dann ist t3'(fa) < t,4(a) fiir alle a € A, wenn f p-neat ist.

() Genau dann ist t; (fa) = t,/(a) fiir alle a € A, wenn t£(0) > 1,4(0) ist.
Dies ist 2.B. erfiillt, wenn f p-koneat ist.

Beweis. (1) Natiirlich muB3, wenn die Ungleichung gilt, f p-neat sein; und
umgekehrt folgt aus f p-neat, #,%(a) = n, daBl a = pma, mit a, € A\pA, also

481/50/2-6
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fa = p*(fay) mit fa, e A"\pA', also +'(fa) <X n. (II) Die Aquivalenz ist klar
wegen (4.3). Sei nun f p-koneat: Aus #2(0) = n folgt die Existenz eines
a' ¢ A'[p] mit a ¢ prA’, dazu also ein a€ A[p] mit fa = a’, so daBl auch
a ¢ p*A gelten muf3, und damit ist ,4(0) < .

FoLGeruNG. Ist x€ G und f: G —> G ein Indomorphismus, so gilt t,°(fx) =
1,%(x).

Lentva 4.6, (a) Ist (A, i€l) eine nichtleere Familie von Gruppen, und
e G = [T 4, so gilt ,9(x) = min{tf(x,) | i € I}; dieselbe Formel gilt, falls
G == I_I‘42' .

(b) Ist UC (;1p'G, so gilt 15V(%) = t,%(x) fiir alle x € G.

(¢) Ist e UCG und U p-rein in G, so gilt 1,5(x) = min(2,V(x), 15Y(0)).

(d) Sind X und Y Torsionsgruppen und ¢ € Hom(X, Y), so ist die p-Tiefe von
g in Hom(X, Y) gleich der p-Tiefe von ¢, in Hom(T(X), T,(Y)).

Bewers. (a) Fir alle £ e 1 ist £,%(x) <C ti(x;), weil die Projektionen G -» A,
koneat sind; es ist aber auch ¢,°(x) >» min, denn fiir ¢,%(x) = oo ist nichts zu
zeigen, und aus £,%(x) == n folgt x = p*y mit y € G\ pG, so dall mindestens ein
¥; nicht durch p teilbar ist, also #/(x;) <. n folgt. Ebenso fiir die Summe. (b)
Weil die kanonische Abbildung G — G|U p-neat ist, gilt <; ist aber ¢5/Y(%) = n,
so folgt aus & == p*¥, y nicht durch p teilbar,daB x — p™y € U,x — py = p"*ly |
also x = p(py; — ¥) mit py, -+~ v ¢ pG, also 1,%(x) < . (c) I. Schritt. x = 0.
Aus U C G p-neat folgt ,%(0) < £,Y(0), aus G — G/U p-koneat folgt ¢,°(0) <
t5/Y(0), zusammen also £,5(0) << min; wire aber 1,%(0) <C min, also U[p] C pU
sowie (GJU)[p] C p™(G/U) fiir n ==1,9(0), so folgte aus der p-Reinheit
G[p] C p*G, was nicht sein kann. 2. Schritt. x € U beliebig. Dann gilt £,%(x) =
min(h,5(x), £,50)) = min(,Y(x), 1,¥(0), 15/Y(0)) = min(z,(x), £*(0)). (d) Die
kanonische Abbildung Hom(X, ¥') — Hom(7T(X), T,(Y)) ist ein Epimorphis-
mus mit p-teilbarem Kern, so dal3 (b) die Behauptung liefert.

Im Hinblick auf Abschnitt 5 interessiert uns noch die p-Tiefe von Elementen
aus Hom(X, Y) bzw. Ext(C, 4). Nach (4.3) geht ¢s um die p-Tiefe des Null-
elementes, und wir wollen das zuerst in cinem Hilfssatz fiir die Spezialfalle

X = ZJ(p") bzw. C = Z[(p™) besorgen. Sei wie frither G{p"} == G[p*G.

Hicessatz 4.7. Fiir eine Gruppe G gilt:
(1) Ist G[p"] # 0, so ist t57"1(0) == min(£,5(0), n).
(1) Ist G{p"} # O, so ist t5¢*"}(0) = min(#,5(0), »).
Beweis. (1) Weil n =2 1, ist die Abbildung G[p"] C G p-koneat, also

15173(0) < 1,5(0), und weil G[p"] # 0, ist £517"(0) < n. Falls aber e = 151*"}(0)
echt kleiner als #,9(0) ist, so folgt aus 0 = p°y, mit y € G[p"], y ¢ p(G[p™]), daBl
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gy = py, fiir ein ¥y, €G, also e + 1 > n, e = n. (II) Entsprechend folgt fiir
e = ti“’"}(O), daB e < min(?,9(0), n). Falls aber ¢ < #n ist, folgt aus 0 = p¥,
mit ¥ ¢ p(G{p"}), daB pty = p*ly, fiir ein y, € G, also O = p*(py, — ) mit
v - ¥ ¢ pG, also e ==t 5(0).

Sarz 4.8. Fiir ein Paar (X, Y) bzw. (A4, C) von Gruppen gilt:
(1) Ist X nicht p-teilbar und T,(Y) 5= 0, so ist

#omEI0) — min(r,*(0), ,7(0)).
(1) Ist A nicht p-teilbar und T ,(C) 5 0, so ist
154E2(0) = min(t,%(0), £,50)).

Beweis. Die Bedingungen an .\ und Y bzw. 4 und C bedeuten keine echte
Einschriankung, denn ohne sie ist stets die p-Tiefe des Nullelementes von Hom
bzw. Ext bereits unendlich.—Nur fiir den Beweis wollen wir statt ¢,%(0) kiirzer
t(G) schreiben.

(1) Ist speziell X = @, X, mit I 5= &, 0 5% X zyklisch und p-primar fur
alle 7 € I, so ist die Formel richtig, denn nach dem Hilfssatz ist {(Hom(X;, ¥)) ==
min (2(X;), ¢(Y)), nach (4.6a) also t{(Hom(.X, Y)) = min{min(¢(X,),{{Y)) }icl} =
min(min{#(X,) | i € I}, {Y)) = min(#(X), (Y)). Fiir jedes nicht p-teilbare X und
jedes n > 1 gilt also:

min(z(Hom(X, Y)), #) = t(Hom(X, Y)[p"]) = t(Hom(X{p"}, ¥))
= min(f(.X), ¢(¥"), n). @
Falls nun #(.Y) oder #(Y') endlich ist, enthilt Hom(.X, V") einen direkten Sum-
manden, der ungleich Null und durch eine Potenz von p beschrinkt ist, so daf3
auch t(Hom(.Y, Y)) endlich ist. Fiir gentigend groBes #n folgt dann aus (*) die
gewiinschte Formel. Ist aber #(.X) == #{(Y) = o0, so bedeutet (*), daf}
t(Hom(X, Y)) = n ist fiir alle # > 1, also auch #{(Hom(X, ¥)) = c0.

(I1) Ist speziell C =@),.; C; mit I + ¢, alle C; zyklisch, p-primir und
ungleich Null, so sieht man wieder mit (4.6a) und dem Hilfssatz die Richtigkeit
der Formel. Ist aber C beliebig mit T,(C) = 0, so gilt fiir jedes # > 1

min(t(Ext(C, A)), n) = t(Ext(C, 4){p"}) = H(Ext(C[p"], 4))
— min(t(4), H(C), n), (")

und die gleichen Schliisse wie in (I) liefern die Behauptung.

FoLGerRUNG 1. [Ist X beliebig, Y teilbar mit T(Y) # 0 und ¢ ¢ Hom(X, '),
so gilt:

om0 — inflie N | X[p] € p'(Ke @)
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Foreerunc 2. Ist M p-primir und @ = Hom(M, Z( p>)), so gilt:
(a) Genau dann ist ¢ koneat, wenn t,(p) == 0 ist.
(b) Ist M direkt unzerlegbar, so ist t (p) = Lid(Ke ¢).
(c) Istm <l t,M0), soist m — La(p(M[p™])) == min(t,(e), m).

Bewers. (1) Wir wollen zuerst h{p) = sup{ieN | X[p] C Ke ¢} zeigen.
Ist ne N mit A,(p) == n, so folgt aus ¢ - p"4 sofort X[ p*] C Ke ¢. Umgekehrt
folgt aus A p*] C Ke ¢, daB sich ¢ iber X — p”.X faktorisieren 146t, sagen wir
als i, , und wegen der Teilbarkeit von Y dieses i, von einem ¢ € Hom(X, Y)
induziert ist. Man erhilt ¢ = p™f, also #,(p) > n. Damit ist dic Hohenformel
klar.

Ist nun n e N mit 7,(p) << 2, so hat man ¢ = p°¢ mit e = n, ¢ nicht durch p
teilbar. Nach eben bedeutet das X p] € Ke i, so dal3 aus p"(Ke ) C Ke § auch
X[p] € p"(Ke o) folgt. Umgekehrt folgt aus X[p] € p*(Ke ¢) auch #,(¢) < n,
denn falls /7,(p) < n ist nichts zu zeigen, und falls &,(p) L n, also ¢ = prtif,
folgt aus p"(Keg) = Ke(pd) N p»X sogar X[p] € p».X, also nach Satz
R ()

(2) Daic erste Aussage wurde eben gezeigt, dic zweite gilt, weil fiir das direkt
unzerlegbare M die Bedingung M| p] € p(Ke ¢) dquivalent ist mit Ke ¢ C M| pf].
Bei (c) kann man gleich m > 0 und 7,(¢) < oo annehmen. Mit # == m -- |
lautet jetzt die Voraussetzung t1°™(0) << #, so daf fir jedes e = 0 der Reihe
nach dquivalent sind: La(e(M[p")) = ¢, pe(M[p™]) =4 0, h,(p'e) << n,
t(pg) = min(t (@) e, 1,0)) < n, m - t,(@) > e. Daraus folgt sofort
La(p(M[ p™])} == max(0, m -- f,(¢)) wie behauptet. (Man kann leicht Beispiele
angeben, dafl fir m > ¢,M(0) die untersuchte Iange nicht mechr allein von
t,{p) abhiingt.)

5. Dt «-ELemenTE voN Ex1(C, A) FGR C TORSIONSVOLL, 4 TORSIONSFREI
voM RaNG |

Stets sei in diesem Abschnitt das Paar (4, C) wie in der Uberschrift, und von
A wollen wir gleich Z C 4 C @ annehmen. Zu jedem [E] € Ext(C, A) gibt es ¢in
kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

o B

E=0——4 B C— 0
(m) ” lf’ lf
0-——Ad C @ Q/4 0,

v

das wir im folgenden immer mit ({7J) zitieren werden. Mittels des verbindenden
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Isomorphismus &: Hom(C, @/4) — Ext(C, A) gilt also gerade 9(f) = [F],
und wir wollen die Komplementeigenschaften von F durch f beschreiben.

Hivrssatz 5.1. Ser (1) gegeben, O 5+ a, € A. Dann sind dquivalent:
(1) Biw« hat ein Komplement V' in B, mit ofay) € T

(11) Es gibt Homomorphismen A, p, ¢ mit pp = f, pA == v, @ koneat, X
wesentlicher Epimorphismus und a, € Ke A:

C
vl

Q——> - —>Q/d

A 1

(in) Fir alle Primzahlen p gilt T,(C) # 0 und t1°°(f) < h,*(ay,).

Beweis. Fiir die Aquivalenz von (i) mit (i) betrachte man die beiden
folgenden Diagramme:

” (Y >
B "(, Bv\ —C
N o~
Q /’ ™\, ,’,4\'
V / St
! 1
/ /
. / / g
FF leo* / FP @
(O] II /(D’
¢ /
i AN L / .
o . / . \
w “ud 22 i Ny
Q- >Q/A Q > Q/A

Hat man nun bei (i — ii) ein Komplement I” von Ke 8 in B, mit «/ay) € 17, so0
bilde man aus w = f"! " und y = B 17 die Fascrsumme; wegen vw == fy
existiert auch noch g mit pa’ == f und py’ == », und es bleibt zu zeigen, daBl
o’ und y’ die gewiinschten Eigenschaften haben: Mit y ist natiirlich auch 3 ein
wesentlicher Epimorphismus, und nach (2.4) ist mit w auch o koneat; schlief3lich
ist y'(a,) = y'w(aay) = w'ylagy) = 0, also a,e Key'. Hat man fiir (ii — 1)
umgekehrt A, 1, @ wie angegeben, so bilde man aus A und ¢ das Faserprodukt,
und wegen fA" = vg’ existiert € mit Be = X" und f'e = ¢'. Weil g koneat, ist mit
A auch A" wesentlicher Epimorphismus, insbesondere e(Ke A') == Bie n Ke g
klein in Bi €, so da3 Bi ¢ ein Komplement von Ke 8 in B ist; weil es schlieflich
ein x gibt mit ¢'(x) == a,, X'(x) == 0, ist &(a,) == €(x) ein Element von Bie.

(it — 1ii) Offenbar kann man f = C'—® Q/U —" /.4 annehmen, mit a, € L7 C -,
U koatomar und p kanonisch. Weil ¢ koneat und Q/U =~ Q/Z, kann in C keine
Primirkomponente Null sein. Falls #,%(ay) == o, ist die behauptete Ungleichung
gewil3 richtig. Sei also 4,%(a,) <C co: Dann hat Ke p, = T,(A/U) die endliche
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Linge e, == hyA(ay) —- h,Y(a,), so dal3 p, == p*rw,, folgt fir einen Isomorphismus
o, , und weil nun w,@, koneat ist mit f,, == p*(wqp,), gilt 1,( ) = t,(f,) < e, <
n,Yay) wic behauptet. (il — i) Sel P = {prim p | 4 nicht p-teilbar}. Fiir jedes
$ £ P hat man nach Voraussetzung f,, == p»g, mit g, koneat, e, = I,;4(a,) < cc.
Dazu gibt es genau cine Zwischengruppe gy € U C Q mit £,Y(ay) == b, (ay) — €,
falls p e P, h,Y(a,) = O falls p ¢ P. Es folgt, daB U eine koatomare Untergruppe
von A ist, und daB es fur die kanonische Abbildung p: Q/U — Q/A4 Isomor-
phismen w, gibt (p € P)mit g, -~ psw, . Nunkann mang: C — QU definieren:
Fir pé& P sel ¢, koneat {was wegen T,(C) <+ 0 moglich ist), fir pe P sei
¢, - w;'g, . und damit folgt pp - fsowic ¢ koneat.

Bemerkung. - Fur die Aquivalenz (i--- 1) kann man auch @, = 0 zulassen.
Der Begriff “Komplement” erscheint dann als Abschwichung von “‘direkter
Summand,” denn das letztere bedeutet natiirlich im Diagramm ([ ), daf sich
/ tiber ganz v faktorisieren laf3t.

THEOREM 5.2, Sei (-}) gegeben. Dann sind dquivalent:

(i) BiaCrB.
(i) Falls [E] - 0, gilt T(C) - 0 fiir alle p und /FE[E]) < o(4).

(iity Falls f ~ 0, gilt
{a) T,(C)+0 fiir alle p,
(b)y A nicht p-teilbar und C p-teilbar = f, = 0,
(¢) fiir fast alle p ist tHO™(f) = b, (1)

Beweis. (i-»1i) « sei die Klassenbildung, wic sie bei Hohensequenzen
iiblich ist, und 7(.4) der sogenannte Typ von A4, d.h. /h4(1). Sei nun 7 ein
Komplement von Bix in B. Aus [E] # 0 folgt I”N Bia =~ 0, also o(a,) e IV
fiir ¢in 0 - a,< 4, und nach dem Hilfssatz folgt T,(C) 5~ 0 fiir alle p, sowie
LEY[EY) < ofhMay) = 7(A). (it —» 1ii) Ist 4 nicht p-teilbar und C p-teilbar, so
ist die p-Tiefe des Nullelementes von Hom(T,(C), T,(Q/4)) gleich unendlich.
(iii -~ 1) Tiir £ = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also f 5% 0, P = {prim p | £,(f) <
A, (D). Falls P = | ist man nach dem Hilfssatz fertig, andernfalls ist nach
Voraussetzung P wenigstens endlich, sagen wir P == {p, ,..., p}. Fir diese p
ist nach (b) auch #,(f) < oo, und wir werden gleich sehen, daf es daher ein g
und ¢; °- 0 gibt mit { == pir - piig, t, (g) == O fiir alle . Nach (4.4) gilt aber
dann t,(g) - [ h,4(1) fir alle Primzahlen p, so dafl nach dem Hilfssatz ¢ ein
x-Element ist, also auch das Vielfache f.

Bleibt zu zeigen: Ist G eine Gruppe, x € G und sind py ..., p; paarweise
verschiedene Primzahlen mit ¢ (x) = ¢, <7 %0 fiir alle 4, so gibt es ein ¥ € G mit
tg’;i(y) -2 0 fiir alle 7 und x = pi1 -+ pyey. Fiir kB = 1 folgt das aber aus der
Definition der Ticfe, und fiir k£ > 2 durch Induktion mit Hilfe von (4.4).
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Bemerkung. Ob 3(f) ein x-Element in Ext(C, A) ist, [iBt sich wegen (4.8,
Folgerung 1) allein am Kern von f entscheiden. Im Spezialfall C = Q/Z kann
man die Bedingung (iii) des Theorems auch so lesen: Falls f # 0, gibt es einen
Epimorphismus von 4 auf Ke f.

FoLGErUNG 1. Enthdlt Ext(C, Ay ein von Null verschiedenes Torsionselement,
so ist Ext(C, A) bereits x-voll.

ForcErunG 2. Ist T,(C) 5= O fiir alle p, so ist jedes Element von Ext(C, A)
Summe von zwei k-Elementen.

Beweis. (1) Sei 0 % x e Ext(C, A) sowohl «- als auch Torsionselement.
Dann folgt T,(C) = 0 fiir alle p, sowie «/t®*Y0) = /t**Yx) < 7(1), und daraus
LYy} =L 7(4) fur alle y € Ext(C, A). (2) Sei f € Hom(C, Q/A4). Wir suchen die
Zerlegung von f, fiir jedes p: 1. Fall. T,(C) hat eine nichttriviale Zerlegung,
sagen wir in M; @ M, . Dann gibt es koneat-Homomorphismen o;: M; —
T,(Q/A4), so daB auch g, = {ay, f, | My — o) und gy == {f, | M} — oy, >
koneat sind, mit g, + gy = f,. 2. Fall. T,(C) ist direkt unzerlegbar. Falls
# >= 3, hat man wieder f,, = g,’ -+ g, mit g,’, g, koneat, denn im Endomorphis-
menring Endz(T,(C)) ist jedes Element Summe von zwei Einheiten; sollte aber
P == 2 sein, so gibt es wenigstens eine Zerlegung f, = g," -+ g3 derart, daf im
Falle A nicht 2-teilbar, C 2-teilbar beide ungleich Null sind. —Zusammen: g’
und g” sind «-Elemente, mit g’ + ¢" = f.

Als nichste Anwendung des Theorems wollen wir priifen, wann Ext(C, A)
k-voll ist, und dazu allgemeiner fiir einen Homomorphismus g: C* — C unter-
suchen, wann bei der induzierten Abbildung g*: Ext(C, 4) — Ext(C", 4) der
Kern bzw. das Bild nur aus «-Elementen besteht.

Lemma 5.3. Sei gegeben g: C'— C mit C' forsionsvoll, g%: Ext(C, 4) —
Ext(C’, A). Dann gilt:
(I) Ist 2 == {prim p | A nicht p-teilbar und g, -+ 0}, so sind dquivalent:
(i) Big* enthdlt nur x-Elemente.
(i) Falls Big* £ 0, gilt
(a) T,(C") # O fiir alle p,
(b) A nicht p-teilbar und C' p-teilbar = Q = {p},
(¢) fiir fast alle p ist 1S'(0) << h,4(1).
(1) Ist ¥ = {prim p | A nicht p-teilbar und g, nicht surjektiz}, so sind dquivalent:
(i) Ke g* enthdlt nur k-Elemente.
(1) Falls Keg* 5 0, gilt
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(@) T,(C) s 0 fir alle p,
(b) A nicht p-teilbar und C p-teilbar = ¥ = { p},
(¢) fiir fast alle p st t,9(0) < h,A(1).

Beweis. (1) (1 — ii) Offenbar ist 2 = & dquivalent damit, daB g* == 0 ist. Sei
also Big* :# 0, ge 2. Wihle f: C > Q/4 derart, daB f,g, - 0 und £, == 0 fiir
alle p # ¢. Dann ist 0 # fg == g*(f) nach Voraussetzung ein x-Element, also
(a) und (c) erfiillt. Sei fur (b) nun 4 nicht p-teilbar, C’ p-teilbar: Weil (fg), 5= 0
sein mul3, folgt p € Q; gibe es aber dann noch ein ¢’ € 2 mit ¢’ # p, so wiire
nach Voraussetzung auch x-Element f’g (mit einem zu f analogen f'), insbe-
sondere (f'g), 7 0, was nicht sein kann. (ii — i) Sei f: C— Q/A4 gegeben mit
fg # 0 (sonst fertig). Um zu zeigen, daB fg ein x-Element ist, ist nur noch der
Fall 4 nicht p-teilbar, C p-teilbar zu priifen: Dann ist aber nach Voraussetzung
(fg). = 0 fiir alle Primzahlen » =% p, also (fg), # 0.

(IT) Aus der exakten Folge €' —>¢ C — Kok g — 0 erhilt man, weil C" und
C torsionsvoll und A torsionsfrei, die exakte Folge 0 — Ext(Kok g, 4) —**
Ext(C, A) - Ext(C’, 4), sowie ¥ = {prim p | 4 nicht p-teilbar und », 5= 0}.
Wendet man auf v* den Teil (I) an, so folgt die Behauptung.

Fovrgerung 1. Ist T)(C) == O fiir alle p, so sind dquivalent:
(1) Ext(C, A) ist xk-voll.
(1) Falls A durch mindestens swei Primzahlen nicht teilbar ist, gilt
LYY < 7(A4).

(iil) Falls A durch mindestens zwei Primzahlen nicht teilbar ist, gilt

(a) A micht p-teilbar = C nicht p-teilbar,
(bY  fiir fast alle p ist t,9(0) << h,A(1).

FoLcerunG 2. Ist (C; i€ 1) eine nichtleere Familie von Torsionsgruppen, mit
Ext(C;, A) k-voll fiir alle i, so ist auch Ext(1] C;, A) k-voll.

Beweis. (1) (i — iii) Sei 4 wie angegeben, ¢’ = Cund g == 0. In Teil (1) ist
dann | ¥ == 1, so dal der Fall (b) in (ii) dort nicht vorkommen kann, und das
ist die Behauptung. (iii — ii) klar. (ii - i) Es bleibt nur noch zu zeigen, daB
Ext(C, A) x-voll ist, wenn 4 durch nur eine Primzahl ¢ nicht teilbar ist: Zu
f # 0 sind die Punkte (a) und (c) im Theorem trivialerweise erfiillt, aber auch
(b), denn es ist f, 5= 0. (2) Ist in jedem C, mindestens eine Primirkomponente
Null, so sind alle Ext(C, , 4) gleich Null, also auch Ext(I] C;, 4); gibt es aber
ein jel mit T,(C;) # 0 fiir alle p, so liefert der koneat-Homomorphismus
e Ext([1 C; A) — Ext(C;, A) zusammen mit (4.5) und der eben bewiesenen
Folgerung 1 die Behauptung. (Fiir beliebige A ist Folgerung 2 nicht richtig, wie
in einer Bemerkung zu (3.3) gezeigt wurde.)
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Bei unserer speziellen Wahl von 4 und C’, C kann man die Frage von
Abschnitt 2, wann denn g*: Ext(C, 4) — Ext(C’, 4) x-Elemente erhilt, voll-

stindig beantworten:

Satz 5.4. Sei gegeben g: C' — C mit C’ torsionsvoll, T,(C) =~ O fiir alle p.
Mit = {prim p | A nicht p-teilbar und g, # O} gilt dann:

(1) Ist| Q] == 1, soerhdlt g*: Ext(C, 4) — Ext(C", A) genau dann k-Elemente,

wenn gilt:

@) T,(C')+ 0 fir alle p,
(b) A nicht p-teilbar und C' p-teilbar — 2 == {p},
(c) fiir fast alle p ist 15'(0) < h,A(1).

(1) Ist | 2 = 2, so erhalt g*: Ext(C, A) — Ext(C", 4) genau dann -Elemente,
wenn gilt:

(a) T,(C') # O fiir alle p,
(b) A nicht p-teilbar und C' p-teilbar = g, surjektiv,
(c) fiir fast alle p ist 15'(0) << k(1) oder g p-koneat.

Beweis. Der Fall 2 = © bedeutet g = 0 und ist uninteressant; ist aber
£ = o und erhilt g* k-Elemente, so liegt nach (5.2, Folgerung 2) auch in Bi g*
ein von Null verschiedenes «-Element, so da3 T',(C") 5= 0 folgt fiir alle p. Weiter
brauchen wir folgende Bemerkung: Ist g€ £, erhilt g* w-Elemente, und ist
p eine Primzahl mit A nicht p-teilbar, C’ p-teilbar und p == ¢, so mufB3 g, surjektiv
sein. Wire ndmlich Kokg, s 0, so gibe es ein f,: T(C)— T,(Q/4) mit
f» 5= 0, f,g, = 0; auBerdem kann man ein f: T,(C) — T,(Q/A4) wihlen mit
Jfagq 7= 0, und legt man jetzt f so fest, daB es in allen anderen Primarkomponenten
koneat ist, so ist f ein x-Element, also auch fg, insbesondere ( fg),, 7 0, was nicht
wahr ist.

Fall 1. Sind alle drei Bedingungen erfiillt, so weil3 man aus (5.3), dal3 Big*
nur aus «-Elementen besteht. —Erhalte umgekehrt g* k-Elemente: Dann ist nach
den Vorbemerkungen schon (a) und (b} klar. Fiir (¢) wihle man ein f: C - Q/4
derart, daB3 f,g, == 0, wobei ¢ das einzige Element von (2 ist, und f, koneat fir
alle p -/: q. Weil dann f ein «-Element ist, ist auch fg == 0 eines, insbesondere
tfrg,) < hyA(1) fiir fast alle p. Nun ist aber f,g, = 0 fiir alle p =£ ¢, so daB3 (c)
folgt.

Fall II.  Seien alle drei Bedingungen erfillt, f: C — /A4 ein «-Element mit
Jz 5= 0 (sonst fertig): Ist, im Hinblick auf Theorem 5.2, A nicht p-teilbar und
C' p-teilbar, so folgt nach Voraussetzung g, surjektiv, C p-teilbar, f, surjektiv,
(f2), # 0. AuBerdem gibt es einn 2> 1 mit: p + n und A4 nicht p-teilbar = #,( f) <{
I, A(1) und [t57(0) << A, (1) oder g p-koneat], also #,(fg) < &,4(1).
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Erhalte umgekehrt g* «-Elemente. Wieder ist nach den Vorbemerkungen (a)
klar, ebenso (b), weil £ mindestens zwei Elemente besitzt. Fiir (¢) wihle ein
ge £ und ein f: T(C)— T,(Q/4) mit f,g, ¢ 0. Falls nun p 4 g und 4 nicht
p-teilbar ist, gibt es nach (2.6, 3) einen koneat-Homomorphismus ¢,: T,(C) —
T,(@/A), fir den nur dann g, g, koneat ist, wenn es schon g, ist. Damit kann man
jetzt f, zu einem f erginzen, indem man fir p 7 g und 4 nicht p-teilbar festlegt
fp o= P, mit B == h,41). s folgt mit (5.2), daB f cin «-Element ist, nach
Voraussetzung also auch fg + 0, so dafl insbesondere ein # > 1 existiert mit:
21 nund A nicht p-teilbar = p 54 g und t,(fo) << b,A(1), also t,(pp,g,) <k,
nach (4.4) also bereits 157(0) << & oder ¢,g, koneat; im zweiten Fall folgt aber
nach Wahl der ¢, bereits g, koneat.

Weil die p-Tiefe des Nullelementes immer groBer gleich Eins ist, erhilt man
im Spezialfall 4 = Z eine viel einfachere Beschreibung, nimlich

FOoLGERUNG.  Sei g: C'— C mit C' torsionsvoll, T(C) + 0O fiir alle p. Dann
stnd dquivalent:

(1) g* Ext(C, Z) > Ext(C’, Z) erhdlt k-Elemente.
(i) Falls g £ 0, gilt
(a) C p-telbar = g, surjektiv,
(b) fiir fast alle p ist g p-koneat.
Der folgende Satz zeigt, warum fiir die Untersuchung der x-Elemente in
Ext der Hohenbegriff zu scharf war. Wir wollen in einem vorausgehenden

Hilfssatz die Argumente sammeln, die dann in jeder Primérkomponente von C
notig sind.

Hiurssatz 5.5.  Sei M eine p-Gruppe, o € Hom(M, Z(p*)) und n =: 0. Dann
sind dquivalent:

(i) tle! V)< m fir alle VCM, die ein direktes Komplement unter
Ke ¢ haben.
(i) Ay(p) < n.
(it) Ay(p | V) < n fiir alle V C M mit folgender Eigenschaft:

V'CXCMund XV zyklisch = V @ U = X mit UC Ke g. (%)

Beweis. Wir beniitzen stindig die Charakterisierungen von Héhe und
Tiefe aus (4.8). (i—ii) Ist &,(¢) < n, also M[p»*+1] C Ke g, so wihle man ein
Komplement V" von M{p»*+1] in M, das nach (4.1) gerade die Voraussetzung von
(i) erfiillt. Aus ¢,(p | V) << n folgt, weil V[p»+!] klein in V" und also 2,7(0) =
n -1 2 ist, sogar (@ | V) << n, also erst recht #,(p) <{ n, was nicht moglich ist.
(it — i) Besitze V die Eigenschaft (*). Angenommen, es wire 7,(p | 1) 53 #, so
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folgte 1'[p"+1] C Ke @, also mit (*) der Widerspruch M[p"*1] C Ke ¢, denn zu
we M[p*1] gibt es eine Zetlegung 1" @ U = 1" 4- Zw mit UC Ke ¢, also
we V[pr] © U[p»+1] C Ke ¢. (iil — 1) Hat 17 ¢in direktes Komplement unter
Ke g, so erfullt es gewi3 die Bedingung (*).

Sarz 5.6. Ser ([) gegeben. Dann sind dquivalent:

(1) Biahat in jeder direkten Zwischengruppe ein Komplement.
(i) Bi « hat in jeder reinen Zwischengruppe ein Komplement.
(iit) Falls f = 0, gilt

(a) [, Ofiiralle p,
(b) fiir fast alle p ist By°™(f) < h,*(1).

Beweis. Unter einer direkten (bzw. reinen) Zwischengruppe verstehen wir
ein A mit Bio C A C Bund X C® B (bzw. A rein in B). Man kann sie leicht in
C beschreiben: Fur L C C ist f~4L) C= B Adquivalent damit, dal3 L ein direktes
Komplement unter Ke f hat. Klar folgt aus $~Y(L) @ V' == B, daBL G B(})=C
und " C T(B), B(}7) C Ke f; hat man aber umgekehrt L (& K = Cmit K CKe f,
so folgt aus dem ersten 8-Y(L)/Bio @ 8(K)/Bia = B/Bi «, aus dem zweiten
BYK)C Bix — T(B), BiaC¥ S7YK), zusammen also S(L)C® B.—Ent-
sprechend zeigt man: Genau dannist 874(L) reinin B, wenn es furalle LC N C C,
mit N.L zvklisch, eine Zerlegung L @ K == N gibt mit K C Ke f.

(1-——1m1) Set f -~ 0. Falls es bei (a) cine Primzahl ¢ gibe mit f, = 0, so hitte
L = &, T,(C)cin direktes Komplement unter Ke f, und es folgte $-1(L)C9 B,
Bi« C< B~YL); weil aber in B~(L)/Bi « die ¢g-Komponente fehlt, bedeutete das
Bia C% -1(L), f = 0 entgegen der Annahme. Fiir (b) sei P = {primp ' h,(f) &
A1)}, Falls P =< o ist man fertig, andernfalls gibt es nach dem Hilfssatz
fiir jedes p e P cine Untergruppe L, C T'(C), die ein direktes Komplement
unter Kef, hat und fir die £,(f, | L,) < &,%(1) gilt. Definiert man nun L C C
durch T (L) = L, falls pe P, T (L) == T (C) falls p ¢ P, so hat L ein direktes
Komplement unter Ke f, und es folgt 3-'(L) C% B, Bia C<B~Y(L), aber das
letztere nicht zerfallend. Nach (5.2) folgt ¢,(f | L) << k(1) fiir fast alle p, so da
P endlich sein muf3.

(iti > 11) Set Bi « nicht direkter Summand in B, X eine reine Zwischengruppe.
Fir alle p erfillt dann die Inklusion 7,(8X)C T'(C) die Bedingung (*) des
Hilfssatzes, so dal &,(f | B.Y) fur alle p endlich, und fiir fast alle p kleiner gleich
A, A1) 1st, also £ B ein k-Element ist, d.h. Bi « Cx X

Foreirexa.  Ist To,(C) = 0 fiir alle p und A C Q, so sind dquivalent:

(1) Ist k-exakt 0 — A —* B ->% C' — 0, so hat Bi a auch in jeder direkten
Zuwischengruppe ein Komplement.

(11) .4 ist koatomar und C ist teilbar.
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Beweis. (i —>ii) Weil Ext(C, A) ungleich Null ist, besitzt es nach (5.2,
Folgerung 2) ein von Null verschiedenes x-Element, so da3 T'(Q/A4) # 0 ist fiir
alle p, also .1 koatomar. Sci g eine Primzahl mit C nicht g-teilbar: Wihle
J:C—Qf4 derart, daB f, = 0 und f, koneat fiir alle p # ¢. Dann ist 0 % f
ein k~-Element, also nach Voraussetzung f,, £ 0 fir alle p, entgegen unserer Wahl
von f. (it — £} Ist I"ein Komplement von Bi « in B, so folgt aus unseren Voraus-
setzungen [7 == [XB). Fiir jede direkte Zwischengruppe X ist aber dann D(.X)
ein Komplement von Bi« in X

Bemerkung 1. Hat Bi« sogar in jeder koabgeschlossenen Zwischengruppe
ein Komplement, so ist Bi « bereits direkter Summand oder klein in B.

Bemerkung 2. Selbst wenn Bi « klein in B ist, braucht nicht T(B)C " B zu
gelten: Fiir jede Primzahl p wihle man einen Homomorphismus f,: Z/(p%)
Z{(p) — Z(p~) derart, daB3 Kef, zwar koabgeschlossen, aber nicht direkter
Summand ist. Die direkte Summe iiber alle p liefert f: C' — Q/Z mit C komple-
mentiert und reduziert, f koneat. Bildet man das zugehérige Diagramm (C7]) mit
A = Z, so ist mit v auch § wesentlicher Epimorphismus; wire aber T(B) C® B,
so miilte nach (1.6) gelten KefC? C, also Kef, CO T,(C) fiir fast alle p,
entgegen unsercr Wahl von f.

Das Kriterium (1.6) fiir das Zerfallen von B 1483t sich auf unsere Situation ()
abwandeln; es ergibt sich ein bemerkenswerter Zusammenhang mit dem
Komplementbegrift:

Sarz 5.7. Sei ([)) gegeben: Genau dann gilt T(B)CO B, wenn es ein Kom-
plement L von Ke f in C gibt mit La(T (L N Ke f)) << b, A1) fiir fast alle p.

Beweis.  Wir wollen das Kriterium von Meggiben [8, p. 142] verwenden und
miissen dazu die Hohenmatrix von o1} in B ausrechnen:

(I) prafl) € p"B < m — La(f(C[p™])) == n -+ k,A(1). Zum Beweis kann man
gleich 4 nicht p-teilbar, also & == £,7(1) endlich annehmen. Fiir # = m ist die
Aussage richtig, sei also n <2 m: Offenbar ist pa(1) € pB iquivalent mit
v(1/p=") e f(C]p™]), und weil stets Zyv(1/p%) eine zyklische p-Gruppe der
Liange max(0, / — &) ist, folgt hier mit / -+ m — n, dal} die linke Seite von (I)
dquivalent ist mit max(0, m — n — &) << La(f(C[p™])), und das ist die Behaup-
tung.

(I1) Ist T (C) direkt unzerlegbar, f, = 0, ¢ == Ld(Ke f,) und & = I, %(1),
so gilt:

R B(pof 1)) == m - B, e >n-h
=0 R —e, falls e=ln |-k T,(C)Z/(p)
— o, e <in-th TN(C)= Z(p*).

Zum Beweis wollen wir zuerst den Fall T(C) 2~ Z( p=) betrachten: Dann ist
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f, = g, mit g, isomorph, also La(f(C[p"])) — La( p(Z{( p"))) -~ max(0, m — ¢),
also m — La(f(C{p™])) = min(e, m), und daraus folgt mit (I) die Behauptung. —
Ist aber T,(C) == Zj(pY), so ist e << [ und f, = p°g, mit g, monomorph, also
F(CLp™) = p*(C[ p™]). Weil C[p™] eine zyklische p-Gruppe der Linge min(m, )
ist, folgt La( f(C[p™])) = min(max(0, m — e), [ — e), also m — La(f(C[p™])) =
max(min(e, m), m — | + e). Mit (I} gilt nun p?afl) € p™B genau dann, wenn
min(e, m) < 2 - hund m < n -+ h + [ — e, woraus wieder die Behauptung
folgt.

(I11) Ist H die Hohenmatrix von ofl) in B, T,(C) direkt unzerlegbar und
f» # 0, so hat die p-Zeile von H hochstens eine Liicke, und sie ist genau dann
lickenfrei, wenn Ld(Ke f,) < A,%(1) ist.

Zum Begriff der Héhenmatrix siche etwa [5, p. 197]. Weil T(B) Null oder
direkt unzerlegbar ist, stimmt fiir jedes x € B die p-Hohe mit der sogenannten
verallgemeinerten p-Hohe iiberein, und damit folgt unsere Behauptung sofort
aus (II).

(IV) Der Satz ist richtig, wenn spezicll jede Primirkomponente von C Null
oder direkt unzerlegbar ist.

Zum Bewecis betrachten wir zuerst die in (III) ausgeschlossenen Fille: Ist
A p-teilbar, so gilt A2(pra(1)) == oo fur alle n, ist aber A nicht p-teilbar und
[, == 0, so folgt aus (1), daB3 2,B(p”a(1)) = n + h,A(1) fir alle #. Hochstens fur
solche p mit f, 7= 0 hat also die p-Zeile von H eine Liicke. Nach Meggiben ist
jetzt T'(B) C@ B dquivalent damit, daB fast alle Zeilen von H liickenfrei sind, d.h.
dald es cin n 2= 1 gibt mit: p4n und f, # 0 = Li(Ke f,) < A,41). Fir das
einzige Komplement L von Ke f in C ist das aber gerade die Forderung des
Satzes.

(V) Seijetzt C beliebig. Ist L wie angegeben, so sind alle Primarkomponenten
von L Null oder direkt unzerlegbar, und mit g = f| L hat man Ld(Ke g,} <C
B, A(1) tir fast alle p. Aus (IV) folgt nun VP T(B~YL)) = f~Y(L), zusammen mit
B~U(L) -+ T(B) = B also sofort V& T(B) ~ B.—Umgekehrt folgt aus einer
Zerlegung V@ T(B) —= B, daB in B(I) jede Primirkomponente Null oder
dirckt unzerlegbar ist. Im induzierten Diagramm

0 > AV 4+ Bia— (V) ———0
I J
0——4 C Q—0q/4 0

istwieder I © T( 4 Bia) = V' -~ Bi o, so daf es nach (IV) ein Komplement L
von B(VYN Ke f in B(V) gibt, mit La(T (L N Ke f)) << kA1) fir fast alle p.
Wegen (17) - Ke f = C ist aber L auch ein Komplement von Ke f in C, und
man hat die Behauptung.
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6. Uskr DIE TRANSITIVITAT DER RELATION K5 SCHWACHE KOMPLEMENTE

Ist UC~M und Y eine direkte Zwischengruppe, also CCYC 3, so
braucht (" nach (5.6) kein Komplement in 1 zu haben. Ist aber I ¢in Komple-
ment von U in M, so erhilt man mit I, = "N Yimmerhin noch I, — U = Y
und I} N U klein in ¥: Wir sagen, I, sei ein schwaches Komplement von U in Y.
Dazu gilt folgende Umkehrung:

Lemma 6.1, Ist X CY und besitzt X ein schwaches Komplement in Y, so gibt
es eine zerfallende Erweiterung Y CO Z mit X C< Z.

Beweis. Sei 17~ X ==} mit '\ klein in Y. Zum Monomorphismus
d:Yaym(y,5)eY » (Y[V) gibt es bekanntlich eine Erweiterung ¥ C Z und
einen Isomorphismus y: ¥ X (Y/V)— Zmityd = Y C Z. Klarist Y C* Z, und
mittels des kanonischen Isomorphismus ¢:Y » (X/V N X)— 1 - (Y/F)
erhilt man auch noch, daB xg{}¥ -~ 0) ein Komplement von X in Z ist.

Wir wollen im folgenden fiir spezielle Folgen 0 — A4 —>* B —# C' —» 0 zeigen,
daB Bi o genau dann ein schwaches Komplement in B hat, wenn es eine Zwischen-
gruppe A" gibt mit BioC<.X und X C* B—und daraus cin Beispiel dafiir
ableiten, dal die Relation « nicht transitiv ist.

LemMma 6.2 Sei (7)) wie in Abschnitt 5 gegeben. Dann sind dquizvalent:

(1) Bio hat ein schwaches Komplement in B.
(i) Falls Bi « nicht direkter Summand in B ist, gilt o(1) € pB fiir fast alle p.
(iil) Falls f = 0, gilt fiir fast alle p: h,'(1) > 0 oder f p~koneat.

Beweis. (i—ii) Ist V-~ Bia == B mit I 0 Bia klein in B, so folgt, weil
Bi « nicht abspaltet, 1" M Bi« 3£ 0, also o(a) € Ra(B) fiir e¢in 0 ¢ a4, also
ofn) € Ra(B) fir ein 0 =4 ne N, also of1) € pB fiir alle p + n. (ii - i) Falls Bi «
abspaltet, ist nichts zu zeigen; andernfalls folgt aus der Voraussetzung, dafl
es ein 0 5£ U C Bia gibt mit U klein in B. Weil Bi«/U in jeder Primirkom-
ponente artinsch ist, hat es im torsionsvollen B/U cin Komplement, sagen wir
VjU, und aus (V" Bio)/U Klein in BfU folgt V' N Bi« klein in B, so daB 17
ein schwaches Komplement von Bi « in B ist.

(ii «—1ii) Offenbar ist «1) € pB #quivalent damit, daB es ein ¢ € C[ p] gibt mit
v(1/p) == f(¢), also dquivalent mit v(1/p) e f(C[p]). Wegen v(1/p) 40 <
h,4(1) = 0 folgt die Behauptung.

Sarz 6.3.  Sei () wie in Abschnitt 5 gegeben. Dann sind dquivalent:
(1) Es gibt eine Zwischengruppe X mit Bi o C< X und X C< B.
(il) FEs gibt eine Zwischengruppe Y mit Bia C<Y und Y + T(B) == B.
(i) Falls f -~ 0, gilt T (C) 5% O fiir alle p, und fiir fast alle p gilt: h (1) =0
oder [T,(C) direkt unzerlegbar und f, - 0} = t1°™(f) << h,A(1).
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Bewers, (1—1i) Wir zeigen allgemeiner: Ist
Bi«aCAC<B und X -+T(B)LB,

so folgt Bi« C* B (in diesem Fall wihle also 1" == B, im anderen Y == .X).
Ist nimlich W ein Komplement von X in B, so ist es auch ein Komplement von
Bi « in Bi o - W; andrerseits kann Bi « nicht direkter Summand in Bia - W
sein, denn aus Bia @& S == Bia 4+ W wirde S torsionsvoll, X + § = B,
X -+ T'(B) = B folgen, entgegen unserer Annahme. Es ist also die Folge

0 A s Bia - W —s p) 0

x-exakt und nicht zerfallend, d.h. J*([£]) ein von Null verschiedenes «-Element
in Ext(8(W), A). Dabei ist «: B(WW)C C ein neat-Homomorphismus, weil (17)
ein Komplement von S(X) in C ist, so dal3 «* nach (2.6, 4) koneat ist und nach
(4.5) Tiefen nicht kleiner macht. Es folgt 77,(C) =* 0 fur alle p, und

AEUCA([E]) < ()

wie behauptet.

(it — iii) Seif 7 0. Dann kann Bi « nicht direkter Summand in Y sein, denn
aus Bia @ S = Y wiirde folgen S torsionsvoll, Bi « & T(B) = B, was ausge-
schlossen ist. Insbesondere ist T,(C) 5= 0 fiir alle p, und fiir L = B(Y) gilt
L +Kef =0 t,(f|L) < kA1) fiir fast alle p; in den angegebenen Spezial-
fillen muB aber dann schon 7,( f) < k,4(1) gelten.

Um im letzten Schritt (iii — 1) das X konstruieren zu kénnen, brauchen wir
tir den Fall, da3 T,(C) nichttrivial zerlegbar und #,4(1) < oo ist, folgenden

Hivrssatz 6.4. Sei M eine p-Gruppe it einer nichttrivialen Zerlegung,
o € Hom(M, Z(p=)). Dann gibt es eine Untergruppe V von M mit

(1) V-+-Kep =M,
2) VnKegpC<Keg,
(3) V[p] L pV (insbesondere t,(p | V) << 1).

Beweis. 1. Fall. Ke ¢ C< M. Ist dann X ein Komplement von Ke ¢ in M, so
folgt aus der Gestalt von X und aus der Voraussetzung iiber 3/, daB X nicht
groB3 in M ist, also X N E == 0 {iir ein einfaches E C M. Damit leistet V = X - E
das Gewiinschte. 2. Fall. Ke ¢ hat kein Komplement in A/. Dann folgt
D(M) C Ke ¢, denn die Existenz eines X C M mit X o~ Z(p*), X ¢ Ke ¢ wiirde
nach sich ziehen 0 5= (X - Ke ¢)/Ke ¢ C M/Ke ¢, so dal X ein Komplement
von Ke ¢ in M wire, was gerade ausgeschlossen ist. Es folgt weiter, daB3 M/ D(M)
nicht komplementiert sein kann, also eine Zerlegung M = G @ H existiert mit
H endlich erzeugt, nicht zyklisch. Auf H und ¢ | H kann man nun den 1. Fall
anwenden, also H, + (HNKeg) = H mit EC® H,, E einfach. Fir IV =
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G 5- Hy gilt dann 17 4- Ke ¢ = M sowie £EC® V, und weil M/I" als Faktor
von H endlich erzeugt ist, hat auch noch I” N Ke ¢ ¢in Komplement in Ke g.
Zum Beweis von (iii — 1) im Satz sei gleich f %5 0. Definiere nun L C C durch

T, (L) == einfach fn=0,
A —
= T)(C) falls  f,# 0 und [hp H=0 oder] ,

T(C) direkt unz.

== mit den drei Eigen- h,(1) =0 und
schaften von V' wie fo#=0 und {Tj,(C) nichttri—}

im Hilfssatz vial zerlegbar

Dieses L erfillt dann die folgenden funf Bedingungen: (1) L -+ Kef == C;
Q)L n KefCxKef; (3) T,(L) == Ofiir alle p; (4) (f L), =0 = T,(L) cinfach;
(5) fur fast alle p ist £,(f | L) << A,A(1).

Damit leistet X == B~Y(L) das Gewiinschte, denn (3 --5) gewihrleistet
Bia C* X, aus (1) folgt X -~ T(B) = B, so dal nur noch X' N T(B) C< T(B) zu
zeigen ist, und das folgt aus (2) durch den von § induzierten Isomorphismus
T(B) — Ke f, der X n T(B) gerade auf L N Ke f abbildet.

ForgerunG 1. Hat man BiaC N Cx X, C - <X, == B mit u =2, so0
gibt es bereits eine Zwischengruppe X mit Bi o C< X C* B.

Forgerunc 2. Ist A == Z und T ,(C) -/ O fiir alle p, so hat Bi o genau dann ein
schwaches Komplement in B, wenn es eine Zwischengruppe X gibt mit Bi o C* X C+ B,

Bewers. (1) Falls X, -+ T(X;) C X oder X + T'(X,) € X, hat man nach
dem Schritt (1 - ii) sofort ein Bi o« C X C< Y, | falls aber beide Male Gleichheit,
also X + T(X,) == X, gilt, findet man wegen (ii-— 1) ein solches XL (2) Jede
der beiden Aussagen ist, falls f 5= 0, dquivalent damit, daB f p-koncat ist fiir fast
alle p.

So findet man jetzt sofort ein Beispiel dafiir, dafi die Relation x nicht transitiv
ist: Definiert man £ == 0 > Z ¢ B —* Q/Z — 0 durch fe Hom(Q/Z, Q/7)
mit f, == 0, f, isomorph fiir alle p 7 ¢, so hat Bi « ein schwaches Komplement
in B, aber kein Komplement.—Andrerseits kann man cinfache Bedingungen
dafiir angeben, daB fiir die Erweiterungen von 4 durch C dieser Unterschied

nicht besteht:

Sa1z 6.5. Sei ([1) wie in Abschnitt 5 gegeben und T,(C) = O fiir alle p. Dann
sind fiir das Paar (A, C) dquivalent:
(1) Ist exakt 0 — A —* B—Ff C — 0 und hat Bi o ein schwaches Komplement
in B, so gilt bereits Bi o C< B.
(it) Ist exakt 0 — A —* B —# C — 0 und gibt es eine Zwischengruppe X mil
Bia C X Cx B, so gilt bereits Bi o C< B.
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(i) Falls A durch mindestens zwei Primzahlen nicht teilbar ist, gilt

(a) A nicht p-teilbar = C nicht p-teilbar,
(b) fiir fast alle p ist kA (1) = O oder 1,5(0) << h,A(1).

Beweis. (i — i) Wir miissen nur mit Hilfe dieses X zeigen, dal Bi« ein
schwaches Komplement in B hat: Sei V' ein Komplement von Bi« in X, und
W ein Komplement von X in B. Falls sowohl VN Bia =0 als auch
W N Bia = 0Qist, sind " und ¥ beide torsionsvoll, also (V' + W) @& Bi « == B;
falls aber eines der beiden ungleich Null ist, hat man ein 0 %= U C Bia mit U
klein in B, und wie in (6.2) folgt die Behauptung.

(it — iii) Sei 4 wie verlangt. (a) Angenommen, es gibt eine Primzahl g mit
A nicht g-teilbar, C g-teilbar: Wahlt man f: C — Q/4 derart, daf3 f, == 0 und
f» koneat fiir alle p 54 ¢, so ist f = 0, weil es ja noch ein ¢’ = ¢ gibt mit
T,(Q/A4) # 0; aullerdem gibt es nach (6.3) eine Zwischengruppe .X' mit
Bia Cx X Cx B, aber Bia hat kein Komplement in B. Das widerspricht der
Voraussetzung. (b) Man wihle ein festes ¢ mit A nicht g-teilbar, und dazu
f:C— QA derart, dal} f, = 0 ist falls p -4 ¢ und A,4(1) 4 0, und dal3 f,
koneat ist in allen anderen Fillen. Wieder ist f:% 0, und besitzt Bia ein
“Zwischenkomplement.” Nach Voraussetzung folgt Bi« C* B, insbesondere
gibt es ein 7 == 1 mit 9°™(f) < k(1) fiir alle p mit p+ n. Fiir ptn, p £ ¢
und /%,4(1) ¢{0, oo} gilt dann, wie wir f gewihlt haben, 7,90} < #,4(1), und
das ist die Behauptung.

(iii — 1) Besitze Bi o ein schwaches Komplement in B, und sei f der nach (['])
zur Folge gehérende Homomorphismus. 1. Fall. f = 0 oder A durch héchstens
eine Primzahl nicht teilbar. Beide Male gilt dann Bi o C< B (siehe 5.3). 2. Fall.
f+# 0 und A durch mindestens zwei Primzahlen nicht teilbar, Nach (6.2) und
unserer Voraussetzung (b) gibt es e¢in # 2= | mit: p+n und AA()) =0 =
t,(f) =0, prnund A1) # 0 = t,(f) < hyA1). Weil also £,(f) < 2,41)
fiir fast alle p gilt, folgt mit (a), daB f ein x-Element ist.

Unter milden Zusatzbedingungen ist aber die Relation « doch noch transitiv,
und wir wollen zum Abschluf3 zwei solche Fille anfiihren:

Lemma 6.6, Sei X C<Y C<Z, und zwar V" ein Komplement von X in ¥, W
ein Komplement von Y in Z. Dann gilt:

(a) Ist Ra(Y/X) = Y/X N Ra(Z|X), so ist I+ W ein Komplement von
XinZ
(b)y Ist V torsionsvoll, so folgt X Cx Z.

Beweis. (a) Aus der Radikalbedingung folgt, daB (X + (W Y))/X =
{((W + X) N Y)/X nicht nur klein in Z/X, sondern sogar klein in Y/X ist, also
die kanonische Abbildung I"— Y/X — Z/W -+ X ein wesentlicher Epimor-
phismus ist, d.h. " ein Komplement von W - X in Z. Natiirlich ist auch W ein

481/50/2-7
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Komplement von I 4 X in Z, und beides zusammen liefert dic Behauptung. (b)
Das koatomare ((IW -+ X) N Y)/X hat im torsionsvollen Y/X ein Komplement
Y'[X, so daB} (W - X)/X und Y'[X gegenseitig Komplemente in Z/X sind.
Damit gilt Y' Cx Zund Ra(Y’/X) = Y’'/X N Ra(Z/X),und aus (' N Y') - X ==
Y’ folgt mit dem gleichen Argument X’ C* Y, also nach eben X Cx Z.

—

W
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