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iiber Torsions- und x-Elemente von Ext(C, A) 

HELMUT Z%SCHIKGER 

Urn Einblick in die Struktur der abelschen Gruppe Ext(C, A) zu gewinnen, 
kann man versuchen, die Elemente von Standard-Untergruppen, z.B. des 
divisiblen Anteils D(Ext(C, ,4)), der Ulm-Untergruppe Ext(C, A)l, der Frattini- 
Untergruppe Ra(Ext(C, A)) oder der T orsionsuntergruppe T(Ext(C, A)) naher 
zu bestimmen. Interpretiert man Ext(C, A) als die Gruppe der Erweiterungen 
von A durch C, so lautet also die Frage, welche Eigenschaften eine kurze exakte 
Folge 

von abelschen Gruppen be&en mu& damit ihre Aquivalenzklasse [E] ein 
Element der vorgeschriebenen Untergruppe von Ext(C, A) ist. So ist etwa 
bekannt, daB [EJ genau dann zu D(Ext(C, A)) gehiirt, wenn Bi a: sowohl rein in 
B als such direkter Summand in Bi a: + T(B) ist. 

Hat man umgekehrt eine Klasse ?? von kurzen exakten Folgen abelscher 
Gruppen vorgegeben, so stellt sich das Problem, die entsprechenden Elemente 
in der Gruppe Ext(C, A) wiederzuerkennen. Das wohl bekannteste Beispiel ist 
die Klasse 9’ der reinexakten Folgen: Die Elemente von Ext(C, A), mit 
Rcprasentanten aus 8, bilden cinc Untcrgruppe Pext(C, A), die gerade mit 
Ext(C, A)1 iibereinstimmt.-Uns interessiert in dieser Arbeit die Klasse der 
K-exakten Folgen, wobei E K-exakt heiBe, wenn Bioi ein Komplement in B hat, 
d.h. ein minimales Element in der Menge (V C B 1 V -I- Bier = B). In diesem 
Fall sagen wir, [E] E Ext(C, A) sei ein K-Element, und die Meng’e aller K-Elemente 
bezeichnen wir mit Ext(C, A)K. Obwohl wir hier nur abelsche Gruppen be- 
trachten, IaDt sich der Begriff einer K-exakten Folge von JZ-Moduln und eines 
K-Elementes von Ext,l(C, A) iiber jedem Ring R formulieren, und das Studium 
von Ext,l(C, A)K kijnnte ein erster Schritt zur Beantwortung der von F. Kasch 
seit langem gestellten Frage nach der Struktur von Ext,l(C, A) sein. 
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Fur K -= Z gelingt uns die “Beschreibung” der K-Elemente in den folgenden 
beiden Fallen: 

(1) C ist teilbar und fast alle Primiirkomponenten con C sind Null. Fur 
beliebiges A stimmcn dann in Ext(C, =1) d ie K-Elemente mit den Torsions- 
elementen iiberein. 

(II) (,’ ist teilbar und torsionsaoll, alle Primiirkomponenten zfon C sind ungleich 
Null, und i-1 ist torsionsfrei corn Rang I. Obwohl dann Ext(C, A) torsionsfrei 
ist, gibt es noch genugend viele K-Elemente in Ext(C, A), denn in Abschnitt 5 
wird gezeigt, da13 sie ein Erzeugendensystem bilden. Und aus unserem Haupt- 
resultat (5.3) folgt: Genau dann ist 0 + [fl] t: Ext(C, A) ein K-&ment, wenn der 
Typ van [E] in Ext(C, A) klciner gleich dem ‘Typ von il ist. 

In ,Abschnitt 1, bei der Lntersuchung des Zusammenhangs zwischcn 
TOrSiOnS- Und K-&menten in &t( c, A), wird eine “funktorielle” Untcrgruppe 
Ext(C, A)” eingeftihrt, deren Elcmcnte [0 F =I -+ B --* C - 0] dadurch 
definiert sind, da13 Bi a ein KompIement I’ in B hat mit der Zusatzbedingung, 
da8 V n Bi cy beschrankt ist. Obwohl im allgemeinen Ext(C, A)fi $ Ext(C, A) 
gilt, lassen sich bestimmte Aussagen iiber Bxt(C, A)d beim Studium der K- 
Elemcnte verwenden. Beispiel: Gilt Est(C, A)0 C Ra(Ext(C, A)), so folgt 
bereits Ext(C, -4)” = 0, und dasselbe werden wir in (3.1) fur K statt /3 zeigen. 

Wcil Ext(g,f): Ext(C, ~2) ---+ Ext(C’, -4’) zwar im zwciten, aber nicht im 
ersten Argument K-Elemente erhalt (und deshalb such Iht(C, .,2), keine Unter- 
gruppc zu scin braucht), sind wir im 2. hbschnitt gendtigt, Homomorphismcn 
R: C’ m-r C zu untersuchcn, fiir die bei jeder Zerlegung g 1 /LX gilt: 1st /3 ein 
wcsentlicher Bpimorphismus (d.h. surjektiv mit kleinem Kern), so ist fl schon tin 
Tsomorphismus. 1Vir bezeichnen sic als ko~c~f und zeigen, da13 das aquivalent ist 
mit g(So(C’)) == So(C). Und fiir solchc ,y cl-halt ,q”: Ext(C, A) - Iht(C’, il) 
such K-Elemcnte. Zusammen mit dem dualcn Begriff des neat-Homomorphismus, 
wit cr van Enochs brim Studium van torsionsfreicn Hullen eingeftihrt ~vurde, 
wird in (2.5) gczcigt, wie die Funktorcn Horn bzw. Ext koneat- in neat- 
Homomorphismen vcrwandeln (und andere T’ariationen.) 

In Abschnitt 3 wird die Fragc Ext(C’, /I)” :: Ext(C, L-I)” untersucht. Der 
Extremfall Ext(C, L!)~ = = 0 ist mit (1.5) rasch gel&t: Gcnau dann gibt es keine 
K-Elemente in Ext(C, Jl), wenn aus T,,(C) ;-- 0 die Teilbarkeit \-on T,,(A) folgt, 
und wenn, falls alle T,(C) + 0 sind, bereits .-1 teilbar ist. (3.6) gibt, wenigstens 
wcnn ?‘(A) in _i2 abspaltet, die Antwort auf die ursprungliche Frage. 

Abschnitt 4 stellt die Rechenregcln fur cincn---van der Wichen P-Hohe 
abweichenden-Teilbarkeitsbegrif zusammcn, den wir als die p-Tiefc van 
x E G bezeichnen: fpG(s) ist definiert als die kleinstc p-Potenz, die man aus .t 
herausziehen mul3, damit “err” Rest nicht mehr durch p teilbar ist. Durch 
die Einftihrung dieses Tiefenbegriffcs kiinnen wir im obcn angefuhrten Fall (II) 
die Voraussetzung “C teilbar” fallen lassrn, und mit sciner Hilfe wcrden wir die 
Komplemcnteigenschaften von .1: E Ext(C, A) messen. Fur x F G ergibt sic11 
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t,,G(s) = min(hDG(x), t,“(O)), und fur 97 E Hom(M, Z(p”)) erhalt man die 
Formel t;;““(p)) = inf{i E N j M[p] Q p”(Ke p))}. SchlieBlich zeigen wir bei der 

Charakterisierung von t,“(O) die zu einem wohlbekannten Satz von Khabbaz [7] 
duale aussage: 1st T’ein Komplement von G[ p’“] in G, so ist I’ direkter Summand 
in G. 

Fur die letzten beiden Abschnitte sei jetzt immer C torsionsvoll, .J torsionsfrei 
vom Rang 1. Alles folgt aus dem Hauptergebnis (5.2): Genau dann ist 0 =# [E] 
ein K-Element in Ext(C, A), wenn alle Primarkomponenten von C ungleich Sull 
sind und die Klasse der Tiefensequenz von [E] in Ext(C, A) kleiner gleich dem 
TJ-p von A ist.-Es folgen einfache Kriterien dafiir, daB Est(C, A) nur aus K- 

Elementen besteht oder daB g”: Ext(C, -4) + Est(C’, ,-1) K-Elemente erhalt. 
Und in (5.6) wird gezeigt, da13 die Unterscheidung zwischen Tiefe und Hohe 
wirklich verschiedene Komplementbegriffe liefert. Weil in der oben angegebenen 
Folge E, such wenn Bi a klein in B ist, nicht T(B) in B abzuspalten braucht, 
gebcn wir noch in (5.7) ein “Splitting-Kriterium,” das in seiner Kombination 
mit dem Komplementbegriff vielleicht van selbstgndigem Interesse ist. 

Abschnitt 6 betrachtet Tripe1 Bi a C X C B, so da13 Bi iy ein Komplement in X, 
und X ein Komplement in B hat. Auch diese Elemente van Ext(C, -4) lassen 
sich durch die Tiefensequenz beschreiben (6.3), und es zeigt sich, da0 sic im 
allgemeinen eine echt griiflere Teilmenge als die der K-~kmcnte bilden. 

Unter Gruppen verstehen wir immer abelsche Gruppen, die Bczeichnungen 
entsprechen meist denen in [4]. U ‘ir schreiben aber Z/( p”) statt Z( p”). Hat tine 
Gruppe M eine Kompositionsreihe 0 =-= -If,, & JZi d ... 5; -II,, =- -11, so hciBt 
II die Lgnge van M, in Zeichen Ll,ii(l\l). Bei einem Homomorphismus n: A~1 + B 
ist Bi 0: = Im oi und Kok 01 2: R/Bi oi. Gelegcntlich werden die langatmigen 
Formulierungen “U ist direkter Summand in !lI” bzw. “ (/ hat ein Komplcment 
in 111” abgckiirzt durch C CQ :lf bzw. I: c JI. 

1. DIE K-ELEMENTE VON ExT(C, A) ALS TORSIONSELEJIENTE 

Im weiteren wird standig folgendes, leicht zu bewcisende Ergebnis aus [14] 
beniitigt: 1st Iz: H--f C eine wesentliche Uberdeckung von C, und ist in C 
mindestens tine Primarkomponente gleich Sull, so ist Ke k torsionsvoll; sind 
in C sogar fast alle Primarkomponenten gleich Null, so ist Ke h bereits beschrankt. 
Damit crhalt man 

S.ATZ 1.1. Sei die Gruppe C teilhar, und seien fast alle Prilniivkomponenten 
Zion C glrirk Null. Dam sind a’ie K-Elemente con Ext(C, -4) gmau die Twsions- 
elementc. 
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Beceis. Kepmsentiert B 0 --f ,4 -9 B ---L C: -> 0 ein ‘i’orsionsclement in 
Ext(C, A), so weif? man nach Walker [12, Theorem 11, da6 es ein 11 ’ 1 gibt, so 
da13 Bi al(Bi LY)[~] direkter Summand in (Bi 0: $ nZZ)/(Bi LV)[~I] ist. wobei wie 
ublich G[u] = {X E G no =-~ 0) sei. W:eil abcr C teilbar ist, bedeutet das 
Bi +(Bi a)[?~] Cc B;(Bi a)[!~], so da0 es ein I. ; Bi 0: 11 gibt mit 1. n Bi a 
beschrankt. Kach [14] hat abcr eine beschi-ankte Gruppc in jeder Erweitcrung 
ein Komplcment, so da0 aus 1,‘ n Bi 01 c^ 1. folgt Bi 01 CK K. 1st umgckehrt die 
angcgebene Folge J? K-exakt, also tin Komplement I van Bi ,I in B gegeben, 
so folgt aus dcr \“orbemcrkung, daR 1. n Bi ;Y als Kern des wesentlichen Epi- 
morphismus I _ --, C beschrankt ist, also Bi cr/(Bi LX)L~] CG B,(Bi ~)[n] fur ein 
n > I. Wieder nach [12, Theorem 1] ist dahcr [E] ein Torsionselemcnt in 
Ext(C, A). 

F~LGERUNG 1. 1st Ext(z( p”), -11) tovsionsvoll, so kat Jf bereits 111 jeder 
Erweiteruq X, mit N/M p-puimiir, ein Kotnplement. 

~TOIXERUNG 2. IZs gibt eine p-Gvuppe N mit einev reincn lInterg,-uppe M, 
so daJ3 ilf zzcar in jeder Zzcischeyvuppe u”u X ein li’omplemerzt Irut. nher- uicht 
direkter Summand in N ist. 

Beweis. (1) Weil Ext(Z( p”), M) b k e anntlich reduziert und kotorsion ist, 
folgt aus der I7oraussetzung, da8 es sogar beschrankt ist, also such Ext(C, ilL) 
torsionsvoll ist fur jede teilbare p-Gruppe C. 1st nun N wie angegeben, so gibt 
es ein N C 11 mit H/M teilbar und Xj.11 groB in H/M. Xach dem Satz hat 112 
ein Komplement in H, also wegen [14, Hilfssatz 5.11 such in -1’. (2) Fur eine 
beliebige Gruppe M induziert die reinexakte Folge 0 -+ M/D(M) --j 
Ext(Q/iZ, Al) 3 Ext(Q, M) -+ 0 einen Monomorphismus JIi:D(M) + 
Pext(Q@, ,U), wobei wie ublich -lZr = fizz1 nM sei. Wahlt man nun JI spcziell 
p-primar mit L)(M) $ lV1, so kann Pext(Z( p”), a1) nicht torsionsfrei s&n, und 
fur ein \-on Null verschiedenes Torsionselement [0 ---f M C N---f Z( p”) --f 0] 
gilt dann nach dem Satz MC” N; aber such zu jedem iv1 $ X $ LV gibt es 
ein zyklisches X1 C S mit X1 -k 1 ?I :-. S, und offenbar ist dann bereits ‘1-t 
ein Komplement von M in X. 

W’ir wollen noch naher auf die im Beweis des Satzes vorkommenden kurzen 
cxakten Folgen 0 + ,4 -+a B -> C ---f 0 eingehen, bei denen ein I7 + Bi a: = B 
existiert mit I’ n Bi CY beschrankt. Wir bezeichnen sie als /l-exakt, in Zeichen 
Bi a CB B. Ein P-Element von Ext(C, A) ist stets sowohl K- als such Tarsions- 
element. Im folgenden Spezialfall gilt die Umkehrung: 

hMMA 1.2. Sind c und A torsionsvoll, so gilt: 

Ext(C, A)0 == Ext(C, i3)K n T(Ext(C, A)). 

Beweis. RIit der Charakterisierung der Torsionselemente von Est aus [12] 
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lautet die Behauptung: 1st M eine Torsionsgruppe und ti CK M mit U/U[n] CO 
(LT -j- nM)/U[ n ] f” ur ein n 3 1, so folgt bereits U Co M. Wihlt man zu iY/:i[n] 
ein direktes Complement V/U[n], so gilt fiir alle Primzahlen p, mit (9, n) = 1, 
dal3 T,(V) + T,(U) = T,(M)und T,(G-) n I’,(G) = 0, d.h. 1’,(U) C@ T,(M). 
Wegen L’ CK M kann man also ein Complement IV van li in M finden mit 
T,(W) n T,(L-) = 0 f” ur alle p mit (p, z) = 1; fiir die tibrigen ist immerhin 
T,( ll-) n TD( U) koatomar (d.h. alle Faktoren reduzicrt), also im ganzen II” n U 
beschrankt. 

Bemerkuq. In Ext(So(Q/Z’), J,) ist jedes Element sowohl K- als such 
Torsionselement, aber nur die Ku11 ein P-Element. 

~,EA,IM-~ 1.3. Ist 0 + S-FL I’+5 C + 0 eine torsionsfreie Aufliisung z’on C 

und ist 6: Hom(X, i2) -+ Ext(C, A) d er zugehiirige eerhindende Homomorphismus, 
so ,gi/t: 

Ext(C, A)0 = 6( T(Hom(X, A))). 

Beweis. Ist f~ Hom(X, A), so erhglt man S(f) = [E] mit 

und darin Bi f’ + Bi a: = B sowie Bif’ n Bi 01% Bif; war alsofein Torsions- 
element, d.h. Bif beschrinkt, so ist [A’] ein P-Element van Ext(C, A). -Sei nun 
umgekehrt ,R-exakt E = 0 --f A +a B --to C-j 0, also V f Bi 01 = B mit 
I’ n Bi LY beschrlnkt. Dann erhnlt man, weil 6 j V surjektiv und 1’ torsionsfrei 
ist, die esakte Folge Hom(Y, V) -A“)* Hom(E’, C) --z 0, und damit ein 
(1 E Hom( I-, B) mit Big C I’ und /3g := v. Aus dem Diagramm h 

folgt A(f) = [E] sowie Bifz Big n Bi LY, also ftr II’(Hom(X, A)). 

FOLGERCSGEN. (a) Die /3-Blemente van Ext(C, -4) bilden eine Untergruppe. 
(b) Ist f: -4 - A’ ein Homomorphismus, so erhiilt f.+: Ext(C, A) --t Ext(C, A’) 
/3-Elemente. (c) Ist g: C’ - C ein Homomorphismus, so erhiilt g*: Ext(C, A) -+ 
Ext(C’, .-1) /3-Elemente. 
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Bemevkungen. (a) 1st C t ‘lb ei ar, so kann man in der torsionsfreien Auflosung 
such Y teilbar wahlen. Dann ist aber Kok 6 torsionsfrei und Ke S teilbar, so 
dab 6 auf den Torsionselementen surjektiv ist, d.h. T(Ext(C, A)) = Ext(C, A)a. 
Fur die erste Halfte von Satz 1.1 hat man so einen etwas anderen Beweis. 
(b) Umgekehrt kann man aus einem Resultat von Baer [I, Folgerung 3.21 sofort 
ableiten: 1st I’(Ext(C, Z’))) = 0 fur alle I, so ist C/D(C) frei. Es ist also genau 
dann T(Ext(C, A)) = Ext(C, A)a fur alle -4, wenn C/O(C) frei ist. 

BEISPIEL 1.4. Sind in C fast alle Primarkomponenten gleich Null, so 
stimmen die /3-Elemente von Ext(C, A) mit den K-Elementen iiberein. 1st 
speziell C == Z/(m) mit nz 3 2, so hat man die projektive Auflosung 0 3 Z +m. 
72 -+ Z/(m) --f 0, und der verbindende Homomorphismus 8 liefert Ext(Zl(m), A) Zz 
AImA, wobei die fc-Elemente gerade der Untergruppe (T(A) + mA)/A ent- 
sprechen. Insbesondere gilt: 

Ext(Z/(m), A) K-voll <:j J/?‘(A) m-teilbar. 

(Auch im folgenden wollen wir Ext(C, A) K-~011 nennen, wenn jedes Element 
von Ext(C, A) ein K-&Xmnt ist.) 

SATZ 1.5. Fiir eifz Paau (A, C) sind iiquivalent: 

(i) Ext(C, # C Ra(Ext(C, A)). 

(ii) Ext(C, 1-1)a == 0. 

(iii) Ext(C, T(A)) ist teilbar. 

Bezoeis. (i -+ iii) Es ist zu zeigen, daB aus Y’,(C) # 0 die+Teilbarkeit von 
T(A) folgt. 1. FaZl. T,,(C) ist reduziert. Dann gibt es ein n 3 I, so daB Z/( p’“) 
bis auf Isomorphie direkter Summand in C ist, und es folgt Ext(Z/( p”), -4)” C 
Ra(Ext(Z/( p”), A)). Xach (1.4) bedeutet das aber (T(A) + p”A)/p”A C pA/p”A, 
also T(-4)p-teilbar. 2. Fall. T,(C) ist nicht reduziert. Dann folgt Ext(Z( p”), A)a C 
Ra(Ext(Z( p”), A)), d.h. die T orsionsuntergruppe von Ext(Z( p”), A) ist teilbar, 
also 9~11. Weil damit d keinen direkten Summanden der Form Z/( p”), n 2 I, 
haben kann, folgt die Behauptung. (iii -+ ii) 1. Fall. T,(C) -;i: 0 fur alle p. Dann 
ist T(A) teilbar, d.h. ,4,‘D(i-1) torsionsfrei, also Ext(C, A/O(A))0 := 0. XIittels 
des Isomorphismus v,: Ext(C, A) --) Ext(C, A/D(A)) folgt die Behauptung. 
2. Fall. Mindestens eine Primsrkomponente von C ist Null. Wir behaupten, dal3 
Ext(C, -4) nicht einmal ein van Null verschiedenes K-Element besitzt. Beniitzen 
wir dazu das Ergebnis aus (2.1), d a Y* K-Elemente erhdt, so kiinnen wir gleich 13 
A reduzicrt annehmen, und unsere \‘oraussetzung lautet jetzt: T,(C) + 0 =:- 
T,,(A) = 0. Sei nun 0 -b -q -+ B - C -+ 0 K-exakt, I/ ein Komplement von 
Bi a: in B. Xach [14, Hilfssatz 5.21 ist V n Bi OL torsionsvoll und die injektive 
Hiille von V isomorph zu der von C. Offenbar ist also fur alle p schon 
Tv(V n Bi a) == 0, also V @ Bi a: = B. 
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Bemerkungen. (a) Natiirlich k ann Ext(C, A)0 n Ra(Ext(C, A)) f 0 sein, 

wie das Beispiel in (1.1, Folgerung 2) zeigt. (b) Aus dem Beweis folgt: 1st 
,4/T(A) teilbar und Ext(C, A)O = 0, so gibt es in Ext(C, A) kein von Null 
verschiedenes K-Element. 

AbschlieRend wollen wir noch mit Hilfe des /3-Begriffes ein spster benijtigtes 
Kriterium dafiir angeben, da0 T(B) in B abspaltet: 

LEMMA 1.6. Gelte fiir die Gruppe A, daJ jede torsionsvolle Infer- oder 
Faktorgruppe bereits beschriinkt ist. Dann sind fiir eine Erweiterung A C B 
iipuivalent : 

(i) T(B) CO B. 

(ii) (T(B) -t A)/&4 CB B/A. 

Bezceis. (i + ii) Aus V @ T(B) = B folgt (V + A)/A + (T(B) + .4)/A = 
B/A, und wir behaupten, da13 der Durchschnitt beschrgnkt ist. Er ist isomorph 
zu T(V + iz)/T(A), also wegen V @ T(V + A) = I/ + A weiter isomorph zu 
(V+ A)l(V+ T(A)) z A/[V + T(A)] nA =A/[T(A) + V n A], also als tor- 
sionsvoller Faktor von A wie gewiinscht. (ii -+ i) Aus X/A -t (T(B) + A)/A = 
B/A mit beschrinktem [X n (T(B) + A)]/A = (A + T(X))/A z T(X)/T(A) 
folgt nach Voraussetzung die Beschrtinktheit von T(X), insbesondere 
V @ T(X) = X, aus X + T(B) = B also V @ T(B) = B. 

Die an A gestellte Forderung ist, wie man leicht sieht, Hquivalent damit, dal3 
A von der Form A, @ A, ist mit A, endlich erzeugt frei, A, beschrsnkt. 
Weil aus T(C) CK C immer schon T(C) CO C folgt, erhalt man in den beiden 
Spezialf%llen L4, = 0 bzw. A, = 0: 

FOLGERUNG 1 (Papp [IO]). 1st exakt 0 -+ A -+ B -+ C - 0 und A besckriinkt, 
so ist T(B) CO B iipuivalent mit T(C) C-’ C. 

FOLGERGNG 2 (Stratton [ll]). 1st veinexakt 0 -+ A --t B -+ C --f 0 und ,4 
endlick erzeugtfrei, so ist T(B) CO B iiquivalent mit T(C) C3 C. 

2. NEAT- IJND KONEAT-HOMOMORPHISMEN 

Ein Hauptproblem bei der Untersuchung der K-Elemente in Ext(C, A) 
besteht darin, da13 sie keine Untergruppe zu bilden brauchen. Schuld daran ist 
die Tatsache, daB bei einem Homomorphismus g: C’ + C die induzierte 
Abbildung g*: Ext(C, A) + Ext(C’, A) im allgemeinen nicht K-Elemente 
erhglt. Fiir spezielle Homomorphismen, die wir koneat nennen, kann das nicht 
pass&en; sie werden in diesem Abschnitt untersucht. 
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LEMMA 2.1. (I) 1st f: A + A’, so erhalt f.+: Ext(C, A) + Ext(C, A’) 
rc-Elemente. 

(II) Sei g: C’ ---f C und C’ torsionsvoll. Ist dann entweder eine Primar- 
komponente von C gleich Null oder A torsionsvoll, so erhalt p*: Ext(C, A) -+ 
Ext(C’, A) rc-Elemente. 

Beweis. S&n die beiden folgenden Diagramme kommutativ mit exakten 
Zeilen: 

$5’ 
O-J-3B’wC’--+O 

O-d-----tB~C-0. 
P 

1st bei (I) nun V ein Komplement von Bi o( is B, so ist f’( 17) ein Komplement 
ron Bi 00 in B’ denn die Summe ist klar, und wegenf’(V) n Bi a’ = 
f’( V n Bi LY) ist de; Durchschnitt klein inf’( V).-1st aber bei (II) I/ ein Kom- 
plement von Ke /3 in B, so folgt g’-‘(V) + Ke ,l3’ == B’, und weil g’ einen 
Isomorphismus von ZY = g’-‘(V) n Ke /3’ nach D = I’ n Ke /I induziert, ist 
mit D such D’ torsionsvoll und koatomar. Es hat also D’, weil in jeder Primar- 
komponente beschrankt, ein Komplement im torsionsvollen g’-‘(V), und daraus 
folgt Ke ,LY CK B’. 

FOLGERUNG 1. Jedes Fielfache eines K-%??nt??ateS von Ext(C, A) ist wieder 
ein K-Element. 

FOLGERUNG 2. Hat C eine torsionsfreie Hulle und ist A eine Kotorsionsgruppe, 
so ist Ext(C, A) K-voll. 

FOLGERUNG 3. Ist C torsionsvoll,und ist entzveder eine Primarkomponente von C 
gleich Null oder A torsionsvoll, so bilden die tc-Etemente von Ext(C, A) eine Unter- 

gruPPe. 

Beweis. (I) Fur jedes Y EZ und [E] E Ext(C, A) ist bekanntlich r[E] = 
f&E]), wobei f die Multiplikation mit r auf A ist. (2) Unter einer torsionsfreien 
Hiille von C verstehen wir einen wesentlichen Epimorphismus h: H + C mit 
torsionsfreiem H (siehe unten die Bestimmung aller Gruppen, die eine torsions- 
freie Hiille besitzen). Der dadurch induzierte verbindende Homomorphismus 
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8: Hom(Ke lz, A) --f Ext(C, A) hat die Eigenschaft, da0 Bi 6 nur aus K-Elementen 
besteht, denn fiir jedes g, E Hom(Ke h, A) entsteht 6(q) durch Fasersummen- 
bildung mit einer K-exakten Folge. Weil aber A kotorsion ist, ist 6 surjektiv. 
(3) Weil jetzt die Abbildung d*: Ext(C X C, A) -+ Ext(C, 9) K-Ihnente 

erhalt, gilt fiir zwei K-&mente [El] und [E,] von Ext(C, II), da0 such [Z&l -I- 

[&:,I = d*([V(E1 X &)I) ein K-Element ist. 

Zum Problem, wann denn nun g” x-Elemente erhalt, geben wir zuerst drei 
Beispiele: 

(1) Der zerfallende Monomorphismus L: Z( p”) -z Q/Z induziert eincn Iso- 
morphismus L”: Ext(Q/Z, J,) ---f Ext(Z(p”), J,), und die erste Gruppe ist 
K-~011 nach Folgerung 2, wahrend die zweitc kein von Null verschicdenes 
K-Element bcsitzt. 

(2) 1st rl eine Torsionsgruppe, so gilt fiir den kanonischen Epimorphismus 
I’: Q + Q/Z, da0 v*: Ext(Q/Z, -4) --z Ext(Q, A) genau dann K-Elemente erhalt, 
wcnn lil durch fast alle Primzahlen teilbar ist. 

(3) 1st C eine Torsionsgruppe mit ‘r,(C) + 0 fiir allep, so wird in Abschnitt 5 
gezeigt, da0 die K-Elemente von Ext(C, Z!) keine Untcrgruppe bilden. Es kann 
also d”: Ext(C x C, Z) + Ext(C, Z) nicht K-Elementc erhalten. 

Es scheint schwierig, notwendige Bedingungen dafiir anzugeben, da13 
g”: Ext(C, /l) --j Ext(C’, A) K-l%mCnte erhalt (siehe 5.4). Aber eine ganz 
einfache ist hinreichend: s(So(C’)) :- So(C). Solche Homomorphismen wollen 
wir jetzt untersuchen, und dabei einen Zusammenhang (im dualen Fall) mit den 
von Enochs [3] eingefiihrten neat-Homomorphismen angeben. ,f: -4 -+ J’ he& 
neat, wenn in jeder Zerlegung f == /I 01, mit N wesentlicher Monomorphismus, 
bereits CY ein Isomorphismus ist (Dies ist nicht die urspriingliche Definition, 
sondern eine von Bow-e in [2, Theorem I.21 angegebene squivalente Bedingung). 
Die Dualisierung lautet: 

DEFINITIOK. Ein Homomorphismus g: C’ ---f C heine &neat, wenn in jeder 
Zerlegung g = p 01, mit /3 wcsentlicher Epimorphismus, bereits /3 ein Isomor- 
phismus ist. 

Zur Charakterisierung der koneat-Homomorphismen brauchen wir zuerst 
folgenden 

HILFSSATZ 2.2. (a) En Epimorphismus g: C’ + C ist genau dann koneat, 
wenn Ke g koabgeschlossen in c’ ist. 

(b) Ein zerfallendev Monomorphismus g: C’ + C ist genau dann koneat, 
wenn Kok g keine wesentlichen oberdeckungen hat, 

(c) Ist g = g,g, koneat, so ist au&g, lzoneat. Ist zusiitzlich gz injektia, so 
ist such g, koneat. 
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Beweis. Eine Untergruppe Z,’ von M heiBt koabgeschlossen in 112, wenn fur 
jede echte Untergruppe X’S U gilt, da8 rj/X nicht klein in M/X ist. Nach 
[ 13, Lemma 3.31 ist das aquivalent damit, daB pU = U n pM ist fur alle 
Primzahlen p, d.h. da8 U eine neat-Untergruppe von n!i ist im Sinne von 
[4, p. 1311. 

(a) 1st g surjektiv und koneat, sowie S C Keg mit Keg/X klein in C’jX, 
so ist g = C’ --ty C’/S -2 C und 2 wesentlicher Epimorphismus, also nach 
Voraussetzung 2 ein Isomorphismus, d.h. <Y == Keg. Umgekehrt folgt aus 
g = pa, mit /3 wesentlicher Epimorphismus, da13 sich g und a iiber C’/Ke 01 
faktorisieren lassen, sagen wir als g, und 01~ . r\iun ist mit g such 01 surjektiv, 
also c~i bijektiv, also Keg, = Keg/Kc ol klein in C’/Ke 01. r\Tach Voraussetzung 
ist gi ein Isomorphismus, also such p. 

(b) 1st der zerfallende Monomorphismusg: C’ --f C koneat und h: Ii + Kok g 
eine wesentliche Uberdeckung, so ist die Abbildung w -= (g, s>: C’ i: Kokg -+ C 
ein Isomorphismus, vvobei s ein Rechtsinverses der kanonischen Abbildung 
C ---f Kokg sei. Damit ist folgendes Diagramm kommutativ 

so dal3 nach Voraussetzung die untere Zeile ein Isomorphismus ist, also such h. 
Umgekehrt folgt aus g -= PCI, mit /3 wesentlicher Epimorphismus, dal3 die von 
/3 induzierte Abbildung Kok 0~ ---f Kok g ein wesentlicher Epimorphismus ist, 
also nach Voraussetzung schon ein Isomorphismus, d.h. Ke 6 C Bi a; wegen g 
injektiv folgt Ke /3 = 0. 

(c) Nur die Aussage tiberg, ist zu beweisen: Istg, :=- ,&a1 , mit ,i?$ wesentlicher 
Epimorphismus, so gibt es, weil Z hereditar und g, injektiv ist, das folgende 
kommutative Diagramm mit exakten Zeilen: 

Klar ist dann such p ein wesentlicher Epimorphismus, also wegen g koneat schon 
ein Isomorphismus, so da13 such /3r bijektiv ist. 
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SATZ 2.3. Fiir einen Homomorphismus g: C’ -+ C sind iiquivalent: 

(i) g ist koneat. 
(ii) Keg ist koabgeschlossen in C’, und Big 3 So(C). 

(iii) g(C’[p]) = C[p] fiir alle Primaahlen p. 
(iv) Ist das nebenstehende Diagramm ein Faserprodukt und /3 ein zcesentlicher 

Epimorphismus, so ist such /3’ ein wesentlicher Epimorphismus. 

Beweis. (i --f ii) Die Einschrankung von g auf Big ist nach dem Hilfssatz 
wieder koneat, also Keg koabgeschlossen in C’. Natiirlich ist such die Inklusion 
Big C C koneat, und fur eine Zwischengruppe X mit Big CO X, X groB in C, 
gilt nach (b), daB X/Big ohne wesentliche ij’berdeckungen, also torsionsfrei ist, 
so daB folgt So(C) = So(X) C Big. (ii + iii) Aus c E C[p] folgt c =- g(z) fur 
ein z E C’, pz E Keg n PC’, px = pz, fur ein Z, E Keg, g(z - zr) == c mit 
zz - or E C’[p]. (iii -+ iv) Sei ein Faserprodukt wie im Satz gegeben und p 
wesentlicher Epimorphismus. \Veil dann /3’ surjektiv und Ke/3’ koatomar ist, 
ist nur noch Ke ,6’ CpB’ zu zeigen fur alle p: Aus y E Ke ,l3’ folgt g’(y) E Ke p, 
g’(y) = pb fur ein b E B, p(b) E C[p], /l(b) = g(z) fiir ein z E C’[p], u” --~: /3’(y,) 
und b = g’(yl) fur ein yr E B’, y-py,EKeg’nKep T-:0, y*-~--pyr. 
(iv ---f i) klar. 

FOLGERUNG 1. Ist g: C’ ---f C koneat, so erhiilt g*: Ext(C, il) -+ Ext(C’, -4) 
tc-Elemente. 

FOLGERUPJG 2. Auch dann e&tilt g*: Ext(C, A) + Ext(C’, -4) K-Elernente, 
wenn g die beiden folgenden Bedingungen erfiillt: (a) Big 3 So(C). (1,) Keg ist 
komplementiert und hat in jedey Erweiterung ein Komplemet~t. 

FOLGERUNG 3. Eine Gruppe Al hat genau dann eine torsionsfveie Hiill?, zcenn 
es ein n A Ogibt mit dim(M[p]) =: n fiir alle p. 

Beweis. (1) Man betrachte das Diagramm (II) in (2.1), wobei L- wieder ein 
Komplement van Ke p in B sei. Dann ist jetzt V’ = g’-r( V) ein Komplement von 
Ke /3’ in B’, denn es ist nur noch zu zeigen, daB V n Ke ,8’ klein in 1” ist, und 
das folgt n-egen g koneat aus dem Faserprodukt 

I’, ylJ+’ -+ C’ 

i Jg 

b- - c. 
PiL’ 
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(2) VVeil die Inklusion Big C C koneat ist, also die gewiinschte Eigenschaft 
hat, kann man gleich g surjektiv annehmen, also das zugehorige Faserprodukt 
sogar in dcr speziellen Form 

B’ p----f B’ll’ 

aul3erdem ein Komplement V/S von (S mi Y-)/S in B’jX. Aus der zweitcn 
Voraussetzung iiber Ke g E S folgt nun X CK v/, also X + Y CK B’, und aus der 
Komplementiertheit von X mit [13, Lemma 1.31 endlich Y Cx B’. 

(3) 1. Schritt. Cenau dann hat M eine torsionsfreie Hulle, wenn So(M) eine 
hat. 1st namlich h: H + M eine torsionsfreie Hiille, so ist, weil die Inklusion 
So(M) C 126 koneat ist, such h-‘(So(M)) ---+ So(M) eine torsionsfreie Hiille; 
hat man aber umgekehrt eine torsionsfreie Hiille k: H--f So(M), so gibt es, weil 
Z hereditar und h surjektiv ist, ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen 

und klar ist /zr wieder tin wesentlicher Epimorphismus, sowie Hr torsionsfrei. 
2. Sclzritt. Haben alle p-Sockel von M die gleiche Dimension TZ, so definiere 

man Z C SC Q durch S/Z :- So(Qjz), und es folgt, da8 S” -+ So(Q/Z)‘l --% 
So(;ll) eine torsionsfreie Hiille ist. Hat umgekehrt M eine torsionsfreie Hiille, so 
such die injektive Hiille von T(M), d.h. wir kijnnen gleich M teilbar und 
torsionsvoll annehmen. Fur eine torsionsfreie Hiille h: H--r M gilt dann, dal3 
Ke h koatomar und groB in H, also Rang(H) = Rang(Ke h) endlich ist, also 
H s Q1l fur ein n 3 0. Wahlt man F C Ke lz mit F g P, so ist Ke h/F torsions- 
voll und direkte Summe von Zyklischen, also M s H/Kc 11 c (H/F)/(Ke h/F) g 
H/F z (O/Z)7,. 

Die entsprechende Charakterisierung von neat-Homomorphismen wollen wir 
nur formulieren, aber die Beweise nicht ausfiihren, da sich durch die Existenz 
einer injektiven Htille einiges vereinfacht: 

SXTZ 2.3 <. Fiir einen Homomovphismus f : .4 --f .-1’ sind iiquivalent: 

(i) f ist neat. 

(ii) Bif ist abgeschlossen in ,2’, und KefC Ka(rl). 

(iii) f-‘( /I~-!‘) -= pi2 fiir alle Primzahlen p. 
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(iv) Ist das nebenstehende Diagramm eine Fasersumme und ol ein wesentlicher 
Monomorphismus, so ist such 01’ ein wesentlicher IWonomorphismus. 

a 

A-----,B 

1 
f 

1 
f’ 

A’---+B’ 

FOLGERUNG. f : A -+ A’ ist genau dann neat und koneat, wenn Ke f teilbar und 
Kok f torsionsfrei ist. 

Ein enger Zusammenhang zwischen neat- und koneat-Homomorphismen 
ergibt sich, wenn man untersucht, was Fasersummen und -produkte, bzw. die 
Funktoren Horn und Ext aus ihnen machen. Wir brauchen in den nachsten 
Abschnitten die Aussagen immer fur eine einzelne Primzahl p: 

DEFINITION. 

f: A + A’ heiBe p-neat, wenn gilt f -‘(p/l’) = pA; 

g: C’ --f C heiBe p-koneat, wenn gilt g(C’[p]) = C[p]. 

Entsprechend ist es fur die folgenden Beweise giinstig, neben demp-Sockel C[p] 
noch den Funktor A(p) = A/piZ zu verwenden. Ein Homomorphismus 01 ist 
offenbar genau dann p-neat, wenn ~{p} ein (zerfallender) Monomorphismus ist; 
er ist genau dannp-koneat, wenn a[pJ ein (zerfallender) Epimorphismus ist. 

LEMMA 2.4. Sei von den beiden folgenden Diagrammen das erste eine Faser- 
summe, das xweite ein Faserprodukt: 

n 

A-B B’ -‘-, C’ 

Dann gilt: 

Al-B’ 
a’ B-7C. 

(I) 1st f p-neat, so such f ‘. Ist xus&zlich 01 p-koneat, so such 01’. 

(II) Ist g p-koneat, so such g’. Ist xusiitzlich b p-neat, so such p’. 

Beweis etwa fur (I). Der Funktor (p> macht aus dem ersten Diagramm wieder 
eine Fasersumme, so dal3 mit f(p) such f’(p) ein Monomorphismus ist. Aus 
der Voraussetzungfp-neat folgt weiter B’[p] = ol’(A’[p]) + f ‘(B[p]), so dal3 
mit a: such a’ p-koneat ist. 
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SATZ 2.5. (1) Sind X und c,~: Y + Y’ gegeben, so gilt: Genau dann ist 
y.+: Hom(X, Y) --j Hom(X, Y’) p-k oneat, wenn yp-koneat oder Xp-&bar ist. 

(2) Sind C und f : iz -+ A’ gegeben, so gilt: Genau dam ist f.+: Ext(C, A) -+ 
Ext(C, A’) p-neat, wennfp-neat oder T,(C) = 0 ist. 

(3) Sind Y und y: X’ ---f Xgegeben, so gilt: Genau dann ist y*: Hom(X, Y) + 
Hom(X’, I’) p-koneat, wenn y p-neat oder TP( Y) = 0 ist. 

(4) Sind A und g: C’ ---f C gegeben, so gilt: Genau dunn ist g*: Ext(C, A) + 
Ext(C’, A) p-neat, wenn g p-koneat oder A p-teilbar ist. 

Beweis. Bekanntlich hat man die natiirlichen Isomorphismen 

bzw. 

Hom(X{p), Y[P]) -Z-+ Hom(X, Y> [PI 

Ext(C, rz) {p) - =--f Ext(C[p], A(p)). 

Mit ihrer Hilfe bekommt man zu den vier vorgegebenen Homomorphismen die 
kommutativen Quadrate 

Hom(X{p), Y[p]) pl[pl. Hom(X{pj, Y’[p]) 

4 (1) 1 2: 

Hom(X, Y) [p] a Hom(X, Y’) [p] 

f*Fp: Ext(C, A) {p) __ + Ext(C, A’) (p> 

-! (2) 12 

Ext(C[p], A(p)) E-. Ext(C[p], A’(p)) 

Hom(X{pj, Y[p]) a Hom(X’{pj, Y[p]) 
I 

z 
1 (3) I = 

““‘I -+ Hom(G’, Y) [p] Hom(X, 1-) [p] __ 

Ext(C, A) {p) g*:p: Ext(C’, A) {p) 

=! (4) ” 1 
Ext(C[p], A(p)) ~ Ext(C’[p], A(p)). 

Damit ist sofort in allen vier F’dllen die Richtung “-z” klar, d.h. auf Horn wird 
immer ein p-koneat, auf Ext ein p-neat-Homomorphismus induziert. In den 
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Fallen (1) bzw. (2) ist such die Umkehrung klar wegen Horn@/(P), Y[p]) z 
Y[p] bzw. Ext(Z/(p), A(p)) E A(p). In den Fallen (3) bzw. (4) hat man, falls 
Y[p] + 0 bzw. A(p) # 0 ist, nach Voraussetzung 

surjektiv (y(p))‘: Hom(X{p}, Z/(p)) -+ Hom(X’{p}, Z/(p)) bzw. 

injektiv (g[pl)‘: WC[pl, Z/(P)> -+ Ext(Wl, -U(P)). 

Mit dem Ansatz y(p) = y{~} 0 u o y{~} bzw. g[p] = g[p] o p o g[p] hat man also 
(1 - o 0 y{~}). = 0 bzw. (1 - g[p] 0 p)’ = 0, beide Male also eine halbeinfache 
p-Gruppe G mit einem Endomorphismus u, fur den Fu = 0 gilt mit F = 
Hom( -, Z/(p)) bzw. F = Ext( -, Z/(p)). Daraus folgt aber u = 0, denn die 
Zerlegung u = G --jW Bi u -+L G liefert 0 = FG -+FL FBi u -tFv FG mit F?r 
zerfallender Monomorphismus, FL zerfallender Epimorphismus, also FBI u = 0, 
Bi u = 0. Das bedeutet aber 0 0 y{~} = 1 b zw. g[p] 0 p = 1 wie gewiinscht. 

FOLGERUNG. Ist C eine Gruppe mit T,(C) # 0 fiir alle p, undgilt Ext(C, A)K C 
q Ext(C, A), so ist jedes Element von Ext(C, A) durch q teilbar. 

Beweis. Wir mussen zeigen, da0 A q-teilbar ist. Weil nun alle Primarkom- 
ponenten von C ungleich Null sind, gibt es einen koneat-Homomorphismus 
g: C-t Q/Z, so dal3 g*: Ext(Q/Z, il) ---f Ext(C, A) sowohl neat ist als such 
K-Elemente erhalt, und es folgt Ext(Q/;Z, A)K C q Ext(Q/IZ, A). Fur den verbin- 
denden Homomorphismus 8: A -+ Ext(Q/Z, A) gilt aber Bi 6 C Ext(Q/Z, rl)K, 
so dal3 jetzt Bi 8 als reine Untergruppe von Ext selbst q-teilbar ist. Weil es such 
Ke 6 = 0(/l) ist, folgt die Behauptung. 

Unter Zusatzbedingungen kann man aber such auf Homp-neat, und auf 
Ext p-koneat-Homomorphismen erhalten: 

L~az~a 2.6. Seien die vier Homomorphismen wie in (2.5) gegeben: 

(1) Ist ,‘i torsionsfrei und 1’ kotorsion, so gilt: Genau dann ist v.+: Hom(X, I’) + 
Hom(X, Y’) p-neat, wenn p p-neat oder X p-teilbar ist. 

(2) Ist C teilbar und A’ reduziert, so gilt: Genau dann ist f*: Ext(C, iz) - 
Ext(C, A’) p-koneat, wenn f p-koneat oder T,(C) = 0 ist. 

(3) Ist Y teilbau, so gilt: Genau dann ist y”: Hom(X, Y) -+ Hom(X’, Y) 
p-neat, zcenn yp-koneat oder Tiy( Y) =.= 0 ist. 

(4) Ist C’ torsionsaoll und A torsionsfrei, so gilt: Genau dann ist g*: Ext(C, A) - 
Ext(C’, A) p-koneaf, wenn g p-neat oder A p-teilbar ist. 

Bezoeis. Durch Zuriickfiihrung aller vier Falle auf (2.5). Wir fiihren nur den 
ersten var. Bei (1) hat man eine kurze exakte Folge 0 + X - Q --L C - 0 mit Q 
torsionsfrei teilbar, und daraus ein kommutatives Diagramm mit exakten 
Zeilen: 
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Hom(Q, Y> - Hom(X, Y) L Est(C, Y) __f 0 

T* 
1 

v. 
-1 

Horn@, Y’) p Hom(X, Y’) L Ext(C, Y’) -- Ext(Q, I;“). 

Offenbar sind 6 und 6’ sowohl neat als such koneat. 1st nun g, p-neat, so nach 
(2.5,2) such q~. , also such y.+.; ist aber Xp-teilbar, so ist es such Hom(X, Y), so 
daB q+ trivialerweisep-neat ist. -Sei umgekehrt q* p-neat undxnichtp-teilbar: 
Dann ist wegen der Surjektivitat von 6 such 91. p-neat, auBerdem T,(C) f 0, und 
wieder nach (2.5, 2) folgt, dab g, p-neat ist. 

3. ZUM PROBLEM ExT(C, A)I- = ExT(C, A)B 

Die Untergruppe der P-Elemente von Ext(C, A) l%Bt sich nach (1.3) mit 
Hilfe einer projektiven AuflGsung von C gut beschreiben. Falls in C fast alle 
Primarkomponenten gleich Null sind, stimmt sie mit der Menge der K-Elemente 
von Ext(C, A) iiberein. Wir wollen die Frage nach dieser Gleichheit nun an ein 
beliebiges Paar (A, C) stellen, und im Falle T(A) CO -4 kiinnen wir eine Antwort 
geben. 

Der Extremfall, daB Ext(C, A) uberhaupt keine K-Elemente besitzt, wurde 
bereits durch den Beweis von (1.5) und durch die Folgerung zu (2.5) erledigt: 

SATZ 3.1, Fiir ein Paar (A, C) sind iiquiualent: 

(i) Ext(C, A)K C Ra(Ext(C, A)). 

(ii) Ext(C, 4)” = 0. 

(iii) Ext(C, T(A)) ist teilbar, und falls T,(C) # 0 fiir alle p, ist A teilbar. 

LEMMA 3.2. Isf g: C’ ---f C ein Monomorphismus, so ist g*: Ext(C, A) + 
Ext(C’, A) such auf den K-&menten surjektiv. 

Beweis. Sei im 1. Schritt die Folge E’ = 0 - A --f R’ +s’ C’ - 0 nicht 
nur K-exakt, sondern sogar Ke /3’ klein in B’. Weil g injektiv ist, gibt es ein 
kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen 

P’ 
E’=O-~4---B’----C’---+O 

E-O----3iZ--+B-C-0, 
R 

und notwendig ist Ke /3 klein in B, also gewil3 [8T’J E Ext(C, ,2p mitg*([-FJ) = [L;‘]. 
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Sei nun im 2. Schritt 22” K-exakt, V ein Komplement von Ke/3’ in B’. Mit 
A, = V r\ Ke /3’ erhalt man die beiden kommutativen Diagramme 

und 

Ext(C, A,) R’ Ext(C’, ‘41) 

f* I 
i ! f. 

Ext(C, A) 6* Ext(C’, A). 

Zu E, gibt es aber nach eben ein .T e Ext(C, --2,)% mit g’(x) = [EJ, so daf3 
f*(x) E Ext(C, A)K folgt mit g*(f*(.z)) -f.([l?J) = [E’] wie gewiinscht. (Ebenso 
zeigt man mit Hilfe des 2. Schrittes, daf3 g* such auf den ,FElementen surjektiv 
ist.) 

LEMMA 3.3. (a) Sei (Cj i E I) eine nichtleere Familie van Gruppen, w: 
Ext( JJ Ci , A) ---t lJ Ext( Ci , A) der kanonische Isomorphismus und x E Ext(nC, , ,4). 
Dann gilt: Sind alle Projektionen van w(.Y) K-Elemente, und sind fast alle 
Projektionen von W(X) gleich Null, so ist such x ein K-Element. 

(b) Sei C eine Torsionsgruppe, w : Ext(C, =1) + JJ Ext( T,( C), A) der kanonische 
Isomorphismus und x E Ext(C, A). Dann gilt: Sind a& Pyojektionen von W(X) 
K-Elemente, so ist such x ein K-,%TU?nt. 

fn~yz;~nen(:) F exakt E = 0 ---) A +% B _th! u Cj - 0 mit [E] = s. ILIit den 

3: ) - u CL und mit Bj == /F(BiE,,) erhalt man 

sowie B/Big =I Gie, BJBiol. Xach IToraussetzung hat man nun fur jedes j E I 
ein Komplement Ifi von Bioi in Bj , und die Zusatzbedingung Vj n Biol = 0 
fur fast alle j. Es folgt (ZV,) + Bioi = B und (2Vi) n Bias = L’( Vi n Bia), aber 
die letzte Summe ist wegen der Zusatzbedingung endlich, also klein in 2Vj. 
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(b) iUit den entsprechenden Bezeichnungen sind jetzt alle If, als wesentliche 
ijberdeckung von B,/Bicr e T,(C) sogar p-primar, also ohne jede Zusatzbe- 
dingung Z(JT,, n Bier) klein in ZVD . 

Bemerkung 1. Es kann x E Ext( u Ci , A) ein K-Element sein, ohne da13 es 
irgendeine der Projektionen von W(X) ist. Als Beispiel wtihle man etwa 
W: Ext(Q/Z, Z) -5 n Ext(Z(p”), Z) und x r= [0 --f i2 C Q -+ Q/Z --f 01. 

Bemerkung 2. LIus (a) folgt sofort: Sind alle Ext(C,, A),..., Ext(C, , -4) K-~011, 

so such Ext(@~=,Ci , --J). Fur unendlich viele Summanden ist das nicht mehr 
richtig. Sei etwa C = Z/(p) und A eine reduzierte nicht beschrankte p-Gruppe. 
Dann ist gewiM Ext(C, d) K-~011, nicht aber Ext(W), A), denn es gibt einen 
Epimorphismus von .q auf 111 --y uz=rZi( p”), und Ext(M/pM, p;Cl) ist nach 
[14, Satz 5.31 nicht K-v011. 

HILFSSATZ 3.4. (a) Ist Ext(C, -4)x C T(Est(C, ,-I)), so ist Ext(C, T(d)) &r&z 
fast alle Primzahleu teilbar. 

(b) Ist Ext(C, T’(d)) durch fast alle Primzahlen teilbar, und ist entweder eine 
Primiirkomponente z’ofz C gleich Null oder rl torsionsvoll, so ist Ext(C, -4)” - = 
Ext( C, A)a. 

Beweis. (a) Nach (3.2) ist such in Ext( T(C), rl) jedes K-Element ein l’(JrSiOnS- 

element, und weil die behauptete Teilbarkeitsbedingung nur von T(C) abhangt, 
kijnnen wir gleich C torsionsvoll annehmen. Wahle nun x E Ext(C, --I) so, daJ3 
bei dem Isomorphismus w: Ext(C, A) + n Ext( T,(C), A) alle Projektionen von 
W(X) K-Elemente sind, und die p-te Projektion nur dann Null ist, wenn 
Ext(T,(C), A)K -- 0 ist. Nach (3.3b) folgt .T e Ext(C, LJ)K, so daJ3 die Yoraus- 
setzung liefert W(X) E T(n Ext( T,,(C), A)) = u I”(Ext( T,(C), rl)). Xach Wahl 
von w(x) ist also Ext(Tp(C), A)K := 0 fur fast alle p, und das bedeutet nach 
(3.1) gerade die p-Teilbarkeit von Ext(C, ?‘(A)) fur fast alle p. 

(b) Die Voraussetzungen gelten such fur rl’ ~~~ A/D(A), und \vcil dcr 
kanonische Isomorphismus v*: Ext(C, -4) --f Ext(C, d’) sowohl K-Elemente 
erhalt als such /3-Elemente reflektiert, wollen wir gleich LJ reduziert annehmen. 
Sei nun K-exakt 0 - L? ---t” R -+ C + 0, r ein Komplement van Biu. in B. 
I. Fall. >Jindestens eine Primarkomponente von C ist Null. Dann ist I r n Biol 
torsionsvoll und koatomar, aunerdem T,( 1’ n Biol) = 0 fur fast alle p (vgl. 1.5). 
also li’r\ Bia beschrankt. 2. Fall. A torsionsvoll. Nach eben kiinncn wir gleich 
TI,(C) r;t 0 annehmen fur alle p (sonst fertig), so da8 jetzt nach IUoraussetzung 
7’,(il) -= 0 ist fur fast alle p, also wieder I’ n Bia: beschrankt. 

FOLGERIXG. Id Ext(C, So(Q/Z))K C T(Ext(C, So(Q/Z))), so sired ,fast nlle 
Primiirkomponenten in C gleich Null, und dann gilt Est(C, Ap T= Est(C', -_l)a fiir 
alle A. 
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HILFSSATZ 3.5. Fiir eine Gruppe A sind iiquicalent: 

(i) Ext(So(Q/Z), A)K := Ext(So(Q/Z), A)O. 

(ii) A ist durch fast alle Primzahlen teilbar, und A/T(A) ist teilbar. 

(iii) Ext(C, A) ist /3-voZ1 fiir jede T orsionsgruppe C, bei der alle Primiir- 
komponenten endlich erzeugt sind. 

Berceis. (i ---f ii) Nach eben ist T(.A) durch fast alle Primzahlen teilbar. Sei 
nun S/Z : So(Q/Z) und 6: .4 - Ext(S/Z, A) der zur fc-exakten Folge 0 -+ Z C 
S -+ S/Z --f 0 gehijrende verbindende Homomorphismus. Offenbar ist jedes 
Element von Bi 6 ein K-Element, also nach Voraussetzung schon ein P-Element, 
und das bedeutet T(4) f Ke 6 = A nach (1.3). Weil aber Ke S = Ra(A) ist, 
folgt die Teilbarkeit von A/T(A). (ii --f iii) Aus den Voraussetzungen iiber C 
folgt, dal3 Ext(C, T(A)) K-voll ist, nach (3.4b) also sogar ,LLvoll. Weil 
Lo: Ext(C, T(A)) --f Ext(C’, A) ein Isomorphismus ist, folgt die Behauptung. 

SATZ 3.6. Sei C beliebk, T(A) CO A. Dann sind iiqui~alent: 

(i) Ext(C, A)K = Ext(C, A)fl. 

(ii) Ext(C, T(A)) ist durch fast alle Primxahlen teilbar, undfalls T,(C) # 0 
fiir alle p, ist A/T(A) teilbar. 

Bezoeis. RIit den vorbereiteten Aussagen ist fast nichts mehr zu zeigen. Bei 
(i + ii) kiinnen wir wegen (3.4a) gleich 7‘,(C) $- 0 annehmen fur alle p. Dann 
gibt es aber einen Monomorphismus g: So(Q/Z) + C, und weilg*: Ext(C, A) + 
Ext(So(Q/Z), A) auf d en K-Elementen surjektiv ist, folgt nach (3.5) die Teil- 
barkeit von L4/T(A). (ii 4 i) Wieder sei wegen (3.4b) gleich T,(C) # 0 fur allep. 
\\‘eil d zerfgllt und A/T(A) teilbar ist, ist der Isomorphismus L*: Ext(C, T(A)) -+ 
Ext(C, A) sogar auf den K-Elementen surjektiv, und weil nach (3.4b) in 
Ext(C, T(A)) die K-Elemente mit den ,&Elementen iibereinstimmen, gilt das 
such in Ext(C, -4). 

Bemerkun~. Der Beweis zeigt, daB die Inklusion (i -+ ii) such ohne die 
gravierende Annahme T(A) Ce A gilt. Nicht so bei (ii -+ i): Sei Jr tine 
reduzierte nicht beschrankte p-Gruppe und 0 -+ ~12 + A -+ Q -+ 0 Reprlsen- 
tant eincs von Null verschiedenen Elementes von Ext(Q, J1). Dann ist 
Ext(Q/Z, T(A)) durch alle Primzahlen #p teilbar und A/T(A) g Q. Weil 
aber T(A) nicht abspaltet, besteht das Bild des verbindenden Homomorphismus 
A -+ Ext(Q/Z, A) nicht nur aus Torsionselementen, und damit ist Ext(Q/Z, ,4)a L$ 
Ext(Q/Z, A)K. 

4. DIE TIEFENSEQUENZ EINES GRZIPPENELEMENTES 

Im nlchsten Abschnitt sollen die K-Elemente von Ext(C, A) durch Teilbar- 
keitseigenschaften charakterisiert werden. In (5.6) wird begriindet, warum das 
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ubliche KIaR --die p-Hohe van .u E G--zu scharf ist. Wahrend die p-Hohe von s 
die gv6’te p-Potenz ist, die man aus x herausziehen kann, interessiert uns die 
k/&zst~ p-Potenz, die man aus .t’ herausziehen muM, damit “der Rest” (natiirlich 
nicht eindeutig bestimmt) nicht mehr durch p teilbar ist. 

DEFINITION. %u .Y E G heiDe f,,‘;(.v) inf{i t N I c‘s gibt tin y c G\pG mit 
x = p’y) die p-Tiefe van N in G; tC(x) (tZc(x), t,G(s), t50(x),...) heiRe die 
Tiefensequenz von x in G. 

Es ist also tyG(.x) ein Element van N U .(mo,, ’ das bei torsionsfreiem G mit 
/z,,~(x) iibereinstimmt. Im allgcmeinen ist aber diep-Tiefe kleiner als diep-Hohe, 
LB. ist fur n 3, 1 die p-Tiefe des Nullelementes van Z/(p”) gerade n. Wir 
wollen zucrst einigcs iiber t,“(O) herleiten. 

hMhlA 4. I. Ist I,- ein Koytdemerlt van G[p’“] in G, so ist Pv direkter Summand 
in G. 

Beweis. Es ist zu zeigen, dall der kanonische Epimorphismus G[p:“] -+ G/V 
zerfallt, also sein Kern V[p”] p- rein in G[p’“] ist, und das ist offenbar aquivalent 
mit {x E G P’LX = 0, $5 E I’) C G[pi] + I’ fur alle 0 < i .< n. Dies zeigen wir 
durch Induktion iiber i. Fur i == 0 ist nichts zu zcigcn, fur i + 1 wahle man 
N E G mit p% = 0, pit1 x E I/‘. Auf px wende man die Induktionsvoraussetzung 
an, also px = x1 + w mit pix, = 0. AUS u := p - x1 E V n G[p”] CpV folgt 
72 -: pe, , also x = (x - Vi) .-I- zl nlitpi !‘(*y ~- VI) == p”(x, -}- v - c) =. 0. 

Bemerkurzg. Der duale Fall ist ein wohlbekannter Satz von Khabbaz [7]: 
Jcdes Durchschnittskomplement von p”G ist direkter Summand. Unsere 
Aussage ist iiberhaupt nur deswegen nutzlich, weil in der Tat G[p”] (allgemeiner 
jede beschrankte IJntergruppe) ein Komplement in G hat. 

LEMMA 4.2. Fiir G sir& iiquivalent: 

(i) t,“(O) -i n. 

(ii) p”G ist nicht groJ3 in G. 

(iii) G[p’“] ist nicht klein in G. 

(iv) G = G, @ G, mit G, s Zj(p’), 1 < e < n. 

Beweis. (i - iii) Es gibt einy E G\pG mity c G[p’“], d.h. es gilt G[p’“] @PG. 
Dann ist aber erst recht G[p’“] nicht klein in G. (iii 3 iv) Fur ein Komplement 
V von G[p”] in G gilt nach oben P (3 X =: G. Xach Voraussetzung ist X + 0, 
und naturlich durch p” beschrankt, so daB die Behauptung folgt. (iv - ii) Es 

ist G,[P] P PnGl , also erst recht nicht p”G grol3 in G. (ii - i) Es gibt tin 
y E G[p] mit y +p”G, also such ein y1 E G\pG mit y = pcy, , e < n. Aus 
0 = p”+yr folgt die Behauptung. 
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Bemerkung. Offenbar ist genau dann t,“(O) = CO, vvenn T,(G) teilbar ist; 
ist aber t,“(O) endlich, so ist u = t,“(O) - 1 die kleinste Zahl 0 derart, dal3 die 
o-te Ulminvariante von T,(G) ungleich Null ist. 

KATZ 4.3. Fiir x E G gilt: t,“(x) = min(h,G(x), t,“(O)). 

Beweis. (1) Stets ist t,“(x) < hnG(x), denn fur /z,“(x) = GO ist nichts zu 
zeigen, und aus hDG(x) = n folgt x = p”y mit y E G\pG, also tPG(s) z< n. (2) 
Stets ist tpG(x) ,( t,“(O), denn fur t,“(O) = CO ist nichts zu zeigen, und aus 
t,“(O) = n folgt 0 = p% mit z E G\pG. Fur alley E G ist nun such z -f py q! pG, 
also t,G(p”+ly) < n; falls aber x $p 7111G, ist nach eben tPG(x) .< n. (3) Aus 
t,“(x) < Iz,~(x) folgt mit n = t,“(x), dal3 es yr E G und ya E G\pG gibt mit 

x’-P 7z+1y1 = pny, , so dal3 aus 0 = p”(pyl -- yz) folgt f,,“(O) < n, nach eben also 
f,“(x) = t,“(O). 

FOLGERUSG. Genau dann ist t,“(x) :< II, wenn es ein y E G\,pG gibt mit 
p”y E nx. 

LEMMA 4.4. Fiir IV E G, 0 + Y E Z gilt: tpC;(rx) = min(t,“(x) + e, t,,“(O)), 
wobei e die hiichste p-Potent in r ist (und ,a:enn niitig GO + e = co). 

Bezceis. (1) Es ist tDG(rx) < t,“(s) + e, denn fur tDG(.r) ==: w ist nichts zu 
zeigen, und aus t,“(x) = n folgt x = pTLy mit y E G\pG, so da13 mit I = r’p@ 
weiter folgt rx == pVz~tc(r’y), r’y $pG, also t,,“(m) < n + e. (2) Alar ist nach dem 
Satz fpG(rx) .< t,“(O). (3) Wieder mit dem Satz ist t,“(rx) == min(1l,,“(rx), 
r,,{;(O)) 1 : min(h,,“(,x) f e, tiiG(0)) :: min(tJG(x) -I- e, t,“(O)). 

IIemerku?zg. Die Formel besagt insbesondere: 1st t,,“(~x) m-m t,,“(y), so folgt 
t,,“(m) = f,,“(ry) f” ur a 11 e Y EL Fur die p-Hohe ist die entqrcchende Aussage 
nicht richtig. 

FOLGERITSGEN. (a) Stets ist tpG(x) < t,“(px) < tDG(a) i- 1, und genau damz 

gilt tjlG(x) := tljG(px), wenn schon t,“(x) = t,“(O) ist. (b) 1st t,G(pes) < e, so fo@ 
bereits t,“(x) = 0 oder e > t,“(O). (c) I t s rx = sy mit r, s beide ungleich X&l, so 
fo& t”(s) N tG( y), wobei N die iibliche Aquivalenx von Sequenzen sei, siehe 
[5, p. 1091. Spe-iell: Die Tiefensequen- x, eines Torsionselementes ist Equivalent xu 
Tit$ensequena des Nullelementes. 

LEMW\ 4.5. Sei f : A -+ ,4’ ein Homomorphismus. Dann gilt: 

(I) Genau dann ist t$‘(fa) < t,“(a) fiir alle a E A, wenn f p-neat ist. 

(II) Genau dann ist t;;“(fu) > t,“(u) fiir alle a E A, wenn t;;“(O) >/ t,“(O) ist. 
Dies ist z.B. erfiillt, wenn f p-koneat ist. 

Bezoeis. (I) Natiirlich muf3, wenn die Ungleichung gilt, f p-neat sein; und 
umgekehrt folgt aus f p-neat, t,“(u) = n, dal3 a -= pnal mit a, E ,4\>pA, also 

481/50/z-6 
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fa = p”(fq) mit far E A’ipr-l’, also $‘(fu) :< 11. (II) Die Aquivalenz ist klar 
wegen (4.3). Sei nun f p-koneat: Aus t;‘(O) = n folgt die Existenz eines 
a’ E i2’[p] mit a’ #p”A’, dazu also ein a E -4[p] mit $Z = a’, so da0 such 
a $ pl‘,g gelten mul3, und damit ist t,,“(O) < II. 

FOLGERUSG. Ist x E G und f‘: G--f G ein Gndomovphisrrzus, so gilt tDG( fx) > 
t,“(s). 

LERMA 4.6. (a) Ist (Ai : i E I) eine nichtleere Familie van Gruppcn, und 
N E G :_ ni,, Bi , so gilt t,G(x) = min{t$(xJ j i E I>; dieselbe Formel gilt, falls 
G== J&Ii. 

(b) Ist li C nyc,piG, so gilt ty’(%) = t,“(x) fiir ulle x E G. 

(c) 1st s E U C G und Up-rein in G, so gilt tPG(x) = min(t,u(,z.), $‘“(O)). 

(d) Sind X und Y Torsionsgsuppen und v E Hom(X, Y), so ist diep-Tiefe van 
q~ i?z Hom(S, I’) gleich der p-Tiefe z’o?z qp in Hom( T,(X), T,(Y)). 

Bezceis. (a) Fiir alle i E 1 ist t,G’(s) < t:“(q), weil die Projektionen G - F iii 
koneat sind; es ist aber such tPG(x) ; min, denn fur t,“(x) = a3 ist nichts zu 
zeigen, und aus tpG(x) == n folgt x = pTiy mit y E G\,pG, so daR mindestens ein 
yj nicht durch p teilbar ist, also t$(xj) + n folgt. Ebenso fur die Summe. (b) 
Weil die kanonische Abbildung G --f G/Up-neat ist, gilt f; ist aber tg’U(%) = n, 
so folgt aus x =: ~“7, y nicht durchp teilbar, daI3 x - p’g E U, x - my = p” “yr , 
also x = p”(pyr +- y) mit py, + y $$G, also tpC(x) < n. (c) 1. Schritt. IV = 0. 
Aus c’ C G p-neat folgt t,“(O) < tPu(0), aus G ---f G/ (i’ p-koneat folgt t,“(O) < 
t?“(O), zusammen also t,“(O) < mm; wgre aber t,“(O) < min, also U[p] Cp”Tj 
sowie (G/U)[p] Cpn(G/U) f” ur ~z = t,“(O), so folgte aus der p-Reinheit 
G[p] Cp”G, was nicht sein kann. 2. Schritt. x E U beliebig. Dann gilt t,,G(s) == 
min(hPG(x), t,,“(O)) :- min(h,“(x), t,,“(O), t:‘“(O)) = min(t,,L’(x), t:‘“(O)). (d) Die 
kanonische Abbildung Hom(X, Y) + Hom(‘f,(X), T,(Y)) ist ein Epimorphis- 
mus mit p-teilbarem Kern, so da13 (b) die Behauptung liefert. 

Im Hinblick auf Abschnitt 5 interessiert uns noch die p-Tiefe von Elementen 
aus Hom(X, Y) bzw. Ext(C, -4). Nach (4.3) geht es urn die p-Tiefe des Xull- 
elementes, und wir wollen das zuerst in cinem Hilfssatz fur die Spczialftille 
S := Z/(p’“) bzw. C = Z/(““) besorgen. Sei wie fruher G{p”J == G/p”G. 

HILFSSATZ 4.7. Fiir eine Gvuppe G gilt: 

(I) 1st G[p”] # 0, so ist t:@“‘(O) =-_ min(&,“(O), TZ). 

(II) 1st G{p’*} # 0, so ist tg{P”‘(0) = min(tPG(0), TZ). 

Beweis. (I) IVeil n > 1, ist die Abbildung G[p’“] C G p-koneat, also 
tyy0) < t,“(o), und weil G[p”] + 0, ist tg[*“‘(O) < n. Falls aber e = t:@“‘(O) 
echt kleiner als t,“(O) ist, so folgt aus 0 -= p”y, mit y E G[p”], y #p(G[p”]), da8 
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y -J py, fur ein yr E G, also e + 1 ;,, 11, e ;= n. (II) Entsprechend folgt fur 

e = tEip”)(0), dal3 e < min(tnG(0), n). F 11 a s a b er c < 71 ist, folgt aus 0 =: p’“i’% 

mit y $p(G(p”j), daf3 pp == /@‘yl f iir tin yr E G, also 0 :m p’(pyr -T) mit 

pwyl - - 3’ $ pG, also e -:~: t,“(O). 

KATZ 4.8. Fiir ein Paar (-y, I .) bzzc. (-4, C) van Grupf~n gilt: 

(I) Ist S rzicht p-teilbar zmd T,,( 1.) + 0, so ist 

t~Om(xry)(0) r- min(t,,‘(O), t,]‘(O)). 

(II) Ist -3 mkht p-tt=ilbav und T,,(C) 7’ 0, so ist 

t;xtw(()) __~ min(t,,“YO), t,,“(O)). 

Beweis. Die Bedingungen an S und Y bzw. d und C bedeuten keine echtc 
Einschrankung, denn ohne sie ist stets die p-Tiefe des Nullelementes van Horn 
bzw. Ext bereits unendlich.-Nur fur den Beweis wollcn wir statt t,“(O) kiirzer 
t(G) schreiben. 

(I) 1st speziell S = GiEI Xi mit I # O, 0 # ATi qklisch und p-primar fur 
alle i E 1, so ist die Formel richtig, denn nach dem Hilfssatz ist t(Hom(Xi , I’)) := 
min (t(-YJ, t(Y)), nach (4.6a) also t(Hom(X, 2.)) = min{min(t(X<), t( Y)) 1 i ~1: : 
min(min{t(XJ 1 i E I}, t(Y)) = min(t(S), t( I-)). Fur jedes nicht p-teilbare 5 und 
jedes ?z > 1 gilt also: 

min(t(Hom(X, Y)), 72) = t(Hom(A-, Y)[p12]) = t(Hom(X{pqf), I’)) 

= min(t(S), t( I-), n). (3 

Falls mm t(s) oder t(Y) endlich ist, enthalt Hom(,y, I’) einen direkten Sum- 
manden, der ungleich Null und durch eine Potenz von p beschrankt ist, so daB 
such t(Hom(,l’, Y)) endlich ist. Fur geniigcnd groRes n folgt dann aus (.*) die 
gewiinschte Formel. 1st aber t(s) := t(Y) = CD, so bedeutet (*), da0 
t(Hom(X, Y)) > IZ ist fiir alle n 3 1, also such t(Hom(A7, 1)) = co. 

(II) 1st speziell C =&,[ Ci mit I =/: 2, alle Ci zyklisch, p-primar und 
ungleich Null, so sieht man wieder mit (4.6a) und dem Hilfssatz die Richtigkeit 
der Formel. 1st aber C beliebig mit T,(C) J- 0, so gilt fur jedes n 3 1 

min(t(Ext(C, A)), n) = t(Ext(C, A){$“>) = t(Ext(C[p”], A)) 

= min(t(A), t(C), n), 

und die gleichen Schliisse wie in (I) liefern die Behauptung. 

(“^,I 

FOLGERUNG I. 1st S beliebig, Y teilbar wit T,(Y) f 0 und v E Hom(X, l’), 
so gilt: 

t II Hom(X*y)(~) = inf(i E N 1 X[p] qp’(Ke p)). 
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I:OLGERVSG 2. Ist :\I p-prim& und v E Hom(n/l, Z( pm)), SO gilt: 

(a) Genau dunn ist 9 koneat, wenn ~JP)) = 0 ist. 

(b) Ist ill direkt unzerlegbnr, so ist t,,(q) = Lii(Ke q). 

(c) 1st tn :, t,,\‘(O), so ist m - Lii(~~~(:lf[p~~‘])) = min(t,(q), m). 

Beweis. (I) \Vir wollen zuerst h,,(~) ~~ sup(i E N 1 L\r[$i] C Ke q) zeigen. 
1st II E N mit h,(q) tz, so folgt aus 9 p”# sofort X[pV’] C Ke 9. Umgekehrt 
folgt aus S[p’“] C Ke v, daf3 sich y iiber S ~+ JV”S faktorisieren la&, sagen wir 
als &, und wegcn der Teilbarkeit von J7 dieses I,~J” von einem 4 E Hom(S, Y) 
induziert ist. 34an erhalt y _ p*$, also h,,(v) .I II. Damit ist die Hijhenformel 
klar. 

1st nun 1~ c‘ N mit ty(p) 5; n, so hat nlan 91 -= p”# mit e -< 11, l,L nicht durchp 
t&bar. Nach eben bedeutet das S[p] (# Ke $, so da13 aus p”(Ke y) C Ke # such 
S[p] Q p”(Ke 9)) folgt. Umgekehrt folgt aus X[p] $ p’“(Ke 9) such tB(y) < n, 
denn falls h,,(v) ( n ist nichts zu zeigen, und falls h,,(y) 4 12, also ye = P~~+~I#, 
folgt aus pn(Ke q) =- Ke(p#) n p’“S sogar S[p] Qp”s, also nach Satz 
t;on’(XJ)(O) -g 71. 

(2) Die erste Aussage wurde eben gezeigt, die zweite gilt, weil fur das direkt 
unzerlegbare 111die Bedingung J1[ p] g p’(Ke ‘p) “q a uivalent ist mit Ke v C &f[ p”]. 
Rei (c) kann man gleich nz :,, 0 und t,,(q) < cc, annehmcn. hIit II -: 111 ~- 1 
lautet jetzt die \‘oraussetzung t~f”‘“(O) :g n, so da13 fur jcdcs e ?I 0 der Iieihe 
nach aquivalcnt sind: Lii(1+2(?i1[p”‘])) . .- e, p’~(~lZ[p”‘]) :,i- 0, k,,( p’q) ::g ?I, 
t,,(p’tp) ~. min(fJp) -(- e, f,,(O)) .’ II, m l,,(v) 7, c. Daraus folgt sofort 
Lii(~(dZ[pTfL])) =: mas(0, 111 - f,,(g~)) wie behauptet. (Man kann leicht B&pi& 
angeben. da13 fur vz :-: I,;“(O) die untersuchte I ,hngc nicht mchr a&in i-011 
t),(9)) abhangt.) 

5. DIE K-~LEMIiNTii VON EXT(C, A) FiiR c TORSIONSVOLL, .q TOKSIONSPREi 

VO~\I KANG 1 

Stets sei in diesem Abschnitt das Paar (A, C) 
L 

wie in der Ubcrschrift, und van 
;1 wollen wir gleich Z C A C Q annehmen. Zu jedem [EJ E Ext(C, A) gibt es ein 
kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen 

(Cl) 

das wir im folgenden immer mit (I-J) zitieren werden. Mittels des verbindenden 
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Isomorphismus 8: Hom(C, Q/A) ---f Ext(C, A) gilt also gerade S(f) = [h’j, 
und wir wollen die Komplementeigenschaften van E durch f beschreiben. 

HILFSSATZ 5.1. &Yei (u) gegeben, 0 :/- a,, E -4. Dann sind iiquivalent: 

(i) Bi 01 hat ein Konzplement 1; in B, mit “(a,,) c J7. 

(ii) Es gibt Homonzol,phismen /\, p, F mit t~v := f, @t :~~- V, ye koneat, ,\ 
zcesentlicher Epimorphismus und a, E Ke A: 

(iii) FIG alle Pvimxahlen p gilt T,(C) # 0 und tFom( f) .< h,;‘(a,). 

Beweis. Fiir die Aquivalenz von (i) mit (ii) betrachte man die 
folgenden Diagramme: 

b&en 

Hat man nun bei (i -+ ii) ein Komplemcnt I- van Ke ,8 in B, mit x[u,~) E J -, so 
bildc man aus w = .f’ ) IV und y == /3 I J. die Fascrsumme; ~gen IW :-~~ fy 
esisticrt such noch /L mit +LW’ -m: f und pry’ I’, und cs bleibt zu zeigcn, daJ3 
w’ und y’ die gewiinschten Eigenschaften haben: &lit y ist natiirlicll such y’ ein 
wesentlicher Epimorphismus, und nach (2.4) ist mit 0) such DJ’ koneat; schlief3lich 
ist y’(a,,) : : y’w(ma”) = w’y(~/,,) = 0, also a, E Key’. Hat man fiir (ii --, i) 
umgekehrt A, CL, g, wie angegcben, so bildc man aus X und 9 das Faserprodukt, 
und wegen.fA’ = VT’ esistiert E mit ,& = A’ undf’c :: y’. \\‘&I y koneat, ist mit 
h such A’ wescntlicher Epimorphismus, insbesondcre c(Ke A’) =m Bi E n Kc /3 
klein in Bi c, so da13 Bi E ein Komplement \-on Ke ,8 in B ist; wcil es schlieRlich 
ein s gibt mit u’(.x) = f7”, h’(s) 7 0, 1st ~(0(,) :~- c(x) ein Element ~--on. Hi E. 

(ii + iii) Offenbar kann manf -~= C-,p &p/(Ji---,li Q/-d annehmen, mit a0 E Z-C --I, 
U koatomar und p kanonisch. Weil y koneat und Q/U, Q/Z, kann in C keine 
Prim2rkomponente Xull scin. Falls h,A(a,) : : co, ist die behauptete Vngleichung 
gewiB richtig. Sei also h,“(o,,) < co: Dann hat Ke p,, :=: T,(i3/C') die endliche 
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Linge eii : h,,A(uO) -- hflU(a,,), so daO p,, -z p’wy folgt fiir einen Isomorphismus 
We, , und weil nun u,,yu koneat ist mitf,, -- p”“(w8qp), gilt t,,(f) == ti,(fJ < eB < 
Iz,;-l(a,) wie behauptet. (iii - ii) Sei 1’ {primp 1 il nicht p-teilbar}. Fiir jedes 
p E P hat man nach T”oraussetzungf,, p’~‘y,~ mit gl, koneat, e,, $2 IQ(a,,) < CG. 
Dazu gibt es genau vine Zwischengruppc u. E L* C Q mit h,c’(a,) : = hl;t(a,) e, 

falls p E P, Iz,“(a,,) _ 0 falls p $ I’. Es folgt, daB c eine koatomare Untergruppe 
YOII rl ist, und daR es fiir die kanonische Abbildung p: Q/r: -+ Q/A Isomor- 
phismen wl, gibt ( p c 1’) mit by,, p’ UJ,, Sun kann man 9: C - Q/ Udefinieren: 
Fiir p #P sei yp koneat (was \vegen T,,((‘) .I~ 0 miiglich ist), fiir p E P sei 

4014 wP1yi, , und damit folgt /-~‘p f sonic cp koneat. 

Benwlzuri~~. I‘tir die Xqu’ -’ 1 l\d cnz (i -.~.. ii) kann man such n, -=~ 0 zulassen. 
Der Begriff “Kon~plemcnt” erscheint dann als Abschwichung van “direkter 
Summand,” denn das letzterc bedeutet natiirlich im Diagramm (iz), dal sich 
j‘ tiher ganz 18 faktorisieren Mat. 

(a) T,,(C) ,/- 0 fiir alle p, 

(h) :I nicht p-teilhar und C p-teilbar ET f,, ;i- 0, 

(c) fiirfust ullep ist TV’“” /. 11,“(l). 

I1ewei.c. (i - + ii) I./ sei die Klassenbildung, wie sie bei Htihensequenzen 
iiblich ist, und ~(‘-1) der sogenannte Typ \-on A, d.h. JW(1). Sei nun I’ ein 
Kornptement van Hi ?L in B. Aus [E] -7’: 0 folgt I’n Bi a -;;~ 0, also a(~,,) E I’ 
fiir ein 0 n,, c -4, und nach dem Hilfssatz folgt T,(C) f 0 fiir alle p, sowie 
JtExt([E]) c&*(0,,) = ~(~4). (ii--z iii) 1st *-I nicht p-teilbar und C p-teilbar, so 
ist die p-l’iefe des Xullelementes von Hom(T,(C), T,(Q/.d)) gleich unendlich. 
(iii --+ i) Fiir .f 0 ist nichts zu zeigen. Sei also f =# 0, P [prim p i t,,( f ) < 
h,, I( 1)). Falls P , ist man nach dem Hilfssatz fertig, andernfalls ist nach 
\-oraussctzung 1’ Lvenigstens endlich, sagen wir P --= (p, ,...,$J~). Fiir diese p 
ist nacl, (b) such 1,,(f) < m, und wir werden gleich sehen, da8 es daher ein g 
und pi 0 gibt mit f ~- pi1 ... p?<y, t,,,(g) := 0 fiir alle i. Xach (4.4) gilt aber 
dann t,,(s) _ 17,;.f( 1) fiir alle Primzahlen p, so da0 nach dcm Hilfssatz s ein 
K-Element ist, also such das Vielfachc .f. 

Bleikt zu zeigen: 1st G eine Gruppe, s t G und sind p1 (..., ps paarwise 
verschicdene Primzahlen mit t:-(x) = ei -: m fiir alle i, so gibt es ein y E G mit 
t:,(y) 0 fiir alle i und s = -’ prl ... pj>y. Fiir k = 1 folgt das aber aus dcr 

Definition dcr ‘I’icfe, und fiir 12 .‘? 2 durch Induktion mit Hilfe van (4.4). 
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Bemerkung. Ob 8(f) ein K-Element in Ext(C, d) ist, M3t sich wegen (4.8, 
Folgerung 1) allein am Kern von f entscheiden. Im Spezialfall C = Q/Z kann 
man die Bedingung (iii) des Theorems such so lesen: Falls f # 0, gibt es einen 
Epimorphismus von -4 auf Kefi 

FOLGERUNG 1. Enthiilt Ext(C, rl)K ein con Null verschiedenes Torsionselement, 
so ist Ext(C, 4 bereits K-voll. 

FOLGERUNG 2. Ist T,(C) # 0 fiir alle p, so ist jedes Elemetzt vote Est(C, -4) 
Summe von xzuei tc-Elementen. 

Beweis. (1) Sei 0 -# h: E Ext(C, A) sowohl K- als such Torsionselement. 
Dann folgt T,(C) f 0 fiir alle p, sowie .tttExt(0) = d’tExt(x) < T(J), und daraus 
cLP~(J’) :g ~(~‘1) fiir alley E Ext(C, ,4). (2) Sei f E Hom(C, Q/A). Wir suchcn die 
Zerlegung von f, fiir jedes p: 1. Full. T,,(C) hat eine nichttriviale Zerlegung, 
sagen wir in M1 @ n/r, . Dann gibt es koneat-Homomorphismen O[~: -l.lli + 
lr,(Q/i3), so da0 such g,’ = (q , fn / L!fz - a2) und gz = (f,, i Ml -- 01~ , ti2> 
koneat sind, mit g,’ +gg = f,, . 2. Fall, T,(C) ist direkt unzerlegbar. Falls 
p > 3, hat man wieder f, = g,,’ -t gi mit g,‘, gr, koneat, denn im Endomorphis- 
menring End,(T,(C)) ist jedes Element Summe von zwei Einheiten; sollte aber 
p == 2 sein, so gibt es wenigstens eine Zerlegung fz =: g,’ -+ gi derart, daB im 
Fallc -4 nicht 2-teilbar, C 2-teilbar beide ungleich 9~111 sind.-Zusammen: g’ 
und g” sind K-Elemente, mit g’ -b g” = f. 

Als nachste Anwendung des Theorems wollen wir priifen, wann Ext(C, A) 
K-voll ist, und dazu allgemeiner fiir einen Homomorphismus g: C’ --f C unter- 
suchen, wann bei der induzierten Abbildung g*: Est(C, -4) -P Ert(C’, -4) der 
Kern bzw. das Bild nur aus K-Elementen besteht. 

LEMMA 5.3. Sei gegeben g: C’ - C mit C’ torsionsvoll, g*: Ext(C, -4) ---f 
Ext(C’, A). Dann gilt: 

(I) Ist R = {primp / A nicht p-teilbar und g, # 0:) so sind iiquizsalenf: 

(i) Big* enthiilt nur tc-Elemente. 

(ii) Falls Big* # 0, gilt 

(a) T,(C’) f 0 fiir alle p, 

(h) A nicht p-teilbar und C’ p-teilbar 2 Sz := {p>, 

(c) fiir fast alle p ist t:‘(O) < hDA(l). 

(II) Ist ‘P = {primp j A nichtp-teilbar undg, nic?tt surjektiv], so sindtiquivalent: 

(i) Keg* enthiilt nur K-Elemente. 

(ii) Falls Keg* # 0, gilt 
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(a) Tp(,(c) + 0 fii~ alle p, 

(b) A nicht p-teilbar und Cp-teilbar D Y = {p}, 

(c) fiirfast allep ist t,“(O) < 12,“(l). 

Beweis. (I) (i ---f ii) Offenbar ist 9 -= :! aquivalent damit, daBg* = 0 ist. Sei 
also Big* -/- 0, 4 E Q. \+‘ahle f: C ---f QjA derart, da13 f,g, + 0 und f, ---= 0 fiir 
alle p # 4. Dann ist 0 # fg = g*(f) nach Voraussetzung ein K-Element, also 
(a) und (c) erfullt. Sei fur (b) nun A nicht p-teilbar, C’ p-teilbar: Weil (fg), 4: 0 
sein mu& folgt p E Q; gabe es abcr dann noch tin 4’ E: SL, mit 9’ # p, so ware 
nach Voraussetzung such K-Element J’g (mit einem zu .f analogen .f’), insbe- 
sondere (f’g),, :/- 0, was nicht sein kann. (ii 4 i) Sei f: C -> Q/A gegeben mit 
fg += 0 (sonst fertig). Urn zu zeigen, da13 fg ein K-Element ist, ist nur noch der 
Fall A nicht p-teilbar, C’ p-tcilbar zu prufen: Dann ist aber nach 1’oraussetzung 
(fg)r = 0 fur alle Primzahlen Y /: p, also (fg), -# 0. 

(II) Aus der exakten Folge C’ --+Y C -G Kokg ---f 0 erhalt man, vv-eil C’ und 
C torsionsvoll und A torsionsfrei, die exakte Folge 0 --f Ext(Kokg, A) -+“* 
Ext(C, =1) -*q* Ext(C’, A), sowie Y = {primp 1 A nicht p-teilbar und vy, # 01. 
Wendet man auf v* den Teil (I) an, so folgt die Behauptung. 

FOLGERUXG 1. Ist T,(C) 9~ 0 fiir alle p, so sind iiquivalent: 

(i) Ext(c, A) iSt K-EOll. 

(ii) Falls A duurch mindestens zzcei P~imnzahlen nicht teilbav ist, gilt 
.nE”yo) 5:: T(A). 

(iii) Falls A duvch mindestens zwei Primzahlen nicht teilbar ist, gilt 

(a) -4 nicht p-teilbau z’ C nicht p-teilbar, 

(1~) fiir fast alle p ist t,,“(O) :, h,,A( 1). 

FOLGERUNG 2. Ist (C,i 1 i E I) eine nichtleere Familie aon Torsionsgruppen, mit 
Ext(C, , =2) K-@oll fiiv alle i, so ist auc?z Ext(u Cj , A) K-a~//. 

Beweis. (1) (i ---f iii) Sei d wit angegeben, C’ = C undg : : 0. In Teil (II) ist 
dann / Y 1 -:- 1, so da8 der Fall (b) in (ii) dort nicht vorkommen kann, und das 
ist die Bchauptung. (iii + ii) klar. (ii - + i) Es bleibt nur noch zu zeigen, dal3 
Ext(C, .-I) K-voll ist, wenn ,q durch nur eine Primzahl q nicht teilbar ist: Zu 
f # 0 sind die Punkte (a) und (c) im Theorem trivialervveise erfiillt, aber such 
(b), denn es ist f, + 0. (2) 1st in jedem C, mindestens eine Primarkomponente 
Xull, so sind alle Ext(C, , A) gleich I\iull, also such Ext(U C; , i4); gibt es aber 
ein i E I mit r,(Cj) + 0 fur allc p, so liefert der koneat-Homomorphismus 
Ed*: Ext(u Ci , A) + Ext(Cj , -4) zusammen mit (4.5) und der eben belviesenen 
Folgerung 1 die Behauptung. (Fur beliebige A ist Folgerung 2 nicht richtig, vvie 
in einer Bemerkung zu (3.3) gezeigt wurde.) 
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Bei unserer speziellen Wahl von il und C’, C kann man die Fragc von 
Abschnitt 2, wann denn g*: Ext(C, A) -+ Ext(C’, A) K-Elemente erhalt, voll- 
standig beantworten: 

SATZ 5.4. Sei gegeben g: C’ --f C mit C’ torsionsvoll, T,(C) + 0 fir alle p. 
Nit Q = {prim p 1 A nicht p-teilbar und gD f= 01 gilt dam: 

(I) Ist 1 Q 1 = 1, soerhdtg”: Ext(C, A) --f Est( c’, A) genau dam K-fhze~h?, 

wenn gilt: 

(a) T,(C’) + 0 fiir al/e p, 

(b) A nicht p-t ei lb ar’ und C’ p-teilbav 3 L2 := (p>, 

(c) fib fast alle p ist t:‘(O) < hDA(l). 

(II) Ist / Q : $- 2, so erhdtg*: Ext(C, A) ---f Ext( C’, A) genau dann K-h%m?~te, 

zvenn gilt: 

(a) T,(C’) + Ofiir alle p, 

(b) -3 nicht p-teilbar und C’ p-teilbar z- g, surjektiv, 

(c) fiir fast alle p ist t:‘(O) 2;: hlJA( 1) oder g p-koneat. 

BeuTeis. Der Fall 9 = 12 bedeutet g* = 0 und ist uninteressant; ist aber 
D 71. r? und erhalt g* K-Ekmente, so liegt nach (5.2, Folgerung 2) such in Big* 
ein von Null verschiedenes K-Element, so daB T,(C’) + 0 folgt fur alle p. Weiter 
brauchen wir folgende Bemerkung: 1st q E Q, erhalt g* K-Elemente, und ist 
p eine Primzahl mit A nicht p-teilbar, C’ p-teilbar und p + q, so mul3 g?, surjektiv 
sein. Ware namlich Kokg,, # 0, so gibe es ein f,): T,,(C) --f T,(Q/A) mit 

fD + 0, jk, = 0; auBerdem kann man tin f,: T,(C) + T&Q/A) wahlen mit 
f4gn + 0, und legt man jetzt f so fest, dal3 es in allen andercn Primarkomponenten 
koneat ist, so ist f ein K-Element, also such fg, insbesondere (AY)~, + 0, was nicht 
wahr ist. 

Fall I. Sind alle drei Bedingungen erfiillt, so weiD man aus (5.3) da0 Big” 
nur aus K-Elementen besteht. -Erhalte umgekehrt g* K-Elemente: Dann ist nach 
den Vorbemerkungen schon (a) und (b) kl ar. Fur (c) wahle man ein f: C---f Q/A 
derart, daB f,g, =+ 0, wobei p das einzige Element von Q ist, und f, koneat fur 
alle p :/‘: q. Weil dann f ein K-Element ist, ist such fg + 0 eincs, insbesondere 
t,(f,,g,$) ’ - h,,A(l) fur fast allcp. Nun ist aberf,,g,, = 0 fur allep + q, so dafl (c) 
folgt. 

Fall 11. Seien alle drei Bedingungen erfullt, f: C + Q/A ein K-Element mit 
fg + 0 (sonst fertig): Ist, im Hinblick auf Theorem 5.2, A nicht p-teilbar und 
C’ p-teilbar, so folgt nach Voraussetzung g,, surjektiv, C p-teilbar, f, surjektiv, 
(fg), # 0. AuBerdem gibt es ein n > 1 mit: p r n und iz nicht p-teilbar ~1 tY( f ) < 
hDA(l) und [t:‘(O) < h,,A(l) oder gp-koneat], also tp(fg) < h,d(l). 
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Erhalte umgekehrt g* K-Elemente. Wieder ist nach den Vorbemerkungen (a) 
klar, ebenso (b), weil 8 mindestens zwei Elemente besitzt. Fiir (c) w;ihle ein 
q E Q und ein f,: T,(C) --f T&Q/A) mit f,g, # 0. Falls nun p f q und A nicht 
p-teilbar ist, gibt es nach (2.6, 3) einen koneat-Homomorphismus prl: T,,(C) --) 
T,(Q/;Q), fur den nur dann vpg, koneat ist, wenn es schon g, ist. Damit kann man 
jetztJ, zu einemf crganzen, indem man fur p + q und 9 nicht p-teilbar festlegt 
f,, 7 p$, mit h mm= Iz,,~(~). Es folgt mit (5.2), da0 f tin K-Element ist, nach 
Voraussetzung also such fg # 0, so daB insbesondere ein n >: 1 existiert mit: 
p < II und A nicht p-teilbar :- p #= q und t,,(fg) ..< hDA( I), also t,(pk~,g,) < h, 
nach (4.4) also bereits r:‘(O) :< 11 oder P)J,, koneat; im zweiten Fall folgt aber 
nach Wahl der 9a bereits g,, koneat. 

IVYeil die p-Tiefe des Xullelementes immer grBBer gleich Eins ist, erhalt man 
im Spezialfall =Z = Z eine vie1 einfachere Beschreibung, namlich 

FOLCERVNC. Sei g: C’ --r C mit C’ tovsionwoll, T,(C) #: 0 fiir alle p. Dann 
sirzd iiyuiz’alent : 

(i) s*: Est(C, Z) - Ext(C’, Z) erhiilt K-Elernente. 

(ii) Falls 2 + 0, gilt 

(a) C’ p-teilbar + 6,) surjektiz, 

(b) fiir fast alle p ist g p-koneat. 

Der folgende Satz zeigt, warum fur die Untersuchung der K-Blemente in 
Ext der Hohenbegriff zu scharf war. Wir wollen in einem vorausgehenden 
Hilfssatz die Argumente sammeln, die dann in jeder PrimHrkomponente von C 
nijtig sind. 

HILFSSATZ 5.5. Sei Al eine p-Gruppe, IJJ E Hom(M, Z( p’)) und n ‘- 0. Dann 
sind tiquiualent : 

(i) tp(y 1 C’) < ?L fiir alle VC J%I, die ein direktes Konzplement wzter 
Ke rp haben. 

(ii) Iz,(q3) < n. 

(iii) ?z,(rp 1 V) < n fiir aile V C M mit folgendev Eigenschaft: 

I’* C Y C M und S/I,’ zyklisch 3 V @ U := X mit U C Ke p?. (7 

Bewis. VVir beniitzen standig die Charakterisierungen von Hijhe und 
Tiefe aus (4.8). (i--f ii) 1st h,,(v) < , n also M[p”+‘] C Ke 9, so wiihle man ein 

Komplement V von fif[p n+1 in M, das nach (4.1) gerade die Voraussetzung von ] 
(i) erfiillt. Aus t,,(p, 1 V) :< n folgt, weil I/[pQ+l] klein in Y und also t,“(O) > 
n -+- 2 ist, sogar /zJq~ / V) :g n, also erst recht h,(v) < n, was nicht miiglich ist. 
(ii -3 iii) Besitze I/ die Eigenschaft (*). Angenommen, es ware h,(rp / V) < n, so 
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folgte I @‘rl] C Ke 9, also mit (*) der Widerspruch M[p’“+‘] C Ke y, denn zu 
z E ilZ[p” ‘1 gibt es eine Zerlegung T; @ lV = I* -i- ZW mit U C Ke v, also 
zc E FQP1] 2 G[pn+l] C Ke y. ( iii - i) Hat V’ ein direktes Komplement unter 
Ke y, so erfiillt es gewiB die Bedingung (“). 

SATZ 5.6. Sei (cj) gegeben. llann sind iiquicale7lt: 

(i) Hi et hat in jeder direkten ZzciscJ~engruppe ein Complement. 

(ii) Bi x hat in ieder reinen ZzGchengruppe ein h70mpIement. 

(iii) F0ll~ f # 0, gilt 

(a) f,, + Ofiir allep, 

(11) fiir fast alle p ist hzom( f ) :<I hv”( 1). 

Beweis. Unter einer direkten (bzw. reinen) Zwischengruppe verstehen wir 
ein A* mit Bi ti C ,A- C B und A’ C@ B (bzw. X rein in B). &Ian kann sie leicht in 
C beschreiben: Fiir L C C ist /V(L) CCL’ B “q a uivalent damit, dafi L ein direktes 
Komplemcnt unter Kefhat. Klar folgt aus/?’ @ I- := 6, dafi L @ /3( b+) = C 
und l,*C T(B), /3( I’) C Kef; h a t man aber umgekehrt L 0’ k’ = C mit k’ C Ke f, 
so folgt aus dem ersten ,P’(L)/Bi a: @1 /P’(K)/Bi N = B,‘Bi iy, aus dem zweiten 
/i-‘(K) C Bi 3 ~;- T(B), Bi a: 6 p-‘(AJ zusammen also /3 m’(L) CO B. -Ent- 
sprechend zeigt man: Genau dann ist p-I(L) rein in -23, wenn es fiir allcL C n-C C, 
mit .\‘I, zyklisch, eine Zerlegung L @ I< = N gibt mit R C Ke$ 

(i + iii) Sei f ,Y 0. Falls es bei (a) tine Primzahl q g%be mit fQ =: 0, so hatte 
L == ,I;- ‘,?,, 7;(C) ein direktes Komplcment unter Ke f, und es folgtep-l(L) C@ B, 
Bi a: CK /3--‘(L); wcil aber in p--l(L)/B i (Y die q-Komponente fehlt, bedeutete das 
Bi OL C’-‘ /3-‘(L),f - 0 entgegen der Annahme. Fiir (b) sei P =- (primp I k,,(f) & 
h,,“(l)j. Falls I’ I+ ist man fertig, andernfalls gibt es nach dem Hilfssatz 
fiir jedcs p E 1’ eine Untergruppe L,, C T,,(C), die ein direktes Komplemcnt 
unter Ke,f,, hat und fiir die t,,(fi, 1 L,,) .$ /I,,,~( 1) gilt. Definiert man nun L C C 
durch 7;,(L) m-- L, falls p E P, T,(L) = T,,(C) falls p $ P, so hat L ein direktes 
Komplcmrnt unter Kef, und es folgt /3 ‘(I,) 0; B, Bi N c’i p-‘(L), abcr das 
letzterc nicht zerfallend. Nach (5.2) folgt t,,(f i L) x< h,;-l( I) fiir fast alle p, so dafi 
I’ endlich sein InuB. 

(iii -* ii) Sei Bi 01 nicht direkter Summand in B, X eine reine Zwischengruppe. 
Fiir alle p erfiillt dann die Inklusion 7’#S) C T,,(C) die Bedingung (“) des 
Hilfssatzes, so dal!, h,,(f 1 /3S) fiir alle p cndlich, und fiir fast alle p kleiner gleich 
I/,!,‘( 1) ist. also,f I /3S ein K-Element ist. d.h. Bi 01 C* S. 

I:oLc;ERusc;. Ist T,(C) + 0 fiir alle p ztnd A s Q, so sind iiquiz’alent: 

(i) 1st K-esakt 0 - d -+l B - -+B C’ - 0, SO hat Bi N au& iz jeder direkten 
Zwisclzengruppe ein h70mplement. 

(ii) .4 ist koatomar und C ist teilbar. 
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Beweis. (i -+ ii) \5:eil Ext(C, -4) ungleich Null ist, besitzt es nach (5.2, 
Folgerung 2) ein v-on Null verschiedenes K-Element, so da13 T,(Q/A) # 0 ist fur 
alle p, also ,-I koatomar. Sei ‘1 eine Primzahl mit C nicht q-teilbar: \\‘ahle 
f: C -+ Qp/=I derart, dab f, r= 0 und f, koneat fur alle p # Q. Dann ist 0 # f 
ein K-Element, also nach voraussetzungf, -/ 0 fiir allep, entgegen unserer \Vahl 
vonJ (ii -F i) 1st l* ein KompIement von Bi UI in B, so folgt aus unseren lroraus- 
setzungen C- := U(B). Fur jede direkte Zwischengruppe ,‘i ist aber dann D(S) 
ein Komplcment van Bi (Y in S. 

Bemevkung 1. Hat Ri a: sogar in jeder koabgeschlossenen Zwischengruppe 
tin Komplement, so ist Bi oz bereits direktcr Summand oder klein in B. 

Bemerkung 2. Selbst wenn Bi a: klein in R ist, braucht nicht T(B) C B zu 
gelten: Fur jede Primzahl p wahle man einen Homomorphismus f,: Z/(pa) : 
Z/(p) -+ Z(p’) derart, dal3 KefY zwar koabgeschlossen, aber nicht direkter 
Summand ist. Die direkte Summe iiber allc p liefertf: C - Q;Z mit C komple- 
mentiert und reduziert, ,f koneat. Bildet man das zugehorige Diagramm (~1) mit 
B -= Z, so ist mit v such p wesentlicher Epimorphismus; ware aber T(B) C@ B, 
so mu&e nach (1.6) gclten KcfC” C, also Kefi, Cc) T,,(C) fur fast alle p, 
entgegen unsercr \\‘ahl von J 

Das Kriterium (1.6) fur das &fallen von B M3t sich auf unsere Situation (0) 
abwandeln; es ergibt sich ein bemcrkenswerter Zusammenhang nut dem 
Komplementbegrifi: 

SXTZ 5.7. Sei ([ I) gegeben: Gennu dann gilt T(B) CO B, zcen?l es ein Kom- 
plement L aon Kef i?z C gibt mit Lii( T,(L n Kef)) < hVA( l)fiiufnst alle p. 

Beweis. \\:ir wollen das Kriterium van Jleggiben [S, p. 1421 vcrvvenden und 
mussen dazu die Hohennratrix von a( 1) in N ausrechnen: 

(I) p%!(1) G‘tPB-3 911 -Lii(f(c[p~~q)) ‘.. II -+ h,,“(l). / ‘,um Beweis kann man 
gleich .q nicht p-teilbar, also h r= /z,,“(l) endlich annehmen. Fur II ’ ~2 ist die 
Aussagc richtig, sei also n <: MI: Offenbar ist p%( 1) E p’“B aquivalent mit 
V( 1 /PI!‘- “) E,~(C[ p”‘]), und weil stcts ZV( 1 /pi) eine zyklische p-Gruppe der 
T,snge mas(0, i h) ist, folgt hicr mit i m II, dalJ die linkc Seitc \on (I) 
aquivalent ist mit mas(0, ~11 -~~ ?z - h) *< Lii(f(C[p’ll])), und das ist die Behaup- 
tuna. 

(II) 1st T,,(C) dirckt unzcrlegbar, ,f,, m,:- 0, (J Lii(Kcf,,) und IL mm 11,,/‘(l), 
so gilt: 

h,,B( p%x( 1)) : = 12 12, e ;-- 91 r h 

~-i~-il~-; I-e, falls e - .n I- h, T,,(C) 2: T,( p’) 
- rr; ) e 2.:. n -; 17, T,,(C) G Z(p’). 

Zum Beweis wollen wir zuerst den Fall ‘1;(C) z .Z!.(p”-) betrachten: Dann ist 
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f, _ p’g,, mit gl, isomorph, alsoLii(f(C[ ~“‘1)) = Lii( p’(Z/( p”‘))) =m= max(O, vz -- e), 
also ~2 - T,ii(f(C[p”‘])) = min(e, m), und daraus folgt mit (I) die Behauptung.- 
1st aber T,(C) z Z/(p”), so ist e < I und f,, = p”g, mit g,, monomorph, also 
f(C[p~~]) g p’(C[p771]). Weil C[pOi] eine zyklische p-Gruppe der Lange min(m, I) 
ist, folgt Lii(KC[pF)‘])) = min(mas(O, nr - e), 1 -- e), also m - Lii(f(C[p~“])) = 
max(min(e, m), m - 1 + e). Mit (I) gilt nun p%(l) E~~“B genau dann, wenn 
min(e, IN) -< 12 lz und ?n < n -1-h + I ~ e, woraus wieder die Behauptung 
folgt. 

(III) 1st W die Hijhenmatris von a(l) in B, T,(C) direkt unzerlegbar und 
f,, -+ 0, so hat die p-Zeile von W hochstens eine Liicke, und sic ist genau dann 
hickenfrei, wenn Lii(Kef,) < haA(l) ist. 

Zum Bcgriff der Hohenmatris siehe etwa [5, p. 1971. \\:eil T,(B) Ku11 oder 
direkt unzerlegbar ist, stimmt fur jedes x E B die p-Hiihe mit der sogenannten 
verallgcmeinerten p-Hohe iiberein, und damit folgt unsex Behauptung sofort 
aus (II). 

(IT:) Der Satz ist richtig, wenn speziell jede Primarkomponente von C Xull 
oder direkt unzerlegbar ist. 

Zum Bcwcis betrachtcn wir zuerst die in (III) ausgeschlossenen Falle: 1st 
d p-teilbar, so gilt I~,~(p%(l)) :-- cc: fur alle II, ist aber ,-I nicht p-teilbar und 
j,) z 0, so folgt aus (I), daR Iz,s( p%( 1)) mu: TZ + hDA( 1) fur alle ?z. Hochstens fur 
solche p mit f,, + 0 hat also die p-Zeile von W eine Liicke. Nach &Ieggiben ist 
jetzt T(B) Cs B aquivalent damit, da0 fast alle Zeilen von D3 hickenfrei sind, d.h. 
dafi es tin JE ;.-- 1 gibt mit: P-Y n und fi, i= 0 Z- Lii(Kcf,,) :< /r/(l). Fur das 
einzige Komplement L von Kef in C ist das aber gerade die Forderung des 
Satzcs. 

(T) Sei jetzt C beliebig. 1st L wie angegebcn, so sind alle Prim;drkomponcnten 
von L Ku11 oder direkt unzerlegbar, und mit g == f 11, hat man Lii(Ke g,) -5 
A,,“( 1) fur fast alle p. Aus (IV) folgt nun I’ @ T@-‘(L)) == p--r(L), zusammen mit 
F--‘(L) -I- I’(B) = B also sofort I’ & T(B) B.-Umgekehrt folgt aus einer 
Zerlegung I; 0 ‘T(B) = B, daB in /3( 1) jede Primarkomponente Null oder 
direkt unzerlegbar ist. Im induzierten Diagramm 

ist wieder V @ T( I’ + Bi a) = V -{- Bi 01, so dal3 es nach (IV) ein KomplemcntL 
von /3(V) n Ke f in /3(V) gibt, mit Lii( T,(L n Ke f)) < ?zDA(l) fur fast alie p. 
Wegen /3( 6’) + Ke f = C ist aber L such ein Komplement von Ke f in C, und 
man hat die Behauptung. 
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1st L: C* Al und 1. eine direkte Zwischengruppc, also I. C 1. C -11, so 
braucht (- nach (5.6) kein Komplement in 1. zu haben. 1st aber I7 tin Komple- 
ment \-on L7 in 32, so crhalt man mit 1, = I _ n IT immerhin noch I 71 I- ~~ I- 
und I ?I n l- klein in I’: Wir sagen, 1. 1 sei ein schwaches Koniplrme7lt \-on ( in 1.. 
I&u gilt folgende I‘mkehrung: 

LEMMA 6.1. 1st S C 1. und be&at -1. riu schwaches Komplemer~t in ‘t-, so gibt 
es tine nevfallende Erweiterung I- Cs Z nzit X CK 2. 

Beweis. Sei 1. in S :: 1. mit I. n S klein in I-. Zum i\Ionomorphismus 
d: Y3yt-+(y,jj)cs 1’ ) (Y/k’) gibt es bekanntlich eine Erweiterung 1. C Z und 
einen Isomorphismus x: I’ x (Y/ I;) -j Z mit xd = Y C 2. Klar ist I7 C; Z, und 
mittels des kanonischen Isomorphismus v: Y 2: (X/I/ n X) ----f I‘ (Y/I’) 
erhalt man such noch, da0 xy( Ye :. 0) ein Komplement von S in Z ist. 

iVir wollen im folgenden fur spezielle Folgen 0 ---f -4 ---+ B d3 C - + 0 zeigen, 
daB Bi 01 genau dann ein schwaches Komplement in B hat,wenn es tine Zwischen- 
gruppe S gibt mit Bi 01 CK S und SC” B-und daraus ein Beispiel dafiir 
ableiten, da0 die Relation K nicht transitiv ist. 

LEMMA 6.2. Sei (Ci) wie in Abschnitt 5 gegeben. Dann sind iiqui~alent: 

(i) Bi a hut ein schwaches Complement in B. 

(ii) Falls Bi a: nicht direkter Summand in B ist, gilt oi(1) EJB jiir fast allep. 

(iii) Fallsf + 0,giltfiivfast allep: h,“(l) > 0 oderfp-konent. 

Beweis. (i --f ii) 1st F’ + Bi 01 = B mit ci n Bi OL klein in B, so folgt, weil 
Bi a: nicht abspaltet, C’n Bi N =/ 0, also a(u) E I&(B) fur ein 0 +- LZ E A, also 
a(n) E Ra(B) fur ein 0 =/ ?z E N, also ol(1) EPB fiir alle p T n. (ii -+ i) Falls Bi OL 
abspaltet, ist nichts zu zeigen; andernfalls folgt aus der Voraussetzung, dal3 
es ein 0 =/ UC Bi a: gibt mit U klein in B. Weil Bi a/U in jeder Primarkom- 
ponente artinsch ist, hat es im torsionsvollen B/U ein Komplement, sagen wir 
k-/U, und aus (F n Bi E)/U klein in B/U folgt I’ n Bi 01 klein in B, so dal3 1’ 
ein schwaches Komplement von Bi 01 in B ist. 

(ii ttiii) Offenbar ist ~(1) EPB Equivalent damit, da13 es ein c E C[p] gibt mit 
v(l/p) =:f(c), also aquivalent mit 1(1/p) E.f(C[p]). Wegen v(l/p) :+ 0 0 
hDA(l) = 0 folgt die Behauptung. 

SATZ 6.3. Sei (0) wie in Abschnitt 5 gegeben. Dunn sind iiquiaalent: 

(i) E’s gibt eine Zwischengruppe X mit Bi a C” X und X CK B. 

(ii) Es gibt eine Zwischengruppe I’ nzit Bi (Y CK Y und k- -+ T(B) == B. 

(iii) Fallsf =/- 0, gilt T,(C) f Ofiiv allep, und fiir fast alle p gilt: h,“( 1) = 0 
odes [T,(C) direkt unzevlegbar und f,, / 0] * tyom( f ) f hI,A(l). 
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Bewis. (i + ii) Wir zeigen allgemeiner: 1st 

BicrCXCKB und x -t T(B) 5 B, 

so folgt Bi cy CK B (in diesem Fall wahle also Y7 =: B, im anderen 1’ :-= S). 
1st namlich W ein Komplement van X in B, so ist es such ein Komplement von 
Bi a: in Bi a + W; andrerseits kann Bi a: nicht direkter Summand in Bi oi -C IP’ 
sein, denn aus Bi a: G S =z Bi a: + W wiirde S torsionsvoll, X + 5’ = B, 
-V -k I’(B) = B folgen, entgegen unserer Annahme. Es ist also die Folge 

K-esakt und nicht zerfallend, d.h. I* ein von Ku11 verschiedenes K-Element 
in Ext(/3( W), A). Dabei ist L: /7(W) C C ein neat-Homomorphismus, weil ,!3( IV) 
ein Komplement van /3(X) in C ist, so daB L* nach (2.6, 4) koneat ist und nach 
(4.5) Tiefen nicht kleiner macht. Es folgt T,(C) #: 0 fur alle p, und 

wie behauptet. 

.ztExt(cJy[E]) < T(A) 

(ii -+ iii) Sei f # 0. Dann kann Bi 0~ nicht direkter Summand in Y sein, denn 
aus Bi a: @ S = 1’ wiirde folgen S torsionsvoll, Bi a: @ T(B) = B, was ausge- 
schlossen ist. Insbesondere ist T,(C) + 0 fur alle p, und fiir L == /3(Y) gilt 
L f Kc f = C, t,(f 1 L) < Jz,,~(I) fiir fast alle p; in den angegebenen Spezial- 
fallen muD aber dann schon t,(f) < kl,A(l) gelten. 

Urn im letztcn Schritt (iii -+ i) das X konstruieren zu kijnnen, brauchcn wir 
fur den Fall, daB T,(C) nichttrivial zerlegbar und h,A(l) < co ist, folgenden 

HILFSSATZ 6.4. Sei 111 eine p-Gruppe mit einer nichttrivialen Zerlegung, 
9 E Hom(M, Z(p=)). Dunn gibt es eine Untergruppe V zIon M mit 

(1) VfKey =M, 

(2) V n Ke q~ CK Ke q, 

(3) V[p] PpV (insbesondere t,(p, / V) < 1). 

Beweis. 1. Fall. Ke p CK M. 1st dann X ein Komplement von Ke 9 in M, so 
folgt aus der Gestalt von X und aus der Voraussetzung iiber M, daB X nicht 
groB in Mist, also X n E = 0 fur ein einfaches E C iv. Damit leistet V = X + E 
das Gewiinschte. 2. Fall. Ke I+J hat kein Komplement in M. Dam-r folgt 
O(M) C Ke v, denn die Existenz eines X C iI2 mit X g Z(pm), X @ Ke 9) wiirde 
nach sich ziehen 0 # (X + Ke v)/Ke ‘p C M/Ice y, so daB X ein Komplement 
von Ke q~ in M ware, was gerade ausgeschlossen ist. Es folgt weiter, daB M/D(M) 
nicht komplementiert sein kann, also eine Zerlegung M = G @ H existiert mit 
H endlich erzeugt, nicht zyklisch. Auf H und p j H kann man nun den 1. Fall 
anwenden, also f1r + (H n Keg’) = H mit EC@ HI, E einfach. Fur Z’ = 
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G 7- ffl gilt dann I’ + Kc q = M sowie EC’-‘ V, und weil iZT/L’ als Faktor 
von N endlich erzeugt ist, hat such noch I/ n Kc 9) ein Komplement in Ke p. 

Zum Beweis von (iii + i) im Satz sei gleichf #= 0. Definiere nun L C C durch 

T,(L) = einfach fn = 0, 
falls f, f 0 und 

hJA( 1) = 0 oder 
T,,(C) direkt unz. 1 ’ 

:I mit den drei Eigen- 
schaften von P wie 
im Hilfssatz 

hVA(l) + 0 und 
f, f 0 und T,,(C) nichttri- . 

vial zerlegbar 1 
Dieses L erfullt dann die folgenden fiinf Bedingungen: (1) L -+ Kef :y C; 
(2) L n KefCK Kef; (3) T,(L) + Ofiir alle p; (4) (f j L), = 0 * T,(L) einfach; 
(5) fur fast allep ist tD(f 1 L) < A,,“(l). 

Damit leistet X = p-l(L) das Gewiinschte, denn (3 - 5) gewahrleistet 
Bi a CK AT, aus (1) folgt X ‘- T(B) = B, so da8 nur noch X n T(B) CK T(B) zu 
zeigen ist, und das folgt aus (2) d urch den von /3 induzicrten Isomorphismus 
T(B) - Ke.f, der S n T(B) gcrade auf I, n Ke f abbildet. 

FOLGERCNG 1. Hut man Hi n: CK IY,, c” S, C ... CK -71; =-: B mit II :-2 2, so 
gibt es hereits eine Zwischengvuppe S mit Bi 01 CK S CK B. 

FOLGER~YG 2. Ist A m= Z und T,(C) -,!- 0 fir allep, so hat Bi agenau dam1 ein 
sch~aches khmplement in B, eceun es eine Zwischengruppe Sgibt mit Bi a: CK .Y CK B. 

Beweis. (1) Falls & -I- T(S,) g Ayl odcr s, i- y’(Ly,) & -\r, , hat man nach 
dcm Schritt (i + ii) sofort ein Bi a c^’ SC S, , falls aber heide RIalc Glcichheit, 
also X0 i T(S,) _ X2 gilt, findct man wcgen (ii --) i) ein solches S. (2) Jcde 
dcr beiden Aussagen ist, falls f #= 0, aquivalent damit, daB f p-koncat ist fur fast 
alle p. 

So findet man jetzt sofort ein Bcispiel dafur, da13 die Relation K nicht transiti\ 
ist: Definicrt man E == 0 -+ Z +a B ---ts Q,‘Z --•ir 0 durch f E Hom(Q/Z, Q/Z) 

mit .f 4 : O> f, isomorph fur alle p :/- q, so hat Bi ol ein schwaches Komplement 
in B, aber k&n Komplemcnt.--.4ndrerseits kann man cinfache Bedingungcn 
dafiir angeben, daB fur die Erweiterungen von A durch C dieser Unterschied 
nicht besteht: 

SATZ 6.5. Sei (‘a) wie in Abschnitt 5 gegeben und T,(C) =/r 0 fiir alle p. Dann 
sindfiir das Paar (A, C) iiquinalent: 

(i) Ist exakt 0 ---f A -ta B -G C + 0 und hat Bi d ein schwaches Komplement 
in B, so gilt bereits Bi OL CK B. 

(ii) Ist exakt 0 4 A __ta B +a C - 0 und gibt es eine Zpwischengruppe X mit 
Bi 01 CK X CK B, so gilt bereits Bi CY. CK B. 
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(iii) Falls A d urc h mindestens nwei Primxahlen nicht teilbar ist, gilt 

(a) A nicht p-teilbar =G= C nicht p-teilbar, 

(b) fiir fast alle p ist h,A(l) = 0 oder t,“(O) < I?,,“( 1). 

Bezueis. (i---f ii) Wir miissen nur mit Hilfe dieses X zeigen, da13 Bi 01 ein 
schwaches Komplement in B hat: Sei I/ ein Komplement von Bi 01 in S, und 
W ein Komplement von X in B. Falls sowohl V n Bi 01 = 0 als such 
W n Bi 01 = 0 ist, sind V und W beide torsionsvoll, also (V’ + W) @] Bi 01 --_ B; 
falls aber eines der beiden ungleich Null ist, hat man ein 0 + Zi C Bi ol mit (ST 
klein in B, und wie in (6.2) folgt die Behauptung. 

(ii --j iii) Sei A wie verlangt. (a) Angenommen, es gibt eine Primzahl q mit 
A nicht q-teilbar, C p-teilbar: Wahlt man f: C + Q/A derart, daf3 f, :- 0 und 
f, koneat fur alle p -# q, so ist f 7’ 0, weil es ja noch ein q’ # q gibt mit 
T,,(Qj.q) -;i’- 0; auflerdem gibt es nach (6.3) eine Zwischengruppe X mit 
Bi a ch. S CK B, aber Bi 01 hat kein Komplement in B. Das widerspricht der 
Voraussetzung. (b) Man wahle ein festes q mit -4 nicht g-teilbar, und dazu 
f: C + Q/J derart, daB fv 1 0 ist falls p + q und hyA( 1) # 0, und da13 f, 
koneat ist in allen anderen Fallen. JVieder ist f ,( 0, und besitzt Bi N ein 
“Zwischenkomplement.” Nach 170raussetzung folgt Bi 01 CK B, insbesondere 
gibt es ein n 3 1 mit tzom( f) :< h,)A( 1) fur alle p mit p T n. Fur p r n, p f q 
und hDA(l) 6 (0, a~> gilt dann, wie wir ,f gewahlt haben, t,,C(0) ::< h,,A(l), und 
das ist die Behauptung. 

(iii 4 i) Besitze Bi 01 ein schwaches Komplement in B, und sei f der nach (C) 
zur Folge gehorende Homomorphismus. 1. Fall. f = 0 oder d durch hijchstens 
eine Primzahl nicht teilbar. Beide Male gilt dann Bi a: CK B (siehe 5.3). 2. Fall. 
f f 0 und A durch mindestens zwei Primzahlen nicht teilbar. Nach (6.2) und 
unserer Voraussetzung (b) gibt es tin ?z :; 1 mit: p T n und h,A(l) == 0 => 
tP( f ) = 0, p 7 n und h,A( 1) # 0 r)- tg( f) < h,T4( 1). IVeil also tl,( f ) < h,,“(l) 
fur fast allep gilt, folgt mit (a), da0 f ein K-Element ist. 

Unter milden Zusatzbedingungen ist aber die Relation K doch noch transitiv, 
und wir wollen zum AbschluB zwei solche Falle anfuhren: 

LmIalx 6.6. Sei X CK Y CK Z, und zwar T’ ein k’omplement zlon X in I, W 
ein Komplement zlon I7 in Z. Dann gilt: 

(a) Ist Ra(I’/X) = Y/X n Ra(Z/X), so ist V + W ein Komplemeflt von 
X in Z. 

(b) Ist V torsionsvoll, so folgt S CK Z. 

Beweis. (a) Aus der Radikalbedingung folgt, da8 (X + (Wn J’))!S = 
((IV +- S) f~ U)/X nicht nur klein in Z/X, sondern sogar klein in Y/X ist, also 
die kanonische Abbildung V-t Y/X+ Z/W + X ein wesentlicher Epimor- 
phismus ist, d.h. V ein Komplement von W -I- X in Z. Natiirlich ist such W ein 

481/P/2-7 



336 HELMUT ZijSCHINCER 

Komplement von I 7 + X in 2, und beides zusammen liefert die Behauptung. (b) 
Das koatomare ((IV -+ X) n Y)/X h a im torsionsvollen Y/X ein Komplement t 
Y’/X, so daR (W -I- X)/X und Y’jX gegenseitig Komplemente in Z/X sind. 
Damit gilt Y’ CK Z und Ra( Y’/X) r= Y’jX n Ra(Z/X), und aus (V n Y’) + S = 
Y’ folgt mit dem gleichen Argument S CK I”, also nach eben X CK 2. 
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